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Introduccion

Investigar acerca de como crece o disminuye una poblacion ha sido, histoéricamente, segin
Pielou, uno de los estudios més antiguos de la Ecologia Matematica. El principal objetivo
de ésta es establecer modelos para la dinamica de poblaciones|1].

Thomas Robert Malthus (1766-1834) fue uno de los primeros investigadores en estudiar
la dindmica de poblaciones. Alrededor de 1798 propuso un modelo matematico de cre-
cimiento de poblaciones en el cual la tasa per capita de crecimiento de una poblacion
es directamente proporcional a su tamano|2|, mientras los recursos tales como espacio,
alimentos, agua, entre otros, sean ilimitados. Pero en un ecosistema, tales recursos se
ven disminuidos al aumentar la poblacion, es decir, son limitados ;Qué ocurre entonces?
Transcurridos 40 anos, en 1838, los recursos limitados que pueden detener el crecimiento
de la poblacién fueron introducidos empiricamente por el matemético belga Pierre Fran-

cois Verhulst (1804-1849) en lo que hoy se llama crecimiento logistico|3].

Ademés, en la naturaleza existen diferentes relaciones o interacciones entre especies, entre
ellas se encuentra la interaccion entre un depredador y su presa. De acuerdo con [4], este
tipo de interaccion entre especies es una relacién bésica para los modelos ecolégicos y
sociales, ademas de ser el bloque base para la cadena alimentaria. El primer modelo de
ecuacion diferencial que describia esta interaccion, presa-depredador, fue formulado de
manera independiente por Lotka (1925) y Volterra (1926) cuando se hicieron los primeros

intentos para encontrar las leyes ecologicas de la naturalezal4].

Se debe agregar que, en los ultimos anos, tanto los ecologos como los matematicos han
logrado avances considerables en la dindmica espaciotemporal de los modelos presa-

depredador relevantes para el impacto del efecto Allee [5]. El efecto Allee, llamado asi

VIII



CAPITULO 0. INTRODUCCION IX

en honor al ecologista Warder Clyde Allee, es un fenémeno en biologia caracterizado por
una correlacion positiva entre el tamano o densidad de poblacion y el estado fisico o
medio de una poblaciéon o especie y puede ocurrir bajo varios mecanismos, tales como
la dificultad para encontrar pareja cuando la densidad de poblacién es baja, disfuncion
social en pequenos tamaifios de poblacion y el riesgo de depredacion debido a fallas en la
agrupacion o en comportamientos aprendidos. Desde el punto de vista ecologico, el efecto
Allee ha sido dividido en casos, fuerte y débil. El efecto Allee fuerte introduce un umbral
en la poblacién y ésta debe superarlo para crecer. Por el contrario, una poblacién con

efecto Allee débil no tiene un umbrall6].

El trabajo se centrard en el estudio un modelo presa depredador, sobre la estabilidad
e inestabilidad los estados de equilibrio constantes, es decir, estados de coexistencia del
sistema ecologico. Analizaremos dos modelos, el que tiene en cuenta procesos de difusion,
éste se denomina modelo espacial, pero antes de eso, revisaremos el modelo no espacial.
Los modelos no espacial y espacial estan dados respectivamente por los siguientes sistemas
de ecuaciones diferenciales|6]:

du q cuv  p
a—u(a—ﬁu— )— = f(u,v),

dv su N

a—v(—wmﬂ)—g(u,v),

ou q cuv

— = — Pu — — di A

7 u(a Bu u—i—b) v+1+ 1Au, o
Wy ) fan

i O\ et 220

El sistema (1) es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, mientras (2) es un

sistema de ecuaciones en derivadas parciales. Es necesasrio resaltar que, la expresion

qu
u+b

es el término de efecto Allee aditivo sobre la presa, el cual nos permitird hablar de un mo-
delo con y sin efecto Allee. Estos modelos se presentan en el articulo Dynamical complexity

induced by Allee effect in a predator-prey model por Weiming Wang, Ya-nuo Zhu,Yongli
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Cai, Wenjuan Wang , el cual exhibe la dindmica compleja de un modelo presa-depredador

con efecto Allee.

Conviene subrayar que para los modelos (1) y (2) se estudiaran solo los resultados que
tengan sentido ecologico, es decir nos preocupamos por soluciones no negativas, asi como
estados de equilibrio constantes no negativos. Este trabajo se divide en cinco capitulos; el
primer capitulo contiene algunos aspectos sobre los modelos a estudiar, y sobre la teoria
de ecuaciones diferenciales que permitiran el desarrollo de este trabajo. El segundo capi-
tulo tratara sobre la existencia de los equilibrios positivos del modelo (1) con y sin efecto
Allee; en el tercer capitulo se abordara el tipo de estabilidad para los equilibrios obteni-
dos en el capitulo anterior y para los equilibrios en la frontera. Por su parte, el cuarto
capitulo tratara sobre la estabilidad e inestabilidad de los estados de equilibrio positivos
del modelo espacial (2). Se determinara el efecto de la difusion para el modelo (2) en el
caso sin efecto Allee, y finalmente se determinaran las condiciones para la ocurrencia de
la inestabilidad impulsada por Allee-difusion. Se concluye con el quinto capitulo el cual

contiene las conclusiones de este trabajo.




Capitulo 1

Preliminares

En este trabajo se propone estudiar la dindmica compleja del modelo presa-depredador
no espacial y espacial con y sin efecto Allee, para ello es necesario comprender los modelos
a estudiar asi como conocer los aspectos tedricos que permitiran el desarrollo de dicho

estudio.

1.1. Modelo presa-depredador

De acuerdo con Pielau investigar acerca de como crece o disminuye una poblacién ha
sido, uno de los estudios méas antiguos de la Ecologia Matematica. Una de las suposiciones
ecologicas mas aceptada es asumir que el crecimiento de una determinada poblacion se
ve afectado por recursos limitados presentes en el medio ambiente, es asi que se tiene
el modelo propuesto por Verhulst (1838) conocido como modelo de crecimiento logistico

dado por[1]

donde a denota la tasa intrinseca de crecimiento de la poblacion v y K > 0 es la capacidad

de carga del medio ambiente. Ademas

du
= La tasa de crecimiento de la poblacion, a es proporcional al producto de la den-

sidad de poblacion u y la diferencia con la capacidad de carga (K — u).



CAPITULO 1. PRELIMINARES 2

2

= El término modela la competencia intraespecifica por los recursos disponibles,

lo cual limita el crecimiento.

= El modelo implica una disminucién lineal de la tasa de crecimiento per cépita res-
pecto a la densidad de poblacion, esto es, se tiene una dependencia negativa de la
densidad, esto significa que el aporte de cada individuo al crecimiento de la poblacién

disminuye a medida que la densidad de poblacién se incrementa.

De otro lado, las interacciones entre especies, asi como su coexistencia en los ecosistemas
es un tema de gran interés en la ecologia. Cuando dos poblaciones de especies interactian
existen tres tipos de interaccién, entre ellas, la interaccién presa-depredador, esta ocurre
cuando la tasa de crecimiento de una poblacion es decreciente y la otra es creciente [3].
En [6] se plantea el siguiente modelo presa-depredador dado por el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales
U cuv

ot 1__)__’
dt O‘“( K)  mu+1
dv . cou

— = J—

dt i muv+1)"

donde « es la tasa de crecimiento intrinseca de la presa, K la capacidad de carga del

medio, cu es una respuesta funcional sin saturaciéon, con ¢ > 0 que denota la tasa de

captura de la presa; el término —=“~ da la tasa en la cual la presa es consumida, 7y es la
’ mv+1 ?

tasa de muerte natural de los depredadores; la constante de proporcionalidad ¢ > 0 es la

tasa de consumo de presas. Luego, tomando 3 = %, s = co, el modelo anterior es dado
por
du cuv
7R e A b @)
dv . SU ’
— = —
dt T wr1)

donde s denota la tasa de conversion.

1.1.1. Efecto Allee

De acuerdo con [20] el efecto Allee puede ser definido como una relacion positiva entre un

componente de la adaptacion individual y el nimero o densidad de conespecificos. Donde

1.1. MODELO PRESA-DEPREDADOR
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la adaptacion individual se refiere en términos generales segin [1] a la contribucién gené-
tica de un individuo a la siguiente generacion, donde los principales componentes de la
adaptacion son sobrevivencia y reproduccion, de los cuales se derivan otros como desa-
rrollo, primera reproduccién, éxito de apareamiento, fecundidad, probabilidad de muerte
o reproduccion, etc. Ademas en [1]| la definicion de efecto Allee es interpretada como: la
adaptacion de un individuo en una poblaciéon pequena decrece a medida que el tamano
de la poblacién también disminuye. Ecologicamente el efecto Allee se clasifica en efecto

Allee fuerte y débil [1][6]

» Ffecto Allee débil. El efecto Allee se considera débil si la tasa de crecimiento de
poblacién per cépita es positiva para densidades de poblaciéon pequenas, donde un
incremento en esta densidad produce un incremento en la tasa; y para densidades

altas un incremento en la densidad produce un decrecimiento en dicha tasa.

s FEfecto Allee fuerte. Se presenta cuando por debajo de un cierto valor de densidad,
llamado umbral de Allee, la tasa de crecimiento per capita se vuelve negativa. Si
una poblacion presenta un efecto Allee fuerte ésta debe superar el umbral de Allee

para crecer de lo contrario puede llegar a extinguirse.

1.1.2. Modelo presa-depredador con efecto Allee

En [6] se tiene la siguiente ecuacion

d
d—?:u(a—ﬁu—uib> (1.2)

donde
qu
u-+b

se denomina el término de efecto Allee aditivo, b,q > 0 son constantes de efecto Allee.
Si g < ba es llamado efecto Allee débil, mientras que g > ba, efecto Allee fuerte. Por lo

tanto de (1.1) y (1.2) se tiene el modelo presa-depredador con efecto Allee aditivo sobre

1.1. MODELO PRESA-DEPREDADOR
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la presa

du q cuv  p
E—u(a b u+b> mv—l—l_f(u’v)’

dv su A
- = (—’H . 1) = g(u,v),

En el modelo (1.3) se asume que las presas u y depredadores v viven en un ambiente

(1.3)

homogéneo, pero esto no ocurre siempre dado que poblaciones interacttian con el medio
que los rodea, ademéas que existen factores en el espacio que pueden afectar la dinamica
de las poblaciones [5]. Por lo tanto, asumiendo que la presa u y el depredador v se mueven
aleatoriamente con movimiento Browniano se tiene un modelo simple de reaccion-difusion

correspondiente al modelo (1.3) dado por [6]:

ou q cuv

o _ By — _ A

dt u( fu u—l—b) mv—|—1+d1 o (1.4)
LR (V. L I |
a O\ T 250

con condiciones iniciales positivas
y flujo cero en las condiciones de frontera
ou  Ov
— =—=0,(z,y) € 09
- =7, =0 (y)
donde € es un dominio abierto y acotado en R? con frontera 0Q y A = 88—;2 + 53—;2 es el
operador laplaciano en el espacio bi-dimensional, d; > 0 y dy > 0 son los coeficientes de
difusion de la presa u y el depredador v, respectivamente. v es el vector unitario normal
exterior sobre 0€), el flujo cero en las condiciones reflejan la situacion donde la poblacion
no puede moverse a través de la frontera del dominio.
Los modelos (1.1), (1.3) y (1.4) se denominan, modelo no espacial sin efecto Allee, modelo

no espacial con efecto Allee y modelo espacial con efecto Allee, respectivamente.

Ademas para demostrar algunos resultados de nuestros modelos es necesario establecer

los siguientes resultados.

1.1. MODELO PRESA-DEPREDADOR
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1.2. Cotas de las soluciones positivas

Se enuncia un lema de comparacion clasico presentado en [7] cuya demostracion se tomo

de [15].

Lema 1. Sea ¢ una funcion absolutamente continua que satisface la desigualdad diferen-
cial
dé(t)

g +a1p(t) <ay, t>0 donde (ai,as) €R?  a; #0 (1.5)

Entonces,

YVt > T >0 ¢(t) < % _ (% _ ¢(T)) e—oq(t—T)

Demostraciéon: Multiplicamos ambos lados de (1.5) por e*?

(%it) + amﬁ(t)) Mt < qyett

Entonces

(82

— +a9(t) — a2> et <0

lo cual es equivalente a la derivada del producto

£ (02 =
(600~ 22 ) e,

tiene una derivada no positiva y es no creciente para t > 0. Por lo tanto, para todo

(o9~ ) e < (o) - 22) .

Asi, la funcion

t>1T>0,

Por lo tanto,

1.2. COTAS DE LAS SOLUCIONES POSITIVAS
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(631

(6] (0%)) _ _
1)< = — [ 2 —¢(T) ) e nt-T)
o)< 2~ (2 - m)

lo cual es equivalente a

Finalmente, para T = 0 se tiene

o) < % (1= e +¢(0)e ™, >0
1

1.3. Sistemas lineales con coeficientes constantes
Consideremos el siguiente conjunto de n ecuaciones diferenciales|8]:
dl’l
E = a11T1 + a2xs + ... + 1Ty
dl’g
— = 21T1 + A22T2 + ... + ATy
dt
il + +...+
— = A1 %1 F ApaTo F .. F ATy
0t 121 272
donde a;j, i = 1,...,n; j = 1,...,n son los n? ntmeros reales constantes, mientras que

x;, denota un funcién de valor real desconocida de una variable real ¢. Las ecuaciones

anteriores se pueden escribir de una forma abreviada:

ai; Q12 ... QAip

921 Q99 ... QA9pn
A =ay] =

ap1  Ap2 Anpn

1.3. SISTEMAS LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES
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y para cada x € R™ definimos un vector Ax € R" cuya i-ésima coordenada es
anx1+ ...+ a;px, y esta es la i-ésima fila en el lado derecho de las ecuaciones anteriores.

De esta forma la matriz A es interpretada como un mapeo
A:R" - R"
la cual a x le asigna Ax. Por tanto, el conjunto de ecuaciones se puede reescribir como
x = Ax (1.6)

a (1.6) se le llama sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias homogéneo con

coeficientes constantes.

1.4. Sistemas no lineales auténomos

Al sistema dindmico modelado por

dx
d_tl = fl(l’l,l'Q Ce ,l’n)
dx
d—; = fg(.’lfl,l'g ce ,l’n)
dx,
dt :fn(xlax2 7$n)
o también,
f = f(x) (1.7)

se le conoce como sistema no lineal auténomo, con x : I C R — R", una funciéon de valor
vectorial y f una funciéon de variable y valor vectorial, f : R® — R", y ademas f una
funcion no lineal. El sistema dinamico modelado por (1.7) se dice que es auténomo porque
la funcion f no depende explicitamente del tiempo.

El sistema (1.6) es un sistema lineal auténomo con f(x) = Ax.
Definicién 1.4.1. Dados los sistemas dinamicos con ley

1) X = f(x) (sistema no lineal)

1.4. SISTEMAS NO LINEALES AUTONOMOS
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11) x = Ax (sistema lineal)

Se dice que (1) y (11) son topologicamente equivalentes cerca al origen si existe un homeo-
morfismo H que aplica un conjunto abierto V; que contiene al origen, en otro conjunto
abierto Vo, que también contiene al origen, y ademéas, H aplica trayectorias de (I) que
estan en V; en trayectorias de (II) que estan en Vg, y se preserva la orientacion en el
tiempo, es decir, si una trayectoria de (1) va de x; a x3 en Vi, entonces la trayectoria

correspondiente en (11) va de H(x;) a H(x2) en V.

Definicién 1.4.2. Los puntos estacionarios o de equilibrio del sistema x = f(x) son

estados invariantes en el tiempo, de ahi que, xq es un punto de equilibrio si f(xq) = 0.

Definicién 1.4.3. Un punto de equilibrio x4 es llamado punto de equilibrio hiperbélico
de (1.7) si ninguno de los autovalores de la matriz D f(x) tiene parte real igual a cero. El

sistema lineal (1.6) con la matriz A = D f(x¢) es llamado la linealizacion de (1.7) en xo.

Definicién 1.4.4. Dado el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias x = f(x), xo un

punto de equilibrio del sistema, y A = D f(xq) se dice que:

= Xy es un punto de equilibrio hiperbélico tipo fuente si la parte real de todos los

autovalores de A son nimeros positivos.

= Xy es un punto de equilibrio hiperbélico tipo sumidero si la parte real de todos los

autovalores de A son niimeros negativos.

= X es un punto de equilibrio hiperbolico tipo silla si existen autovalores de A, A\ y

Ay tal que la parte real de A\ es negativa y la parte real de Ay es positiva.

Teorema 1.4.1 (Teorema de Hartman-Grobman). Sea E un subconjunto abierto de R"
que contiene al origen, f € CY(E) y sea ¢; el flujo del sistema no lineal x = f(x).
Suponga que f(0) = 0 y que la matriz A = Df(0) no tiene autovalores con parte real

nula. Entonces existe un homeomorfismo H de un abierto U que contiene al origen a un

1.4. SISTEMAS NO LINEALES AUTONOMOS
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conjunto abierto V que contiene al origen tal que para cada xy € U, existe un intervalo

abierto Iy C R que contiene al cero tal que para todoxqg € Uy t € I
Ho ¢i(x0) = e H(xo)

esto es, H lleva trayectorias de x = f(x) cerca al origen a trayectorias de x = Ax cerca al

origen y preserva la parametrizacion en el tiempo.
Una demostracion de este teorema puede encontrarse en [9].

Definicién 1.4.5 (Flujo del sistema). Si ¢(t,%o) es la solucion del problema del valor
inicial
X = f(x),
x(0) = xo,
definida para todo t € R, entonces el conjunto de funciones ¢;(x9) = ¢(t,%¢) es llamado

el flujo del sistema x = f(x).

1.4.1. Tipos de puntos de equilibrio y Estabilidad

La estabilidad de cualquier punto de equilibrio hiperbélico zy de (1.7) es determinado
por los signos de las partes reales de los autovalores A; de la matriz D f(xy). Un punto
de equilibrio hiperbdlico z, es asintoticamente estable si y sélo si Re(\;) < 0 para j =
1,...,n, es decir, si y so6lo si xy es un sumidero. Y un punto de equilibrio hiperbélico zq

es inestable si y solo si es tipo fuente o tipo silla [9)].

Definicion 1.4.6. Sea ¢; que denota el flujo de (1.7) definida para todo ¢ € R. Un punto
de equilibrio z de (1.7) es estable si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que para todo
||Z — xol| <yt >0 entonces ||¢(Z) — xo|| < €. xo es inestable cuando no es estable. Y
xo es asintoticamente estable si es estable y ademas existe 0 > 0 tal que si || — zo|| < ¢

entonces

lim ¢ () = .
t—o00

1.4. SISTEMAS NO LINEALES AUTONOMOS
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Definicion 1.4.7. Silla, Nodos, Focos y Centros para sistemas lineales en R?. Considere
el sistema (1.6) en R? y supongamos sin pérdida de generalidad que zy = (0,0) es un

punto de equilibrio del sistema, entonces

(1) El punto de equilibrio es un nodo. Este caso se presenta cuando los autovalores A\; y

Ay de A son reales y del mismo signo.

(2) El punto de equilibrio es un punto silla. Este caso se presenta cuando los autovalores

A1 v Ay de A son reales y de distinto signo.

(3) El punto de equilibrio es una espiral o foco. Este caso se presenta cuando los autova-

lores de A son complejos conjugados y tienen parte real no nula.

(4) El punto de equilibrio es un centro. Este caso se presenta cuando los autovalores de

A son imaginarios puros.

Teorema 1.4.2. El punto critico zy = (0,0) del sistema lineal (1.6) es estable si y s6lo si
los autovalores tienen parte real no positiva; si existe un autovalor con parte real positiva,
entonces el punto critico zy = (0,0) del sistema lineal (1.6) es inestable; el punto critico
zo = (0,0) del sistema lineal (1.6) es asintoticamente estable si y solo si los autovalores

tienen parte real negativa [11].
Demostracién: Una prueba de este teorema puede encontrarse en [12] ]

La estabilidad también se puede determinar en términos de la traza y el determinante de

la matriz A.
Teorema 1.4.3. Sea A € R**?, § =det A y 7 = tr(A) y considere el sistema

% = Ax. (1.8)
(a) Si o < 0 entonces (1.8) tiene un punto silla en el origen.

(b) Sid >0y 72— 46 > 0 entonces (1.8) tiene un nodo en el origen; es estable si 7 < 0 e

inestable si 7 > 0.

1.4. SISTEMAS NO LINEALES AUTONOMOS
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(¢) Sid >0y 7% —45 <0y 7 #0 entonces (1.8) tiene un foco en el origen; es estable si

7 < 0 e inestable si 7 > 0.

(d) Siéd >0y 7 =0 entonces (1.8) tiene un centro en el origen.

Demostracion: Los autovalores de la matriz A estdan dados por

SN =)

A\ =
2

(a) Supongamos que § < 0 entonces, 72 — 48 > 0 luego existen dos autovalores reales de

signos opuesto, asi, por (2) en la definicion (1.4.7) el origen es un punto de equilibrio

tipo silla.

(b) sid >0y 72—45 > 0 entonces los autovalores son reales y tienen el mismo signo que

T.

SiT<0y

(b1) 72 — 46 = 0 entonces los autovalores son iguales y negativos, por tanto, por (1)
en la definicion (1.4.7) se tiene el origen es un nodo del sistema (1.8).

(b2) 72 — 46 > 0 entonces los autovalores son reales, distintos y negativos, es decir
tienen el mismo signo. De nuevo por (1) en la definicion (1.4.7) se tiene que el
origen es un nodo del sistema (1.8).

Por tanto, si 7 < 0 por el teorema (1.4.2), ya que estos autovalores al ser nega-
tivos son no positivos el origen es un nodo estable.
SiT>0y

(b3) 72 — 45 = 0 entonces los autovalores son iguales y positivos, entonces por la
definicion (1.4.7) inciso (1) tenemos que el origen es un nodo del sistema (1.8).

(b4) 72 — 44 > 0 entonces los autovalores son reales, distintos y positivos. Luego por

el inciso (1) en la definicién (1.4.7) se tiene que el origen es un nodo del sistema
(1.8).

Por lo tanto, si 7 > 0 por el teorema (1.4.2) el origen es un nodo inestable.

1.4. SISTEMAS NO LINEALES AUTONOMOS
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(c) Supongamos que, d >0y 72 —45 < 0y 7 # 0. Cuando 72 — 45 < 0 los autovalores
A1 ¥ Ay son complejos conjugados, y tienen parte real igual a % # 0, ya que 7 # 0.
Luego, por (3) en la definicion (1.4.7) se tiene que el origen es un foco del sistema
(1.8).

Ademas, se tienen los siguientes casos:

(cl) Si T < 0 entonces \; y Ay tienen parte real negativa, es decir no positiva por lo

tanto, por el teorema (1.4.2), el origen es un foco estable.

(c2) Si7 > 0 entonces A y Ay tienen parte real positva, luego, por el teorema (1.4.2),

el origen es un foco inestable.

(d) Sid >0y 7 = 0, entonces, A\; y Ag son imaginarios puros, de modo que por la

definicion (1.4.7) inciso (4) se tiene que el origen es un centro del sistema (1.8).
[l

Definicién 1.4.8. Un nodo o foco estable de (1.8) se denomina sumidero del sistema

lineal y un nodo o foco inestable de (1.8) se denomina fuente del sistema lineal.

Observacién 1.4.1. El teorema de Hartman-Grobman (1.4.1), el teorema (1.4.2) y el
teorema (1.4.3) se pueden aplicar a los puntos de equilibrio distintos del origen, haciendo

una traslacion.
dx f(uv U) 2 2

Sea — = F(x) = con F': R* — R? y supongamos que zg = (u*,v*) # (0,0)
dt g(u,v)

un punto de equilibrio de F. Esto es F(xy) = (0,0). Ahora, haciendo un cambio de variable

Y=x—20=x=Y +29

Luego,
dY —dx dxo
dt — dt  dt
dY —dx (x)
at dt O
como X = Y + xp, luego
ay -

1.4. SISTEMAS NO LINEALES AUTONOMOS
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de modo que, este sistema va a cumplir que, cuando Y = 0 el lado derecho de la ecuacion

anterior se anula, esto es,

Y =F(0+ z9) = F(zg) =0

Por lo anterior, Y = 0 es un punto de equilibrio del sistema Y. Con A = DF(xg).

1.4.2. Meétodo directo de Lyapunov

Sin pérdida de generalidad supondremos que los puntos de equilibrio son zy = 0.

Definiciéon 1.4.9. Sea E : D — R un campo escalar continuamente diferenciable definido

en un dominio D C R™ que contiene al origen, entonces se dice que:

(a) E(z) es definida positiva cuando E(0) =0y E(z) > 0, VY # 0

(b) E(z) es semidefinida positiva cuando E(0) =0y E(z) > 0, Va # 0.

(¢) E(z) es definida negativa cuando E(0) =0y E(z) <0, Vo # 0.

(d) E(z) es semidefinida negativa cuando E(0) =0y E(x) <0, Yz # 0.

Definicién 1.4.10. Se dice que E : D — R, un campo escalar continuamente diferenciable

definido en un dominio D C R" que contiene al origen , es una funciéon de Lyapunov para

el sistema (1.7) cuando verifica las dos condiciones siguientes:

(a) E(x) es definida positiva.

Si(x)
OE_ OB OE OE OE ] | f2(x) . .
(b) E(x) = 25" 5 (x) = o 0x O . es semidefinida negativa.
fn(x)

(¢) Si E(z) < 0 decimos que E(z) es una funcion de Lyapunov estricta.

Teorema 1.4.4. Sea zp = 0 un punto de equilibrio para el sistema (1.7) se verifican las

siguientes propiedades [11]:

1.4. SISTEMAS NO LINEALES AUTONOMOS
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(a) Si existe una funcion de Lyapunov E(x) para el sistema autéonomo (1.7), entonces

es estable.

(b) Si existe una funcion de Lyapunov estricta para el sistema (1.7) entonces el punto

es asintoticamente estable.

Demostraciéon: Una prueba de este teorema puede encontrarse en [12]. ]

1.5. Solucién general a la ecuacion cubica.

En este trabajo es necesario conocer la solucién de las ecuaciones ciibicas, por ello se va

a encontrar la solucién exacta de una ecuaciéon cubica general
ar’® +bx* +cx+d =0 (1.9)

De [13] se tiene que para encontrar las raices de la ecuacion (1.9), primero nos deshacemos

del término cuadrético (2?) haciendo la sustitucion:

T=yY - o (1.10)

b\?* b2 b
a(y—g) +b(y—£) +C<?/—£)+d20 (1.11)

Expandiendo la ecuaciéon (1.11) y simplificando, obtenemos la siguiente ecuacion:

b2 W be
3 - — d —— =0 1.12
W (C 3a) ¥ ( T 7 Sa) (1.12)

La ecuacién (1.12) se denomina ctbica reducida ya que el término cuadratico esta ausente.

Para obtener

De acuerdo con [13] tener la ecuacion en esta forma facilita la resolucion de la ecuacion

cabica. Primero, se convierte la ecuacion cabica reducida (1.12) en la forma

3,1 A +as 27 ey
y a 3a y a 27a2  3a)

v rey+f=0 (1.13)

donde

1.5. SOLUCION GENERAL A LA ECUACION CUBICA.
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(BN L, ke
e—a ¢ 3a a 27a%2  3a

La ecuacion (1.13) en la forma

Y +ey=—f (1.14)
y teniendo en cuenta que
(a+0b)* = a® + 3a*b + 3ab® + b’
implica
(a+b)* — 3abla +b) = a® + b*. (1.15)
Dado (1.14), segin [14] seay =a+b ¥y
—e

ab=—o y d b =—f

—e ) . ., .
Se reemplaza a por e (despejando a de la primera ecuacion) en la segunda ecuacion,

3 __
(@)*b——f

(b°)% + f0° — <§)3 =0 (1.16)

para obtener

y multiplicando por b* tenemos

La cual es una ecuacion cuadratica en b3 que puede ser resuelta con la formula cuadratica.

Asi
RERIO)

b= 2L
2 2
oL (L 2+(E>3 (1.17)
2 2 3 '
AN
donde el discriminante de esta ecuacién es A := (5) + <§) .

Nota 1. Se obtendran dos raices para b® ya que la ecuacion (1.16) es una ecuacion
cuadrética. Luego, se tienen tres raices para cada una de las dos raices de b3, por lo tanto,
se tienen seis valores para b. Pero los seis valores de b daran seis valores para y; y de estos,
tres valores seran idénticos a los otros tres. Entonces, solo se obtienen tres valores para y

y por lo tanto tres valores para x.

1.5. SOLUCION GENERAL A LA ECUACION CUBICA.
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Los siguientes pasos a veces involucran niimeros complejos, por lo tanto se usara la formula
de Euler
" = cos(f) + isin(0) (1.18)
o —1  \/3i

Seaw:=e3 = 5 + - Note que w? =1y (w?)? =1 asi que 1, w y w? son todas las
raices ctibicas de 1. Usando w, vemos que cualquier niimero real tiene tres raices ctibicas.
Dada una raiz cubica, u, las otras seran wu y w?p.

Se usard esto para finalizar la ecuacion (1.17) seleccionando una raiz cibica b de ésta.
Llamaremos a esa solucion particular u, es decir, b = p. Las otras soluciones para la
ecuacion (1.17) son b = wp y b = w?p.

Cada solucion para (1.17) da un valor para a, donde a = ;—;. En efecto, cuando b = p

entonces a = T y llamemos a este valor p, luego p := TR Ahora, si b = wy entonces
M M

—e —€

= —=— 1.19
¢ 3w Jpw ( )
pero ;—6 = p, luego la ecuacion (1.19) se convierte en
i
P
== 1.20
0=t (1.20)

1
dado que w?® = 1 entonces ww? = 1, de donde w = —, luego — = w?, asi, reemplazando
y ., lueg
w w

en (1.20) se llega a

a = pw’ (1.21)
De igual manera, cuando b = w?p
—e
= 1.22
— 1
pero de nuevo, — = p y — = w de ahi que
3 w?
a=pw (1.23)
y finalmente, como y = a + b, entonces,
=ptp, =t aw, Y ys = pw 4 pw’ (1.24)

1.5. SOLUCION GENERAL A LA ECUACION CUBICA.
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son todas las soluciones de la ecuacion cibica en y. Ademéas, dado que x = y— — entonces
3a
sustituyendo y por y1, ¥2 v y3 se tienen las tres raices de la ecuacion cubica en .

De acuerdo con [16] la clasificacion de las raices de la ecuacion de tercer grado se resumen

en
Discriminante Raices de la ecuacién
A<0 Tres raices reales distintas
A=0 Tres raices reales, siendo dos o tres iguales
A>0 Una raiz real y dos complejas

Si las tres raices en el segundo caso son las tres iguales, entonces ellas son nulas.

1.5. SOLUCION GENERAL A LA ECUACION CUBICA.



Capitulo 2

Analisis Matematico del modelo no

espacial

En este capitulo se busca establecer la existencia de los equilibrios positivos del modelo
no espacial con y sin efecto Allee. Del capitulo anterior sabemos que el modelo no espacial

con efecto Allee viene dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

= (amsu ) - 2 o)

dt b 1
+ muv + (2.1)
Wy (- + £ g(u,v)
a ~ \ T T ) T
mientras que el modelo no espacial sin efecto Allee es dado por
du cuv
— =u(a — pu) — :
dt muv + 1 (2.2)

dv L su
— = —
dt i muv+1)’

Recordemos que u(t) y v(t) son las densidades de la presa y el depredador en el tiempo
t > 0, el pardmetro o > 0 representa la tasa de crecimiento especifica de la presa u, K > 0
es la capacidad de carga de la presa u, ¢ > 0 denota la tasa de captura, m > 0 representa
una reduccion en la tasa de depredacion en altas densidades de depredadores debido a la
interferencia mutua entre estos en busca de alimentos, v > 0 denota la tasa de muerte

natural del depredador, la constante de proporcionalidad o > 0 es la tasa de consumo de

18
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presas, s = co > 0 denota la tasa de conversion y = % > 0. Ademas,

qu
u—+b

es el término de efecto Allee aditivo, b, ¢ > 0 son constantes de efecto Allee.
Aunque no hace parte de lo que se quiere lograr en esta etapa se mostrara que las soluciones

del modelo (2.1) son acotadas.

2.1. Cotas de soluciones positivas

Las soluciones del modelo (2.1) siempre existen y permanecen positivas. Ademés probemos
que

, a , sa — By
<= <2227
fmswu® <5 v Jimswe® < =g

Supongamos que 0 < u(0) < %, donde % = K.Comou>0 y v>0enInt(R%)donde
Int(R2) denota el interior del cuadrante positivo de R?, cada solucion ¢(t) = (u(t), v(t))

de (2.1), las cuales comienzan en Int(R?%), satisfacen la desigualdad

du
p < u(a — Pu) (2.3)

la cual se obtuvo de la primera ecuacion de (2.1). Asi, u(t) puede ser comparada con las

soluciones de

dz
pri z(a — Br)

con z(0) = u(0) > 0. Hallemos x(t) mediante el método de separacion de variables.

s =fa=rro

Luego, utilizando fracciones parciales tenemos

Entonces

1 A D

v(a—Br) = o—fz

2.1. COTAS DE SOLUCIONES POSITIVAS
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de déonde A = % D= g, por lo tanto

e [é

g( jwﬂdx
d}
=

(In|z| — In |Bx —al+CY)

Ql— Q|m QI»—‘

1
= —a(ln |fr —a| —In|z| + CY)
asi,

1
—a(ln|ﬁx —al—In|z|+C)) =t+ C)
In|fz —a| —In|z| = —at + C,

Luego por propiedad del In, se tiene

bxr —«a
n = —at + CQ
T
entonces
‘6 . g —at+Ca
. efateCQ

y asi se tiene
« —
B—2 = Cet
x

1
+ce—at

y despejando = tenemos que z(t) = con ¢ = ﬁ — g Por tanto, se tiene que

«
que u(t) < — para todo ¢ > 0. En consecuencia

=

Q

, _a
m sup u(t) <

=@

Como un resultado, para cualquier € > 0, existe un 7" > 0, tal que u(t) < % + € para

2.1. COTAS DE SOLUCIONES POSITIVAS
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t > T. Entonces reemplazando u por % + € en la segunda ecuacion de (2.1), se obtiene:

a _ +@

muv + 1

y procediendo de manera analoga como se hizo para (2.3) se obtiene, que para todo € > 0

< 5% By + sfe
- mfy

y como € es arbitrario y si sa > (7 se tiene

sa—ﬁ’y+356) _sa— By
mpBy  mpBy

lim supv(t) < lim sup (
t—o0 t—o0
Por tanto

sa— By

1 t) <
s o(®) < =

Ademas, se puede obtener el siguiente teorema.

Teorema 2.1.1. Todas las soluciones no negativas del modelo (2.1) que empiezan en R?

son uniformemente acotadas.

Demostracion: Definamos la siguiente funcion
W(t) = u(t) + v(t)

y la derivada temporal de W con respecto a las soluciones del modelo (2.1) es

d_W_d_u+d_v_u o — Pfu— a — +u| —y+ i
dt  dt dt u+b muv + 1 i mov + 1

2.1. COTAS DE SOLUCIONES POSITIVAS
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de (2.3) se tiene que

dW B du dv

—=—+—<u(a—pu)+v|—+ ou
dt — dt  dt — T w1

y para cada n > 0 se tiene

d
d—‘i/gu(a—ﬁu)Jrv(—'yﬂL ot )—nW+77W

mov + 1
comoogu(t)gg
g
aw
E+77W§u(a—6u)+v(—’y+m;il)—|—77(u+v)
=u (o — fu) + +—2 ) 4+
=u(«a u)+v | —y e nu + nu
— u(a+n— Bu) + + )+
=u(a+n u)+v | —vy o 1 nv
su 2.4
SU(a+n—5U)+v(—7+—>+nv (24)
muv
su
=u(a+n—pPu)—vy+v—+m
muv
su
=ula+n=Pfu)+ -7+
<ufatn—fu)+ =+ (n-7)
ulx — Pu - — v
= n mB n—"
‘ S
Ahora, hallemos el maxg, (u(oz—l—n—ﬁu)—l——ﬂ).
m

Sea f: R, — R dada por f(u):u(a+17—/8u)+;—(;=—6u2+u(a+n)+;—(;. Luego

flu) = =2Bu+a+n

a+n
23

e igualando a cero obtenemos u = . Ahora, calculando la segunda derivada de f y

evaluando en u se tiene que
1 Q + ?7
— | =2
() = e
a+n
20
; a+n\  (a+n)? L s
2p 46 mf3

de modo que f tiene un maximo en u = . Ahora, evaluamos u en f y obtenemos:

2.1. COTAS DE SOLUCIONES POSITIVAS
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2
es asi que, maxg,, <u (v +n— Pu) + ;%) = %4_;—%. De lo anterior y de la tltima
ecuacion de (2.4) se tiene
dW (a+n)?  sa
- W<t oL _
a TS T +m5+(7’ 7

luego de hacer algunos calculos, se obtiene que

dW 458 + m(a +n)?
Al W < _
dt s Amp =

y sea 0 < n < 7, entonces

dW 4sB +m(a+n)? 4
—_— W < =
dt TS 4mp

De manera que por el lema (1), ¥Vt > T > 0 tenemos

0<W(t) < v_ @ — W(T)> e~ =D (2.5)
n n
o | v (v e 2 ¥
Entonces, si v — nW(T) > 0, se tiene que 0 < W(t) < E E W(T) ) e 1) < E

para todo t > 0. Esto, es

Por tanto

Nota 2. Esta demostracion difiere de la demostracion del articulo |6].

Pasamos ahora a determinar la existencia del equilibriio positvo.

2.2. Existencia de los equilibrios positivos

Sabemos por la definicion (1.4.2) que los puntos de equilibrio o estacionarios son estados
invariantes en el tiempo tal que si (ug, vg) es un punto de equilibrio se tiene fi(ug, vg) =

0 = fo(ug, vg), es decir, u(t) y v(t) son constantes en el tiempo, con f = (f1, f2).

2.2. EXISTENCIA DE LOS EQUILIBRIOS POSITIVOS
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Nos enfocaremos en esta seccion en la existencia de los equilibrios positivos del modelo

(2.1). Cualquier equilibrio positivo E(u,v) del modelo (2.1) satisface

q cv
a— fu— — =0,
su - )
i mo+1

Despejando v de la primera ecuacion de (2.6) y reemplazando en la segunda ecuacion se

tiene
mspu® + (cs + bmsf — msa)u® + (bes + msq — bmsa — ey)u — bey = 0. (2.7)
Ahora, sea u una raiz real positiva de la siguiente ecuacién ctbica:
aoz® + 3a12% + 3asr — as = 0. (2.8)

donde a9 = msB, 3a; =cs+bmsf —msa, 3as = bcs+msq—bmsa —cy, as = bcy.
Z— ay

Por la teoria vista en la seccion (1.5), hagamos = = y reemplacemos en la ecuacién

Qo
(2.8) para obtener:

h(Z) = 23 + 3b12 + bg =0. (29)

con by = agas — a3, by = a%a;; — agayas + 2a3.

A continuaciéon vamos a encontar la raices de h(z) y estudiaremos la existencia de las
raices positivas.

La ecuacion (2.9) tiene la forma de la ecuacion (1.13). Por lo tanto, con e = 3b; y f = by

por la ecuacion (1.15), se tiene que

—3by
b= =-b
a 3 1
a3 + bS = —bQ
Luego, despejando a de la primera ecuacion se tiene a = _Tl y se reemplaza en la segunda
ecuacion, para obtener
—b; 3
— b= —b
( b ) + 2
y multiplicando por b® tenemos
(6*)2 + byb® — (b1)* = 0 (2.10)

2.2. EXISTENCIA DE LOS EQUILIBRIOS POSITIVOS
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y por la ecuacion (1.17) se tiene

b = —71;2 + \/<%2)2 + ()’ (2.11)

b2\" s
con A := bl + (b1)".

De otro lado, escogamos

b3=_7b2+\/(%2)2+(b1)3
o= _71’2+\/<b§)2+(b1)3

una solucion particular para b3. Luego como cada solucion de (2.10) da un valor para a

y sea

o 1 o 1
ya= o entonces, p = 7, esto es,

_bl

: _762+ \/(Z;—Q)QJF (by)°

como z = a + b entonces las soluciones de h(z) vienen dadas por z; = p + p, es decir,

s —b by\” b
2= A —= + (—2) + (b)) - .
> 2 ; —
31 — U2 2 3
! +\/(2) + ()
{/(—aby + 4/IT T B)? - 4y
29/ ~Aby + 4/157 1 3

B (e VAU Y e S
2EP\ T T | TR T T ge2

ot | (p—m)V3i
Z9 = 5 + 9

p:

21 =

Y POT 29 = pw + piw?

de modo que

2.2. EXISTENCIA DE LOS EQUILIBRIOS POSITIVOS
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y como z; = p + p entonces

; :—Zl+(/}—ﬂ)\/§i
27 9 2

Ademaés, dado que

(p—m)V3i  (p—wV3ivp+nu

2 2 VPt

V3i -
V3i 5
_ 9 2
2\/Z—1\/(p+ﬂ)(p p+ 1)
\/gz' 3
= 2 24
2\/2_1\/<’0+“)(p + 2pp + p2 — dpp)
V3i -
= —4
2\/Z—1\/(p+u)((p+u) )
V3i 5
= —4
2\/2—1\/(P+M) pr(p + 1)
\/gi 3
= —_— —3 -
N (p+ p)® = 3pulp + p) — pulp + 1)
V/3i —
1
= —3p3 — 313+ 3
2\/2—1\/ PP =313 + 3pp(p + )
1
2\/71\/ PP+ PP — 4P + 1B + 3pulp + p)
1
_ 3 4(p3 3
wz—lx/(/ﬂru) (0 + B)
finalmente, como by = —(a® + b®) pero a = p y b = u entonces,
= 4b
2 N
Asi,
—Z1 \/Z%+4b2
9 — +
2 2«/21

De otra parte, dado que z3 = pw? + pw entonces

o+ | (n=p)V3i
3 = 5 + 9

2.2. EXISTENCIA DE LOS EQUILIBRIOS POSITIVOS
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y (k= p) =—(p— p) se tiene

y por el resultado anterior se concluye que

—21 \/Zi3 +4bg

3 = —

2 2./71

Tenemos, ahora el siguiente lema que nos permitira demostrar los teoremas referentes a

la existencia de los equilibrios positivos del modelo (2.1).
Lema 2. (a) Si by < 0, la ecuacion (2.9) tiene una tnica raiz positiva.
(b) Suponga que by > 0y by < 0 se cumplen.

(b1) Si b3+ 4b? < 0 la la ecuacion (2.9) tiene dos raices positivas.

(b2) Si b2 + 4b? = 0 tiene una rafz positiva de multiplicidad dos;
(c) Siby =0y b <0, ]laecuacion (2.9) tiene una unica raiz positiva.

Demostraciéon. (a) Supongamos que by < 0.
Si by > 0 entonces tenemos: 1/(z) = 322+ 3b; > 0 asi, h(z) es estrictamente creciente
y continua en (0,00), luego h(z) > h(0) = by para z # 0 y como by < 0 se concluye
que h(z) tiene una tnica raiz positiva.

Ahora, si by <0, sean?= —b; > 0 entonces n = /—by. Asi,
R'(2) =3(2* —n?) =3(z —n)(z +n)

Luego h'(n) = 0 = KW' (—n), por tanto n y —n son puntos criticos de h. Ademés,

h"(z) = 6z y evaluando n y —n en h”(z) tenemos
h"(n) =6n>0, y h"(n)=-6n<0

Por tanto h(z) alcanza un minimo en z = n > 0 y un maximo en z = —n < 0, ademas
h(n) < h(0) = by < 0y como h'(z) > 0 cuando z > n entonces existe un zy > n >0

tal que h(zp) = 0. Por lo tanto h(z) tiene una tnica raiz positiva.
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(b) Si by > 0 entonces b; < 0, de lo contrario se tendria que h/'(z) > 0 de donde h(z) al

igual que en (a) seria estrictamente creciente, pero h(z) > h(0) = by > 0 por lo cual

h(z) = 23 + 3by2z + by podria no ser igual a cero en (0, 00).

De (a) sabemos que h(z) alcanza un minimo y un maximo en z = ny z = —n

respectivamente. Ahora, siguiendo a Lima (1987, p. 22) tenemos que

h(n)h(—n) = b3 — 4(n*)*

= b3 — 4(n?)*
= by —4(=b1)’
= bj + 4b}

Por tanto el signo de h(n)h(—n) es el mismo que el del discriminante A.

(b1)

(b2)

Si b2 4 4b? < 0, entonces h(z) y h(—n) tienen signos contrarios y ademds, como
h(—n) es un méximo y h(n) un minimo y dado que h(0) = by > 0 y que
h'(z) < 0 cuando —n < z < n, esto es, h(z) es decreciente para —n < z < n, la
ecuacion (2.9) tiene una raiz positiva. Ademas, de igual manera que en (a), h(z)
es creciente cuando z > n, por lo tanto existe un 2y > n > 0 tal que h(zp) = 0.

Por lo tanto h(z) tiene dos raices positivas.

i/(_4b2 +44/4b] + b3)* — 4by Y ome V2t 4by
2 pr—
23/ ~4by + 4/257 1 2 2V

Si b2 + 4b7 = 0, entonces h(n)h(—n) = 0, es decir, h(n) = 0 o h(—n) = 0. Dado
que h(—n) = 2(=b1)v/—by + by > 0 se tiene h(n) = 0, de donde by = 2n?.

21 =

Ahora, reemplazando en la ecuacion (2.9) tenemos:
h(z) = 2* — 3n%z + 2n° (2.12)

Ademaés, por el método de division sintética tenemos que z = n es una raiz

positiva de (2.12). Asi,

h(z) = (z — n)(2* + nz — 2n?)
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De ahi que
h(z) = (z —n)(z —n)(z + 2n)

h(z) = (z — n)*(z + 2n)
Por lo tanto, la ecuacion (2.9) tiene una raiz positiva de multiplicidad dos

—2Z21 \/2%4-462
=4/|b1
> T ovm o1

U (~4by + 4/IF T B)? - 4y
2(—dby + 4T

Z9 =

donde z; =

(c) Cuando by = 0 entonces b; < 0. De lo contrario, del mismo modo que en (b) se
tendria que h(z) = 2% + 3b12 + by podria no ser igual a cero en (0,00). Asi tenemos
h(z) = 23 4+ 3bz = 0 implica que 2z = ++/—3b;. Por tanto la ecuaciéon (2.9) tiene una
Ginica raiz positiva z = ++/—3b;.

Asi mismo tenemos:
o _ 1 5, s? 2
by = apay — ay = -m"s°fq + gmsﬁ(bcs — bmsa — ¢y) — g(ma —bmf — c)

3

2 3
by = agas — 3aparas + 2ay

1 1
= §m253q6(ma —bmpB —c) + ngQﬁ(ma —bmpB — c)(becs — bmsa — ¢y)
2s° 3 2,242
—E(ma—bmﬁ—c) — bem®s* By

Luego, con by = 0y by = 0 podemos determinar que ¢ = f1(b) y ¢ = f2(b) al despejar ¢
de las ecuaciones anteriores. Donde

A —3msf(bes — bmsa — ¢y) + s*(ma — bmf — ¢)?

Hib) = 3s2m?2p3

o) 2 —9ms?B(ma — bmfB — c)(bes — bmsa — ¢y) + 283 (ma — b3 — ¢)3 + 27bem?s? 32~y
Im?s3B(ma — bmf — c)
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Teorema 2.2.1 (Ezistencia de los equilibrios positivos del modelo no espacial (2.1) con

efecto Allee débil).

(a) Si cualquiera de las siguientes desigualdades se cumplen:
ma —bmfB —c>0 y 0 < ¢ < min{ba, fo(b)};
ma —bmf —c<0 y max{0, fo(b)} < ¢ < bay;
El modelo (2.1) tiene un unico equilibrio positivo
By = (uy,0,) = (Zl —o s(a—a1) l)

Qo apmry m

(b) Si cualquiera de las siguientes desigualdades se cumplen:
ma —bmpB —c>0 y max{0, fo(b)} < ¢ < min{ba, f1(b)};
ma—bmf—c<0 y 0 < ¢ < min{ba, f1(b), f2(b)},

entonces:

(b1) Si b2 + 4b? < 0, el modelo (2.1) tiene dos equilibrios positivos

Ew3 _ (21 — ap 5(2’1 —al) . l) y Ew4 _ (2’2 — 8(,22 —al) _ l)’

apg  agmy m ag  agmy m

(b2) b3 + 4b3 = 0, el modelo (2.1) tiene un tunico equilibrio positivo

By = (itay, 00) (m_‘“ (il - a) —l>.

ao ’ agm-y m

(¢) Si0 < g <min{ba, f2(b)} y by = 0 se cumple, el modelo (2.1) tiene un unico equilibrio

positivo

= (i, 5y) = (\/Tlh—al s(v=3b1 —a1) i)

E 7
Qo agmry m
Demostracién. (a).Supongamos que se cumple
ma —bmf —c >0y 0<q<min{ba, fo(b)}.

Entonces, cuando g < fa(b) se tiene

—9ms?B(ma — bmp — c¢)(bes — bmsa — ¢y) + 28* (ma — bmfs — ¢)® + 2Tbem?s? 3%y

7= Im2s35(ma — bmf — c)
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como f5(b) > 0y ma —bmf — ¢ > 0, el denominador y numerador de f>(b) son mayores

que cero, asi
Im?s*Bg(ma — bmB — ¢) < —9ms*B(ma — bmf — c)(bes — bmsa — c)
+ 25*(ma — bmf3 — ¢)® + 27bem?s* B2y
de modo que
Im?sBg(ma — bmB — ¢) + Ims*B(ma — bmB — c)(bes — bmsa — c)

—25%(ma — bmf — ¢)® — 2Tbem?s?B*y < 0

1
y multiplicando por o7 obtenemos

%mQS?’qﬁ(ma —bmp —c) + %ms%@(ma —bmf — ¢)(bcs — bmsa — ¢y)
2s° 3 2,272
—2—7(ma—bmﬁ—c) —bem~s By <0
esto es, by < 0. Luego por el lema (2).(a) se concluye que el modelo (2.1) tiene un unico
equilibrio positivo. Asimismo, sabemos que x = : ;0&1. Pero x = u, asi, u = : ;Oal.
Ademas, ya que z; es la raiz positiva de h(z) por lema (2).(a) se tiene que u,, = o ;0&1.

De otro lado, de la segunda ecuacion de (2.6) se tiene

_osu
7= muv + 1
y despejando v se tiene
SU — 1y SU 1
v = E P E——
ym ym  m

Ahora, reemplazando u,, en la ecuacion anterior se llega a

s(z1 —ay) 1

’Uw = —_— — —
apmy m
: z1—ap s(z—ay) 1
Como consecuencia E,, = (uy, vy,) = 7 ).
Qo apmry m

En el caso en que 0 < ¢ < ba la demostracion se hace de manera similar.

De otro lado, supongamos que se cumple ma — bmf — ¢ < 0y max{0, f2(b)} < ¢ < ba.
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Por su parte, cuando fo(b) < ¢ < ba se tiene

—9ms?B(ma — bmfB — c¢)(bes — bmsa — ¢y) + 253 (ma — bm 8 — ¢)® + 27bem?s? 5%y
Im?2s35(ma — bmp — c)

<q

Sabiendo que f5(b) > 0y que ma —bmf — ¢ < 0 se tiene que el numerador de f5(b) es

menor que cero, por tanto,

—9ms®B(ma — bmfB — c)(bes — bmsa — ¢y) + 25°(ma — bmB — ¢)® + 27Tbem?s* B2y
> 9m?s*Bq(ma — bmB — c)
luego
0 > 9m?s*Bq(ma — bmB — ¢) + Ims*B(ma — bmB — c)(bes — bmsa — cy)

— 28%(ma — bmf — ¢)® — 2Tbem?s* B2y

1
y finalmente multiplicando por o7 se llega a que by < 0.

Asi, by < 0. Luego por el lema (2).(a) se concluye que el modelo (2.1) tiene un tnico
21 —a; s(z—ap) 1 )

ag  agmy m

equilibrio positivo E,, = (ty, vy) = (
Cuando 0 < ¢ < ba la demostracion se hace de manera similar.

(b).Supongamos ahora que ma — bmf — ¢ > 0y max{0, fo(b)} < ¢ < min{be, f1(b)}, v
ademés que se tiene el caso en que fo(b) < ¢ < f1(b). Luego, cuando fi(b) < ¢, se tiene

que by > 0. En efecto

—9ms?B(ma — bmfB — c¢)(bes — bmsa — ¢y) + 2583 (ma — bmf3 — ¢)® + 27bem?s% 3%y
Im2s35(ma — bmp — c)

<q

Como ma —bmf —c >0y fo(b) > 0 ya que max{0, fo(b)} = f2(b) se obtiene

—9ms®B(ma — bmfB — c)(bes — bmsa — ¢y) + 2s°(ma — bm3 — ¢)®

+27bem?s* %y < 9Im?s3 Bg(ma — bm — c)
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Luego

0 < 9m*s*Bq(ma — bmB — c) + 9Ims*B(ma — bmB — c)(bes — bmsa — cy)

— 28°(ma — bmfB — ¢)® — 2Tbem?s* B2y
- 1
y multiplicando por 77 obtenemos:

1 1
0< §m233q6(ma —bmpB —c) + §m325(ma —bmpB — c)(becs — bmsa — ¢)

2s° 3 2,242
—E(m(x—bmﬂ—c) — bem®s* By

esto es, by > 0.
Ahora, si ¢ < f1(b),entonces

—3msfB(bes — bmsa — ¢y) + s*(ma — bmf3 — ¢)?
3s2m?2p3

qg <
Como f1(b) > 0 ya que fa(b) > 0, se tiene
35°m?Bq + 3msB(bes — bmsa — ¢y) — s*(ma — bmfB —¢)* < 0

y dividiendo por 9 se obtiene que b; < 0. Por tanto se ha obtenido b, > 0y b; < 0. En

los otros casos la demostracion de esta parte se hace de manera similar.

De otro lado, supongamos que se cumple (ma —bmf —c¢) < 0y que 0 < ¢ < ba, esto
es, min{ba, f1(b), f2(b)} = ba. Dado que min{ba, f1(b), f2(b)} = ba entonces, ba < f;(b)

y ba < fa(b), por tanto si 0 < ¢ < ba se tiene que

0<qg< f1(b)
0<q< fab)

de donde, si 0 < ¢ < fi(b) entonces

—3msf(bes — bmsa — ¢y) + s*(ma — bmf — ¢)?

3s2m?2p3

q <
y como fi(b) > 0 se tiene

q35*m?B + 3msB(bes — bmsa — ¢y) — s*(ma — bmB — ¢)* < 0
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luego by < 0. Ahora si 0 < g < fo(b), entonces

—9ms?B(ma — bmfB — c¢)(bes — bmsa — ¢y) + 253 (ma — bmf8 — ¢)® + 27bem?s? 5%y

7= Im?2s3B(ma — bmf — c)

Como ma —bmf —c <0y fa(b) > 0, entonces el denominador y numerador de f5(b) son

menores que cero. Luego
Im?s*Bg(ma — bmfB — c) > —9Ims*B(ma — bmB — c)(bes — bmsa — )
+ 25*(ma — bmf3 — ¢)® + 27bem?s* B2y
de donde,
Im?s*Bg(ma — bmB — ¢) + Ims*B(ma — bmB — c)(bes — bmsa — c)

—25%(ma — bmf — ¢)® — 27Tbem?s? By > 0

1
y multiplicando por o7 obtenemos que

1 1
§m233qﬁ(ma —bmp —c) + gms25(ma — bmp — ¢)(bcs — bmsa — ¢)
2s° 3 2292
—2—7(ma—bmﬁ—0) —bem=s” By > 0

esto es, by > 0. Por tanto by > 0y b; < 0. En el caso en que min{ba, fi(b), f2(b)} # ba la

prueba es similar.

Finalmente, para las dos desigualdades se ha obtenido b, > 0y b; < 0y ahora, suponiendo

que se cumplen:

(b1) b3 + 4b3 < 0. Entonces, por el lema (2) inciso (b) y (bl) se tiene que el modelo (2.1)

tiene dos equilibrios positivos:

B — <zl —ay s(z1 —ay) B i) v By = (ZQ —ay s(z2—ay) B i)

apg  agmy m apg ~ agmry m

Los cuales se obtienen de la misma manera que (a).

(b2) b3 + 4b3 = 0. Se tiene por el lema (2) inciso (b) y (b2) que el modelo (2.1) tiene un
finico equilibrio positivo dado por E,, = ( v lb;[‘ral, o/ orlzar) l) .

agmry m
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(¢). Supongamos que 0 < ¢ < f1 v by = 0, entonces
q35*m?B + 3msB(bes — bmsa — ¢y) — s*(ma — bmB — ¢)* < 0

1
y multiplicando por 3 se tiene como resultado, by < 0 y nuevamente por el lema (2)

inciso (c) se concluye que el modelo (2.1) tiene un tunico equilibrio positivo dado por

£y - (5 T ) .

Teorema 2.2.2 (Ezistencia de los equilibrios positivos del modelo no espacial (2.1) con

efecto Allee fuerte).

(a) si cualquiera de las siguientes desigualdades se cumple:
ma —bmfB —c>0 y ba < q < fo(b);
ma —bmf —c <0 y max{ f2(b), ba} < q,

el modelo (2.1) tiene un tnico equilibrio positivo
E, = (US,"US) _ (21 - CL1’ 8(21 - al) _ i)

ao apm-y m

(b) si cualquiera de las siguientes desigualdades se cumplen:
ma—bmf—c<0 y ba < g < min{ f1(b), fo(b) };
ma —bmfB —c>0 y max{ fa(b),ba} < q < f1(b),

(b1) Si b2 + 4b? < 0, el modelo (2.1) tiene dos equilibrios positivos

21— a1 s(z1—ap) 1)

apg  agmy m

E83 = (us37U33) = (

29— a1 S(zo —a 1
E54:(us4avs4)( 2&0 17 <a20m’yl) _E)

(b2) b3 + 4b? = 0, el modelo (2.1) tiene un tunico equilibrio positivo

B, = (i, 0,) = (\/W—m s(v/]b1] — ay) _i>

ag ’ agm-y m

(c) Siba < g < fi1(b) y by = 0 se cumple, el modelo (2.1) tiene un unico equilibrio positivo

By (LB T )1y

ap ’ agm-y m
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Demostracion. (a) Supongamos que se cumple la primera desigualdad, esto es,
(ma —bmpB —c) >0y que ba < ¢ < fo(b). Entonces, cuando g < fo(b) se tiene

—9Ims?B(ma — bmpB — c)(bes — bmsa — ¢y) + 283 (ma — bmB — ¢)® + 2Tbem?s% 3%y

7= Im?2s3B(ma — bmf — ¢)

como fo(b) > 0yaqueqg>0y (ma—>bmp—c) >0, el denominador y numerador de

f2(b) son mayores que cero, asi

Im?s*Bg(ma — bmB — ¢) < —9ms*B(ma — bmfB — ¢)(bes — bmsa — ¢)
+ 25°(ma — bmf3 — ¢)® + 27Tbem?s* %y

de modo que

Im?s*Bq(ma — bmB — ¢) + Ims?B(ma — bmB — c)(bes — bmsa — cy)

—25%(ma — bmfB — ¢)* — 2Tbem?s* %y < 0

1
y multiplicando por 77 obtenemos

1 1
§m253qﬁ(ma —bmp —c)+ gmszﬁ(ma —bmpB — c)(bcs — bmsa — ¢y)
25° 3 2 .22
—E(ma—bmﬁ—c) — bem®s* By < 0

esto es, by < 0. En consecuencia, por el lema (2) inciso (a) se tiene que el modelo (2.1)

tiene un tnico punto de equilibrio positivo dado por

Es = (usavs) = (Zl — ala S(Zl — al) - l)

ao apm-y m

Supongamos ahora que se cumple ma—bmf—c < 0y fo(b) < ¢, con max{ fo(b), ba’} =
f2(b); en el caso en el que méax{ f2(b), ba} = ba se procede de manera similar.
Ahora, Como max{ fa(b),ba} = fo(b) y ba > 0 entonces fo(b) > 0. Luego, cuando
f2(b) < g se tiene

—9ms?B(ma — bmf — c)(bes — bmsa — ¢y) + 283 (ma — bmfB — ¢)3 + 27bem?s? B2y -
9Im?2s3B(ma — bmf — ¢) ¢
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como fo(b) > 0y ma —bmf — ¢ < 0 entonces el numerador y denominador de f5(b)

SON Mmenores que Cero, en consecuencia
—9ms*B(ma — bmfB — c)(bes — bmsa — ¢y) + 25°(ma — bm B3 — ¢)® + 27bem?s® 3%y
> Im?s*Bg(ma — bmB — c)
entonces,
0 > 9m?s*Bg(ma — bmB — ¢) + Ims*B(ma — bmB — c)(bes — bmsa — cy)
—25°(ma — bmfB — ¢)® — 2Tbem?s* By
y finalmente multiplicando por o7 se llega a que by < 0. Luego por el lema (2) inciso

(a) se tiene que el modelo (2.1) tiene un tnico punto de equilibrio positivo dado por

B = (s, 0,) = (21 - a17 s(z1—a1) i)

Qo agmry m

(b) Supongamos ahora que ma—bmf—c < 0y ba < g < f1(b), esto es, min{ f1(b), fo(b)} =
f1(b). Entonces ¢ < f1(b) implica que by < 0. En efecto:

_ —3mspB(bcs — bmsa — ¢y) + s*(ma — bmj3 — ¢)?
3s2m?2p3

Como fi(b) > 0 ya que ba > 0, se tiene
3s*m?*Bq + 3msB(bes — bmsa — ¢y) — s*(ma — bmfB — ¢)* < 0

y dividiendo por 9 se obtiene que b; < 0.

Ademas, como min{f;(b), fo(b)} = fi(b) > 0 entonces fi1(b) < fo(b), es decir, se
cumple también que ba < ¢ < fao(b) v f2(b) > 0, luego

—9ms?B(ma — bmf — c)(bes — bmsa — ¢y) + 283 (ma — bmfB — ¢)3 + 27bem?s? 32y
9Im2s3B(ma — bmpB — ¢)

g <
Como ma—bmf —c <0y fo(b) > 0, entonces el denominador y numerador de f5(b)
son menores que cero. Luego

Im?s*Bq(ma — bmB — ¢) > —9ms*B(ma — bmfB — ¢)(bes — bmsa — c)

+ 25°(ma — bmf3 — ¢)® + 27Tbem?s* 8%y
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por lo cual

Im?s*Bg(ma — bmB — ¢) + Ims?B(ma — bmB — c)(bes — bmsa — cy)

—2s5%(ma — bmfB — ¢)* — 27bem?s* %y > 0

1
y multiplicando por 77 obtenemos que

1 1
§m253qﬁ(ma —bmp —c)+ gmszﬁ(ma —bmpB — c)(bcs — bmsa — ¢)
2s° 3 2202
—E(ma—bmﬁ—c) — bem®s* B4y > 0

esto es, by > 0. Por ende, hemos demostrado si se cumple la primera desigualdad se

tiene que by < 0y by > 0. Cuando 0 < g < f5(b) se procede de manera similar.
Ahora, supongamos que ma —bmf —c > 0y max{ fa(b), ba} < ¢ < fi(b), y suponga-
mos ba < g < fi(b). Esto es, max{ f2(b),ba} = ba lo cual implica fo(b) < ba,esto es,
fa(b) < g, de donde by > 0. En efecto, fo(b) < g implica

—9ms?B(ma — bmB — c)(bes — bmsa — ¢y) + 253 (ma — bmfB — ¢)3 + 27bem?s% 32y -
Im2s35(ma — bmf — c) e

Como ma —bmf —c >0y fo(b) > 0 ya que max{ f2(b), ba} = ba > 0 se obtiene

—9Ims*B(ma — bmfB — c)(bes — bmsa — ¢y) + 2s°(ma — bmf — c)®

+27bem?s* B2y < 9m?s®Bq(ma — bmfB — ¢)
luego

0 < 9m?s*Bg(ma — bmB — ¢) + Ims?B(ma — bmB — c)(bes — bmsa — cy)

—25°(ma — bmf3 — ¢)® — 2Tbem?s* 3%y

1
y multiplicando por o7 obtenemos que by > 0.

Por otro lado, si ¢ < f1(b), entonces

—3mspB(bes — bmsa — ¢y) + s*(ma — bmf§ — ¢)?
3s2m?2p3

q <<
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Como f1(b) >0
3s?m?Bq + 3msfB(bes — bmsa — ¢y) — s*(ma — bmfB — ¢)* < 0

y dividiendo por 9 se obtiene que b; < 0. Asi, hemos obtenido nuevamente by < 0 y

by < 0. Cabe senalar que si se tiene baw < ¢ < f1(b) se procede de manera similar.

De lo anterior, para ambas desigualdades by > 0 y b; < 0 por tanto, suponiendo que

(b1) b2 + 4b? < 0. Entonces, por el lema (2) inciso (b) y (b1) se tiene que el modelo

(2.1) tiene dos equilibrios positivos

By — (Zl —a s(z—a1) i) v B (2’2 —a1 s(z—a1) i)

ag  agmy m ag  agmy m

Los cuales se obtienen de la misma manera que en (a) del teorema anterior.

(b2) b2 4 4b3 = 0. Se tiene por los incisos (b) y (b2) del lema (2) que el modelo (2.1)

. .. e . .. A ‘bl‘—a1 S ‘b1 —a1
tiene un tnico equilibrio positivo dado por Ey = ( —

1
ag ? apmry m

(¢) ba < q < f1(b) implica que f1(b) > 0 porque bar > 0 de ahi que, cuando ¢ < f1(b) s

tenga

2

q35*m*B + 3msB(bes — bmsa — ¢y) — s*(ma — bmB — ¢)* < 0

- 1 .
y multiplicando por 3 se tiene como resultado, by < 0 y como by = 0, entonces,

nuevamente por el lema (2) inciso (¢) se concluye que el modelo (2.1) tiene un tnico
V=3bi—a1 s(v/=3bi—a1) L)

ao ’ apmy m ]

equilibrio positivo dado por E, = (Us, Vs) = (
O

En el caso del modelo (2.1) sin efecto Allee (¢ = 0) o modelo (2.2) existen dos equilibrios
en la frontera:Ey = (0,0) cuandou =0y v =0, F; = %, 0 ] cuando u = ¢ y un tnico

equilibrio positivo E* = (u*,v*) con sa > (7, donde

. msa—cs+ +/s2(ma — c)? + demsfBy ., sut—v
u* = y vt = .

2msf mry

2.2. EXISTENCIA DE LOS EQUILIBRIOS POSITIVOS
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Este tltimo equilibrio se halla igualando el modelo (2.2) a cero, de lo cual se obtiene

o — Bu— cv 1 _o,
mo -t (2.13)
_ -0
’y—'—mv—i-l ’

sSU —

Ahora, despejando v de la segunda ecuacion de (2.13) se obtiene v = y reempla-

zando en la primera ecuacion de (2.13) tenemos

C(su—y)
bu — m =0

m(su—’y>+1
ym

o —

De aqui que,

o fu— clsu—1) _
msu
luego,
(a — Bu)msu — c(su—7y) 0
msu B
(o — Bu)ymsu — c(su—) =0
amsu — pu*ms — csu + ¢y =0
Por tanto

Bmsu® + (cs — msa)u +cy =0

La cual es una ecuaciéon de grado dos en u. Asi

_ msa — cs £ /s (ma — ¢)? + demsfy
N 2mps

u

de donde

_ msa— cs + /s?(ma — ¢)? + dems Py
n 2mpfs

u

Luego, haciendo u = u* y reemplazando u* en v siendo éste positivo cuando sa > vy

haciendo v = v* se tiene E* = (u*,v*). Note que si sa = 7 entonces

2.2. EXISTENCIA DE LOS EQUILIBRIOS POSITIVOS



Capitulo 3

Estabilidad de los equilibrios

3.1. El caso sin efecto Allee

De la seccion 2.2 sabemos que el modelo (2.1) sin efecto Allee o modelo (2.2) tiene dos equi-
librios en la frontera Ey = (0,0), £y = (%, 0) y un unico equilibrio positivo E* = (u*, v*)

con sa > (7. La matriz jacobiana del modelo (2.2) esta dada por:

25 cv —(mv + 1)cu 4+ cumv
a—20u —
A — mv + 1 (mv +1)2 (3.1)
- SV (mv + 1)su — suvm '
mv + 1 7 (mv +1)2

Las matrices jacobianas alrededor de Ey, F, v E* son respectivamente:

*

—ca Bur cu
o 0 o B Ty

A = 0 — © An = 0o - f_ﬁ o A= sv* ( msu*v*)
7 K B mv*+1  (mo*+1)2

Para obtener la primera entrada dela matriz Ag« se tuvo en cuenta que E* satisface

*

cv
— Ryt _ =0,
= fu mv* + 1
su*
_ =0,
7+mv*+1

41



CAPITULO 3. ESTABILIDAD DE LOS EQUILIBRIOS 42

Ademas, la traza y el determinante de A g+ son respectivamente

. msu*v*
smB(u*)?v* scu*v*

A * ) — .
det(Ap-) (mv* + 1)2 (mv* +1)3

Teorema 3.1.1. Para el modelo (2.2)

(a)
(b)
(c)

FEy es un punto silla.
Si sa > (v, E; es un punto silla, mientras, si sa < 57, es un nodo estable.

Si sae > [, E* es localmente asintoticamente estable.

Demostracién: (a) De la matriz jacobiana Ag, tenemos que los autovalores son A\; =

a >0y A\ =—y <0. Luego por el teorema de Hartman-Grobman (1.4.1), el sistema

(2.2) y el sistema lineal

d
&= (o),
dt (3.2)
& = (=
dt fy b
tienen la misma estructura cualitativa cerca de Fy. Ademaés, ya que det(Ey) = —ay <

0, por el teorema (1.4.3) inciso (a) se tiene que Ey = (0, 0) es un punto silla del sistema

lineal (3.2) y en consecuencia es un punto silla del modelo (2.2).

sa
De Ap, se tienen los siguientes autovalores \y = —a < 0y Ay = <—'y + —) =

B
sa — By
—ﬁ .

Nuevamente por el teorema de Hartman-Grobman (1.4.1) y la observaciéon (1.4.1) el

sistema (2.2) y el sistema lineal

(3.3)

tienen la misma estructura cualitativa cerca de (0,0).

3.1. EL CASO SIN EFECTO ALLEE
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S —
By -

(b1) Supongamos primero, que sa > (7. Entonces Ay = 0.

sa — By
8

y nuevamente por la observacion (1.4.1) se tiene que Ej es un punto silla para

Como resultado det(Ag,) = —« < 0, entonces por el teorema (1.4.3)

el sistema (3.3) y por lo tanto un punto silla para el modelo (2.2).

sa — By
8

(b2) Seguidamente, supongamos sa < 7, luego Ay = < 0. Por consiguiente,

det(Ap,) = —«a (%) > 0.

Al mismo tiempo, la tr(Ag,) = —a + (M

3 )<0yaque)\2<0y)\1<0.

Ahora, probemos que tr(Ag,)? — 4det(Ag,) > 0. Sabemos que

(@B + (sa = B7))* > 0
Entonces,
o?B% + 2ap(sa — By) + (sa — fy)? > 0
lo cual es igual a

o’ B% — 2a8(sa — By) + 4aB(sa — Bv) + (sa — f7)” > 0

(—aB)? = 2af(sa — B7) + (sa — B7)* — 4(—af(sa — Bv)) > 0
(—af + (sa — f7))* — 4(—afB(sa — 7)) > 0

e 1
y multiplicando por @ tenemos

(_a6+ (;a—ﬂv)f 4 <M) >0

esto es, la tr(Ag,)? — 4det(Ag,) > 0 por lo cual, procediendo como antes se concluye
por el teorema (1.4.3) parte (b) y la observacion (1.4.1) que E; es un nodo estable
para el modelo (2.2).

Supongamos que sa > 37 entoces el punto de equilibrio (E*) es positivo, por lo tanto,

se verifica que tr(Ag-) < 0 ya que 5, m, s, m son positivos, y también el det(Ag+) > 0.

3.1. EL CASO SIN EFECTO ALLEE
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Luego por el teorema de Hartman-Grobman (1.4.1) y el teorema (1.4.2) se tiene que
E* es localmente asintéticamente estable, ya que su traza, es decir, su parte real es

negativa.

]

Teorema 3.1.2. Si sa > [, el equilibrio positivo E* del modelo (2.2) es globalmente

asintoticamente estable.

Demostracién: Supongamos que sa > 3 entonces esto garantiza que E* es un equili-
brio positivo. Se toma la siguiente funcion, definida para u > 0y v > 0, dado que estamos

trabajando con resultados que tengan sentido ecologico.

V(u,v)—/m ¢ d§+s(1—|—mv*) /v* p dn. (3.4)

Para mostrar que el punto de equilibrio (u*, v*) es globalmente asintoticamente estable se

debe cumplir por la defincion (1.4.10) y por el teorema (1.4.4) lo siguiente:

(a) V(u,v) es definida positiva.
dv ov du oV dv

(b) %(u, v) = B df + S0t & definida negativa.

En efecto. Por el primer teorema fundamental del calculo se tiene
ov u*
ou u

o e (1 i “_*> . (3.5)

v s(14mu*) v

Se ha igualado a cero para obtener los puntos de equilibrio de V.
De la primera ecuacion de (3.5) se tiene que u* = u y de la segunda ecuacion v* = v. Asi,

(u,v) = (u*,v*), es el tnico punto de equilibrio de V.

Ademés,
(0*V, ., . 1
g ) =
PV oV
< 8u8v<u ) = 8v8u<u ) =0,
82_1/(”* V)= — L
L o2 T s+ mer) \v*

3.1. EL CASO SIN EFECTO ALLEE
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de donde, la matriz Hessina es dada por

1
— 0

sv*(1 + mv*)

Ahora hallamos los autovalores de H(E)|y» ). Estos son

1 c
T Y sv*(1 4+ mo*)

1 C
A1 = — > 0 porque u* es el equilibrio positivo y Ay =
u

s, V%, m, c son positivos.

sv*(1 4+ mo*)

> 0 ya que tanto

En consecuencia, por el criterio de la matriz Hessina, se tiene que en (u*,v*) la funciéon

V(u,v) tiene un minimo y su valor es V' (u*,v*) = 0. Por lo tanto V' (u,v) > 0 para todo

(u,v) # (u*,v*). Asi, por la definicion (1.4.9) inciso (a) V es definida positiva. En conse-

cuencia se cumple (a).

Por su parte,

Luego de algunos calculos

av

Usando el hecho de que

. cv*
a—pfut — —— =
b mu* + 1 ’
su*
_ +—:O’
i mv* + 1

B . cv (v—v*)c
%_(u_u)(a_ﬁu_mv+1)+s(1+mv*) (—”y—i—

Se despeja del sistema anterior o y —7 de la primera y segunda ecuacion respectivamente,

para obtener

*

Bu* + cv

o= Pu _—
mu* + 1
B su*

7= mu* + 1

3.1. EL CASO SIN EFECTO ALLEE
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y al reemplazar en (3.6) se obtiene

dv ( 5 ur + cv* 3 cv n (v—2v")c su* L8
— =(u—wu u At — — Pu— —
dt mv* + 1 mv + 1 s(1+ mo*) mv*+1 mv+1

o ~c(u—ut)(v— v*) o —u*(mv + 1) + u(mv* + 1)
=—(u—u)’p (mv* + 1)(mov + 1) +elv ) ( (mv* + 1)2(mv + 1) )
(- u)2B— c(u —u*)(v—v*) c(v—v*)(u—u*) me(v — v*) (uwv* — u'v)
— \(mv* + 1)(mv + 1)/ va* +1)2(mv + ll R (mv* + 1)2(mv + 1) )
(3.7)
Ahora, se suman el término 2 y 3
c(u—u*)(v—v*) cv—v*)(u—u*)  —mc(v—v")uv* me(v — v*)u*v*

(mov* + D)(mv+1)  (mo* +1)2(mv+1)  (mo*+1)2(mo+1)  (mo* + 1)2(mo + 1)

y este resultado se suma con el término 4 para después de algunas manipulaciones alge-

braicas, obtener

me(v —v)uvt  me(v —vt)utv
(mv* 4+ 1)2(mv+1)  (mo*+1)%2(mov + 1)

de donde, resulta

me(v — v*)u*v* — me(v — v*)uv _ me(v — v*)u*(v* — v)
(mv* 4+ 1)%2(mv + 1) (mv* + 1)2(mv + 1)
—meu*(v — v*)?
(mv* + 1)2(mv + 1)

Sumamos este tltimo resultado con el término 1 para finalmente obtener

d
= w5

meu* (v — v*)?
(mv* 4+ 1)2(mv + 1)

(3.8)

Ambos términos de (3.8) son menores que cero, ya que (3, m, v*, u*, ¢ son mayores que cero.
av av . . X .

Por lo tanto o < 0. Esto es, s es definida negativa. En consecuencia, se tiene que V' es

una funcion de Lyapunov estricta, por lo tanto el punto E* es globalmente asint6ticamnte

estable. O

3.1. EL CASO SIN EFECTO ALLEE
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3.2. El caso con efecto Allee débil

En esta seccion se establecera la estabilidad de los equilibrios del modelo (2.1) con efecto
Allee débil, esto es, 0 < ¢ < ba. En este caso el modelo (2.1) tiene dos equilibrios en la

frontera:

(1) Cuando u =0y v =0 se tiene E,o = (0,0).

q cv

2) Cuand 0 =0 — — —
(2) Cuandou #0y v , Yy a— PBu P i |

= 0, entonces

. (a ~ b8 +/(a _2%5)2 T 4B(ba — q),o)_

La matriz jacobiana del modelo (2.1) es dado por

o 28— ¢ o _qu___ _cu
u+b (u+bd)? mu+1 mu + 1)2
A= sv( ) j_ su) (3.9)
mv + 1 - (mv + 1)2

Entonces para los dos equilibrios en la frontera F,q, F\,1 tenemos el siguiente teorema.
Teorema 3.2.1. Suponga que 0 < ¢ < ba entonces
(a) Euo es un punto silla;

(b) Ey,1 es un nodo estable si a > b5y v > 4 oun puntosillasia > b8 y v <7, donde

i s(a—bﬁ+\/(a+b5)2—495>
= 20 (3.10)

Demostracidn: La matriz jacobiana del modelo (2.1) evaluadas en E,g y E,1 son res-

pectivamente

3.2. EL CASO CON EFECTO ALLEE DEBIL
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q qUy1
a — 28Uy — + —CUy,
A(E,)) = ! Ut + 0 (U1 + b)? !
0 = + SUy1

a) Los autovalores de la matriz A(FE,g) son o — d > 0y —v < 0. Por lo tanto, ya que
b

det(Ag,,) < 0 entonces por el teorema de Hartman-Grobman (1.4.1) y el teorema

(1.4.3) inciso (a) Eyo = (0,0) es un punto silla del modelo (2.1) y dado que los

autovalores tienen signos contrarios, el modelo es siempre inestable alrededor de F,.

(b) Supongamos primero que a > bf y v > 7.

Los autovalores de la matriz A(E,7) son: \; = —7y + Su,1. Ya que

a—bB+/(a—bB)%+4B(ba — q)

2 : (3.11)

Uyl =

entonces

N s(a = bB + /(o = 0B)? + 4B (b — q))
2

s(a— b3+ /a2 — 2abB + 1232 + 4ba — 403q)

A =7+ 23
— 2 _
Ar:ﬁ+qazw+¢%+w) 48q)

Por otra parte, se tiene que

q + qUw1

Ao = — 2Puy —
2 @ 5U ! Uw1—|—b (uw1+b)2

y en teniendo en cuenta que FE,,; satisface

a
« ﬁuwl U1 +b — Y
- + SUy1 = 07
llegamos a
q
Ao = ———— — BUy.

3.2. EL CASO CON EFECTO ALLEE DEBIL
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Luego, por (3.11) y mediante algunos calculos

A, = 2Pala =8+ (o + B6)° — 4Bq) _ (a =~ bB ++/(a+bB)* — 4Pq)
(a+ b + /(@ +bB)* — 45q)° 2

y de nuevo mediante algunas operaciones algebraicas finalmente tenemos que

. —2+/(a + bB)? — 4¢3 (a\/(a +083)% — 4qB + a? + B(ba — 2q))
o (o +b8 + /(o +bF)? — 4¢P)?

Como a > bf entonces a(a — bf) > 0. Ademas, ya que 0 < g < ba entonces
bao —q >0
y como 3 > 0 entonces
26(bar — q) = 2pba — 28q > 0

y también, como 0 < 28ba — 23q = a? — o + Bba + Bba — 23q, entonces
o+ apb—2¢8 > a* + apb

o + aBb — 298 > o* — Bba
o + B(ba —2q) > a(a —bB) >0
Por lo tanto, si a > bf3 entonces Ay < 0 y como v > 74 entonces —y + 5 < 0. Esto es,

A1 < 0. Asi E,; es un nodo estable por el teorema de Hartman-Grobman, inciso (1)
en la definicion (1.4.7) y por el teorema (1.4.2).

Seguidamente, supongamos nuevamente que « > b y también que v < 7. Con ello,
Ay <0y —y+7 > 0, esto es A; > 0. En consecuencia, det(Ag,,) < 0,y por el teorema
de Hartman-Grobman (1.4.1) y el teorema (1.4.3) se tiene que E,; es un punto silla

del modelo (2.1)

]

A continuacién se determinara la estabilidad del equilibrio positivo en dos situaciones.

Una es el caso del tnico equilibrio positivo E, = (uy,v,), la otra es el caso de dos

3.2. EL CASO CON EFECTO ALLEE DEBIL
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equilibrios positivos Eyz = (w3, Vw3) ¥ Fws = (Uwd, Vws)-

Sea F = (ﬁ, Sfﬂ—”) el punto de equilibrio positivo arbitrario para el modelo (2.1) en las
Y

dos situaciones.

La matriz jacobiana en E es dada por

25 q L qu cv —ct
o — 200 — —
A — u+b (a+b)? mo+1 (mv + 1)2
E SV n SU
mo + 1 7T o+ 1)?

Ahora, se reemplaza el valor correspondiente de ¢ para para simplificar cada una de las

entradas de la matriz dada y obtener

- qu cy
A | G T
g Sl — (v — su)y
mu st

Al reemplazar u y v en la expresion de la primera entrada de la matriz se ha obtenido

m c(su —
¢ .4 ( )

2B — _
o= 2pu u+b  (u+Db)? msi

(3.12)

pero para obtener la primera entrada de esta matriz adicionalmente se ha tenido en cuenta

que u y v satisfacen

- q cv
. —_ — — O
|
de donde
- qg
o= pu a+b  mio+1
. Su— .
y como v = se tiene
mry
I B ()

a+b  msi
reemplazando lo anterior en (3.12) se obtiene finalmente

_qu
(a+0)2

_ q qu _ q _
— 987 — — _t
a —20u a+b+(il+b)2 O‘+5“+a+b B+

3.2. EL CASO CON EFECTO ALLEE DEBIL
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La traza y el determinante de A estan dadas respectivamente por

_qsu® + (u+D)*(v* — sy — spu?)
B st(a + b)?

tr(Ag)

(st — ) (@ + b)*(cy + mspa?) — mqsu?)

det(Ap) = ms?u?(u + b)?

Ya que y(st — ) = v*m® > 0 el signo del det(Aj) es dado por

V() = (@ + b)*(cy + mspi?) — mgsi®
Ahora se presentan los siguientes resultados sobre la estabilidad de los equilibrios positivos
del modelo no espacial (2.1) con efecto Allee débil.

Teorema 3.2.2. Suponga que (u,, + b)?(cy + mspu?) — mgsu?, > 0 y defina
» v = SUp)Y\ (U +b)?
q[w]:(ﬂuw_( ))( )

Sy Uy

(a) ¢ < min{q[“w]7ba}, el equilibrio positivo F,, es localmente asintéticamente estable.

Ademéas

(al) Si (tr(Ag,))* < 4det(Ag,), E, es un foco estable.

(a2) si (tr(Ag,))? > 4det(Ag,), E, es un nodo estable.

(b) ¢! < ¢ < ba el equilibrio E,, es inestable. Ademas,

(b1) (tr(Ag,))? < 4det(Apg,), E, es un foco inestable.

(b2) (tr(Ag,))? > 4det(Ag,), E, es un nodo inestable.

Demostracién: Note que cuando tr(Ag,) = 0 podemos despejar g y se obtiene gl*],

(a) Supongamos que g < ba, esto es min{ql““! ba} = ba, en el caso en que min{ql*!, ba} =
¢!*»! 1a demostracion es similar. Ahora, dado que ba < ¢l*») entonces ¢ < ¢l*). Luego,

cuando ¢ < ¢l*, se tiene

q< (5% - SuwM) (g + D)2

Sy, Uy

3.2. EL CASO CON EFECTO ALLEE DEBIL
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como su? > (0 entonces
qsty, < (Bsug, — (7 — sty )7) (g + D)

qsuZ, < Bsul (uy + b)? — (7 — sy )y (Uy + b)?

qsuZ, + (uy + 0)* (7 — sty )y — Bsu (uy +b)* <0

1

Dado que suy,(u, + b)? > 0, multiplicamos la expresion anterior por —————
Sy Uy + b)?

y

sacamos factor comin (u,, + b)? para obtener

gsuy, + (uw + 0)*[(y — suw)y — Bsuy]

<0
Sy (Uyy + b)?

gsul + (uy + b)*[y? — syu, — sBul)

<0
SUyy (Uyy + b)?

esto es tr(Apg,) < 0.

Ademas, como (u, +b)?(cy+mspBu) —mgsu? > 0 entonces det(Ap,) > 0, asi, tene-
mos que la parte real de los autovalores de A g, es decir la tr(Ag,), son menores que
cero, luego por el teorema y Hartman-Grobman (1.4.1) y el teorema (1.4.2) tenemos

que F,, es localmente asintéticamente estable.

(al) Si
[tr(Ag,)])* < 4det(Ap,)

entonces

(tr(Ag,))” — 4det(Ag,) <0
Luego, por el teorema (1.4.3) inciso (c) se tiene que E,, es un foco estable, dado
que por (a) tr(Ag,) < 0y por hipotesis det(Ag,) > 0.
(a2) Si
[tr(Ap,)]* > 4det(Ap,)

entonces

[tr(Ap,)]* — 4det(Ag,) >0

3.2. EL CASO CON EFECTO ALLEE DEBIL



CAPITULO 3. ESTABILIDAD DE LOS EQUILIBRIOS 23

Luego, por el teorema (1.4.3) inciso (b) se tiene que E,, es un nodo estable, dado

que por (a) tr(Apg,) < 0y por hipotesis det(Ag,) > 0.

(b) Cuando ¢"» < g < ba entonces la tr(Ag,) > 0. En efecto, cuando ¢** < ¢ se tiene

q—q"™ >0
esto es,
- w w b 2
. (ﬁuw_(v SU )7) (ww +0)° _
Sy Uy
luego

qsu’, — (BuZs — (v — suy)) (U + b)* >0
y se divide por su,,(u, + b)? para obtener

qsufﬂ — (U + D)2 (7?2 — 5VUy — sﬁufu)

>0
Sy (Uyy + D)2

y esto es lo mismo que tener tr(Ag,) > 0.

Como resultado los autovalores de la matriz A g, tienen parte real positiva y de nuevo
por el teorema (1.4.2) y por teorema de Hartman-Grobman (1.4.1) se concluye que el

equilibrio positivo E,, es es inestable para el modelo (2.1).
(bl) Procediendo como en (al) se tiene
[tr(Ap,))* — 4det(Ag,) <0 (3.13)

ademés como det(Apg,) > 0 por hipotesis y tr(Ag,) > 0 por (b), entonces por
el teorema (1.4.3) inciso (c) se tiene que E,, es un foco inestable.
(b2) Ahora, si
[tr(Ap,)]* > 4det(Ap,)

entonces

[tr(Ap,)]? — Adet(Ap,) > 0

Luego, por el teorema (1.4.3) inciso (b) se tiene que E,, es un nodo inestable,

dado que por (b) tr(Ag,) > 0y por hipotesis det(Ag,) > 0.

3.2. EL CASO CON EFECTO ALLEE DEBIL



CAPITULO 3. ESTABILIDAD DE LOS EQUILIBRIOS 54

Observacion 3.2.1. Note que

u2

tr(Ag,)]* = m[q — qll)?

luego, la expresion

[q — ¢"™1]? < 4det(Ag,).
se puede cambiar por

[tr(Ag,)]? < 4det(Ag,)

si
2

_— 1.
(tw +0)F

para los casos (al) y (bl) de (a) y (b). De otro lado, si

2

u,

_— 1
(tn + )

la expresion
(¢ — ¢"»1]? > 4det(Ag,).
se puede cambiar por

[tr(Ag,)])* > 4det(Ag,)

en los casos (a2) y (b2) en (a) y (b) respectivamente.

O

Teorema 3.2.3. Suponga que ¢ < min{«, bf3(u,, +b)}, entonces el equilibrio positivo E,,

del modelo (2.1) es globalmente asintéticamente estable.

Demostracion: Se tomara la misma funcion del teorema (3.1.2), donde se prob6 que
av
esta funcion es definida positiva. Veamos entonces que ’r sea definida negativa. Se tiene

que

d_V_u<1_u_w> o — Bu — g @ n ve (1_u_w> N SU
dt u wu+b mu+1) s(1+muy,) v R—
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de donde
d—V:(u—uw)(a—ﬁu— ¢ )+ (v—vw)c)<_7+ su ) (3.14)

dt u+b muv+1 s(1 + mu, mv + 1

Usando el hecho de que

q Uy

- w - :07
o~ fu Uy +b  muy, +1

+

7 mu, +1

Se despeja del sistema anterior a y —v de la primera y segunda ecuaciéon respectivamente,

para obtener
q CUy

azﬁuw+u+b+mvw+1
B Sy
7= mu, + 1
y al reemplazar en (3.14) se obtiene
av q CUy q cv
dt (u = ) (ﬁuw—i_uw—l—b—i_mvw—kl fu u+b mv—i—l)

. (v—vw)c( su, | _su )

(1 + muy) mu, +1  mou+1

c(u — uy) (v — vy)

(B (Uy +b) u+b))_(mvw+1)(mv—|—1)
( Uy (mu + 1) +u(mvw+1)) (3.15)
(mv, + 1)2(mov + 1) '
c(u — uw) (V= vu)
—(u - ) (5 uw—l—b u—l—b)) (mvy, + 1)(mo + 1)
3
(v —vy)(u — uw) me(v — V) (U, — Uy V)
(muy + 1)2(mv +1) (v, +1)*(mo+1)
1
Ahora, se suman el término 2 y 3
Cu—u)(v—vw) | e(v— o) (u— uy) —me(V — Uy ) UV, ME(V — Vyp ) Uy Uy
2

(mvy, + 1)(mv+1)  (muy, + 1)2(mo + 1) C (muy +1)2(mu + 1) (muy 4+ 1)2(mo + 1)

y este resultado se suma con el término 4 para después de algunas manipulaciones alge-

braicas, obtener
ME(V — Vg ) Uy Uy Me(v — Uy Uy ¥

(muy + 1)2(mu+ 1) (muy, + 1)2(mo + 1)
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de donde, resulta

ME(V — Uy ) UV — ME(V — Vi) UV ME(V — Uy ) Uy (Ve — V)

(mvy, +1)2(mv + 1)  (muy + 1)2(mu + 1)

L —MCUy (U — Vy)
— (muy + 1)2(mo + 1)

Sumamos este tltimo resultado con el término 1 para finalmente obtener lo siguiente

dv——u—u o o q B MU (V — Vyy)?
dt ( w) (B (uw+b)(u~|—b)) (muy, + 1)2(mv + 1)

1 1 1 .
Comou >0y b>0,u+b> bentonces - > lo cual implica —— < — . Ademas,

1
b u+b b u—+b

dado que > 0 ya que tanto ¢ como u,, + b lo son y también como > 0 se tiene
q q
- < R
P (ty +b)b P (tyw + b)(u+b)
esto es,
B~ ! e —

(U + b)(u+0b) (wy +b)b
Ya que por hipotesis se tiene que ¢ < bf(u,, + b) entonces

q
b= o 0
luego,
q q
A s e AT

. av T
como resultado se tiene que ’r < 0. Por lo tanto, el punto de equilibrio (u,,v,) es

globalmente asintoticamente estable por el teorema (1.4.4) inciso (b). O

Teorema 3.2.4. Suponga que (uy,3 + b)%(cy + msBul;) — mgsus > 0y (uys + b)%(cy +
mspBu?,) — mgsuZ, < 0.Y defina

— b 2
) = (g — (2 (s

U3

(a) si ¢ < min{q"! ba}, entonces E,us = (Uwg, —_7) es localmente asintotica-
mry

mente estable;
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SUwq — 7

(b) Euw4: <uw47 my

) es un punto silla.

Demostracién: (a) La demostracion se hace de manera similar a la del teorema (3.2.2)

inciso (a).

(b) Como (uys + b)%(cy + mspu?,) — mgsu?, < 0 entonces det(Apg,s) < 0, asi, por el
teorema de Hartman-Grobman (1.4.1) y el teorema (1.4.3) inciso (a) tenemos que

E\ywa es un punto silla del modelo no espacial (2.1).

3.3. El caso con efecto Allee fuerte

En esta seccion se determinard la estabilidad de los equilibrios del modelo (2.1) con efecto
Allee fuerte, es decir, ¢ > ba. El modelo (2.1) con efecto Allee fuerte tiene tres equilibrios

en la frontera:

(1) Cuando u =0y v =0 se tiene Es = (0,0).

q cv
u+b mv+1

(2) Cuandou#0yv =0,y a — fu— = 0, entonces

B = () = (a — b8 — /(a—bB)? + 43 (ba — q>70>

2/

By = (1122, v23) — (a — 0B+ \/(oc —bB)? + 45(bar — q)’())

26

(a + bpB)?

cona >bByba<qg< 13

. Estas condiciones garantizan que ug; > 0y ug > 0. En

(a+ bB)?

5 se tiene (a+b3)%—4qS > 0; pero (a+b3)2—4qB3 =
(a — bB)? + 4B(ba — q). Por lo tanto, (a — bB)? + 43(ba — q) > 0. Ahora, como ba < ¢
vy 48 > 0, entonces 45(ba — q) < 0. Por ende (o — b83)? > (a — bB)? + 48(ba — q). Por
tal razon a — b3 > /(a — bB)% + 48(ba — q). Asi,

efecto, sea o > bf. Ya que g <

a—bﬂ—\/(a—bﬁ)2+4ﬁ(ba—q)>0 y a—bﬁ+\/(&—bﬁ)2+4ﬂ(ba—q)>O.
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Por lo tanto us > 0y uge > 0.

Observacion 3.3.1. Es importante notar las relaciones que se observan de las expresiones

de us vy us ; estas son:

a>b5:g>b,estoes,K>b.

B
(0%

= usl+b:__us2
5
0

L] u32+b:__u51
B

Dado que a > b8y (o — bB)? + 48(ba — q) > 0 entonces uy < Ug.

Para el caso con efecto Allee fuerte se tienen los siguientes teoremas.
Teorema 3.3.1. (a) Ey es un nodo estable.
(b) Suponga que Ey y E existen, entonces

(bl) Eg es un punto de equilibrio inestable.

(b2) Eg es un nodo estable si v > 7, o un punto silla si v < 7, donde 7 es definida

como en (3.10).

Demostracién: (a) La matriz jacobiana del modelo (2.1) viene dada por (3.9). Esta

matriz alrededor de Eyy = (0,0) es

a——- 0
A(ES()) = b
0 -
q _ ba—gq o
Con autovalores A\ = a — = ) y Ay = —v. Dado que ¢ > ba por hipotesis

del efecto Allee fuerte, se tiene ba — ¢ < 0. En consecuencia A\; < 0y Ay < 0. Por lo
tanto, d@t(A(Eso)) = My > 0.
Asimismo, tr(A(Ey))? — 4det(A(Ey)) > 0. En efecto, ya que

[(ba — q) +b]* >0

3.3. EL CASO CON EFECTO ALLEE FUERTE



CAPITULO 3. ESTABILIDAD DE LOS EQUILIBRIOS 29

entonces, por medio de operaciones algebraicas se consigue [(ba—q)+b]* = tr(A(Ey))*—
4det(A(Ey)). Ademés tr(A(FEy)) < 0. En consecuencia, por el teorema de Hartman-

Grobman (1.4.1) y el teorema (1.4.3) parte (b) se tiene que E'sy es un nodo estable.

(b) Supongamos que Fg y Ej existen. La matriz jacobiana alrededor de Eg y Fgy son

respectivamete:
qusi
—Bug + ———5  —Cus
AB)=| 7 (b 1
0 —7v + Sus1
_ﬁusz + L% _Cu52
A(E,) = (us2 + 0)
0 —7 + Sus
(bl) A(FEjs ) tiene autovalores:
qus1

AL = —Busi y A= —7+ sug

(usl + b)2
Ahora para la inestabilidad es suficiente probar que por lo menos uno de los
autovalores es positivo.

Dado que w4 satisface

q
a — Pug — m =0
entonces
o — Pug = 1
(us1 + b)
por lo cual
a — Bug . 4q

(us1 +0)  (us +b)?’

., . «
pero de la observacion anterior ugs +b = — — ug entonces (ugp +0)5 = a — Pug

5
V ugs1 < Ugz. Luego
q _ (us2 +0)B > 8
(ug1 + b)? (ug1 +b)
por lo tanto
Us
A= w:f—+11))2 — Bug >0

Por lo tanto, por el teorema de Hartman-Grobman (1.4.1) y el teorema (1.4.2)

se tiene que el punto F, es inestable.
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(b2) De A(E,) se tienen los siguientes autovalores

s(a —bp + \/(oz +bB)? — 40q)
20

qUs2
(U/SQ -+ b>2

AL = —Pusy y A=-7+

Luego, dado que uy satisface

q
a— Pugg — —— =0
B (0 1)

entonces

o — Bug = —1

(USQ -+ b)

por lo cual

o — Bus2 o q

(USQ + b) (U/SQ + b)27
Q
pero de la observacién anterior ug +b = E — ugy entonces (ug +0)8 = a— Pug

Yy Ccomo ug < Uy, entonces

q — (usl + b)ﬁ < B
<u52 + b>2 <u52 + b)
por lo tanto
qUs2
AN = ——— — Pu, :
P (ug + D)2 Pt <0

Ahora

msiy > 7, A2 < 0y dado que Ay < 0, se tiene det(A(Es)) > 0 y como
son autovalores reales, tr(A(Ey))? — 4det(A(Ey) > 0y ytr(A(Ey)) < 0
entonces por el teorema de Hartman-Grobman (1.4.1) y el teorema (1.4.3)
E es un nodo estable del modelo (2.1).

» Ahora, si v < 74, A2 > 0y como A\; < 0 entonces det(A(Es)) < 0, por
lo tanto, F es un punto silla del modelo (2.1) por los teoremas (1.4.1) y

(1.4.3).

Teorema 3.3.2. Suponga que (us + b)?(cy + msfu?) — mgsu? > 0 y defina

el = < I sus)v) (g + b)?

SUg Ug
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SUg —

my

(a) Si < ba < ¢ < gl B, = (us, 7) es localmente asintoticamente estable;

ademas,

(al) Si [tr(Ag,)]? < 4det(A(FE,)), Es es un foco estable.

(a2) Si [tr(Ag,)]? > 4det(A(F,)), Es es un nodo estable.
Sug —

mry
(b1) Si [tr(Ag,)]? < 4det(A(E,)), Es es un foco inestable.

(b) Si ¢ > max{q™! ba}, E, = <us, 7) es inestable.

(b2) Si [tr(Ag,)])* > 4det(A(Ey)), Es es un nodo inestable.

Demostracién: La matriz jacobiana del modelo (2.1) en Ej

2

qus cy
Agp, = gus (us +b)? %t
suc—y (- sun
mug SUg

con
g = B D~ sy, s
‘ sug(us + b)?

sus — ) ((us + b)*(cy + mspu) — masuy)
ms?u?(us + b)?

det(Ap,) = il

(a). Cuando ba < g < ql*! entonces

q< (ﬁus - Sus)y) (uy + b)?

Sl Ug

como su? > 0 entonces
gsu? < (Bsu? — (7 — su,)y)(us + b)?

qsu? < BsuZ(us +b)? — (v — sug)y(us + b)?

qsu? + (ug + b)? (v — sus)y — Bsu(us +b)? < 0

1

Dado que sus(us + b)> > 0, multiplicamos la expresion anterior por —
sug(us + b)

y

sacamos factor comtn (u, + b)? para obtener
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gsug + (us +b)*[(y — sus)y — Bsuf]

<0
sus(us + )2

esto es tr(Ags) < 0.

Asi, tenemos que la parte real de los autovalores de Ag,, es decir, la tr(Ags), son
menores que cero y det(Ags) > 0, luego por el teorema de Hartman-Grobman (1.4.1)

y el teorema (1.4.2) tenemos que Ej es localmente asintéticamente estable.
(al) Si
[tT’(AE3>]2 < 4d6t(AEs)

entonces

[tr(Ap,)]? — 4det(Ap,) < 0

Luego, por el teorema (1.4.3) inciso (c¢) se tiene que Fy es un foco estable, dado
que por (a) tr(Ags) < 0y por hipotesis det(Ags) > 0.
(a2) Si
[tr(Ap,)]? > 4det(Ag,)

entonces

[tr(Ag,)]* — 4det(Ap,) > 0

Luego, por el teorema (1.4.3) inciso (b) se tiene que E; es un nodo estable, dado

que por (a) tr(Ags) < 0y por hipotesis det(Ags) > 0.

(b). En el caso en que méax{q™! ba} = ¢*! se tiene la siguiente demostracién. Dado

1o (- )

Sl Usg

q > q[us] entonces

como su? > 0 entonces
gsu? > (Bsu? — (7 — su,)y) (s + b)?

qsu? > BsuZ(ugs +b)? — (v — sug)y(us + b)?

qsug + (us + b)Q('y - 3“5)’7 - 681@(’&8 + b)2 >0
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y se divide por su,(us + b)? para obtener

qsug — (us + b)*(7? — syu, — sﬁui)

sus(us + b)? >0

y esto es lo mismo que tener tr(Ag,) > 0. En el caso en que méax{q™! ba} = ba la

demostracién es similar.

Como resultado los autovalores de la matriz A g tienen parte real positiva y de nuevo
por el teorema (1.4.2) y por teorema de Hartman-Grobman (1.4.1) se concluye que

el equilibrio positivo E; es es inestable para el modelo (2.1).

(b1) Procediendo como en (al) se tiene
[tr(Ap,))* — 4det(Ap,) <0 (3.16)

Ademaés, como (us + b)?(cy + msBu?) — mgsu? > 0 entonces det(Ap,) > 0. Asi

por el teorema (1.4.3) inciso (c) se tiene que E; es un foco inestable.

(b2) Ahora, si
[tr(Ag,)]® > 4det(Ag,)

entonces
[tr(Ag,))? — 4det(Ag,) > 0
Luego, por el teorema (1.4.3) inciso (b) se tiene que E; es un nodo inestable,

dado que por (b) tr(Ags) > 0y por hipotesis det(Apg,) > 0.

Observacion 3.3.2. Para este teorema se tiene los mismos resultados de la observacion

(3.2.1).

Teorema 3.3.3. (1) Suponga que (ug + b)*(cy + mspu?;) — mgsu?;, > 0 y defina
- s s b 2
Jluss] — (ﬁusg (v —su 3)7) (g3 + b)

SUs3 Us3

SUs3z — 7

(a) Si < ba < q < ¢, By = <“s3,
my

> es localmente asintoticamente

estable; ademas,
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(al) Si[tr(Ag,)]? < 4det(A(Es3)), Es es un foco estable.
(a2) Si [tr(Ag,)]? > 4det(A(Es3)), Ey3 es un nodo estable.

SUsz — 7Y
my
(bl) Si [tr(Ag,)]* < 4det(A(E3)), E es un foco inestable.

(b) Si g > max{q], bal, Eg = (Usg, ) es inestable.

(b2) Si [tr(Ag,)]* > 4det(A(E.3)), Es es un nodo inestable.

SUsqg — 7Y

(11) (ugs +0)?(cy +msBu?,) — mgsu?, < 0, entonces Eyy = <u84,
my

) es un punto

silla.

Demostracién: (i) Los casos (a) y (b) se demuestran de manera aniloga a los casos

(a) y (b) del teorema (3.3.2).

(ii) Cuando (ug + b)?(cy + msBu?,) — mgsu?, < 0, entonces det(Agg) < 0, por lo
tanto, por el teorema de Hartman-Grobman y el teorema (1.4.3) concluimos que

Ey = (u54, M) es un punto silla del modelo (2.1).
my
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Capitulo 4

Analisis de estabilidad e inestabilidad

del modelo espacial

En este capitulo se estudiara el efecto de la difusion solamente y la difusion y el efecto
Allee juntamente en el modelo espacial. El modelo se presenta en el capitulo (1) y tiene

la siguiente forma

Con

Condiciones iniciales u(z,y,0) > 0,v(x,y,0) > 0, (z,y) € Q@ = (0,Ir) x (0,I7) y

ou Ov

d; > 0y dy > 0 son los coeficientes de difusion de la presa y el depredador respec-

tivamente.
0? 0?
s A = — + — es el operador laplaciano en dos dimensiones.
or?  0y?

Los demés parametros se definen como en el capitulo (1).

65
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4.1. El caso sin efecto Allee

Se considera en esta seccion la estabilidad del equilibrio positivo del modelo (4.1) sin
efecto Allee, es decir ¢ = 0. Aqui se pretende mostrar que la difusiéon no tiene efecto sobre

la estabilidad del equilibrio positivo E*. En este caso el modelo es de la forma:

ou cuv

pn =u(a — fu) — o— + dy Au,

P (4.2)
A + o + dyAv

ot T 1 =

Del teorema (3.1.1) sabemos que el modelo no espacial sin efecto Allee tiene un tnico
equilibrio positivo E* = (u*,v*) cuando sa > (7, el cual es localmente asintoticamente

estable. A continuacion se tiene el siguiente teorema.

Teorema 4.1.1. Si el equilibrio positivo E* de el modelo (4.2) existe, entonces es unifor-

memente asintoticamente estable.

Demostracion: Dado que diAu y dyAv son lineales debemos linealizar a

cuv
fi(u,v) = u(a — pu) — m—
F(u,v) = (4.3)
(u, ) n SU
w,v)=v|—
g\t T +1
Ahora, como
cu*
ok —pu* ok
N Lo [u—u mo* + 1)2 U —u
F(U,U) = DF('LL , U ) i = SU* ( mSU*U*> .
v —0 — v —0

mv* + 1 (mov* +1)?

entonces el sistema linealizado alrededor de E* con Uy = u —u*y Uy = v — v* es

(0U, . cu*

W = d| AU, — pu*lU; — WU%

W _ gyav, + 22 g, - S0y (4.4)
ot T T mo+1 ! (mo* +1)2 ? .
U, U,

\E—E—O en GQ
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Supongamos que u(r,t) = a(t)p(r) es solucion de la primera ecuacion de (4.4), donde
r = (z,y). Ahora resolvamos —Ap = up, en Q = (0,ir) x (0,(m), con % =Ap-v=0
en JN. Por el método de separacion de variables supongamos que ¢(z,y) = F(x)G(y),

entonces se tiene:

Ap(r,y) = F'(x)G(y) + F(x)G"(y) (4.5)

donde, g%f =F"(z)G(y) y ?;Tf = F(z)G"(y). De (4.5) y dado que —Ayp = pp tenemos:
— (F"(2)G(y) + F(2)G"(y)) = nF(2)G(y) (4.6)

Luego, de (4.6) tenemos:

=
F(x)G(y)
y mediante operaciones algebraicas tenemos
_F" G
@ _,, 0w
F(x) G(y)
con A\ una constante, luego
FH(CL’) ( Gl/(y) )
F(x) Gt 0
Ahora, hallemos
ou dp Oy

A= ZE) 20
v oY (893’ Gy) Y
Tenemos que v = (0,—1), v = (1,0), v = (0,1) y v = (—1,0). Por lo tanto

( s
—%2(2,0)=0 si0<z<lIr,y=0

2(0,y si0<y<lm x
%:AQO'V: % (09) (4.8)

92(xy) =0 si0<y<lm z=Ir

ox
\%(x,lﬂ)zo si0swsimy=ir

Ahora resolvamos (4.7) para A > 0, A = w? con w € R — {0}. De la primera ecuacion de

(4.7) tenemos

F"(z) + AF(z) =0 (4.9)
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Como A = w? reemplazando en (4.9) se tiene
F'(z) + w*F(z) =0
de donde
F(z) = Cy cos(wz) + Cy sin(wz) (4.10)

Ahora derivamos (4.10) y evaluamos la segunda y tercera condicion inicial dadas en (4.8).
F'(z) = —wC sin(wz) + wCy cos(w)

—F'(0) = wC sin(0) — wCy cos(0) =0
como sin(0) = 0 y cos(0) = 1 entonces —wCy = 0, pero w # 0, luego Cy = 0. Ademas
F'(Ir) = —wC sin(lmrw) + 0w cos(lrw)
= —wC sin(lrw)
=0
Como w # 0y Cy # 0, entonces sin(lmrw) = 0, esto ocurre si y sdlo si lrw = jw, j € Z.

Por lo tanto

: T _J
Tw = S w =T = (4.11)

Ast, w? =\ = {—22 Reemplazando (4.11) en (4.10), y dado que Cy = 0 tenemos

)

F(z) = C cos (JT>

Finalmente con w; = % se tiene
F;(z) = cos (zw;) (4.12)
De otro lado, de la segunda ecuacion de (4.7) se tiene
G"(y) + (n=NG(y) =0 (4.13)

Seay>0y=p—A=t>yteR— {0} entonces (4.13) es igual a

G"(y) +t*G(y) =0
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de ahi que,
G(y) = A; cos(ty) + Ay sin(ty) (4.14)

Derivando (4.14) y evaluando la primera y cuarta condicién inicial dada en (4.8) se tiene
G'(y) = —tA; sin(ty) + tAs cos(ty)

—G'(0) = tA; sin(0) — tA; cos(0) =0
como sin(0) = 0 y cos(0) = 1 entonces —tAs = 0, pero t # 0, luego Ay = 0. Ademas, por
la cuarta condicién inicial
G'(Ir) = —tA; sin(Imt) + 0t cos(Int)
= —tA; sin(lnt)
=0

Como t # 0y Ay # 0, entonces sin(lnt) = 0, esto ocurre si y solo si lnt = nw, n € Z.

Entonces
nwroon
Irt = S>t=-—=- 4.15
7t =nm =] (4.15)
y sea t, = 7.Por lo tanto, reemplazando (4.15) en (4.14) se obtiene
G(y) = Ay cos (ytn)
luego
Gn(y) = cos (ytn) (4.16)

~ 2 2 ;2 2
Cabe sefialar que, v = 2 = 77 Y como A = 43y 7 = ji— A entonces, [ — 47 = 77, esto es,

y llamando a i como k? con t,, = 7Y w; = tenemos
k= wi + . (4.17)
Finalmente de (4.12) y (4.16) se tiene

©in(z,y) = cos (zw;) cos (yt,,) (4.18)
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Por lo tanto, para cada j,n se tiene

an = Oéjn(t)gpjn
De manera similar se obtiene
Vjn = ﬁjn(t)‘zpjn

Ahora, siguiendo a [18| para el caso cuando se tienen condiciones de frontera tipo Neu-

mann, se obtienen por las series de Fourier que

[e.e] [e.e]

Uit = S ) = 3 (g
=0 7=y (4.19)
Us(r,t) = Y wjn(r,t) = Y Bjnlt)jn(r)
j,n=0 =0
donde r = (z,y), 0 < z < m, 0 < y < Im. Luego
Ui(r,t) = ajn(t)in(r) = a;n(t) cos(w;x) cos(t,y) (4.20)

Us(r,t) = Bjn(t)pjn(r) = Bjn(t) cos(w;z) cos(t,y)
Ahora calculemos el laplaciano de Uy y Us.

( OU 0
8_951 =5 (ajn(t) cos(wjx) cos(t,y))

= —aj, (t)w; sin(w;z) cos(t,y)

o*U, 0 .
52— g\ Cun(t)w;sin(w;z) cos(tuy))
= —ajn(t)wj cos(w;r) cos(t,y)
\ = —ajn(t)wipjn(r)
(0U;, 0

B = 7 (ajn(t) cos(wjz) cos(t,y))

= —aj,(t)t, cos(w;x) sin(t,y)

0*U 0 .
8y21 =5 (—ajn(t)t, sin(w;z) cos(t,y))

= —aj, (t)t2 cos(w;r) cos(t,y)

= —0jn(t)tn0)n(r)
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De donde
B 9*U, N 9%*U,
dz2 Oy (4.21)

AU = —ap (k) (r)

AU,

de igual manera obtenemos

2 2
A%:a% a%
dz* Oy (4.22)
AUy = —Bju(t)k*pjn(r)
Ademas
aUl ’ a[J2 /
yr @ (D) pjn(r) L T Bin()jn(r) (4.23)

De manera que reemplazando (4.21), (4.22) y (4.23) en (4.4) tenemos:

*

doj, —cu

= (—pu* — dik*)ajn + ————=Bin
(4.24)
dBjn sv* —msu*v* 9
dt (mv* 4+ 1) (mv* 4 1)2
Luego, la matriz jacobiana del modelo (4.24) esta dada por
A
~ mv*
Ap = s* msu v e (4.25)
v S e
con autovalores \; (1 = 1,2) dados por
\ tr(Ag) + \/(tr(AE*))Q — 4det(Ag-)
T 2
donde la traza y el determinante de A - son respectivamente
tr(Ap) = —(dy + da)k? — fur — Vg
r(Ap) = ~(dy 4l = = T <0
~ dymsu*v* msfu*?v* csuv*
det(Ap-) = didok* doffu* + ———— | k? >0
et(Ap-) 12+ ( 2+ (mov* 4 1)2> (mv*+1)2  (mo*+1)3

Dado que para cualquier valor de j y n, tr(AE*) <0y det(AE*) > 0 independientemente
del valor de k, tenemos que el punto E* por los teoremas de Hartman-Grobman y (1.4.2)

es asintoticamente estable para cada una de las ecuaciones «;, y f;,. Luego por (4.20), las
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funciones U; y U, como funciones de r si comienzan cerca al punto E* ellas se mantienen
cerca y ademas convergen a ese punto sin importar cual sea el r que se tome, por lo tanto,

el equilibrio positivo E* del modelo (4.2) es uniformemente asintoticamente estable.

4.2. El caso con efecto Allee débil

En cuanto a la estabilidad del tnico equilibrio positivo E,, = (uy,v,) del modelo (4.1),

se tiene la siguiente definicion,

Definicién 4.2.1. Si un equilibrio positivo es uniformemente asintoticamente estable en
el modelo modelo (4.2), pero inestable con respecto a las soluciones del modelo (4.1),

entonces esta inestabilidad es llamada inestabilidad impulsada por difusion-Allee.

Procediendo como en la seccion anterior se tiene que el sistema (4.1) linealizado alrededor

de E,, es

(OU, Uy cy?
1 A _ 17w
BN 1AU; + ( By, + (w02 ) Uy — 2 quQ’
aU w - w
Oz _ g Av, + Bt =2 (= suw)y, (4.26)
ot MUy, SUyy
oUu; 90U,
— === Q.
Wy 5 0 en O
De ahi que
(Dn _ (g + T g2, +ﬁ6»
dt (uy +0)2 T st (4.27)
dﬂjn o (Suw - 7) ) (7 - 3“111)7 2 ) .
- Qjn, +— - ko 6]71
\ dt MUy SUy,

Por lo tanto, la matriz jacobiana del modelo (4.1) en E,, = (uy,v,) es dada por:

2
N (TS, PR e
Ay, = (uyw +b) Sy, (4.28)
SUy — 7 ’7(8uw - ’7) 2
— 2 dok
MUy SUy
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donde ( )
A V= (g1 _ g2y TS ) g g2
tT(AEw) = ( 6 + (Uw n b)2) Uy dlk -+ SUy dgli]
- _ d d k2 . q - V(Suw - 7)
(dy + dy) +< 6+—(uw+b)2>u T e

gsuZ, + (u®” 4+ b)*(v* — syu, — spul,)

= —(dy + do)K?
(dy + d2)k* + Stiny (1t 1 D)2

= —(dy + dy)k* + tr(Ag,)

det(Ap,) = [(—6 + ﬁ) ty — d#] [—_’V(S“w =) _ dﬂ#] 4 st =Yy

Sy,

= (dyds)K* + {dlw + (ﬁ - (u+b)2) dguw} k2 + det(Ap,).

con autovalores \;, i = 1,2 dados por

tr(Ag,) £/ (tr(Ag,))? — ddet(Ap,)
2

A=

4.2.1. Condiciones para la inestabilidad

Las condiciones para la inestabilidad son que por lo menos una de las condiciones siguien-

tes no se cumpla

(1) t?“(AEw> < O,
(2) det(Ap,) >0

Pero del teorema (3.2.2) inciso (a) sabemos que tr(Ag,) < 0, asi que

tr(Ag,) =tr(Ag,) — (di + dy)k* <0,

w

Por lo tanto (1) se cumple. En consecuencia, si (2) no se cumple se produce la inestabilidad
impulsada por la difusion-Allee.

Una condicion necesaria para la inestabilidad del modelo (4.1) es

Y(5Uy — ) q N
dy—= + - |d =0
! Sy (ﬁ (U + b)2> 2w <0

de lo contrario el det(Ag,) > 0 para todo k debido a que el det(Ag,) > 0. Entonces se

debe tener que det(Ag,) < 0 para algun k. Veamos ahora que
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(1) La funcion det(Ap,) tiene un minimo cuando © < 0 dado por

, ~ dldgdet(AE ) - @2
det(A = =
min{det(An,)} o

En efecto. Sea h : R, — R la funcién definida por
hk?) = didok* + OF® + det(Ap,)

de donde
R (k?) = 4d1dok® 4 20k = 0

implica

Adydok®* +20=0 o k=0

pero, k # 0 entonces

4dydyk? +20 =0
de ahi que
-0
 2dyd,

sea un punto critico de h(k?). Llamemos a este punto critico k*? con k*? > 0, dado

k,?

que © < 0. Ademas,
R"(k*) = 12d,dyk* + 20

2d,dy
= —60 + 20

R"(k*?) = 12d1ds ( ) +20

= —40 >0

De modo que h(k?) tiene un minimo en k*?. Finalmente evaluando k** en h(k?)

obtenemos
h(k*Q) _ dldgdet(AEw) — @2
4dds
esto es,
, ~ dldeet(AE ) - @2
det(A = =
min{det(Ae, )} 4d,d;
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(11)

(111)

O < 0 es equivalente a

(dw(suw —)

Toan? +ﬁ) (uy +b)? < g < ba.
29ty

Tenemos que © < 0 implica

dry (st — ) q
SNRPw = V) 9 \y
Sty {7 (uy +0)? 2t < 0

por lo cual
diy(sty — )  Buwds(ty + b)* — qdotiy,
_|_
Sy, (ty + b)?

y después de algunas operaciones algebraicas se observa que

<0

dyy (8t — ) (U + b)? + 8Bdau2 (uy + b)* — qdasu?, < 0

de donde
d w —
(uy + D) (M + 5) < q < ba. (4.29)

2
daysu?,

El ml’nk{det(AEw)} < 0 es equivalente a 4d;dodet(Ag,) — ©? < 0 lo cual es equiva-

lente a

(4.30)

4> (D) ( 5y s, =) | dldgdet(AEw)>

daysu?, oty

En efecto, 4d;dodet(Ag,) — ©? < 0 implica 2/d dodet(Ag,) < —O, ya que © < 0

entonces |© = —O. Luego

o/ ddet(Ap) < —d, 1w =) (ﬁ - L) dotiey
Sy ( )?

Uy + b
T
de donde
PRACL ke D SR drdodet(Ap, )dau, < 28210
Sy (uy + b)?
esto, es

dosu? dotly,

w

¢ > (uy +b)* (ﬁ+dﬂ(suw —) WWt(AEw))
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(1v) Con det(Ag,) = 0 tenemos
dydok* + OK* + det(Ap,) =0

dldg(k’Q)Q + @k2 + d@t(AEw) =0

entonces
k,’2 . —@ — \/@2 — 4d1d2d€t(AEw)
L 2d,d,
2 -0 + \/@2 - 4d1d2d€t(AEw)
ks =
2dds

con 0 < k¥ < k* < k3.

En conclusion, cuando 0 < k2 < k% < k2, el det(Ag,) < 0y por lo tanto E,, es inestable
para el modelo (4.1).

De lo anterior se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1. Asuma que las siguientes condiciones se cumplen:

@ o (045 0%

w

(b) (wy + b)*(cy + mspul) — msqsu?, > 0;

(st = ) +B> < q<bo

(©) (g 07 (22

2
daysu?,

(d) ¢ > (uw+b)? (6 + d17<su“’ —) 2 dldzdet(AE”)>.

dosu? oty

entonces el equilibrio positivo E,, del modelo (4.1) es inestable impulsado por difusion-

Allee cuando con 0 < k¥ < k* < k3.
Demostraciéon. Supongamos que se cumplen (a), (b), (¢) y (d).

(1) Que se cumpla (a) es equivalente a tr(Ag,) < 0. En efecto,

g < (—7(52‘;; i ﬁ) (ty + b)?

implica

qsuZ, < (uy + b)2(sBu2 + sy, — )
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qsuZ + (uy + b)* (7 — 571y — sBu2) < 0

de donde
gsuz, + (e + 0)* (v — 57U, — sPu,)

Sy (U + b)? <0

esto es, tr(Ag,) < 0 (ver teorema (3.2.2)) y por lo tanto tr(Ag,) < 0.
(2) Que se cumpla (b) es equivalente a que det(Ag,) > 0 (ver teorema (3.2.2)).

(3) Como (c) se cumple entonces esto es equivalente a que © < 0 por (1I) y esto a su vez

implica que la funcion det(Ag, ) tenga un minimo, ver (1).

(4) Como (d) se cumple, entonces por (11I) se tiene que el minimo dado por

, ~ d1d2d€t(AE ) — @2
det(A = =
min{det(Ar, )} i

es negativo.
Finalmente cuando det(Ag,) = 0 determinamos a k2 y k2, con 0 < k? < k*2 < k2
y por lo tanto, concluimos que det(Ag,) < 0 cuando 0 < k? < k* < k2, esto quiere

decir que E,, es inestable impulsado por difusion-Allee por la definicion (4.2.1).

4.3. El caso con efecto Allee fuerte

En esta seccion se daran las condiciones bajo las cuales el tnico estado de equilibrio
positivo E puede ser inestable.

Procediendo como antes, se tiene que el modelo linealizado alrededor de E es

(0U, qus cy?
L AU+ (—Bue+ —2 Vo, - S,
ot 1AUL + < Bus + (s —|—b)2) Ui SQUSU2
O _ goau, + 8=y (= sw)y, (4.31)
ot mug SUs
ou, 09U,
— == Q.
Wy 5 0 en 0
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de donde p )
jp, qus 2 —Cy
== - S 7 1No d k in Y5 Mjn
dt ( et (ug+0)2 )a] T (4.32)
dB; — — '
6]% — (Sus /Y) ajn + ((’7 Sus)’y o d2k,2) ﬁjn
dt MU Sl

Por lo tanto, la matriz jacobiana del modelo (4.1) en Eg = (us, vs) es dada por:

2
q cy
~ —06+ —) us — dyk? —
Ap = ( (us + )2 5 (4.33)
Sls — Y(sus — ) 5
mu - su — ok
donde
tT(AES) = (—ﬁ + —(u j—b)2> us — dik? + _’Y<88?Zs —7) — dok?
_ e (g @ N, us—1)
= (dl + dg)k -+ ( ﬂ + (us T b)2) Ug st

qsu? + (u® + b)?(7? — syus — spu?)

= —(dy + dy) K
(dy o+ dz)l” + sus(us + b)?

= —(dy + do)k* + tr(Ag,)

det(Ap,) = K—ﬂ + L) s — dlk:2] {M _ d2k2] L (sus = 7)er®

(us + b)? St ms?u?

= (dyd)K* + {dlw + (@ - ﬁ) dgus] k2 + det(Ap,).

4.3.1. Condiciones para la inestabilidad del modelo espacial

Al igual que en la seccién anterior, las condiciones para la inestabilidad son que por lo

menos una de las condiciones siguientes no se cumpla

(1) tT(AES) <0,
(2) det(Ag,) >0
Pero del teorema (3.3.2) inciso (a) sabemos que tr(Ag,) < 0, asi que

t’I"(AES) = t’f‘(AEé) — (dl + dg)kQ < 0,

Por lo tanto (1) se cumple. En consecuencia, si (2) no se cumple se produce la inestabilidad

impulsada por la difusion-Allee. Luego, una condicién necesaria para la inestabilidad del
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modelo (4.1) es

v(sus — ) q A
d,22s — | dyu; =0 <0
! Sl + (ﬁ (us + b)2> 2u <

de lo contrario el det(Ag,) > 0 para todo k debido a que el det(Ag,) > 0. Entonces se
debe tener que det(Ap,) < 0 para algin k. Procediendo como en el caso con efecto Allee

débil, se tiene lo siguiente:

(1) La funcion det(Ap,) tiene un minimo cuando © < 0 dado por

B dldgdet(AEs) — @2

mkm{det(AEs)} = 1dids
(11) © < 0 es equivalente a
méx { (%‘;g—”) + 5) (s + )2, ba} <q (4.34)

Efectivamente © < 0 implica

dyy(sus — ) q
st + B (us T b)2 dgus <0

por lo cual
dl’y(sus - ’7) + BusdQ(us + b)2 - quUS

<0
Sl (us + b)?

y después de algunas operaciones algebraicas se observa que
diy(sus — ) (us + b)? + sBdou?(us + b)* — qdasu? < 0

de donde
(s + )’ <w N 5) <4

2
dysu?

y por la condicion del efecto Allee fuerte, entonces se cumple (4.34).

111 minyg{det ~E < 0 es equivalente a 4d dydet(Ag. ) — < 0 lo cual es equiva-
El ming{det(Ag, 0 1 ddydodet(Ap, 02<01 1

lente a

q> max {(Us + b)Q (6 + dl’V(SUS - ’7) + dlde@t(AE5)> 7bo[} (435)

dosu? dotis
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En efecto, 4dydydet(Ag,) — ©2 < 0 implica 2+/d dodet(Ag,) < —O, ya que © < 0

entonces |© = —O. Luego

o\ /hddet(Ap) < —d, 184 =) (5 - (L) dats

Sl us + 0)?
e 2 — s
de donde
32 =) L g 4o drdodet(Ap ) dau, < 1920
SUs (us + b)?
esto, es

dosu? dotis

s

s — 2./ ddodet( A
q>(us+b)2(ﬁ+d17(su 7)+ 1dadet( Es)>

y como ¢ > ba entonces se tiene (4.35).

(1v) De igual manera que en el caso con efecto Allee débil det(Ap,) = 0 implica

—0 — /% — 4d,dydet(AL,)
2y dy

B2 =

—0 4 /02 — 4d,dydet(A L)
2, d,

k3 =
con 0 < k? < k** < k2.
Se concluye por lo tanto que, cuando 0 < k? < k? < k2, el det(Ag,) < 0y por lo tanto

E, es inestable para el modelo (4.1).

Lo anterior se formaliza en el siguiente teorema.

Teorema 4.3.1. Asuma que las siguientes condiciones se cumplen:

(a) q < (W +6) (us +b)>:

S

(b) (us + b)2(cy + mspu?) — msqsu? > 0;

(c) méx{(w +5> (us +b)2,ba} <q

2
dQSUS

(d) q> max {(us 4 b)2 (ﬁ + dl/y(SUs — /7) + d1d2d6t(AE5)> ,bOé}.

dasu? dotig
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Entonces el equilibrio positivo E del modelo (4.1) es inestable impulsado por difusion-

Allee cuando con 0 < k? < k* < k3.

Demostracién. Supongamos que se cumplen (a), (b), (¢) y (d).

(1)

Que se cumpla (a) es equivalente a tr(Ag,) < 0. En efecto,

q< (m+ﬁ) (us +b)°

su?
implica
qsu? < (ug + b)*(sBu? + syu, — %)
qsu? + (us + b)*(v* — syus — spu?) < 0
de donde

qsu? + (us + 0)?(7? — syus — spu?)

<0
sus(us + b)?

esto es, tr(Ag,) < 0 (ver teorema (3.3.2)) y por lo tanto tr(Ag,) < 0.
Que se cumpla (b) es equivalente a que det(Ag,) > 0 (ver teorema (3.3.2)).

Como (c) se cumple entonces esto es equivalente a que © < 0 por (II) y esto a su vez

implica que la funcion det(Ap,) tenga un minimo, ver (1).

Como (d) se cumple, entonces por (III) se tiene que el minimo dado por

, ~ dldgdet(AE ) — @2
det(A = .
min{det(As,)} T

es negativo.

Finalmente cuando det(Ap,) = 0 determinamos a k? y k3, con 0 < k? < k*? < k?
y por lo tanto, concluimos que det(Ap,) < 0 cuando 0 < k? < k? < k32, esto quiere
decir que E, es inestable impulsado por difusiéon-Allee cuando 0 < k? < k* < k2 por

la definicion (4.2.1).
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Capitulo 5

Conclusiones

En relacion con el articulo Dynamical complexity induced by Allee effect in a predador-
prey model para el modelo no espacial (2.1) se mostro que las soluciones no negativas de
este modelo que comienzan en R? son uniformemente acotadas, difiriendo esta prueba un
poco a la del articulo. Seguidamente se completaron detalles de la demostraciéon para el
lema auxiliar (2) y con la ayuda de éste se hizo la demostracion de los teoremas (2.2.1) y
(2.2.2) sobre la existencia de los equilibrios positivos. Estos teoremas mostraron que en el
modelo pueden existir o un tnico equilibrio positivo o dos equilibrios positivos, mientras
que para el caso sin efecto Allee se mostrd que existe un tnico equilibrio positivo.

De otra parte, para demostrar los teoremas referentes al tipo de estabilidad de los equili-
brios positivos y de frontera para el caso local se usaron principalmente los teoremas de
Hartman-Grobman (1.4.1) para la linealizacién del modelo (2.1) y los teoremas (1.4.2)
y (1.4.3) para identificar si los estados estacionarios del modelo linealizado eran sillas o
nodos o bien focos; y para mostrar los resultados concercientes a la estabilidad asintética
global se us6 el método directo de Lyapunov. Al mismo tiempo se verificaron las cuentas
para la obtencion de las matrices jacobianas de cada uno de los puntos y de sus respectivos
autovalores. Para el caso sin efecto Allee se hizo la demostracion de los teoremas (3.1.1)
y (3.1.2), donde se obtuvo que el tnico equilibrio positivo es globalmente asintoticamente
estable. Para el caso con efecto Allee débil, se completaron los detalles en la demostracion

del teorema (3.2.1). Conviene subrayar que, en el teorema (3.2.2) se hizo una modificacion
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en el enunciado de los items (al), (a2), (bl) y (b2), sujeta a los resultados obtenidos en la
observacion (3.2.1) y se completd su demostracion. También se completaron los detalles
de la demostracion del teorema (3.2.3) y se hizo la prueba del teorema (3.2.4) . Ahora
bien, para el caso con efecto Allee fuerte se se hizo la prueba el teorema (3.3.1); y se
hicieron las demostraciones para los teoremas (3.3.2) y (3.3.3).

Hay que mencionar ademas que, para el caso sin efecto Allee el modelo tiene tres equi-
librios, dos en la frontera Ey y E; y un tnico equilibrio positivo E*, mientras que en
el caso con efecto Allee débil se presentan dos situaciones: en la primera, en el modelo
existen tres equilibrios, dos en la frontera, F,,o y F,1 y un tnico equilibrio positivo F,,, el
cual por el teorema (3.2.2) puede ser localmente asintoticamente estable o bien inestable;
vy en la segunda situacion, se tienen cuatro equilibrios: dos en la frontera, F,o , Fu1 v
dos equilibrios positivos: F,3 y Fu4, siendo F,3 localmente asintoticamente estable y F, 4
inestable. Se observa también que el punto de equilibrio Ey = F,o = (0,0) en ambos
casos, con efecto Allee débil y sin efecto Allee es un punto de silla del modelo, mientras

que este punto en el modelo con efecto Allee fuerte es un nodo estable.

En cuanto al modelo con efecto Allee fuerte se tiene también dos situaciones: existen cua-
tro puntos de equilibrio o cinco puntos de equilibrio, en ambos situaciones tres equilibrios
en la frontera: Fyy, Fs1 v Fs v un tinico punto de equilibrio positivo, Fs o dos puntos
de equilibrio positivos, Es v Fs. A su vez cuando los teoreamas (3.3.1)(a) v (3.3.2)(a)
0 (3.3.3)(a) se cumplen, entonces, Ey y Es 0 Egy y Eg3 son localmente asintoticamente
estables simultdneamente, por lo tanto, el modelo es biestable.

Por otra parte, para determinar la estabilidad o inestabilidad de los puntos de equilibrio
positivo del modelo espacial para los casos con y sin efecto Allee débil, se completaron
detalles de la demostracion del teorema (4.1.1), se establecieron las condiciones bajo las
cuales se puede presentar inestabilidad impulsada por la difusion y el efecto Allee junta-
mente y se probo el teorema (4.2.1). Para ello, primero se linealizé el modelo alrededor del
punto de equilibrio positivo, para el caso sin efecto Allee alrededor del punto E* y en el
otro caso alrededor de E,,. Seguidamente se expresaron las soluciones de este sistemas en

series de Fourier para posteriormente pasar del problema de ecuaciones en derivadas par-
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ciales al problema de ecuaciones diferenciales ordinarias. El teorema (4.1.1) mostro que la
difusién no tiene efecto sobre la estabilidad asintotica del punto de equilibrio positivo E*.
Por lo tanto para el caso sin efecto Allee no existe la inestabilidad impulsada por la difu-
sion. En cambio el teorema (4.2.1) mostr6 que cuando el modelo espacial tiene difusion y
efecto Allee débil juntamente se presenta la inestabilidad impulsada por la difusion-Allee.
Finalmente se establecieron las condiciones de inestabilidad para el modelo en el caso con
efecto Allee fuerte y se enuncio el teorema (4.3.1), donde se formalizaron los resultados
obtenidos y se hizo su demostracion, procediendo de la misma manera que en el caso con
efecto Allee débil.

De lo anterior se evidencia que la dinamica del modelo presa-depredador es compleja de-
bido a que el efecto Allee hace que garantizar la existencia de los equilibrios positivos
se vuelva dificil debido a que los parametros deben cumplir més condiciones. Ademas el
efecto Allee induce condiciones bajo las cuales los estados de equilibrio tanto positivos
como de frontera aumentan y a su vez cambian de estabilidad. Es decir, el modelo puede
ser biestable en el caso del modelo no espacial con efecto Allee fuerte y en el caso del
modelo espacial no tener inestabilidad impulsada por la difusion cuando no se tiene efecto
Allee o tener inestabilidad impulsada por la difusion-Allee, en el caso con efecto Allee.
Finalmente, hay resultados atn por estudiar que pueden tratarse en estudios posteriores
como el caso de los item (a), (b), (¢) y (d) de los teoremas (3.2.2), (3.3.2) y (3.3.3) y
también la parte (c) de los teoremas (3.2.2), (3.3.2) que tratan sobre los ciclos limites
y la bifurcacién de Hopf. Ademas de analizar la estabilidad de los estados de equilibrio
E.3, Eus, E, Ey para el caso del modelo espacial con efecto Allee y hacer simulaciones

numericas para observar los distintos patrones de formacién que presenta el modelo.
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