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Introducción

Investigar acerca de cómo crece o disminuye una población ha sido, históricamente, según

Pielou, uno de los estudios más antiguos de la Ecología Matemática. El principal objetivo

de ésta es establecer modelos para la dinámica de poblaciones[1].

Thomas Robert Malthus (1766-1834) fue uno de los primeros investigadores en estudiar

la dinámica de poblaciones. Alrededor de 1798 propuso un modelo matemático de cre-

cimiento de poblaciones en el cual la tasa per cápita de crecimiento de una población

es directamente proporcional a su tamaño[2], mientras los recursos tales como espacio,

alimentos, agua, entre otros, sean ilimitados. Pero en un ecosistema, tales recursos se

ven disminuidos al aumentar la población, es decir, son limitados ¾Qué ocurre entonces?

Transcurridos 40 años, en 1838, los recursos limitados que pueden detener el crecimiento

de la población fueron introducidos empíricamente por el matemático belga Pierre Fran-

cois Verhulst (1804-1849) en lo que hoy se llama crecimiento logístico[3].

Además, en la naturaleza existen diferentes relaciones o interacciones entre especies, entre

ellas se encuentra la interacción entre un depredador y su presa. De acuerdo con [4], este

tipo de interacción entre especies es una relación básica para los modelos ecológicos y

sociales, además de ser el bloque base para la cadena alimentaria. El primer modelo de

ecuación diferencial que describía esta interacción, presa-depredador, fue formulado de

manera independiente por Lotka (1925) y Volterra (1926) cuando se hicieron los primeros

intentos para encontrar las leyes ecológicas de la naturaleza[4].

Se debe agregar que, en los últimos años, tanto los ecólogos como los matemáticos han

logrado avances considerables en la dinámica espaciotemporal de los modelos presa-

depredador relevantes para el impacto del efecto Allee [5]. El efecto Allee, llamado así

viii
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en honor al ecologista Warder Clyde Allee, es un fenómeno en biología caracterizado por

una correlación positiva entre el tamaño o densidad de población y el estado físico o

medio de una población o especie y puede ocurrir bajo varios mecanismos, tales como

la di�cultad para encontrar pareja cuando la densidad de población es baja, disfunción

social en pequeños tamaños de población y el riesgo de depredación debido a fallas en la

agrupación o en comportamientos aprendidos. Desde el punto de vista ecológico, el efecto

Allee ha sido dividido en casos, fuerte y débil. El efecto Allee fuerte introduce un umbral

en la población y ésta debe superarlo para crecer. Por el contrario, una población con

efecto Allee débil no tiene un umbral[6].

El trabajo se centrará en el estudio un modelo presa depredador, sobre la estabilidad

e inestabilidad los estados de equilibrio constantes, es decir, estados de coexistencia del

sistema ecológico. Analizaremos dos modelos, el que tiene en cuenta procesos de difusión,

éste se denomina modelo espacial, pero antes de eso, revisaremos el modelo no espacial.

Los modelos no espacial y espacial estan dados respectivamente por los siguientes sistemas

de ecuaciones diferenciales[6]:
du

dt
= u

(
α− βu− q

u+ b

)
− cuv

mv + 1
, f(u, v),

dv

dt
= v

(
−γ +

su

mv + 1

)
, g(u, v),

(1)


∂u

dt
= u

(
α− βu− q

u+ b

)
− cuv

mv + 1
+ d1∆u,

∂v

dt
= v

(
−γ +

su

mv + 1

)
+ d2∆v,

(2)

El sistema (1) es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, mientras (2) es un

sistema de ecuaciones en derivadas parciales. Es necesasrio resaltar que, la expresión

qu

u+ b

es el término de efecto Allee aditivo sobre la presa, el cual nos permitirá hablar de un mo-

delo con y sin efecto Allee. Estos modelos se presentan en el artículo Dynamical complexity

induced by Allee e�ect in a predator-prey model por Weiming Wang, Ya-nuo Zhu,Yongli
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Cai, Wenjuan Wang , el cual exhibe la dinámica compleja de un modelo presa-depredador

con efecto Allee.

Conviene subrayar que para los modelos (1) y (2) se estudiaran solo los resultados que

tengan sentido ecológico, es decir nos preocupamos por soluciones no negativas, asi como

estados de equilibrio constantes no negativos. Este trabajo se divide en cinco capítulos; el

primer capítulo contiene algunos aspectos sobre los modelos a estudiar, y sobre la teoria

de ecuaciones diferenciales que permitirán el desarrollo de este trabajo. El segundo capí-

tulo tratará sobre la existencia de los equilibrios positivos del modelo (1) con y sin efecto

Allee; en el tercer capítulo se abordará el tipo de estabilidad para los equilibrios obteni-

dos en el capítulo anterior y para los equilibrios en la frontera. Por su parte, el cuarto

capítulo tratará sobre la estabilidad e inestabilidad de los estados de equilibrio positivos

del modelo espacial (2). Se determinará el efecto de la difusión para el modelo (2) en el

caso sin efecto Allee, y �nalmente se determinarán las condiciones para la ocurrencia de

la inestabilidad impulsada por Allee-difusión. Se concluye con el quinto capítulo el cual

contiene las conclusiones de este trabajo.



Capítulo 1

Preliminares

En este trabajo se propone estudiar la dinámica compleja del modelo presa-depredador

no espacial y espacial con y sin efecto Allee, para ello es necesario comprender los modelos

a estudiar asi como conocer los aspectos teóricos que permitirán el desarrollo de dicho

estudio.

1.1. Modelo presa-depredador

De acuerdo con Pielau investigar acerca de cómo crece o disminuye una población ha

sido, uno de los estudios más antiguos de la Ecología Matemática. Una de las suposiciones

ecológicas más aceptada es asumir que el crecimiento de una determinada población se

ve afectado por recursos limitados presentes en el medio ambiente, es así que se tiene

el modelo propuesto por Verhulst (1838) conocido como modelo de crecimiento logístico

dado por[1]
du

dt
= αu

(
1− u

K

)
donde α denota la tasa intrínseca de crecimiento de la población u yK > 0 es la capacidad

de carga del medio ambiente. Además

La tasa de crecimiento de la población,
du

dt
, es proporcional al producto de la den-

sidad de población u y la diferencia con la capacidad de carga (K − u).

1
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El término
−αu2

K
modela la competencia intraespecí�ca por los recursos disponibles,

lo cual limita el crecimiento.

El modelo implica una disminución lineal de la tasa de crecimiento per cápita res-

pecto a la densidad de población, esto es, se tiene una dependencia negativa de la

densidad, esto signi�ca que el aporte de cada individuo al crecimiento de la población

disminuye a medida que la densidad de población se incrementa.

De otro lado, las interacciones entre especies, así como su coexistencia en los ecosistemas

es un tema de gran interés en la ecología. Cuando dos poblaciones de especies interactúan

existen tres tipos de interacción, entre ellas, la interacción presa-depredador, esta ocurre

cuando la tasa de crecimiento de una población es decreciente y la otra es creciente [3].

En [6] se plantea el siguiente modelo presa-depredador dado por el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales 
du

dt
= αu

(
1− u

K

)
− cuv

mv + 1
,

dv

dt
= v

(
−γ +

cσu

mv + 1

)
,

donde α es la tasa de crecimiento intrinseca de la presa, K la capacidad de carga del

medio, cu es una respuesta funcional sin saturación, con c > 0 que denota la tasa de

captura de la presa; el término cuv
mv+1

da la tasa en la cual la presa es consumida, γ es la

tasa de muerte natural de los depredadores; la constante de proporcionalidad σ > 0 es la

tasa de consumo de presas. Luego, tomando β = α
K
, s = cσ, el modelo anterior es dado

por 
du

dt
= u(α− βu)− cuv

mv + 1
,

dv

dt
= v

(
−γ +

su

mv + 1

)
,

(1.1)

donde s denota la tasa de conversión.

1.1.1. Efecto Allee

De acuerdo con [20] el efecto Allee puede ser de�nido como una relación positiva entre un

componente de la adaptación individual y el número o densidad de conespecí�cos. Donde

1.1. MODELO PRESA-DEPREDADOR
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la adaptación individual se re�ere en términos generales según [1] a la contribución gené-

tica de un individuo a la siguiente generación, donde los principales componentes de la

adaptación son sobrevivencia y reproducción, de los cuales se derivan otros como desa-

rrollo, primera reproducción, éxito de apareamiento, fecundidad, probabilidad de muerte

o reproducción, etc. Ademas en [1] la de�nición de efecto Allee es interpretada como: la

adaptación de un individuo en una población pequeña decrece a medida que el tamaño

de la población también disminuye. Ecologicamente el efecto Allee se clasi�ca en efecto

Allee fuerte y débil [1][6]

Efecto Allee débil. El efecto Allee se considera débil si la tasa de crecimiento de

población per cápita es positiva para densidades de población pequeñas, donde un

incremento en esta densidad produce un incremento en la tasa; y para densidades

altas un incremento en la densidad produce un decrecimiento en dicha tasa.

Efecto Allee fuerte. Se presenta cuando por debajo de un cierto valor de densidad,

llamado umbral de Allee, la tasa de crecimiento per cápita se vuelve negativa. Si

una población presenta un efecto Allee fuerte ésta debe superar el umbral de Allee

para crecer de lo contrario puede llegar a extinguirse.

1.1.2. Modelo presa-depredador con efecto Allee

En [6] se tiene la siguiente ecuación

du

dt
= u

(
α− βu− q

u+ b

)
(1.2)

donde
qu

u+ b

se denomina el término de efecto Allee aditivo, b, q > 0 son constantes de efecto Allee.

Si q < bα es llamado efecto Allee débil, mientras que q > bα, efecto Allee fuerte. Por lo

tanto de (1.1) y (1.2) se tiene el modelo presa-depredador con efecto Allee aditivo sobre

1.1. MODELO PRESA-DEPREDADOR
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la presa 
du

dt
= u

(
α− βu− q

u+ b

)
− cuv

mv + 1
, f(u, v),

dv

dt
= v

(
−γ +

su

mv + 1

)
, g(u, v),

(1.3)

En el modelo (1.3) se asume que las presas u y depredadores v viven en un ambiente

homogéneo, pero esto no ocurre siempre dado que poblaciones interactúan con el medio

que los rodea, además que existen factores en el espacio que pueden afectar la dinámica

de las poblaciones [5]. Por lo tanto, asumiendo que la presa u y el depredador v se mueven

aleatoriamente con movimiento Browniano se tiene un modelo simple de reacción-difusión

correspondiente al modelo (1.3) dado por [6]:
∂u

dt
= u

(
α− βu− q

u+ b

)
− cuv

mv + 1
+ d1∆u,

∂v

dt
= v

(
−γ +

su

mv + 1

)
+ d2∆v,

(1.4)

con condiciones iniciales positivas

u(x, y, 0) > 0, v(x, y, 0) > 0, (x, y) ∈ Ω = (0, lπ)× (0, lπ)

y �ujo cero en las condiciones de frontera

∂u

dν
=
∂v

dν
= 0, (x, y) ∈ ∂Ω

donde Ω es un dominio abierto y acotado en R2 con frontera ∂Ω y ∆ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
es el

operador laplaciano en el espacio bi-dimensional, d1 > 0 y d2 > 0 son los coe�cientes de

difusión de la presa u y el depredador v, respectivamente. ν es el vector unitario normal

exterior sobre ∂Ω, el �ujo cero en las condiciones re�ejan la situación donde la población

no puede moverse a través de la frontera del dominio.

Los modelos (1.1), (1.3) y (1.4) se denominan, modelo no espacial sin efecto Allee, modelo

no espacial con efecto Allee y modelo espacial con efecto Allee, respectivamente.

Además para demostrar algunos resultados de nuestros modelos es necesario establecer

los siguientes resultados.

1.1. MODELO PRESA-DEPREDADOR
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1.2. Cotas de las soluciones positivas

Se enuncia un lema de comparación clásico presentado en [7] cuya demostración se tomó

de [15].

Lema 1. Sea φ una función absolutamente continua que satisface la desigualdad diferen-

cial
dφ(t)

dt
+ α1φ(t) ≤ α2, t ≥ 0 donde (α1, α2) ∈ R2, α1 6= 0 (1.5)

Entonces,

∀t ≥ T̄ ≥ 0 φ(t) ≤ α2

α1

−
(
α2

α1

− φ(T̄ )

)
e−α1(t−T̄ )

Demostración: Multiplicamos ambos lados de (1.5) por eα1t(
dφ(t)

dt
+ α1φ(t)

)
eα1t ≤ α2e

α1t

Entonces (
dφ(t)

dt
+ α1φ(t)− α2

)
eα1t ≤ 0

lo cual es equivalente a la derivada del producto

d

dt

((
φ(t)− α2

α1

)
eα1t

)
≤ 0.

Así, la función (
φ(t)− α2

α1

)
eα1t,

tiene una derivada no positiva y es no creciente para t ≥ 0. Por lo tanto, para todo

t ≥ T̄ ≥ 0, (
φ(t)− α2

α1

)
eα1t ≤

(
φ(T̄ )− α2

α1

)
eα1T̄ .

Por lo tanto,

φ(t)eα1t − α2

α1

eα1t ≤
(
φ(T̄ )− α2

α1

)
eα1T̄

φ(t)eα1t ≤ α2

α1

eα1t +

(
φ(T̄ )− α2

α1

)
eα1T̄

1.2. COTAS DE LAS SOLUCIONES POSITIVAS
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φ(t) ≤ α2

α1

eα1t

eα1t
+

(
φ(T̄ )− α2

α1

)
eα1T̄

eα1t

φ(t) ≤ α2

α1

+

(
φ(T̄ )− α2

α1

)
eα1T̄−α1t

φ(t) ≤ α2

α1

−
(
α2

α1

− φ(T̄ )

)
e−α1(t−T1)

lo cual es equivalente a

φ(t) ≤ α2

α1

(
1− e−α1(t−T̄ )

)
+ φ(T̄ )e−α1(t−T̄ )

Finalmente, para T̄ = 0 se tiene

φ(t) ≤ α2

α1

(
1− e−α1t

)
+ φ(0)e−α1t, t ≥ 0

1.3. Sistemas lineales con coe�cientes constantes

Consideremos el siguiente conjunto de n ecuaciones diferenciales[8]:

dx1

dt
= a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn

dx2

dt
= a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn

...

dxn
dt

= an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn

donde aij, i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , n son los n2 números reales constantes, mientras que

xi, denota un función de valor real desconocida de una variable real t. Las ecuaciones

anteriores se pueden escribir de una forma abreviada:

A = [aij] =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...

an1 an2 . . . ann


1.3. SISTEMAS LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES
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y para cada x ∈ Rn de�nimos un vector Ax ∈ Rn cuya i-ésima coordenada es

ai1x1 + . . .+ ainxn y esta es la i-ésima �la en el lado derecho de las ecuaciones anteriores.

De esta forma la matriz A es interpretada como un mapeo

A : Rn → Rn

la cual a x le asigna Ax. Por tanto, el conjunto de ecuaciones se puede reescribir como

ẋ = Ax (1.6)

a (1.6) se le llama sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias homogéneo con

coe�cientes constantes.

1.4. Sistemas no lineales autónomos

Al sistema dinámico modelado por

dx1

dt
= f1(x1, x2 . . . , xn)

dx2

dt
= f2(x1, x2 . . . , xn)

...

dxn
dt

= fn(x1, x2 . . . , xn)

o también,

ẋ = f(x) (1.7)

se le conoce como sistema no lineal autónomo, con x : I ⊂ R→ Rn, una función de valor

vectorial y f una función de variable y valor vectorial, f : Rn → Rn, y además f una

función no lineal. El sistema dinámico modelado por (1.7) se dice que es autónomo porque

la función f no depende explícitamente del tiempo.

El sistema (1.6) es un sistema lineal autónomo con f(x) = Ax.

De�nición 1.4.1. Dados los sistemas dinámicos con ley

i) ẋ = f(x) (sistema no lineal)

1.4. SISTEMAS NO LINEALES AUTÓNOMOS
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ii) ẋ = Ax (sistema lineal)

Se dice que (i) y (ii) son topológicamente equivalentes cerca al origen si existe un homeo-

mor�smo H que aplica un conjunto abierto V1 que contiene al origen, en otro conjunto

abierto V2 que también contiene al origen, y además, H aplica trayectorias de (i) que

estan en V1 en trayectorias de (ii) que estan en V2, y se preserva la orientación en el

tiempo, es decir, si una trayectoria de (i) va de x1 a x2 en V1, entonces la trayectoria

correspondiente en (ii) va de H(x1) a H(x2) en V2.

De�nición 1.4.2. Los puntos estacionarios o de equilibrio del sistema ẋ = f(x) son

estados invariantes en el tiempo, de ahí que, x0 es un punto de equilibrio si f(x0) = 0.

De�nición 1.4.3. Un punto de equilibrio x0 es llamado punto de equilibrio hiperbólico

de (1.7) si ninguno de los autovalores de la matriz Df(x0) tiene parte real igual a cero. El

sistema lineal (1.6) con la matriz A = Df(x0) es llamado la linealización de (1.7) en x0.

De�nición 1.4.4. Dado el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias ẋ = f(x), x0 un

punto de equilibrio del sistema, y A = Df(x0) se dice que:

x0 es un punto de equilibrio hiperbólico tipo fuente si la parte real de todos los

autovalores de A son números positivos.

x0 es un punto de equilibrio hiperbólico tipo sumidero si la parte real de todos los

autovalores de A son números negativos.

x0 es un punto de equilibrio hiperbólico tipo silla si existen autovalores de A, λ1 y

λ2 tal que la parte real de λ1 es negativa y la parte real de λ2 es positiva.

Teorema 1.4.1 (Teorema de Hartman-Grobman). Sea E un subconjunto abierto de Rn

que contiene al origen, f ∈ C1(E) y sea φt el �ujo del sistema no lineal ẋ = f(x).

Suponga que f(0) = 0 y que la matriz A = Df(0) no tiene autovalores con parte real

nula. Entonces existe un homeomor�smo H de un abierto U que contiene al origen a un

1.4. SISTEMAS NO LINEALES AUTÓNOMOS
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conjunto abierto V que contiene al origen tal que para cada x0 ∈ U, existe un intervalo

abierto I0 ⊂ R que contiene al cero tal que para todo x0 ∈ U y t ∈ I0

H ◦ φt(x0) = eAtH(x0)

esto es, H lleva trayectorias de ẋ = f(x) cerca al origen a trayectorias de ẋ = Ax cerca al

origen y preserva la parametrización en el tiempo.

Una demostración de este teorema puede encontrarse en [9].

De�nición 1.4.5 (Flujo del sistema). Si φ(t, x0) es la solución del problema del valor

inicial  ẋ = f(x),

x(0) = x0,

de�nida para todo t ∈ R, entonces el conjunto de funciones φt(x0) = φ(t, x0) es llamado

el �ujo del sistema ẋ = f(x).

1.4.1. Tipos de puntos de equilibrio y Estabilidad

La estabilidad de cualquier punto de equilibrio hiperbólico x0 de (1.7) es determinado

por los signos de las partes reales de los autovalores λj de la matriz Df(x0). Un punto

de equilibrio hiperbólico x0 es asintóticamente estable si y sólo si Re(λj) < 0 para j =

1, . . . , n, es decir, si y sólo si x0 es un sumidero. Y un punto de equilibrio hiperbólico x0

es inestable si y sólo si es tipo fuente o tipo silla [9].

De�nición 1.4.6. Sea φt que denota el �ujo de (1.7) de�nida para todo t ∈ R. Un punto

de equilibrio x0 de (1.7) es estable si para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que para todo

||x̃− x0|| < δ y t > 0 entonces ||φt(x̃)− x0|| < ε. x0 es inestable cuando no es estable. Y

x0 es asintóticamente estable si es estable y además existe δ > 0 tal que si ||x̃− x0|| < δ

entonces

ĺım
t→∞

φt(x̃) = x0.

1.4. SISTEMAS NO LINEALES AUTÓNOMOS
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De�nición 1.4.7. Silla, Nodos, Focos y Centros para sistemas lineales en R2. Considere

el sistema (1.6) en R2 y supongamos sin pérdida de generalidad que x0 = (0, 0) es un

punto de equilibrio del sistema, entonces

(1) El punto de equilibrio es un nodo. Este caso se presenta cuando los autovalores λ1 y

λ2 de A son reales y del mismo signo.

(2) El punto de equilibrio es un punto silla. Este caso se presenta cuando los autovalores

λ1 y λ2 de A son reales y de distinto signo.

(3) El punto de equilibrio es una espiral o foco. Este caso se presenta cuando los autova-

lores de A son complejos conjugados y tienen parte real no nula.

(4) El punto de equilibrio es un centro. Este caso se presenta cuando los autovalores de

A son imaginarios puros.

Teorema 1.4.2. El punto crítico x0 = (0, 0) del sistema lineal (1.6) es estable si y sólo si

los autovalores tienen parte real no positiva; si existe un autovalor con parte real positiva,

entonces el punto crítico x0 = (0, 0) del sistema lineal (1.6) es inestable; el punto crítico

x0 = (0, 0) del sistema lineal (1.6) es asintóticamente estable si y sólo si los autovalores

tienen parte real negativa [11].

Demostración: Una prueba de este teorema puede encontrarse en [12]

La estabilidad también se puede determinar en términos de la traza y el determinante de

la matriz A.

Teorema 1.4.3. Sea A ∈ R2×2, δ = detA y τ = tr(A) y considere el sistema

ẋ = Ax. (1.8)

(a) Si δ < 0 entonces (1.8) tiene un punto silla en el origen.

(b) Si δ > 0 y τ 2 − 4δ ≥ 0 entonces (1.8) tiene un nodo en el origen; es estable si τ < 0 e

inestable si τ > 0.

1.4. SISTEMAS NO LINEALES AUTÓNOMOS
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(c) Si δ > 0 y τ 2 − 4δ < 0 y τ 6= 0 entonces (1.8) tiene un foco en el origen; es estable si

τ < 0 e inestable si τ > 0.

(d) Si δ > 0 y τ = 0 entonces (1.8) tiene un centro en el origen.

Demostración: Los autovalores de la matriz A están dados por

λ =
τ ±
√
τ 2 − 4δ

2

(a) Supongamos que δ < 0 entonces, τ 2 − 4δ > 0 luego existen dos autovalores reales de

signos opuesto, así, por (2) en la de�nición (1.4.7) el origen es un punto de equilibrio

tipo silla.

(b) si δ > 0 y τ 2− 4δ ≥ 0 entonces los autovalores son reales y tienen el mismo signo que

τ .

Si τ < 0 y

(b1) τ 2 − 4δ = 0 entonces los autovalores son iguales y negativos, por tanto, por (1)

en la de�nición (1.4.7) se tiene el origen es un nodo del sistema (1.8).

(b2) τ 2 − 4δ > 0 entonces los autovalores son reales, distintos y negativos, es decir

tienen el mismo signo. De nuevo por (1) en la de�nición (1.4.7) se tiene que el

origen es un nodo del sistema (1.8).

Por tanto, si τ < 0 por el teorema (1.4.2), ya que estos autovalores al ser nega-

tivos son no positivos el origen es un nodo estable.

Si τ > 0 y

(b3) τ 2 − 4δ = 0 entonces los autovalores son iguales y positivos, entonces por la

de�nición (1.4.7) inciso (1) tenemos que el origen es un nodo del sistema (1.8).

(b4) τ 2 − 4δ > 0 entonces los autovalores son reales, distintos y positivos. Luego por

el inciso (1) en la de�nición (1.4.7) se tiene que el origen es un nodo del sistema

(1.8).

Por lo tanto, si τ > 0 por el teorema (1.4.2) el origen es un nodo inestable.

1.4. SISTEMAS NO LINEALES AUTÓNOMOS
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(c) Supongamos que, δ > 0 y τ 2 − 4δ < 0 y τ 6= 0. Cuando τ 2 − 4δ < 0 los autovalores

λ1 y λ2 son complejos conjugados, y tienen parte real igual a
τ

2
6= 0, ya que τ 6= 0.

Luego, por (3) en la de�nición (1.4.7) se tiene que el origen es un foco del sistema

(1.8).

Además, se tienen los siguientes casos:

(c1) Si τ < 0 entonces λ1 y λ2 tienen parte real negativa, es decir no positiva por lo

tanto, por el teorema (1.4.2), el origen es un foco estable.

(c2) Si τ > 0 entonces λ1 y λ2 tienen parte real positva, luego, por el teorema (1.4.2),

el origen es un foco inestable.

(d) Si δ > 0 y τ = 0, entonces, λ1 y λ2 son imaginarios puros, de modo que por la

de�nición (1.4.7) inciso (4) se tiene que el origen es un centro del sistema (1.8).

De�nición 1.4.8. Un nodo o foco estable de (1.8) se denomina sumidero del sistema

lineal y un nodo o foco inestable de (1.8) se denomina fuente del sistema lineal.

Observación 1.4.1. El teorema de Hartman-Grobman (1.4.1), el teorema (1.4.2) y el

teorema (1.4.3) se pueden aplicar a los puntos de equilibrio distintos del origen, haciendo

una traslación.

Sea
dx

dt
= F(x) =

f(u, v)

g(u, v)

 con F : R2 → R2, y supongamos que x0 = (u∗, v∗) 6= (0, 0)

un punto de equilibrio de F. Esto es F(x0) = (0, 0). Ahora, haciendo un cambio de variable

Y = x− x0 ⇒ x = Y + x0

Luego,
dY

dt
=
dx

dt
− dx0

dt

dY

dt
=
dx

dt
= F(x)

como x = Y + x0, luego
dY

dt
= Ẏ = F(Y + x0)

1.4. SISTEMAS NO LINEALES AUTÓNOMOS



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 13

de modo que, este sistema va a cumplir que, cuando Y = 0 el lado derecho de la ecuación

anterior se anula, esto es,

Ẏ = F(0 + x0) = F(x0) = 0

Por lo anterior, Y = 0 es un punto de equilibrio del sistema Ẏ. Con A = DF(x0).

1.4.2. Método directo de Lyapunov

Sin pérdida de generalidad supondremos que los puntos de equilibrio son x0 = 0.

De�nición 1.4.9. Sea E : D → R un campo escalar continuamente diferenciable de�nido

en un dominio D ⊂ Rn que contiene al origen, entonces se dice que:

(a) E(x) es de�nida positiva cuando E(0) = 0 y E(x) > 0, ∀x 6= 0

(b) E(x) es semide�nida positiva cuando E(0) = 0 y E(x) ≥ 0, ∀x 6= 0.

(c) E(x) es de�nida negativa cuando E(0) = 0 y E(x) < 0, ∀x 6= 0.

(d) E(x) es semide�nida negativa cuando E(0) = 0 y E(x) ≤ 0, ∀x 6= 0.

De�nición 1.4.10. Se dice que E : D → R, un campo escalar continuamente diferenciable

de�nido en un dominio D ⊂ Rn que contiene al origen , es una función de Lyapunov para

el sistema (1.7) cuando veri�ca las dos condiciones siguientes:

(a) E(x) es de�nida positiva.

(b) Ė(x) =
∂E

∂x
ẋ =

∂E

∂x
f(x) =

[
∂E

∂x1

,
∂E

∂x2

, . . . ,
∂E

∂xn

]

f1(x)

f2(x)
...

fn(x)

 es semide�nida negativa.

(c) Si Ė(x) < 0 decimos que E(x) es una función de Lyapunov estricta.

Teorema 1.4.4. Sea x0 = 0 un punto de equilibrio para el sistema (1.7) se veri�can las

siguientes propiedades [11]:

1.4. SISTEMAS NO LINEALES AUTÓNOMOS
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(a) Si existe una función de Lyapunov E(x) para el sistema autónomo (1.7), entonces x0

es estable.

(b) Si existe una función de Lyapunov estricta para el sistema (1.7) entonces el punto x0

es asintóticamente estable.

Demostración: Una prueba de este teorema puede encontrarse en [12].

1.5. Solución general a la ecuación cúbica.

En este trabajo es necesario conocer la solución de las ecuaciones cúbicas, por ello se va

a encontrar la solución exacta de una ecuación cúbica general

ax3 + bx2 + cx+ d = 0 (1.9)

De [13] se tiene que para encontrar las raíces de la ecuación (1.9), primero nos deshacemos

del término cuadrático (x2) haciendo la sustitución:

x = y − b

3a
(1.10)

Para obtener

a

(
y − b

3a

)3

+ b

(
y − b

3a

)2

+ c

(
y − b

3a

)
+ d = 0 (1.11)

Expandiendo la ecuación (1.11) y simpli�cando, obtenemos la siguiente ecuación:

ay3 +

(
c− b2

3a

)
y +

(
d+

2b3

27a2
− bc

3a

)
= 0 (1.12)

La ecuación (1.12) se denomina cúbica reducida ya que el término cuadrático está ausente.

De acuerdo con [13] tener la ecuación en esta forma facilita la resolución de la ecuación

cúbica. Primero, se convierte la ecuación cúbica reducida (1.12) en la forma

y3 +
1

a

(
c− b2

3a

)
y +

1

a

(
d+

2b3

27a2
− bc

3a

)
= 0

y3 + ey + f = 0 (1.13)

donde

1.5. SOLUCIÓN GENERAL A LA ECUACIÓN CÚBICA.
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e =
1

a

(
c− b2

3a

)
y f =

1

a

(
d+

2b3

27a2
− bc

3a

)
La ecuación (1.13) en la forma

y3 + ey = −f (1.14)

y teniendo en cuenta que

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

implica

(a+ b)3 − 3ab(a+ b) = a3 + b3. (1.15)

Dado (1.14), según [14] sea y = a+ b y

ab =
−e
3

y a3 + b3 = −f

Se reemplaza a por
−e
3b

(despejando a de la primera ecuación) en la segunda ecuación,

para obtener (
−e
3b

)3

+ b3 = −f

y multiplicando por b3 tenemos

(b3)2 + fb3 −
(e

3

)3

= 0 (1.16)

La cual es una ecuación cuadrática en b3 que puede ser resuelta con la fórmula cuadrática.

Así

b3 =
−f
2
±

√
f 2 + 4

(e
3

)3

2

b3 =
−f
2
±

√(
f

2

)2

+
(e

3

)3

(1.17)

donde el discriminante de esta ecuación es ∆ :=

(
f

2

)2

+
(e

3

)3

.

Nota 1. Se obtendrán dos raíces para b3 ya que la ecuación (1.16) es una ecuación

cuadrática. Luego, se tienen tres raíces para cada una de las dos raíces de b3, por lo tanto,

se tienen seis valores para b. Pero los seis valores de b darán seis valores para y; y de estos,

tres valores serán idénticos a los otros tres. Entonces, solo se obtienen tres valores para y

y por lo tanto tres valores para x.

1.5. SOLUCIÓN GENERAL A LA ECUACIÓN CÚBICA.
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Los siguientes pasos a veces involucran números complejos, por lo tanto se usará la fórmula

de Euler

eiθ = cos(θ) + i sin(θ) (1.18)

Sea ω := e
2πi
3 =

−1

2
+

√
3i

2
. Note que ω3 = 1 y (ω2)3 = 1 así que 1, ω y ω2 son todas las

raíces cúbicas de 1. Usando ω, vemos que cualquier número real tiene tres raíces cúbicas.

Dada una raíz cubica, µ, las otras serán ωµ y ω2µ.

Se usará esto para �nalizar la ecuación (1.17) seleccionando una raíz cúbica b de ésta.

Llamaremos a esa solución particular µ, es decir, b = µ. Las otras soluciones para la

ecuación (1.17) son b = ωµ y b = ω2µ.

Cada solución para (1.17) da un valor para a, donde a =
−e
3b

. En efecto, cuando b = µ

entonces a =
−e
3µ

, y llamemos a este valor ρ, luego ρ :=
−e
3µ

. Ahora, si b = ωµ entonces

a =
−e
3ωµ

=
−e
3µω

(1.19)

pero
−e
3µ

= ρ, luego la ecuación (1.19) se convierte en

a =
ρ

ω
(1.20)

y dado que ω3 = 1 entonces ωω2 = 1, de donde ω =
1

ω2
, luego

1

ω
= ω2, así, reemplazando

en (1.20) se llega a

a = ρω2 (1.21)

De igual manera, cuando b = ω2µ

a =
−e

3µω2
(1.22)

pero de nuevo,
−e
3µ

= ρ y
1

ω2
= ω de ahí que

a = ρω (1.23)

y �nalmente, como y = a+ b, entonces,

y1 = ρ+ µ, y2 = ρω2 + µω, y y3 = ρω + µω2 (1.24)

1.5. SOLUCIÓN GENERAL A LA ECUACIÓN CÚBICA.
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son todas las soluciones de la ecuación cúbica en y. Además, dado que x = y− b

3a
entonces

sustituyendo y por y1, y2 y y3 se tienen las tres raíces de la ecuacion cúbica en x.

De acuerdo con [16] la clasi�cación de las raíces de la ecuación de tercer grado se resumen

en

Discriminante Raíces de la ecuación

∆ < 0 Tres raíces reales distintas

∆ = 0 Tres raíces reales, siendo dos o tres iguales

∆ > 0 Una raíz real y dos complejas

Si las tres raíces en el segundo caso son las tres iguales, entonces ellas son nulas.

1.5. SOLUCIÓN GENERAL A LA ECUACIÓN CÚBICA.



Capítulo 2

Análisis Matemático del modelo no

espacial

En este capítulo se busca establecer la existencia de los equilibrios positivos del modelo

no espacial con y sin efecto Allee. Del capítulo anterior sabemos que el modelo no espacial

con efecto Allee viene dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
du

dt
= u

(
α− βu− q

u+ b

)
− cuv

mv + 1
, f(u, v),

dv

dt
= v

(
−γ +

su

mv + 1

)
, g(u, v),

(2.1)

mientras que el modelo no espacial sin efecto Allee es dado por
du

dt
= u(α− βu)− cuv

mv + 1
,

dv

dt
= v

(
−γ +

su

mv + 1

)
,

(2.2)

Recordemos que u(t) y v(t) son las densidades de la presa y el depredador en el tiempo

t > 0, el parámetro α > 0 representa la tasa de crecimiento especí�ca de la presa u, K > 0

es la capacidad de carga de la presa u, c > 0 denota la tasa de captura, m > 0 representa

una reducción en la tasa de depredación en altas densidades de depredadores debido a la

interferencia mutua entre estos en busca de alimentos, γ > 0 denota la tasa de muerte

natural del depredador, la constante de proporcionalidad σ > 0 es la tasa de consumo de

18
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presas, s = cσ > 0 denota la tasa de conversión y β = α
K
> 0. Además,

qu

u+ b

es el término de efecto Allee aditivo, b, q > 0 son constantes de efecto Allee.

Aunque no hace parte de lo que se quiere lograr en esta etapa se mostrará que las soluciones

del modelo (2.1) son acotadas.

2.1. Cotas de soluciones positivas

Las soluciones del modelo (2.1) siempre existen y permanecen positivas. Además probemos

que

ĺım
t→∞

supu(t) ≤ α

β
y ĺım

t→∞
sup v(t) ≤ sα− βγ

mβγ

Supongamos que 0 ≤ u(0) ≤ α

β
, donde

α

β
= K. Como u > 0 y v > 0 en Int(R2

+) donde

Int(R2
+) denota el interior del cuadrante positivo de R2

+, cada solución φ(t) = (u(t), v(t))

de (2.1), las cuales comienzan en Int(R2
+), satisfacen la desigualdad

du

dt
≤ u(α− βu) (2.3)

la cual se obtuvo de la primera ecuación de (2.1). Así, u(t) puede ser comparada con las

soluciones de
dx

dt
= x(α− βx)

con x(0) = u(0) > 0. Hallemos x(t) mediante el método de separación de variables.

Entonces ∫
dx

x(α− βx)
=

∫
dt = t+ C0

Luego, utilizando fracciones parciales tenemos

1

x(α− βx)
=
A

x
+

D

α− βx

2.1. COTAS DE SOLUCIONES POSITIVAS
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de dónde A = 1
α
y D = β

α
, por lo tanto

∫
dx

x(α− βx)
=

∫ [
1

α

(
1

x

)
+
β

α

(
1

α− βx

)]
dx

=
1

α

[∫
1

x
dx+

∫
β

α− βx
dx

]
=

1

α

[∫
1

x
dx−

∫
β

βx− α
dx

]
=

1

α
(ln |x| − ln |βx− α|+ C1)

= − 1

α
(ln |βx− α| − ln |x|+ C1)

así,

− 1

α
(ln |βx− α| − ln |x|+ C1) = t+ C0

ln |βx− α| − ln |x| = −αt+ C2

Luego por propiedad del ln, se tiene

ln

∣∣∣∣βx− αx

∣∣∣∣ = −αt+ C2

entonces ∣∣∣β − α

x

∣∣∣ = e−αt+C2

= e−αteC2

y asi se tiene

β − α

x
= C3e

−αt

y despejando x tenemos que x(t) = 1
β
α

+ce−αt
con c = 1

x(0)
− β

α
. Por tanto, se tiene que

que u(t) ≤ α

β
para todo t ≥ 0. En consecuencia

ĺım
t→∞

supu(t) ≤ α

β

Como un resultado, para cualquier ε > 0, existe un T > 0, tal que u(t) ≤ α
β

+ ε para

2.1. COTAS DE SOLUCIONES POSITIVAS
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t > T . Entonces reemplazando u por α
β

+ ε en la segunda ecuación de (2.1), se obtiene:

dv

dt
≤ v

−γ +
s
(
α
β

+ ε
)

mv + 1


= v

−γ(mv + 1) + s
(
α
β

+ ε
)

mv + 1


≤ v

(
−γ(mv + 1) + s

(
α

β
+ ε

))
= v

(
−γ(mv)− γ + s

(
α

β
+ ε

))
= v

((
sα + sβε− βγ

β

)
− (γm)v

)
y procediendo de manera análoga como se hizo para (2.3) se obtiene, que para todo ε > 0

v ≤ sα− βγ + sβε

mβγ

y como ε es arbitrario y si sα ≥ βγ se tiene

ĺım
t→∞

sup v(t) ≤ ĺım
t→∞

sup

(
sα− βγ + sβε

mβγ

)
=
sα− βγ
mβγ

Por tanto

ĺım
t→∞

sup v(t) ≤ sα− βγ
mβγ

Además, se puede obtener el siguiente teorema.

Teorema 2.1.1. Todas las soluciones no negativas del modelo (2.1) que empiezan en R2
+

son uniformemente acotadas.

Demostración: De�namos la siguiente función

W (t) = u(t) + v(t)

y la derivada temporal de W con respecto a las soluciones del modelo (2.1) es:

dW

dt
=
du

dt
+
dv

dt
= u

(
α− βu− q

u+ b

)
− cuv

mv + 1
+ v

(
−γ +

su

mv + 1

)

2.1. COTAS DE SOLUCIONES POSITIVAS
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de (2.3) se tiene que

dW

dt
=
du

dt
+
dv

dt
≤ u (α− βu) + v

(
−γ +

su

mv + 1

)
y para cada η > 0 se tiene

dW

dt
≤ u (α− βu) + v

(
−γ +

su

mv + 1

)
− ηW + ηW

como 0 ≤ u(t) ≤ α

β

dW

dt
+ ηW ≤ u (α− βu) + v

(
−γ +

su

mv + 1

)
+ η(u+ v)

= u (α− βu) + v

(
−γ +

su

mv + 1

)
+ ηu+ ηv

= u (α + η − βu) + v

(
−γ +

su

mv + 1

)
+ ηv

≤ u (α + η − βu) + v
(
−γ +

su

mv

)
+ ηv

= u (α + η − βu)− vγ + v
su

mv
+ ηv

= u (α + η − βu) + (η − γ)v +
su

m

≤ u (α + η − βu) +
sα

mβ
+ (η − γ)v

(2.4)

Ahora, hallemos el máxR+

(
u (α + η − βu) +

sα

mβ

)
.

Sea f : R+ → R dada por f(u) = u (α + η − βu) +
sα

mβ
= −βu2 + u(α+ η) +

sα

mβ
. Luego

f ′(u) = −2βu+ α + η

e igualando a cero obtenemos u =
α + η

2β
. Ahora, calculando la segunda derivada de f y

evaluando en u se tiene que

f ′′
(
α + η

2β

)
= −2β < 0

de modo que f tiene un máximo en u =
α + η

2β
. Ahora, evaluamos u en f y obtenemos:

f

(
α + η

2β

)
=

(α + η)2

4β
+
sα

mβ

2.1. COTAS DE SOLUCIONES POSITIVAS
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es así que, máxR+

(
u (α + η − βu) +

sα

mβ

)
=

(α + η)2

4β
+
sα

mβ
. De lo anterior y de la última

ecuación de (2.4) se tiene

dW

dt
+ ηW ≤ (α + η)2

4β
+
sα

mβ
+ (η − γ)v

luego de hacer algunos cálculos, se obtiene que

dW

dt
+ ηW ≤ 4sβ +m(α + η)2

4mβ
+ (η − γ)v

y sea 0 < η < γ, entonces

dW

dt
+ ηW ≤ 4sβ +m(α + η)2

4mβ
, ψ

De manera que por el lema (1), ∀t ≥ T ≥ 0 tenemos

0 ≤ W (t) ≤ ψ

η
−
(
ψ

η
−W (T )

)
e−(t−T ) (2.5)

Entonces, si ψ − ηW (T ) ≥ 0, se tiene que 0 ≤ W (t) ≤ ψ

η
−
(
ψ

η
−W (T )

)
e−(t−T ) ≤ ψ

η
para todo t ≥ 0. Esto, es

W (t) = u(t) + v(t) ≤ ψ

η

Por tanto

ĺım sup
t→+∞

(u(t) + v(t)) ≤ ψ

η

Nota 2. Esta demostración di�ere de la demostración del artículo [6].

Pasamos ahora a determinar la existencia del equilibriio positvo.

2.2. Existencia de los equilibrios positivos

Sabemos por la de�nición (1.4.2) que los puntos de equilibrio o estacionarios son estados

invariantes en el tiempo tal que si (u0, v0) es un punto de equilibrio se tiene f1(u0, v0) =

0 = f2(u0, v0), es decir, u(t) y v(t) son constantes en el tiempo, con f = (f1, f2).

2.2. EXISTENCIA DE LOS EQUILIBRIOS POSITIVOS
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Nos enfocaremos en esta sección en la existencia de los equilibrios positivos del modelo

(2.1). Cualquier equilibrio positivo E(u, v) del modelo (2.1) satisface
α− βu− q

u+ b
− cv

mv + 1
= 0,

−γ +
su

mv + 1
= 0,

(2.6)

Despejando v de la primera ecuación de (2.6) y reemplazando en la segunda ecuación se

tiene

msβu3 + (cs+ bmsβ −msα)u2 + (bcs+msq − bmsα− cγ)u− bcγ = 0. (2.7)

Ahora, sea u una raíz real positiva de la siguiente ecuación cúbica:

a0x
3 + 3a1x

2 + 3a2x− a3 = 0. (2.8)

donde a0 = msβ, 3a1 = cs+ bmsβ −msα, 3a2 = bcs+msq− bmsα− cγ, a3 = bcγ.

Por la teoría vista en la sección (1.5), hagamos x =
z − a1

a0

y reemplacemos en la ecuación

(2.8) para obtener:

h(z) = z3 + 3b1z + b2 = 0. (2.9)

con b1 = a0a2 − a2
1, b2 = a2

0a3 − a0a1a2 + 2a3
1.

A continuación vamos a encontar la raíces de h(z) y estudiaremos la existencia de las

raíces positivas.

La ecuación (2.9) tiene la forma de la ecuación (1.13). Por lo tanto, con e = 3b1 y f = b2

por la ecuación (1.15), se tiene que

ab =
−3b1

3
= −b1

a3 + b3 = −b2

Luego, despejando a de la primera ecuación se tiene a =
−b1

b
y se reemplaza en la segunda

ecuación, para obtener (
−b1

b

)3

+ b3 = −b2

y multiplicando por b3 tenemos

(b3)2 + b2b
3 − (b1)3 = 0 (2.10)

2.2. EXISTENCIA DE LOS EQUILIBRIOS POSITIVOS
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y por la ecuación (1.17) se tiene

b3 =
−b2

2
±

√(
b2

2

)2

+ (b1)3 (2.11)

con ∆ :=

(
b2

2

)2

+ (b1)3.

De otro lado, escogamos

b3 =
−b2

2
+

√(
b2

2

)2

+ (b1)3

y sea

µ =
3

√√√√−b2

2
+

√(
b2

2

)2

+ (b1)3

una solución particular para b3. Luego como cada solución de (2.10) da un valor para a

y a =
−b1

b
entonces, ρ =

−b1

µ
, esto es,

ρ =
−b1

3

√√√√−b2

2
+

√(
b2

2

)2

+ (b1)3

como z = a+ b entonces las soluciones de h(z) vienen dadas por z1 = ρ+ µ, es decir,

z1 =
3

√√√√−b2

2
+

√(
b2

2

)2

+ (b1)3 − b1

3

√√√√−b2

2
+

√(
b2

2

)2

+ (b1)3

z1 =

3

√
(−4b2 + 4

√
4b3

1 + b2
2)2 − 4b1

2 3

√
−4b2 + 4

√
4b3

1 + b2
2

y por z2 = ρω + µω2

z2 = ρ

(
−1

2
+

√
3i

de2

)
+ µ

(
−1

2
−
√

3i

de2

)
de modo que

z2 =
−(ρ+ µ)

2
+

(ρ− µ)
√

3i

2

2.2. EXISTENCIA DE LOS EQUILIBRIOS POSITIVOS
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y como z1 = ρ+ µ entonces

z2 =
−z1

2
+

(ρ− µ)
√

3i

2

Además, dado que

(ρ− µ)
√

3i

2
=

(ρ− µ)
√

3i

2

√
ρ+ µ√
ρ+ µ

=

√
3i

2
√
z1

√
(ρ− µ)2(ρ+ µ)

=

√
3i

2
√
z1

√
(ρ+ µ)(ρ2 − 2ρµ+ µ2)

=

√
3i

2
√
z1

√
(ρ+ µ)(ρ2 + 2ρµ+ µ2 − 4ρµ)

=

√
3i

2
√
z1

√
(ρ+ µ)((ρ+ µ)2 − 4ρµ)

=

√
3i

2
√
z1

√
(ρ+ µ)3 − 4ρµ(ρ+ µ)

=

√
3i

2
√
z1

√
(ρ+ µ)3 − 3ρµ(ρ+ µ)− ρµ(ρ+ µ)

=

√
3i

2
√
z1

√
(ρ3 + µ3)− ρµ(ρ+ µ)

=
1

2
√
z1

√
−3ρ3 − 3µ3 + 3ρµ(ρ+ µ)

=
1

2
√
z1

√
−4ρ3 + ρ3 − 4µ3 + µ3 + 3ρµ(ρ+ µ)

=
1

2
√
z1

√
(ρ+ µ)3 − 4(ρ3 + µ3)

�nalmente, como b2 = −(a3 + b3) pero a = ρ y b = µ entonces,

(ρ− µ)
√

3i

2
=

1

2
√
z1

√
(z1)3 + 4b2

Así,

z2 =
−z1

2
+

√
z3

1 + 4b2

2
√
z1

De otra parte, dado que z3 = ρω2 + µω entonces

z3 =
−(ρ+ µ)

2
+

(µ− ρ)
√

3i

2
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y (µ− ρ) = −(ρ− µ) se tiene

z3 =
−z1

2
− (ρ− µ)

√
3i

2

y por el resultado anterior se concluye que

z3 =
−z1

2
−
√
z3

1 + 4b2

2
√
z1

Tenemos, ahora el siguiente lema que nos permitirá demostrar los teoremas referentes a

la existencia de los equilibrios positivos del modelo (2.1).

Lema 2. (a) Si b2 < 0, la ecuación (2.9) tiene una única raíz positiva.

(b) Suponga que b2 > 0 y b1 < 0 se cumplen.

(b1) Si b2
2 + 4b3

1 < 0 la la ecuación (2.9) tiene dos raíces positivas.

(b2) Si b2
2 + 4b3

1 = 0 tiene una raíz positiva de multiplicidad dos;

(c) Si b2 = 0 y b1 < 0, la ecuación (2.9) tiene una única raíz positiva.

Demostración. (a) Supongamos que b2 < 0.

Si b1 ≥ 0 entonces tenemos: h′(z) = 3z2 + 3b1 > 0 asi, h(z) es estrictamente creciente

y continua en (0,∞), luego h(z) > h(0) = b2 para z 6= 0 y como b2 < 0 se concluye

que h(z) tiene una única raíz positiva.

Ahora, si b1 ≤ 0, sea n2 = −b1 > 0 entonces n =
√
−b1. Así,

h′(z) = 3(z2 − n2) = 3(z − n)(z + n)

Luego h′(n) = 0 = h′(−n), por tanto n y −n son puntos críticos de h. Además,

h′′(z) = 6z y evaluando n y −n en h′′(z) tenemos

h′′(n) = 6n > 0, y h′′(n) = −6n < 0

Por tanto h(z) alcanza un mínimo en z = n > 0 y un máximo en z = −n < 0, además

h(n) < h(0) = b2 < 0 y como h′(z) > 0 cuando z > n entonces existe un z0 > n > 0

tal que h(z0) = 0. Por lo tanto h(z) tiene una única raíz positiva.

2.2. EXISTENCIA DE LOS EQUILIBRIOS POSITIVOS
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(b) Si b2 > 0 entonces b1 < 0, de lo contrario se tendría que h′(z) > 0 de donde h(z) al

igual que en (a) sería estrictamente creciente, pero h(z) > h(0) = b2 > 0 por lo cual

h(z) = z3 + 3b1z + b2 podría no ser igual a cero en (0,∞).

De (a) sabemos que h(z) alcanza un mínimo y un máximo en z = n y z = −n

respectivamente. Ahora, siguiendo a Lima (1987, p. 22) tenemos que

h(n)h(−n) = b2
2 − 4(n3)2

= b2
2 − 4(n2)3

= b2
2 − 4(−b1)3

= b2
2 + 4b3

1

Por tanto el signo de h(n)h(−n) es el mismo que el del discriminante ∆.

(b1) Si b2
2 + 4b3

1 < 0, entonces h(z) y h(−n) tienen signos contrarios y además, como

h(−n) es un máximo y h(n) un mínimo y dado que h(0) = b2 > 0 y que

h′(z) < 0 cuando −n < z < n, esto es, h(z) es decreciente para −n < z < n, la

ecuación (2.9) tiene una raíz positiva. Además, de igual manera que en (a), h(z)

es creciente cuando z > n, por lo tanto existe un z0 > n > 0 tal que h(z0) = 0.

Por lo tanto h(z) tiene dos raíces positivas.

z1 =

3

√
(−4b2 + 4

√
4b3

1 + b2
2)2 − 4b1

2 3

√
−4b2 + 4

√
4b3

1 + b2
2

y z2 =
−z1

2
+

√
z3

1 + 4b2

2
√
z1

(b2) Si b2
2 + 4b3

1 = 0, entonces h(n)h(−n) = 0, es decir, h(n) = 0 o h(−n) = 0. Dado

que h(−n) = 2(−b1)
√
−b1 + b2 > 0 se tiene h(n) = 0, de donde b2 = 2n3.

Ahora, reemplazando en la ecuación (2.9) tenemos:

h(z) = z3 − 3n2z + 2n3 (2.12)

Además, por el método de división sintética tenemos que z = n es una raíz

positiva de (2.12). Así,

h(z) = (z − n)(z2 + nz − 2n2)
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De ahí que

h(z) = (z − n)(z − n)(z + 2n)

h(z) = (z − n)2(z + 2n)

Por lo tanto, la ecuación (2.9) tiene una raíz positiva de multiplicidad dos

z2 =
−z1

2
+

√
z3

1 + 4b2

2
√
z1

=
√
|b1|

donde z1 =

3

√
(−4b2 + 4

√
4b3 + b2

2)2 − 4b1

2 3

√
−4b2 + 4

√
4b3

1 + b2
2

.

(c) Cuando b2 = 0 entonces b1 < 0. De lo contrario, del mismo modo que en (b) se

tendría que h(z) = z3 + 3b1z + b2 podría no ser igual a cero en (0,∞). Así tenemos

h(z) = z3 + 3b1z = 0 implica que z = +
√
−3b1. Por tanto la ecuación (2.9) tiene una

única raíz positiva z = +
√
−3b1.

Así mismo tenemos:

b1 = a0a2 − a2
0 =

1

3
m2s2βq +

1

3
msβ(bcs− bmsα− cγ)− s2

9
(mα− bmβ − c)2

b2 = a2
0a3 − 3a0a1a2 + 2a3

1

=
1

3
m2s3qβ(mα− bmβ − c) +

1

3
ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ)

− 2s3

27
(mα− bmβ − c)3 − bcm2s2β2γ

Luego, con b1 = 0 y b2 = 0 podemos determinar que q = f1(b) y q = f2(b) al despejar q

de las ecuaciones anteriores. Donde

f1(b) ,
−3msβ(bcs− bmsα− cγ) + s2(mα− bmβ − c)2

3s2m2β

f2(b) ,
−9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ) + 2s3(mα− bmβ − c)3 + 27bcm2s2β2γ

9m2s3β(mα− bmβ − c)
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Teorema 2.2.1 (Existencia de los equilibrios positivos del modelo no espacial (2.1) con

efecto Allee débil).

(a) Si cualquiera de las siguientes desigualdades se cumplen:

mα− bmβ − c > 0 y 0 < q < mı́n{bα, f2(b)};

mα− bmβ − c < 0 y máx{0, f2(b)} < q < bα;

El modelo (2.1) tiene un único equilibrio positivo

Ew = (uw, vw) =

(
z1 − a1

a0

,
s(z1 − a1)

a0mγ
− 1

m

)
.

(b) Si cualquiera de las siguientes desigualdades se cumplen:

mα− bmβ − c > 0 y máx{0, f2(b)} < q < mı́n{bα, f1(b)};

mα− bmβ − c < 0 y 0 < q < mı́n{bα, f1(b), f2(b)},

entonces:

(b1) Si b2
2 + 4b3

1 < 0, el modelo (2.1) tiene dos equilibrios positivos

Ew3 =

(
z1 − a1

a0

,
s(z1 − a1)

a0mγ
− 1

m

)
y Ew4 =

(
z2 − a1

a0

,
s(z2 − a1)

a0mγ
− 1

m

)
;

(b2) b2
2 + 4b3

1 = 0, el modelo (2.1) tiene un único equilibrio positivo

Êw = (ûw, v̂w) =

(√
|b1| − a1

a0

,
s(
√
|b1| − a1)

a0mγ
− 1

m

)
.

(c) Si 0 < q < mı́n{bα, f2(b)} y b2 = 0 se cumple, el modelo (2.1) tiene un único equilibrio

positivo

Ẽw = (ũw, ṽw) =

(√
−3b1 − a1

a0

,
s(
√
−3b1 − a1)

a0mγ
− 1

m

)

Demostración. (a).Supongamos que se cumple

mα− bmβ − c > 0 y 0 < q < mı́n{bα, f2(b)}.

Entonces, cuando q < f2(b) se tiene

q <
−9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ) + 2s3(mα− bmβ − c)3 + 27bcm2s2β2γ

9m2s3β(mα− bmβ − c)

2.2. EXISTENCIA DE LOS EQUILIBRIOS POSITIVOS



CAPÍTULO 2. ANÁLISIS MATEMÁTICO DEL MODELO NO ESPACIAL 31

como f2(b) > 0 y mα − bmβ − c > 0, el denominador y numerador de f2(b) son mayores

que cero, así

9m2s3βq(mα− bmβ − c) < −9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ)

+ 2s3(mα− bmβ − c)3 + 27bcm2s2β2γ

de modo que

9m2s3βq(mα− bmβ − c) + 9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ)

−2s3(mα− bmβ − c)3 − 27bcm2s2β2γ < 0

y multiplicando por
1

27
obtenemos

1

3
m2s3qβ(mα− bmβ − c) +

1

3
ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ)

−2s3

27
(mα− bmβ − c)3 − bcm2s2β2γ < 0

esto es, b2 < 0. Luego por el lema (2).(a) se concluye que el modelo (2.1) tiene un único

equilibrio positivo. Asimismo, sabemos que x =
z − a1

a0

. Pero x = u, así, u =
z − a1

a0

.

Además, ya que z1 es la raíz positiva de h(z) por lema (2).(a) se tiene que uw =
z1 − a1

a0

.

De otro lado, de la segunda ecuación de (2.6) se tiene

γ =
su

mv + 1

y despejando v se tiene

v =
su− γ
γm

=
su

γm
− 1

m

Ahora, reemplazando uw en la ecuación anterior se llega a

vw =
s(z1 − a1)

a0mγ
− 1

m

Como consecuencia Ew = (uw, vw) =

(
z1 − a1

a0

,
s(z1 − a1)

a0mγ
− 1

m

)
.

En el caso en que 0 < q < bα la demostración se hace de manera similar.

De otro lado, supongamos que se cumple mα − bmβ − c < 0 y máx{0, f2(b)} < q < bα.
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Por su parte, cuando f2(b) < q < bα se tiene

−9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ) + 2s3(mα− bmβ − c)3 + 27bcm2s2β2γ

9m2s3β(mα− bmβ − c)
< q

Sabiendo que f2(b) > 0 y que mα − bmβ − c < 0 se tiene que el numerador de f2(b) es

menor que cero, por tanto,

−9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ) + 2s3(mα− bmβ − c)3 + 27bcm2s2β2γ

> 9m2s3βq(mα− bmβ − c)

luego

0 > 9m2s3βq(mα− bmβ − c) + 9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ)

− 2s3(mα− bmβ − c)3 − 27bcm2s2β2γ

y �nalmente multiplicando por
1

27
se llega a que b2 < 0.

Así, b2 < 0. Luego por el lema (2).(a) se concluye que el modelo (2.1) tiene un único

equilibrio positivo Ew = (uw, vw) =

(
z1 − a1

a0

,
s(z1 − a1)

a0mγ
− 1

m

)
.

Cuando 0 < q < bα la demostración se hace de manera similar.

(b).Supongamos ahora que mα − bmβ − c > 0 y máx{0, f2(b)} < q < mı́n{bα, f1(b)}, y

además que se tiene el caso en que f2(b) < q < f1(b). Luego, cuando f2(b) < q, se tiene

que b2 > 0. En efecto

−9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ) + 2s3(mα− bmβ − c)3 + 27bcm2s2β2γ

9m2s3β(mα− bmβ − c)
< q

Como mα− bmβ − c > 0 y f2(b) > 0 ya que máx{0, f2(b)} = f2(b) se obtiene

−9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ) + 2s3(mα− bmβ − c)3

+27bcm2s2β2γ < 9m2s3βq(mα− bmβ − c)
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Luego

0 < 9m2s3βq(mα− bmβ − c) + 9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ)

− 2s3(mα− bmβ − c)3 − 27bcm2s2β2γ

y multiplicando por
1

27
obtenemos:

0 <
1

3
m2s3qβ(mα− bmβ − c) +

1

3
ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ)

− 2s3

27
(mα− bmβ − c)3 − bcm2s2β2γ

esto es, b2 > 0.

Ahora, si q < f1(b),entonces

q <
−3msβ(bcs− bmsα− cγ) + s2(mα− bmβ − c)2

3s2m2β

Como f1(b) > 0 ya que f2(b) > 0, se tiene

3s2m2βq + 3msβ(bcs− bmsα− cγ)− s2(mα− bmβ − c)2 < 0

y dividiendo por 9 se obtiene que b1 < 0. Por tanto se ha obtenido b2 > 0 y b1 < 0. En

los otros casos la demostración de esta parte se hace de manera similar.

De otro lado, supongamos que se cumple (mα − bmβ − c) < 0 y que 0 < q < bα, esto

es, mı́n{bα, f1(b), f2(b)} = bα. Dado que mı́n{bα, f1(b), f2(b)} = bα entonces, bα < f1(b)

y bα < f2(b), por tanto si 0 < q < bα se tiene que

0 < q < f1(b)

0 < q < f2(b)

de donde, si 0 < q < f1(b) entonces

q <
−3msβ(bcs− bmsα− cγ) + s2(mα− bmβ − c)2

3s2m2β

y como f1(b) > 0 se tiene

q3s2m2β + 3msβ(bcs− bmsα− cγ)− s2(mα− bmβ − c)2 < 0
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luego b1 < 0. Ahora si 0 < q < f2(b), entonces

q <
−9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ) + 2s3(mα− bmβ − c)3 + 27bcm2s2β2γ

9m2s3β(mα− bmβ − c)

Como mα− bmβ − c < 0 y f2(b) > 0, entonces el denominador y numerador de f2(b) son

menores que cero. Luego

9m2s3βq(mα− bmβ − c) > −9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ)

+ 2s3(mα− bmβ − c)3 + 27bcm2s2β2γ

de donde,

9m2s3βq(mα− bmβ − c) + 9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ)

−2s3(mα− bmβ − c)3 − 27bcm2s2β2γ > 0

y multiplicando por
1

27
obtenemos que

1

3
m2s3qβ(mα− bmβ − c) +

1

3
ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ)

−2s3

27
(mα− bmβ − c)3 − bcm2s2β2γ > 0

esto es, b2 > 0. Por tanto b2 > 0 y b1 < 0. En el caso en que mı́n{bα, f1(b), f2(b)} 6= bα la

prueba es similar.

Finalmente, para las dos desigualdades se ha obtenido b2 > 0 y b1 < 0 y ahora, suponiendo

que se cumplen:

(b1) b2
2 + 4b3

1 < 0. Entonces, por el lema (2) inciso (b) y (b1) se tiene que el modelo (2.1)

tiene dos equilibrios positivos:

Ew3 =

(
z1 − a1

a0

,
s(z1 − a1)

a0mγ
− 1

m

)
y Ew4 =

(
z2 − a1

a0

,
s(z2 − a1)

a0mγ
− 1

m

)
.

Los cuales se obtienen de la misma manera que (a).

(b2) b2
2 + 4b3

1 = 0. Se tiene por el lema (2) inciso (b) y (b2) que el modelo (2.1) tiene un

único equilibrio positivo dado por Êw =

(√
|b1|−a1
a0

,
s(
√
|b1|−a1)

a0mγ
− 1

m

)
.
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(c). Supongamos que 0 < q < f1 y b2 = 0, entonces

q3s2m2β + 3msβ(bcs− bmsα− cγ)− s2(mα− bmβ − c)2 < 0

y multiplicando por
1

9
se tiene como resultado, b1 < 0 y nuevamente por el lema (2)

inciso (c) se concluye que el modelo (2.1) tiene un único equilibrio positivo dado por

Ẽw =
(√
−3b1−a1
a0

, s(
√
−3b1−a1)
a0mγ

− 1
m

)
.

Teorema 2.2.2 (Existencia de los equilibrios positivos del modelo no espacial (2.1) con

efecto Allee fuerte).

(a) si cualquiera de las siguientes desigualdades se cumple:

mα− bmβ − c > 0 y bα < q < f2(b);

mα− bmβ − c < 0 y máx{f2(b), bα} < q,

el modelo (2.1) tiene un único equilibrio positivo

Es = (us, vs) =

(
z1 − a1

a0

,
s(z1 − a1)

a0mγ
− 1

m

)
.

(b) si cualquiera de las siguientes desigualdades se cumplen:

mα− bmβ − c < 0 y bα < q < mı́n{f1(b), f2(b)};

mα− bmβ − c > 0 y máx{f2(b), bα} < q < f1(b),

(b1) Si b2
2 + 4b3

1 < 0, el modelo (2.1) tiene dos equilibrios positivos

Es3 = (us3, vs3) =

(
z1 − a1

a0

,
s(z1 − a1)

a0mγ
− 1

m

)
,

Es4 = (us4, vs4)

(
z2 − a1

a0

,
s(z2 − a1)

a0mγ
− 1

m

)
.

(b2) b2
2 + 4b3

1 = 0, el modelo (2.1) tiene un único equilibrio positivo

Ês = (ûs, v̂s) =

(√
|b1| − a1

a0

,
s(
√
|b1| − a1)

a0mγ
− 1

m

)
.

(c) Si bα < q < f1(b) y b2 = 0 se cumple, el modelo (2.1) tiene un único equilibrio positivo

Ẽs = (ũs, ṽs) =

(√
−3b1 − a1

a0

,
s(
√
−3b1 − a1)

a0mγ
− 1

m

)
.
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Demostración. (a) Supongamos que se cumple la primera desigualdad, esto es,

(mα− bmβ − c) > 0 y que bα < q < f2(b). Entonces, cuando q < f2(b) se tiene

q <
−9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ) + 2s3(mα− bmβ − c)3 + 27bcm2s2β2γ

9m2s3β(mα− bmβ − c)

como f2(b) > 0 ya que q > 0 y (mα− bmβ− c) > 0, el denominador y numerador de

f2(b) son mayores que cero, así

9m2s3βq(mα− bmβ − c) < −9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ)

+ 2s3(mα− bmβ − c)3 + 27bcm2s2β2γ

de modo que

9m2s3βq(mα− bmβ − c) + 9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ)

−2s3(mα− bmβ − c)3 − 27bcm2s2β2γ < 0

y multiplicando por
1

27
obtenemos

1

3
m2s3qβ(mα− bmβ − c) +

1

3
ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ)

−2s3

27
(mα− bmβ − c)3 − bcm2s2β2γ < 0

esto es, b2 < 0. En consecuencia, por el lema (2) inciso (a) se tiene que el modelo (2.1)

tiene un único punto de equilibrio positivo dado por

Es = (us, vs) =

(
z1 − a1

a0

,
s(z1 − a1)

a0mγ
− 1

m

)
.

Supongamos ahora que se cumplemα−bmβ−c < 0 y f2(b) < q, con máx{f2(b), bα} =

f2(b); en el caso en el que máx{f2(b), bα} = bα se procede de manera similar.

Ahora, Como máx{f2(b), bα} = f2(b) y bα > 0 entonces f2(b) > 0. Luego, cuando

f2(b) < q se tiene

−9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ) + 2s3(mα− bmβ − c)3 + 27bcm2s2β2γ

9m2s3β(mα− bmβ − c)
< q

2.2. EXISTENCIA DE LOS EQUILIBRIOS POSITIVOS



CAPÍTULO 2. ANÁLISIS MATEMÁTICO DEL MODELO NO ESPACIAL 37

como f2(b) > 0 y mα− bmβ − c < 0 entonces el numerador y denominador de f2(b)

son menores que cero, en consecuencia

−9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ) + 2s3(mα− bmβ − c)3 + 27bcm2s2β2γ

> 9m2s3βq(mα− bmβ − c)

entonces,

0 > 9m2s3βq(mα− bmβ − c) + 9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ)

− 2s3(mα− bmβ − c)3 − 27bcm2s2β2γ

y �nalmente multiplicando por
1

27
se llega a que b2 < 0. Luego por el lema (2) inciso

(a) se tiene que el modelo (2.1) tiene un único punto de equilibrio positivo dado por

Es = (us, vs) =

(
z1 − a1

a0

,
s(z1 − a1)

a0mγ
− 1

m

)
.

(b) Supongamos ahora quemα−bmβ−c < 0 y bα < q < f1(b), esto es, mı́n{f1(b), f2(b)} =

f1(b). Entonces q < f1(b) implica que b1 < 0. En efecto:

q <
−3msβ(bcs− bmsα− cγ) + s2(mα− bmβ − c)2

3s2m2β

Como f1(b) > 0 ya que bα > 0, se tiene

3s2m2βq + 3msβ(bcs− bmsα− cγ)− s2(mα− bmβ − c)2 < 0

y dividiendo por 9 se obtiene que b1 < 0.

Además, como mı́n{f1(b), f2(b)} = f1(b) > 0 entonces f1(b) < f2(b), es decir, se

cumple también que bα < q < f2(b) y f2(b) > 0, luego

q <
−9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ) + 2s3(mα− bmβ − c)3 + 27bcm2s2β2γ

9m2s3β(mα− bmβ − c)

Como mα− bmβ− c < 0 y f2(b) > 0, entonces el denominador y numerador de f2(b)

son menores que cero. Luego

9m2s3βq(mα− bmβ − c) > −9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ)

+ 2s3(mα− bmβ − c)3 + 27bcm2s2β2γ
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por lo cual

9m2s3βq(mα− bmβ − c) + 9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ)

−2s3(mα− bmβ − c)3 − 27bcm2s2β2γ > 0

y multiplicando por
1

27
obtenemos que

1

3
m2s3qβ(mα− bmβ − c) +

1

3
ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ)

−2s3

27
(mα− bmβ − c)3 − bcm2s2β2γ > 0

esto es, b2 > 0. Por ende, hemos demostrado si se cumple la primera desigualdad se

tiene que b1 < 0 y b2 > 0. Cuando 0 < q < f2(b) se procede de manera similar.

Ahora, supongamos que mα− bmβ− c > 0 y máx{f2(b), bα} < q < f1(b), y suponga-

mos bα < q < f1(b). Esto es, máx{f2(b), bα} = bα lo cual implica f2(b) < bα,esto es,

f2(b) < q, de donde b2 > 0. En efecto, f2(b) < q implica

−9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ) + 2s3(mα− bmβ − c)3 + 27bcm2s2β2γ

9m2s3β(mα− bmβ − c)
< q

Como mα− bmβ − c > 0 y f2(b) > 0 ya que máx{f2(b), bα} = bα > 0 se obtiene

−9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ) + 2s3(mα− bmβ − c)3

+27bcm2s2β2γ < 9m2s3βq(mα− bmβ − c)

luego

0 < 9m2s3βq(mα− bmβ − c) + 9ms2β(mα− bmβ − c)(bcs− bmsα− cγ)

− 2s3(mα− bmβ − c)3 − 27bcm2s2β2γ

y multiplicando por
1

27
obtenemos que b2 > 0.

Por otro lado, si q < f1(b), entonces

q <
−3msβ(bcs− bmsα− cγ) + s2(mα− bmβ − c)2

3s2m2β
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Como f1(b) > 0

3s2m2βq + 3msβ(bcs− bmsα− cγ)− s2(mα− bmβ − c)2 < 0

y dividiendo por 9 se obtiene que b1 < 0. Así, hemos obtenido nuevamente b2 < 0 y

b1 < 0. Cabe señalar que si se tiene bα < q < f1(b) se procede de manera similar.

De lo anterior, para ambas desigualdades b2 > 0 y b1 < 0 por tanto, suponiendo que

(b1) b2
2 + 4b3

1 < 0. Entonces, por el lema (2) inciso (b) y (b1) se tiene que el modelo

(2.1) tiene dos equilibrios positivos

Es3 =

(
z1 − a1

a0

,
s(z1 − a1)

a0mγ
− 1

m

)
y Es4 =

(
z2 − a1

a0

,
s(z2 − a1)

a0mγ
− 1

m

)
Los cuales se obtienen de la misma manera que en (a) del teorema anterior.

(b2) b2
2 + 4b3

1 = 0. Se tiene por los incisos (b) y (b2) del lema (2) que el modelo (2.1)

tiene un único equilibrio positivo dado por Ês =

(√
|b1|−a1
a0

,
s(
√
|b1|−a1)

a0mγ
− 1

m

)
.

(c) bα < q < f1(b) implica que f1(b) > 0 porque bα > 0 de ahí que, cuando q < f1(b) se

tenga

q3s2m2β + 3msβ(bcs− bmsα− cγ)− s2(mα− bmβ − c)2 < 0

y multiplicando por
1

9
se tiene como resultado, b1 < 0 y como b2 = 0, entonces,

nuevamente por el lema (2) inciso (c) se concluye que el modelo (2.1) tiene un único

equilibrio positivo dado por Ẽs = (ũs, ṽs) =
(√
−3b1−a1
a0

, s(
√
−3b1−a1)
a0mγ

− 1
m

)
.

En el caso del modelo (2.1) sin efecto Allee (q = 0) o modelo (2.2) existen dos equilibrios

en la frontera:E0 = (0, 0) cuando u = 0 y v = 0 , E1 =

(
α

β
, 0

)
cuando u =

α

β
y un único

equilibrio positivo E∗ = (u∗, v∗) con sα > βγ, donde

u∗ =
msα− cs+

√
s2(mα− c)2 + 4cmsβγ

2msβ
y v∗ =

su∗ − γ
mγ

.
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Este último equilibrio se halla igualando el modelo (2.2) a cero, de lo cual se obtiene


α− βu− cv

mv + 1
= 0,

−γ +
su

mv + 1
= 0,

(2.13)

Ahora, despejando v de la segunda ecuación de (2.13) se obtiene v =
su− γ
γm

y reempla-

zando en la primera ecuación de (2.13) tenemos

α− βu−
c

(
su− γ
γm

)
m

(
su− γ
γm

)
+ 1

= 0

De aqui que,

α− βu− c(su− γ)

msu
= 0

luego,
(α− βu)msu− c(su− γ)

msu
= 0

(α− βu)msu− c(su− γ) = 0

αmsu− βu2ms− csu+ cγ = 0

Por tanto

βmsu2 + (cs−msα)u+ cγ = 0

La cual es una ecuación de grado dos en u. Así

u =
msα− cs±

√
s2(mα− c)2 + 4cmsβγ

2mβs

de donde

u =
msα− cs+

√
s2(mα− c)2 + 4cmsβγ

2mβs

Luego, haciendo u = u∗ y reemplazando u∗ en v siendo éste positivo cuando sα > βγ y

haciendo v = v∗ se tiene E∗ = (u∗, v∗). Note que si sα = βγ entonces

u∗ =
α

β
= K y v∗ = 0.
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Capítulo 3

Estabilidad de los equilibrios

3.1. El caso sin efecto Allee

De la sección 2.2 sabemos que el modelo (2.1) sin efecto Allee o modelo (2.2) tiene dos equi-

librios en la frontera E0 = (0, 0), E1 =
(
α
β
, 0
)
y un único equilibrio positivo E∗ = (u∗, v∗)

con sα > βγ. La matriz jacobiana del modelo (2.2) esta dada por:

A =

α− 2βu− cv

mv + 1

−(mv + 1)cu+ cumv

(mv + 1)2

sv

mv + 1
−γ +

(mv + 1)su− suvm
(mv + 1)2

 (3.1)

Las matrices jacobianas alrededor de E0, E1 y E∗ son respectivamente:

AE0 =

α 0

0 −γ

 , AE1 =

−α
−cα
β

0 −γ +
sα

β

 , AE∗ =

 −βu∗ − cu∗

(mv∗ + 1)2

sv∗

mv∗ + 1
− msu∗v∗

(mv∗ + 1)2


Para obtener la primera entrada dela matriz AE∗ se tuvo en cuenta que E∗ satisface


α− βu∗ − cv∗

mv∗ + 1
= 0,

−γ +
su∗

mv∗ + 1
= 0,

41
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Además, la traza y el determinante de AE∗ son respectivamente

tr(AE∗) = −βu∗ − msu∗v∗

(mv∗ + 1)2

det(AE∗) =
smβ(u∗)2v∗

(mv∗ + 1)2
+

scu∗v∗

(mv∗ + 1)3
.

Teorema 3.1.1. Para el modelo (2.2)

(a) E0 es un punto silla.

(b) Si sα > βγ, E1 es un punto silla, mientras, si sα < βγ, es un nodo estable.

(c) Si sα > βγ, E∗ es localmente asintóticamente estable.

Demostración: (a) De la matriz jacobiana AE0 tenemos que los autovalores son λ1 =

α > 0 y λ2 = −γ < 0. Luego por el teorema de Hartman-Grobman (1.4.1), el sistema

(2.2) y el sistema lineal 
du

dt
= (α)u,

dv

dt
= (−γ)v,

(3.2)

tienen la misma estructura cualitativa cerca de E0. Además, ya que det(E0) = −αγ <

0, por el teorema (1.4.3) inciso (a) se tiene que E0 = (0, 0) es un punto silla del sistema

lineal (3.2) y en consecuencia es un punto silla del modelo (2.2).

(b) De AE1 se tienen los siguientes autovalores λ1 = −α < 0 y λ2 =

(
−γ +

sα

β

)
=

sα− βγ
β

.

Nuevamente por el teorema de Hartman-Grobman (1.4.1) y la observación (1.4.1) el

sistema (2.2) y el sistema lineal
du

dt
= (−α)u− cα

β
v,

dv

dt
=

(
sα− βγ

β

)
v,

(3.3)

tienen la misma estructura cualitativa cerca de (0, 0).

3.1. EL CASO SIN EFECTO ALLEE
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(b1) Supongamos primero, que sα > βγ. Entonces λ2 =
sα− βγ

β
> 0.

Como resultado det(AE0) = −α
(
sα− βγ

β

)
< 0, entonces por el teorema (1.4.3)

y nuevamente por la observación (1.4.1) se tiene que E1 es un punto silla para

el sistema (3.3) y por lo tanto un punto silla para el modelo (2.2).

(b2) Seguidamente, supongamos sα < βγ, luego λ2 =
sα− βγ

β
< 0. Por consiguiente,

det(AE1) = −α
(
sα− βγ

β

)
> 0.

Al mismo tiempo, la tr(AE1) = −α+

(
sα− βγ

β

)
< 0 ya que λ2 < 0 y λ1 < 0.

Ahora, probemos que tr(AE1)
2 − 4det(AE1) > 0. Sabemos que

(αβ + (sα− βγ))2 > 0

Entonces,

α2β2 + 2αβ(sα− βγ) + (sα− βγ)2 > 0

lo cual es igual a

α2β2 − 2αβ(sα− βγ) + 4αβ(sα− βγ) + (sα− βγ)2 > 0

(−αβ)2 − 2αβ(sα− βγ) + (sα− βγ)2 − 4(−αβ(sα− βγ)) > 0

(−αβ + (sα− βγ))2 − 4(−αβ(sα− βγ)) > 0

y multiplicando por
1

β2
tenemos

(
−αβ + (sα− βγ)

β

)2

− 4

(
−α(sα− βγ)

β

)
> 0

esto es, la tr(AE1)
2 − 4det(AE1) > 0 por lo cual, procediendo como antes se concluye

por el teorema (1.4.3) parte (b) y la observación (1.4.1) que E1 es un nodo estable

para el modelo (2.2).

(c) Supongamos que sα > βγ entoces el punto de equilibrio (E∗) es positivo, por lo tanto,

se veri�ca que tr(AE∗) < 0 ya que β,m, s,m son positivos, y también el det(AE∗) > 0.
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Luego por el teorema de Hartman-Grobman (1.4.1) y el teorema (1.4.2) se tiene que

E∗ es localmente asintóticamente estable, ya que su traza, es decir, su parte real es

negativa.

Teorema 3.1.2. Si sα > βγ, el equilibrio positivo E∗ del modelo (2.2) es globalmente

asintóticamente estable.

Demostración: Supongamos que sα > βγ entonces esto garantiza que E∗ es un equili-

brio positivo. Se toma la siguiente función, de�nida para u > 0 y v > 0, dado que estamos

trabajando con resultados que tengan sentido ecológico.

V (u, v) =

∫ u

u∗

ξ − u∗

ξ
dξ +

c

s(1 +mv∗)

∫ v

v∗

η − v∗

η
dη. (3.4)

Para mostrar que el punto de equilibrio (u∗, v∗) es globalmente asintóticamente estable se

debe cumplir por la de�nción (1.4.10) y por el teorema (1.4.4) lo siguiente:

(a) V(u, v) es de�nida positiva.

(b)
dV

dt
(u, v) =

∂V

∂u

du

dt
+
∂V

∂v

dv

dt
es de�nida negativa.

En efecto. Por el primer teorema fundamental del cálculo se tiene


∂V

∂u
= 1− u∗

u
= 0,

∂V

∂v
=

c

s(1 +mv∗)

(
1− v∗

v

)
= 0.

(3.5)

Se ha igualado a cero para obtener los puntos de equilibrio de V .

De la primera ecuación de (3.5) se tiene que u∗ = u y de la segunda ecuación v∗ = v. Asi,

(u, v) = (u∗, v∗), es el único punto de equilibrio de V .

Además, 

∂2V

∂u2
(u∗, v∗) =

1

u∗
,

∂2V

∂u∂v
(u∗, v∗) =

∂2V

∂v∂u
(u∗, v∗) = 0,

∂2V

∂v2
(u∗, v∗) =

c

s(1 +mv∗)

(
1

v∗

)
.
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de donde, la matriz Hessina es dada por

H(E)|(u∗,v∗) =

 1

u∗
0

0
c

sv∗(1 +mv∗)


Ahora hallamos los autovalores de H(E)|(u∗,v∗). Estos son

λ1 =
1

u∗
y λ2 =

c

sv∗(1 +mv∗)
.

λ1 =
1

u∗
> 0 porque u∗ es el equilibrio positivo y λ2 =

c

sv∗(1 +mv∗)
> 0 ya que tanto

s, v∗,m, c son positivos.

En consecuencia, por el criterio de la matriz Hessina, se tiene que en (u∗, v∗) la función

V (u, v) tiene un mínimo y su valor es V (u∗, v∗) = 0. Por lo tanto V (u, v) > 0 para todo

(u, v) 6= (u∗, v∗). Asi, por la de�nición (1.4.9) inciso (a) V es de�nida positiva. En conse-

cuencia se cumple (a).

Por su parte,

dV

dt
(u, v) = u

(
1− u∗

u

)(
α− βu− cv

mv + 1

)
+ v

c

s(1 +mv∗)

(
1− v∗

v

)(
−γ +

su

mv + 1

)

Luego de algunos cálculos

dV

dt
= (u− u∗)

(
α− βu− cv

mv + 1

)
+

(v − v∗)c
s(1 +mv∗)

(
−γ +

su

mv + 1

)
(3.6)

Usando el hecho de que 
α− βu∗ − cv∗

mv∗ + 1
= 0,

−γ +
su∗

mv∗ + 1
= 0,

Se despeja del sistema anterior α y −γ de la primera y segunda ecuación respectivamente,

para obtener 
α = βu∗ +

cv∗

mv∗ + 1

−γ = − su∗

mv∗ + 1
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y al reemplazar en (3.6) se obtiene

dV

dt
= (u− u∗)

(
βu∗ +

cv∗

mv∗ + 1
− βu− cv

mv + 1

)
+

(v − v∗)c
s(1 +mv∗)

(
− su∗

mv∗ + 1
+

su

mv + 1

)
= −(u− u∗)2β − c(u− u∗)(v − v∗)

(mv∗ + 1)(mv + 1)
+ c(v − v∗)

(
−u∗(mv + 1) + u(mv∗ + 1)

(mv∗ + 1)2(mv + 1)

)
= (u− u∗)2β︸ ︷︷ ︸

1

− c(u− u∗)(v − v∗)
(mv∗ + 1)(mv + 1)︸ ︷︷ ︸

2

+
c(v − v∗)(u− u∗)

(mv∗ + 1)2(mv + 1)︸ ︷︷ ︸
3

+
mc(v − v∗)(uv∗ − u∗v)

(mv∗ + 1)2(mv + 1)︸ ︷︷ ︸
4

(3.7)

Ahora, se suman el término 2 y 3

− c(u− u∗)(v − v∗)
(mv∗ + 1)(mv + 1)

+
c(v − v∗)(u− u∗)

(mv∗ + 1)2(mv + 1)
=
−mc(v − v∗)uv∗

(mv∗ + 1)2(mv + 1)
+

mc(v − v∗)u∗v∗

(mv∗ + 1)2(mv + 1)

y este resultado se suma con el término 4 para después de algunas manipulaciones alge-

braicas, obtener

mc(v − v∗)u∗v∗

(mv∗ + 1)2(mv + 1)
− mc(v − v∗)u∗v

(mv∗ + 1)2(mv + 1)

de donde, resulta

mc(v − v∗)u∗v∗ −mc(v − v∗)u∗v
(mv∗ + 1)2(mv + 1)

=
mc(v − v∗)u∗(v∗ − v)

(mv∗ + 1)2(mv + 1)

=
−mcu∗(v − v∗)2

(mv∗ + 1)2(mv + 1)

Sumamos este último resultado con el término 1 para �nalmente obtener

dV

dt
= −(u− u∗)2β − mcu∗(v − v∗)2

(mv∗ + 1)2(mv + 1)
(3.8)

Ambos términos de (3.8) son menores que cero, ya que β,m, v∗, u∗, c son mayores que cero.

Por lo tanto
dV

dt
< 0. Esto es,

dV

dt
es de�nida negativa. En consecuencia, se tiene que V es

una funcion de Lyapunov estricta, por lo tanto el punto E∗ es globalmente asintóticamnte

estable.
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3.2. El caso con efecto Allee débil

En esta sección se establecerá la estabilidad de los equilibrios del modelo (2.1) con efecto

Allee débil, esto es, 0 < q < bα. En este caso el modelo (2.1) tiene dos equilibrios en la

frontera:

(1) Cuando u = 0 y v = 0 se tiene Ew0 = (0, 0).

(2) Cuando u 6= 0 y v = 0, y α− βu− q

u+ b
− cv

mv + 1
= 0, entonces

Ew1 =

(
α− bβ +

√
(α− bβ)2 + 4β(bα− q)

2β
, 0

)
.

La matriz jacobiana del modelo (2.1) es dado por

A =

α− 2βu− q

u+ b
+

qu

(u+ b)2
− cv

mv + 1
− cu

(mv + 1)2

sv

mv + 1
−γ +

su

(mv + 1)2

 (3.9)

Entonces para los dos equilibrios en la frontera Ew0, Ew1 tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1. Suponga que 0 < q < bα entonces

(a) Ew0 es un punto silla;

(b) Ew1 es un nodo estable si α > bβ y γ > γ̄ o un punto silla si α > bβ y γ < γ̄, donde

γ̄ =
s
(
α− bβ +

√
(α + bβ)2 − 4qβ

)
2β

(3.10)

Demostración: La matriz jacobiana del modelo (2.1) evaluadas en Ew0 y Ew1 son res-

pectivamente

A(Ew0) =

α− q

b
0

0 −γ
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A(Ew1) =

α− 2βuw1 −
q

uw1 + b
+

quw1

(uw1 + b)2
−cuw1

0 −γ + suw1


(a) Los autovalores de la matriz A(Ew0) son α − q

b
> 0 y −γ < 0. Por lo tanto, ya que

det(AEw0) < 0 entonces por el teorema de Hartman-Grobman (1.4.1) y el teorema

(1.4.3) inciso (a) Ew0 = (0, 0) es un punto silla del modelo (2.1) y dado que los

autovalores tienen signos contrarios, el modelo es siempre inestable alrededor de Ew0.

(b) Supongamos primero que α > bβ y γ > γ̄.

Los autovalores de la matriz A(Ew1) son: λ1 = −γ + suw1. Ya que

uw1 =
α− bβ +

√
(α− bβ)2 + 4β(bα− q)

2β
, (3.11)

entonces

λ1 = −γ +
s(α− bβ +

√
(α− bβ)2 + 4β(bα− q))

2β

λ1 = −γ +
s(α− bβ +

√
α2 − 2αbβ + b2β2 + 4βbα− 4βq)

2β

λ1 = −γ +
s(α− bβ +

√
(α + bβ)2 − 4βq)

2β

Por otra parte, se tiene que

λ2 = α− 2βuw1 −
q

uw1 + b
+

quw1

(uw1 + b)2

y en teniendo en cuenta que Ew1 satisface
α− βuw1 −

q

uw1 + b
= 0,

−γ + suw1 = 0,

llegamos a

λ2 =
q

(uw1 + b)2
− βuw1.
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Luego, por (3.11) y mediante algunos cálculos

λ2 =
2βq(α− bβ +

√
(α + bβ)2 − 4βq)

(α + bβ +
√

(α + bβ)2 − 4βq)2
−

(α− bβ +
√

(α + bβ)2 − 4βq)

2

y de nuevo mediante algunas operaciones algebraicas �nalmente tenemos que

λ2 =
−2
√

(α + bβ)2 − 4qβ
(
α
√

(α + bβ)2 − 4qβ + α2 + β(bα− 2q)
)

(α + bβ +
√

(α + bβ)2 − 4qβ)2

Como α > bβ entonces α(α− bβ) > 0. Además, ya que 0 < q < bα entonces

bα− q > 0

y como β > 0 entonces

2β(bα− q) = 2βbα− 2βq > 0

y también, como 0 < 2βbα− 2βq = α2 − α2 + βbα + βbα− 2βq, entonces

α2 + αβb− 2qβ > α2 + αβb

α2 + αβb− 2qβ > α2 − βbα

α2 + β(bα− 2q) > α(α− bβ) > 0

Por lo tanto, si α > bβ entonces λ2 < 0 y como γ > γ̄ entonces −γ + γ̄ < 0. Esto es,

λ1 < 0. Así Ew1 es un nodo estable por el teorema de Hartman-Grobman, inciso (1)

en la de�nición (1.4.7) y por el teorema (1.4.2).

Seguidamente, supongamos nuevamente que α > bβ y también que γ < γ̄. Con ello,

λ2 < 0 y −γ+ γ̄ > 0, esto es λ1 > 0. En consecuencia, det(AEw1) < 0, y por el teorema

de Hartman-Grobman (1.4.1) y el teorema (1.4.3) se tiene que Ew1 es un punto silla

del modelo (2.1)

A continuación se determinará la estabilidad del equilibrio positivo en dos situaciones.

Una es el caso del único equilibrio positivo Ew = (uw, vw), la otra es el caso de dos

3.2. EL CASO CON EFECTO ALLEE DÉBIL



CAPÍTULO 3. ESTABILIDAD DE LOS EQUILIBRIOS 50

equilibrios positivos Ew3 = (uw3, vw3) y Ew4 = (uw4, vw4).

Sea Ẽ =
(
ũ, sũ−γ

mγ

)
el punto de equilibrio positivo arbitrário para el modelo (2.1) en las

dos situaciones.

La matriz jacobiana en Ẽ es dada por

AẼ =

α− 2βũ− q

ũ+ b
+

qũ

(ũ+ b)2
− cṽ

mṽ + 1

−cũ
(mṽ + 1)2

sṽ

mṽ + 1
−γ +

sũ

(mṽ + 1)2


Ahora, se reemplaza el valor correspondiente de ṽ para para simpli�car cada una de las

entradas de la matriz dada y obtener

AẼ =

−βũ+
qũ

(ũ+ b)2
−cγ

2

s2ũ
sũ− γ
mũ

(γ − sũ)γ

sũ


Al reemplazar ũ y ṽ en la expresión de la primera entrada de la matriz se ha obtenido

α− 2βũ− q

ũ+ b
+

qũ

(ũ+ b)2
− c(sũ− γ)

msũ
(3.12)

pero para obtener la primera entrada de esta matriz adicionalmente se ha tenido en cuenta

que ũ y ṽ satisfacen

α− βũ− q

ũ+ b
− cṽ

mṽ + 1
= 0

de donde

α− βũ− q

ũ+ b
=

cṽ

mṽ + 1

y como ṽ =
sũ− γ
mγ

se tiene

α− βũ− q

ũ+ b
=
c(sũ− γ)

msũ

reemplazando lo anterior en (3.12) se obtiene �nalmente

α− 2βũ− q

ũ+ b
+

qũ

(ũ+ b)2
− α + βũ+

q

ũ+ b
= −βũ+

qũ

(ũ+ b)2
.
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La traza y el determinante de AẼ estan dadas respectivamente por

tr(AẼ) =
qsũ2 + (ũ+ b)2(γ2 − sγũ− sβũ2)

sũ(ũ+ b)2

det(AẼ) =
γ(sũ− γ)((ũ+ b)2(cγ +msβũ2)−mqsũ2)

ms2ũ2(ũ+ b)2

Ya que γ(sũ− γ) = γ2mṽ > 0 el signo del det(AẼ) es dado por

ψ(ũ) = (ũ+ b)2(cγ +msβũ2)−mqsũ2

Ahora se presentan los siguientes resultados sobre la estabilidad de los equilibrios positivos

del modelo no espacial (2.1) con efecto Allee débil.

Teorema 3.2.2. Suponga que (uw + b)2(cγ +msβu2
w)−mqsu2

w > 0 y de�na

q[uw] =

(
βuw −

(γ − suw)γ

suw

)
(uw + b)2

uw

(a) q < mı́n{q[uw], bα}, el equilibrio positivo Ew es localmente asintóticamente estable.

Además

(a1) Si (tr(AEw))2 < 4det(AEw), Ew es un foco estable.

(a2) si (tr(AEw))2 > 4det(AEw), Ew es un nodo estable.

(b) q[uw] < q < bα el equilibrio Ew es inestable. Además,

(b1) (tr(AEw))2 < 4det(AEw), Ew es un foco inestable.

(b2) (tr(AEw))2 > 4det(AEw), Ew es un nodo inestable.

Demostración: Note que cuando tr(AEw) = 0 podemos despejar q y se obtiene q[uw],

(a) Supongamos que q < bα, esto es mı́n{q[uw], bα} = bα, en el caso en que mı́n{q[uw], bα} =

q[uw] la demostración es similar. Ahora, dado que bα < q[uw] entonces q < q[uw]. Luego,

cuando q < q[uw], se tiene

q <

(
βuw −

(γ − suw)γ

suw

)
(uw + b)2

uw
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como su2
w > 0 entonces

qsu2
w < (βsu2

w − (γ − suw)γ)(uw + b)2

qsu2
w < βsu2

w(uw + b)2 − (γ − suw)γ(uw + b)2

qsu2
w + (uw + b)2(γ − suw)γ − βsu2

w(uw + b)2 < 0

Dado que suw(uw + b)2 > 0, multiplicamos la expresión anterior por
1

suw(uw + b)2
y

sacamos factor común (uw + b)2 para obtener

qsu2
w + (uw + b)2[(γ − suw)γ − βsu2

w]

suw(uw + b)2
< 0

qsu2
w + (uw + b)2[γ2 − sγuw − sβu2

w]

suw(uw + b)2
< 0

esto es tr(AEw) < 0.

Además, como (uw + b)2(cγ+msβu2
w)−mqsu2

w > 0 entonces det(AEw) > 0, así, tene-

mos que la parte real de los autovalores de AEw, es decir la tr(AEw), son menores que

cero, luego por el teorema y Hartman-Grobman (1.4.1) y el teorema (1.4.2) tenemos

que Ew es localmente asintóticamente estable.

(a1) Si

[tr(AEw)]2 < 4det(AEw)

entonces

[tr(AEw)]2 − 4det(AEw) < 0

Luego, por el teorema (1.4.3) inciso (c) se tiene que Ew es un foco estable, dado

que por (a) tr(AEw) < 0 y por hipótesis det(AEw) > 0.

(a2) Si

[tr(AEw)]2 > 4det(AEw)

entonces

[tr(AEw)]2 − 4det(AEw) > 0
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Luego, por el teorema (1.4.3) inciso (b) se tiene que Ew es un nodo estable, dado

que por (a) tr(AEw) < 0 y por hipótesis det(AEw) > 0.

(b) Cuando quw < q < bα entonces la tr(AEw) > 0. En efecto, cuando quw < q se tiene

q − quw > 0

esto es,

q −
(
βuw −

(γ − suw)γ

suw

)
(uw + b)2

uw
> 0

luego

qsu2
w − (βu2

ws− γ(γ − suw))(uw + b)2 > 0

y se divide por suw(uw + b)2 para obtener

qsu2
w − (uw + b)2(γ2 − sγuw − sβu2

w)

suw(uw + b)2
> 0

y esto es lo mismo que tener tr(AEw) > 0.

Como resultado los autovalores de la matriz AEw tienen parte real positiva y de nuevo

por el teorema (1.4.2) y por teorema de Hartman-Grobman (1.4.1) se concluye que el

equilibrio positivo Ew es es inestable para el modelo (2.1).

(b1) Procediendo como en (a1) se tiene

[tr(AEw)]2 − 4det(AEw) < 0 (3.13)

además como det(AEw) > 0 por hipótesis y tr(AEw) > 0 por (b), entonces por

el teorema (1.4.3) inciso (c) se tiene que Ew es un foco inestable.

(b2) Ahora, si

[tr(AEw)]2 > 4det(AEw)

entonces

[tr(AEw)]2 − 4det(AEw) > 0

Luego, por el teorema (1.4.3) inciso (b) se tiene que Ew es un nodo inestable,

dado que por (b) tr(AEw) > 0 y por hipótesis det(AEw) > 0.
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Observación 3.2.1. Note que

[tr(AEw)]2 =
u2
w

(uw + b)4
[q − q[uw]]2

luego, la expresión

[q − q[uw]]2 < 4det(AEw).

se puede cambiar por

[tr(AEw)]2 < 4det(AEw)

si

u2
w

(uw + b)4
< 1.

para los casos (a1) y (b1) de (a) y (b). De otro lado, si

u2
w

(uw + b)4
> 1

la expresión

[q − q[uw]]2 > 4det(AEw).

se puede cambiar por

[tr(AEw)]2 > 4det(AEw)

en los casos (a2) y (b2) en (a) y (b) respectivamente.

Teorema 3.2.3. Suponga que q < mı́n{α, bβ(uw + b)}, entonces el equilibrio positivo Ew
del modelo (2.1) es globalmente asintóticamente estable.

Demostración: Se tomará la misma función del teorema (3.1.2), donde se probó que

esta función es de�nida positiva. Veamos entonces que
dV

dt
sea de�nida negativa. Se tiene

que

dV

dt
= u

(
1− uw

u

)(
α− βu− q

u+ b
− cv

mv + 1

)
+

vc

s(1 +mvw)

(
1− uw

v

)(
−γ +

su

mv + 1

)
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de donde

dV

dt
= (u− uw)

(
α− βu− q

u+ b
− cv

mv + 1

)
+

(v − vw)c

s(1 +mvw)

(
−γ +

su

mv + 1

)
(3.14)

Usando el hecho de que 
α− βuw −

q

uw + b
− cvw
mvw + 1

= 0,

−γ +
suw

mvw + 1
= 0,

Se despeja del sistema anterior α y −γ de la primera y segunda ecuación respectivamente,

para obtener 
α = βuw +

q

u+ b
+

cvw
mvw + 1

−γ = − suw
mvw + 1

y al reemplazar en (3.14) se obtiene

dV

dt
= (u− uw)

(
βuw +

q

uw + b
+

cvw
mvw + 1

− βu− q

u+ b
− cv

mv + 1

)
+

(v − vw)c

s(1 +mvw)

(
− suw
mvw + 1

+
su

mv + 1

)
= −(u− uw)2

(
β − q

(uw + b)(u+ b)

)
− c(u− uw)(v − vw)

(mvw + 1)(mv + 1)

+ c(v − vw)

(
−uw(mv + 1) + u(mvw + 1)

(mvw + 1)2(mv + 1)

)
= −(u− uw)2

(
β − q

(uw + b)(u+ b)

)
︸ ︷︷ ︸

1

− c(u− uw)(v − vw)

(mvw + 1)(mv + 1)︸ ︷︷ ︸
2

+
c(v − vw)(u− uw)

(mvw + 1)2(mv + 1)︸ ︷︷ ︸
3

+
mc(v − vw)(uvw − uwv)

(mvw + 1)2(mv + 1)︸ ︷︷ ︸
4

(3.15)

Ahora, se suman el término 2 y 3

− c(u− uw)(v − vw)

(mvw + 1)(mv + 1)
+

c(v − vw)(u− uw)

(mvw + 1)2(mv + 1)
=
−mc(v − vw)uvw

(mvw + 1)2(mv + 1)
+

mc(v − vw)uwvw
(mvw + 1)2(mv + 1)

y este resultado se suma con el término 4 para después de algunas manipulaciones alge-

braicas, obtener
mc(v − vw)uwvw

(mvw + 1)2(mv + 1)
− mc(v − vw)uwv

(mvw + 1)2(mv + 1)
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de donde, resulta

mc(v − vw)uwvw −mc(v − vw)uwv

(mvw + 1)2(mv + 1)
=
mc(v − vw)uw(vw − v)

(mvw + 1)2(mv + 1)

=
−mcuw(v − vw)2

(mvw + 1)2(mv + 1)

Sumamos este último resultado con el término 1 para �nalmente obtener lo siguiente

dV

dt
= −(u− uw)2

(
β − q

(uw + b)(u+ b)

)
− mcuw(v − vw)2

(mvw + 1)2(mv + 1)

Como u > 0 y b > 0, u+b > b entonces
1

b
>

1

u+ b
lo cual implica −1

b
< − 1

u+ b
. Ádemás,

dado que
q

uw + b
> 0 ya que tanto q como uw + b lo son y también como β > 0 se tiene

β − q

(uw + b)b
< β − q

(uw + b)(u+ b)

esto es,

β − q

(uw + b)(u+ b)
> β − q

(uw + b)b

Ya que por hipótesis se tiene que q < bβ(uw + b) entonces

β − q

(uw + b)b
> 0

luego,

β − q

(uw + b)(u+ b)
> β − q

(uw + b)b
> 0

como resultado se tiene que
dV

dt
< 0. Por lo tanto, el punto de equilibrio (uw, vw) es

globalmente asintóticamente estable por el teorema (1.4.4) inciso (b).

Teorema 3.2.4. Suponga que (uw3 + b)2(cγ +msβu2
w3)−mqsu2

w3 > 0 y (uw4 + b)2(cγ +

msβu2
w4)−mqsu2

w4 < 0. Y de�na

q[uw3] =

(
βuw3 −

(γ − suw3)γ

suw3

)
(uw3 + b)2

uw3

(a) si q < mı́n{q[uw3], bα}, entonces Euw3 =

(
uw3,

suw3 − γ
mγ

)
es localmente asintótica-

mente estable;
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(b) Euw4=

(
uw4,

suw4 − γ
mγ

)
es un punto silla.

Demostración: (a) La demostración se hace de manera similar a la del teorema (3.2.2)

inciso (a).

(b) Como (uw4 + b)2(cγ + msβu2
w4) − mqsu2

w4 < 0 entonces det(AEw4) < 0, así, por el

teorema de Hartman-Grobman (1.4.1) y el teorema (1.4.3) inciso (a) tenemos que

Euw4 es un punto silla del modelo no espacial (2.1).

3.3. El caso con efecto Allee fuerte

En esta sección se determinará la estabilidad de los equilibrios del modelo (2.1) con efecto

Allee fuerte, es decir, q > bα. El modelo (2.1) con efecto Allee fuerte tiene tres equilibrios

en la frontera:

(1) Cuando u = 0 y v = 0 se tiene Es0 = (0, 0).

(2) Cuando u 6= 0 y v = 0, y α− βu− q

u+ b
− cv

mv + 1
= 0, entonces

Es1 = (us1, vs1) =

(
α− bβ −

√
(α− bβ)2 + 4β(bα− q)

2β
, 0

)

Es2 = (us2, vs2) =

(
α− bβ +

√
(α− bβ)2 + 4β(bα− q)

2β
, 0

)

con α > bβ y bα < q <
(α + bβ)2

4β
. Estas condiciones garantizan que us1 > 0 y us2 > 0. En

efecto, sea α > bβ. Ya que q <
(α + bβ)2

4β
se tiene (α+bβ)2−4qβ > 0; pero (α+bβ)2−4qβ =

(α − bβ)2 + 4β(bα − q). Por lo tanto, (α − bβ)2 + 4β(bα − q) > 0. Ahora, como bα < q

y 4β > 0, entonces 4β(bα − q) < 0. Por ende (α − bβ)2 > (α − bβ)2 + 4β(bα − q). Por

tal razón α− bβ >
√

(α− bβ)2 + 4β(bα− q). Asi,

α− bβ −
√

(α− bβ)2 + 4β(bα− q) > 0 y α− bβ +
√

(α− bβ)2 + 4β(bα− q) > 0.
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Por lo tanto us1 > 0 y us2 > 0.

Observación 3.3.1. Es importante notar las relaciones que se observan de las expresiones

de us1 y u2 ; estas son:

α > bβ ⇒ α

β
> b, esto es, K > b.

us1 + b =
α

β
− us2

us2 + b =
α

β
− us1

Dado que α > bβ y (α− bβ)2 + 4β(bα− q) > 0 entonces us1 < us2.

Para el caso con efecto Allee fuerte se tienen los siguientes teoremas.

Teorema 3.3.1. (a) Es0 es un nodo estable.

(b) Suponga que Es1 y Es2 existen, entonces

(b1) Es1 es un punto de equilibrio inestable.

(b2) Es2 es un nodo estable si γ > γ̄, o un punto silla si γ < γ̄, donde γ es de�nida

como en (3.10).

Demostración: (a) La matriz jacobiana del modelo (2.1) viene dada por (3.9). Esta

matriz alrededor de Es0 = (0, 0) es

A(Es0) =

α− q

b
0

0 −γ

 .

Con autovalores λ1 = α − q

b
=
bα− q
b

y λ2 = −γ. Dado que q > bα por hipótesis

del efecto Allee fuerte, se tiene bα − q < 0. En consecuencia λ1 < 0 y λ2 < 0. Por lo

tanto, det(A(Es0)) = λ1λ2 > 0.

Asimismo, tr(A(Es0))2 − 4det(A(Es0)) > 0. En efecto, ya que

[(bα− q) + b]2 > 0
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entonces, por medio de operaciones algebraicas se consigue [(bα−q)+b]2 = tr(A(Es0))2−

4det(A(Es0)). Además tr(A(Es0)) < 0. En consecuencia, por el teorema de Hartman-

Grobman (1.4.1) y el teorema (1.4.3) parte (b) se tiene que Es0 es un nodo estable.

(b) Supongamos que Es1 y Es2 existen. La matriz jacobiana alrededor de Es1 y Es2 son

respectivamete:

A(Es1) =

−βus1 +
qus1

(us1 + b)2
−cus1

0 −γ + sus1



A(Es2) =

−βus2 +
qus2

(us2 + b)2
−cus2

0 −γ + sus2


(b1) A(Es1) tiene autovalores:

λ1 =
qus1

(us1 + b)2
− βus1 y λ2 = −γ + sus1

Ahora para la inestabilidad es su�ciente probar que por lo menos uno de los

autovalores es positivo.

Dado que us1 satisface

α− βus1 −
q

(us1 + b)
= 0

entonces

α− βus1 =
q

(us1 + b)

por lo cual
α− βus1
(us1 + b)

=
q

(us1 + b)2
,

pero de la observación anterior us2 + b =
α

β
−us1 entonces (us2 + b)β = α−βus1

y us1 < us2. Luego
q

(us1 + b)2
=

(us2 + b)β

(us1 + b)
> β

por lo tanto

λ1 =
qus1

(us1 + b)2
− βus1 > 0

Por lo tanto, por el teorema de Hartman-Grobman (1.4.1) y el teorema (1.4.2)

se tiene que el punto Es1 es inestable.
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(b2) De A(Es2) se tienen los siguientes autovalores

λ1 =
qus2

(us2 + b)2
− βus2 y λ2 = −γ +

s(α− bβ +
√

(α + bβ)2 − 4βq)

2β

Luego, dado que us2 satisface

α− βus2 −
q

(us2 + b)
= 0

entonces

α− βus2 =
q

(us2 + b)

por lo cual
α− βus2
(us2 + b)

=
q

(us2 + b)2
,

pero de la observación anterior us1 + b =
α

β
−us2 entonces (us1 + b)β = α−βus2

y como us1 < us2, entonces

q

(us2 + b)2
=

(us1 + b)β

(us2 + b)
< β

por lo tanto

λ1 =
qus2

(us2 + b)2
− βus2 < 0.

Ahora

si γ > γ̄, λ2 < 0 y dado que λ1 < 0, se tiene det(A(Es2)) > 0 y como

son autovalores reales, tr(A(Es2))2 − 4det(A(Es2) > 0 y ytr(A(Es2)) < 0

entonces por el teorema de Hartman-Grobman (1.4.1) y el teorema (1.4.3)

Es2 es un nodo estable del modelo (2.1).

Ahora, si γ < γ̄, λ2 > 0 y como λ1 < 0 entonces det(A(Es2)) < 0, por

lo tanto, Es2 es un punto silla del modelo (2.1) por los teoremas (1.4.1) y

(1.4.3).

Teorema 3.3.2. Suponga que (us + b)2(cγ +msβu2
s)−mqsu2

s > 0 y de�na

q[us] =

(
βus −

(γ − sus)γ
sus

)
(us + b)2

us
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(a) Si < bα < q < q[us], Es =

(
us,

sus − γ
mγ

)
es localmente asintóticamente estable;

además,

(a1) Si [tr(AEs)]
2 < 4det(A(Es)), Es es un foco estable.

(a2) Si [tr(AEs)]
2 > 4det(A(Es)), Es es un nodo estable.

(b) Si q > máx{q[us], bα}, Es =

(
us,

sus − γ
mγ

)
es inestable.

(b1) Si [tr(AEs)]
2 < 4det(A(Es)), Es es un foco inestable.

(b2) Si [tr(AEs)]
2 > 4det(A(Es)), Es es un nodo inestable.

Demostración: La matriz jacobiana del modelo (2.1) en Es

AEs =

−βus +
qus

(us + b)2
− cγ2

s2us
sus − γ
mus

(γ − sus)γ
sus


con

tr(AEs) =
qsu2

s + (us + b)2(γ2 − sγus − sβu2
s)

sus(us + b)2

det(AEs) =
γ(sus − γ)((us + b)2(cγ +msβu2

s)−mqsu2
s)

ms2u2
s(us + b)2

(a). Cuando bα < q < q[us] entonces

q <

(
βus −

(γ − sus)γ
sus

)
(us + b)2

us

como su2
s > 0 entonces

qsu2
s < (βsu2

s − (γ − sus)γ)(us + b)2

qsu2
s < βsu2

s(us + b)2 − (γ − sus)γ(us + b)2

qsu2
s + (us + b)2(γ − sus)γ − βsu2

s(us + b)2 < 0

Dado que sus(us + b)2 > 0, multiplicamos la expresión anterior por
1

sus(us + b)2
y

sacamos factor común (us + b)2 para obtener

3.3. EL CASO CON EFECTO ALLEE FUERTE



CAPÍTULO 3. ESTABILIDAD DE LOS EQUILIBRIOS 62

qsu2
s + (us + b)2[(γ − sus)γ − βsu2

s]

sus(us + b)2
< 0

esto es tr(AEs) < 0.

Así, tenemos que la parte real de los autovalores de AEs, es decir, la tr(AEs), son

menores que cero y det(AEs) > 0, luego por el teorema de Hartman-Grobman (1.4.1)

y el teorema (1.4.2) tenemos que Es es localmente asintóticamente estable.

(a1) Si

[tr(AEs)]
2 < 4det(AEs)

entonces

[tr(AEs)]
2 − 4det(AEs) < 0

Luego, por el teorema (1.4.3) inciso (c) se tiene que Es es un foco estable, dado

que por (a) tr(AEs) < 0 y por hipótesis det(AEs) > 0.

(a2) Si

[tr(AEs)]
2 > 4det(AEs)

entonces

[tr(AEs)]
2 − 4det(AEs) > 0

Luego, por el teorema (1.4.3) inciso (b) se tiene que Es es un nodo estable, dado

que por (a) tr(AEs) < 0 y por hipótesis det(AEs) > 0.

(b). En el caso en que máx{q[us], bα} = q[us] se tiene la siguiente demostración. Dado

q > q[us] entonces

q >

(
βus −

(γ − sus)γ
sus

)
(us + b)2

us

como su2
s > 0 entonces

qsu2
s > (βsu2

s − (γ − sus)γ)(us + b)2

qsu2
s > βsu2

s(us + b)2 − (γ − sus)γ(us + b)2

qsu2
s + (us + b)2(γ − sus)γ − βsu2

s(us + b)2 > 0
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y se divide por sus(us + b)2 para obtener

qsu2
s − (us + b)2(γ2 − sγus − sβu2

s)

sus(us + b)2
> 0

y esto es lo mismo que tener tr(AEs) > 0. En el caso en que máx{q[us], bα} = bα la

demostración es similar.

Como resultado los autovalores de la matriz AEs tienen parte real positiva y de nuevo

por el teorema (1.4.2) y por teorema de Hartman-Grobman (1.4.1) se concluye que

el equilibrio positivo Es es es inestable para el modelo (2.1).

(b1) Procediendo como en (a1) se tiene

[tr(AEs)]
2 − 4det(AEs) < 0 (3.16)

Además, como (us + b)2(cγ +msβu2
s)−mqsu2

s > 0 entonces det(AEs) > 0. Así

por el teorema (1.4.3) inciso (c) se tiene que Es es un foco inestable.

(b2) Ahora, si

[tr(AEs)]
2 > 4det(AEs)

entonces

[tr(AEs)]
2 − 4det(AEs) > 0

Luego, por el teorema (1.4.3) inciso (b) se tiene que Es es un nodo inestable,

dado que por (b) tr(AEs) > 0 y por hipótesis det(AEs) > 0.

Observación 3.3.2. Para este teorema se tiene los mismos resultados de la observación

(3.2.1).

Teorema 3.3.3. (i) Suponga que (us3 + b)2(cγ +msβu2
s3)−mqsu2

s3 > 0 y de�na

q[us3] =

(
βus3 −

(γ − sus3)γ

sus3

)
(us3 + b)2

us3

(a) Si < bα < q < q[us3], Es3 =

(
us3,

sus3 − γ
mγ

)
es localmente asintóticamente

estable; además,
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(a1) Si [tr(AEs3)]
2 < 4det(A(Es3)), Es3 es un foco estable.

(a2) Si [tr(AEs3)]
2 > 4det(A(Es3)), Es3 es un nodo estable.

(b) Si q > máx{q[us3], bα}, Es3 =

(
us3,

sus3 − γ
mγ

)
es inestable.

(b1) Si [tr(AEs3)]
2 < 4det(A(Es3)), Es3 es un foco inestable.

(b2) Si [tr(AEs3)]
2 > 4det(A(Es3)), Es3 es un nodo inestable.

(ii) (us4 + b)2(cγ+msβu2
s4)−mqsu2

s4 < 0, entonces Es4 =

(
us4,

sus4 − γ
mγ

)
es un punto

silla.

Demostración: (i) Los casos (a) y (b) se demuestran de manera análoga a los casos

(a) y (b) del teorema (3.3.2).

(ii) Cuando (us4 + b)2(cγ + msβu2
s4) − mqsu2

s4 < 0, entonces det(AEs4) < 0, por lo

tanto, por el teorema de Hartman-Grobman y el teorema (1.4.3) concluimos que

Es4 =

(
us4,

sus4 − γ
mγ

)
es un punto silla del modelo (2.1).
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Capítulo 4

Análisis de estabilidad e inestabilidad

del modelo espacial

En este capítulo se estudiará el efecto de la difusión solamente y la difusión y el efecto

Allee juntamente en el modelo espacial. El modelo se presenta en el capítulo (1) y tiene

la siguiente forma


∂u

∂t
= u

(
α− βu− q

u+ b

)
− cuv

mv + 1
+ d1∆u,

∂v

∂t
= v

(
−γ +

su

mv + 1

)
+ d2∆v

(4.1)

Con

Condiciones iniciales u(x, y, 0) > 0, v(x, y, 0) > 0, (x, y) ∈ Ω = (0, lπ) × (0, lπ) y
∂u

∂ν
=
∂v

∂ν
= 0 en ∂Ω.

d1 > 0 y d2 > 0 son los coe�cientes de difusión de la presa y el depredador respec-

tivamente.

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
es el operador laplaciano en dos dimensiones.

Los demás parámetros se de�nen como en el capítulo (1).
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4.1. El caso sin efecto Allee

Se considera en esta sección la estabilidad del equilibrio positivo del modelo (4.1) sin

efecto Allee, es decir q = 0. Aquí se pretende mostrar que la difusión no tiene efecto sobre

la estabilidad del equilibrio positivo E∗. En este caso el modelo es de la forma:
∂u

∂t
= u(α− βu)− cuv

mv + 1
+ d1∆u,

∂v

∂t
= v

(
−γ +

su

mv + 1

)
+ d2∆v.

(4.2)

Del teorema (3.1.1) sabemos que el modelo no espacial sin efecto Allee tiene un único

equilibrio positivo E∗ = (u∗, v∗) cuando sα > βγ, el cual es localmente asintóticamente

estable. A continuación se tiene el siguiente teorema.

Teorema 4.1.1. Si el equilibrio positivo E∗ de el modelo (4.2) existe, entonces es unifor-

memente asintóticamente estable.

Demostración: Dado que d1∆u y d2∆v son lineales debemos linealizar a

F (u, v) =


f1(u, v) = u(α− βu)− cuv

mv + 1
,

g1(u, v) = v

(
−γ +

su

mv + 1

) (4.3)

Ahora, como

F (u, v) ∼= DF (u∗, v∗)

u− u∗
v − v∗

 =

 −βu∗ − cu∗

(mv∗ + 1)2

sv∗

mv∗ + 1
− msu∗v∗

(mv∗ + 1)2


u− u∗
v − v∗


entonces el sistema linealizado alrededor de E∗ con U1 = u− u∗ y U2 = v − v∗ es



∂U1

∂t
= d1∆U1 − βu∗U1 −

cu∗

(mv + 1)2
U2,

∂U2

∂t
= d2∆U2 +

su∗

mv + 1
U1 −

msu∗v∗

(mv∗ + 1)2
U2

∂U1

∂ν
=
∂U2

∂ν
= 0 en ∂Ω.

(4.4)
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Supongamos que u(r, t) = α(t)ϕ(r) es solución de la primera ecuacion de (4.4), donde

r = (x, y). Ahora resolvamos −∆ϕ = µϕ, en Ω = (0, lπ) × (0, lπ), con ∂u
∂ν

= ∆ϕ · ν = 0

en ∂Ω. Por el método de separación de variables supongamos que ϕ(x, y) = F (x)G(y),

entonces se tiene:

∆ϕ(x, y) = F ′′(x)G(y) + F (x)G′′(y) (4.5)

donde, ∂
2ϕ
∂x2

= F ′′(x)G(y) y ∂2ϕ
∂y2

= F (x)G′′(y). De (4.5) y dado que −∆ϕ = µϕ tenemos:

− (F ′′(x)G(y) + F (x)G′′(y)) = µF (x)G(y) (4.6)

Luego, de (4.6) tenemos:

−(F ′′(x)G(y) + F (x)G′′(y))

F (x)G(y)
= µ

y mediante operaciones algebraicas tenemos

−F ′′(x)

F (x)
= µ+

G′′(y)

G(y)

con λ una constante, luego

F ′′(x)

F (x)
= −λ y −

(
µ+

G′′(y)

G(y)

)
= −λ (4.7)

Ahora, hallemos
∂u

∂ν
= ∆ϕ · ν =

(
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y

)
· ν = 0

Tenemos que ν = (0,−1), ν = (1, 0), ν = (0, 1) y ν = (−1, 0). Por lo tanto

∂u

∂ν
= ∆ϕ · ν =



−∂ϕ
∂y

(x, 0) = 0 si 0 ≤ x ≤ lπ , y = 0

−∂ϕ
∂x

(0, y) = 0 si 0 ≤ y ≤ lπ, x = 0

∂ϕ
∂x

(lπ, y) = 0 si 0 ≤ y ≤ lπ, x = lπ

∂ϕ
∂y

(x, lπ) = 0 si 0 ≤ x ≤ lπ, y = lπ

(4.8)

Ahora resolvamos (4.7) para λ > 0, λ = w2 con w ∈ R− {0}. De la primera ecuación de

(4.7) tenemos

F ′′(x) + λF (x) = 0 (4.9)
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Como λ = w2 reemplazando en (4.9) se tiene

F ′′(x) + w2F (x) = 0

de donde

F (x) = C1 cos(wx) + C2 sin(wx) (4.10)

Ahora derivamos (4.10) y evaluamos la segunda y tercera condición inicial dadas en (4.8).

F ′(x) = −wC1 sin(wx) + wC2 cos(wx)

−F ′(0) = wC1 sin(0)− wC2 cos(0) = 0

como sin(0) = 0 y cos(0) = 1 entonces −wC2 = 0, pero w 6= 0, luego C2 = 0. Ademas

F ′(lπ) = −wC1 sin(lπw) + 0w cos(lπw)

= −wC1 sin(lπw)

= 0

Como w 6= 0 y C1 6= 0, entonces sin(lπw) = 0, esto ocurre si y sólo si lπw = jπ, j ∈ Z.

Por lo tanto

lπw = jπ ⇒ w =
jπ

lπ
=
j

l
(4.11)

Así, w2 = λ = j2

l2
. Reemplazando (4.11) en (4.10), y dado que C2 = 0 tenemos

F (x) = C1 cos

(
jx

l

)
Finalmente con wj = j

l
. se tiene

Fj(x) = cos (xwj) (4.12)

De otro lado, de la segunda ecuación de (4.7) se tiene

G′′(y) + (µ− λ)G(y) = 0 (4.13)

Sea γ > 0 γ = µ− λ = t2 y t ∈ R− {0} entonces (4.13) es igual a

G′′(y) + t2G(y) = 0
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de ahí que,

G(y) = A1 cos(ty) + A2 sin(ty) (4.14)

Derivando (4.14) y evaluando la primera y cuarta condición inicial dada en (4.8) se tiene

G′(y) = −tA1 sin(ty) + tA2 cos(ty)

−G′(0) = tA1 sin(0)− tA2 cos(0) = 0

como sin(0) = 0 y cos(0) = 1 entonces −tA2 = 0, pero t 6= 0, luego A2 = 0. Ademas, por

la cuarta condición inicial

G′(lπ) = −tA1 sin(lπt) + 0t cos(lπt)

= −tA1 sin(lπt)

= 0

Como t 6= 0 y A1 6= 0, entonces sin(lπt) = 0, esto ocurre si y sólo si lπt = nπ, n ∈ Z.

Entonces

lπt = nπ ⇒ t =
nπ

lπ
=
n

l
(4.15)

y sea tn = n
l
.Por lo tanto, reemplazando (4.15) en (4.14) se obtiene

G(y) = A1 cos (ytn)

luego

Gn(y) = cos (ytn) (4.16)

Cabe señalar que, γ = t2 = n2

l2
y como λ = j2

l2
y γ = µ− λ entonces, µ− j2

l2
= n2

l2
, esto es,

µ =
j2

l2
+
n2

l2

y llamando a µ como k2 con tn = n
l
y wj = m

l
tenemos

k2 = w2
j + t2n. (4.17)

Finalmente de (4.12) y (4.16) se tiene

ϕjn(x, y) = cos (xwj) cos (ytn) (4.18)
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Por lo tanto, para cada j, n se tiene

ujn = αjn(t)ϕjn

De manera similar se obtiene

vjn = βjn(t)ϕjn

Ahora, siguiendo a [18] para el caso cuando se tienen condiciones de frontera tipo Neu-

mann, se obtienen por las series de Fourier que


U1(r, t) =

∞∑
j,n=0

ujn(r, t) =
∞∑

j,n=0

αjn(t)ϕjn(r)

U2(r, t) =
∞∑

j,n=0

vjn(r, t) =
∞∑

j,n=0

βjn(t)ϕjn(r)

(4.19)

donde r = (x, y), 0 < x < lπ, 0 < y < lπ. LuegoU1(r, t) = αjn(t)ϕjn(r) = αjn(t) cos(wjx) cos(tny)

U2(r, t) = βjn(t)ϕjn(r) = βjn(t) cos(wjx) cos(tny)
(4.20)

Ahora calculemos el laplaciano de U1 y U2.

∂U1

∂x
=

∂

∂x
(αjn(t) cos(wjx) cos(tny))

= −αjn(t)wj sin(wjx) cos(tny)

∂2U1

∂x2
=

∂

∂x
(−αjn(t)wj sin(wjx) cos(tny))

= −αjn(t)w2
j cos(wjx) cos(tny)

= −αjn(t)w2
jϕjn(r)

∂U1

∂y
=

∂

∂y
(αjn(t) cos(wjx) cos(tny))

= −αjn(t)tn cos(wjx) sin(tny)

∂2U1

∂y2
=

∂

∂x
(−αjn(t)tn sin(wjx) cos(tny))

= −αjn(t)t2n cos(wjx) cos(tny)

= −αjn(t)t2nϕjn(r)
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De donde

∆U1 =
∂2U1

∂x2
+
∂2U1

∂y2

∆U1 = −αjn(t)k2ϕjn(r)

(4.21)

de igual manera obtenemos

∆U2 =
∂2U1

∂x2
+
∂2U1

∂y2

∆U2 = −βjn(t)k2ϕjn(r)

(4.22)

Además
∂U1

∂t
= α′jn(t)ϕjn(r) y

∂U2

∂t
= β′jn(t)ϕjn(r) (4.23)

De manera que reemplazando (4.21), (4.22) y (4.23) en (4.4) tenemos:
dαjn
dt

= (−βu∗ − d1k
2)αjn +

−cu∗

(mv∗ + 1)2
βjn

dβjn
dt

=
sv∗

(mv∗ + 1)
αjn +

(
−msu∗v∗

(mv∗ + 1)2
− d2k

2

)
βjn

(4.24)

Luego, la matriz jacobiana del modelo (4.24) esta dada por

ÃE∗ =

−βu∗ − d1k
2 − cu∗

(mv∗ + 1)2

sv∗

mv∗ + 1
− msu∗v∗

(mv∗ + 1)2
− d2k

2

 (4.25)

con autovalores λi (i = 1, 2) dados por

λi =
tr(ÃE∗)±

√
(tr(ÃE∗))2 − 4det(ÃE∗)

2

donde la traza y el determinante de ÃE∗ son respectivamente

tr(ÃE∗) = −(d1 + d2)k2 − βu∗ − msu∗v∗

(mv∗ + 1)2
< 0,

det(ÃE∗) = d1d2k
4 +

(
d2βu

∗ +
d1msu

∗v∗

(mv∗ + 1)2

)
k2 +

msβu∗2v∗

(mv∗ + 1)2
+

csu∗v∗

(mv∗ + 1)3
> 0

Dado que para cualquier valor de j y n, tr(ÃE∗) < 0 y det(ÃE∗) > 0 independientemente

del valor de k, tenemos que el punto E∗ por los teoremas de Hartman-Grobman y (1.4.2)

es asintóticamente estable para cada una de las ecuaciones αjn y βjn. Luego por (4.20), las
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funciones U1 y U2 como funciones de r si comienzan cerca al punto E∗ ellas se mantienen

cerca y ademas convergen a ese punto sin importar cual sea el r que se tome, por lo tanto,

el equilibrio positivo E∗ del modelo (4.2) es uniformemente asintóticamente estable.

4.2. El caso con efecto Allee débil

En cuanto a la estabilidad del único equilibrio positivo Ew = (uw, vw) del modelo (4.1),

se tiene la siguiente de�nición,

De�nición 4.2.1. Si un equilibrio positivo es uniformemente asintóticamente estable en

el modelo modelo (4.2), pero inestable con respecto a las soluciones del modelo (4.1),

entonces esta inestabilidad es llamada inestabilidad impulsada por difusión-Allee.

Procediendo como en la sección anterior se tiene que el sistema (4.1) linealizado alrededor

de Ew es 

∂U1

∂t
= d1∆U1 +

(
−βuw +

quw
(uw + b)2

)
U1 −

cγ2

s2uw
U2,

∂U2

∂t
= d2∆U2 +

(suw − γ)

muw
U1 −

(γ − suw)γ

suw
U2

∂U1

∂ν
=
∂U2

∂ν
= 0 en ∂Ω.

(4.26)

De ahí que 
dαjn
dt

=

(
−βuw +

quw
(uw + b)2

− d1k
2

)
αjn +

−cγ2

s2uw
βjn

dβjn
dt

=
(suw − γ)

muw
αjn +

(
(γ − suw)γ

suw
− d2k

2

)
βjn

(4.27)

Por lo tanto, la matriz jacobiana del modelo (4.1) en Ew = (uw, vw) es dada por:

ÃEw =


(
−β +

q

(uw + b)2

)
uw − d1k

2 − cγ2

s2uw
suw − γ
muw

−γ(suw − γ)

suw
− d2k

2

 (4.28)
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donde

tr(ÃEw) =

(
−β +

q

(uw + b)2

)
uw − d1k

2 +
−γ(suw − γ)

suw
− d2k

2

= −(d1 + d2)k2 +

(
−β +

q

(uw + b)2

)
uw −

γ(suw − γ)

suw

= −(d1 + d2)k2 +
qsu2

w + (uw + b)2(γ2 − sγuw − sβu2
w)

suw(uw + b)2

= −(d1 + d2)k2 + tr(AEw)

det(ÃEw) =

[(
−β +

q

(uw + b)2

)
uw − d1k

2

] [
−γ(suw − γ)

suw
− d2k

2

]
+

(suw − γ)cγ2

ms2u2
w

= (d1d2)k4 +

[
d1
γ(suw − γ)

suw
+

(
β − q

(uw + b)2

)
d2uw

]
k2 + det(AEw).

con autovalores λi, i = 1, 2 dados por

λi =
tr(ÃEw)±

√
(tr(ÃEw))2 − 4det(ÃEw)

2

4.2.1. Condiciones para la inestabilidad

Las condiciones para la inestabilidad son que por lo menos una de las condiciones siguien-

tes no se cumpla

(1) tr(ÃEw) < 0,

(2) det(ÃEw) > 0

Pero del teorema (3.2.2) inciso (a) sabemos que tr(AEw) < 0, así que

tr(ÃEw) = tr(AEw)− (d1 + d2)k2 < 0,

Por lo tanto (1) se cumple. En consecuencia, si (2) no se cumple se produce la inestabilidad

impulsada por la difusión-Allee.

Una condición necesaria para la inestabilidad del modelo (4.1) es

d1
γ(suw − γ)

suw
+

(
β − q

(uw + b)2

)
d2uw , Θ < 0

de lo contrario el det(ÃEw) > 0 para todo k debido a que el det(AEw) > 0. Entonces se

debe tener que det(ÃEw) < 0 para algun k. Veamos ahora que
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(i) La función det(ÃEw) tiene un mínimo cuando Θ < 0 dado por

mı́n
k
{det(ÃEw)} =

d1d2det(AEw)−Θ2

4d1d2

En efecto. Sea h : R+ → R la función de�nida por

h(k2) = d1d2k
4 + Θk2 + det(AEw)

de donde

h′(k2) = 4d1d2k
3 + 2Θk = 0

implica

4d1d2k
2 + 2Θ = 0 o k = 0

pero, k 6= 0 entonces

4d1d2k
2 + 2Θ = 0

de ahí que

k2 =
−Θ

2d1d2

sea un punto critico de h(k2). Llamemos a este punto critico k∗2 con k∗2 > 0, dado

que Θ < 0. Además,

h′′(k2) = 12d1d2k
2 + 2Θ

y

h′′(k∗2) = 12d1d2

(
−Θ

2d1d2

)
+ 2Θ

= −6Θ + 2Θ

= −4Θ > 0

De modo que h(k2) tiene un mínimo en k∗2. Finalmente evaluando k∗2 en h(k2)

obtenemos

h(k∗2) =
d1d2det(AEw)−Θ2

4d1d2

esto es,

mı́n
k
{det(ÃEw)} =

d1d2det(AEw)−Θ2

4d1d2

.
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(ii) Θ < 0 es equivalente a(
d1γ(suw − γ)

d2su2
w

+ β

)
(uw + b)2 < q < bα.

Tenemos que Θ < 0 implica

d1γ(suw − γ)

suw
+

(
β − q

(uw + b)2

)
d2uw < 0

por lo cual
d1γ(suw − γ)

suw
+
βuwd2(uw + b)2 − qd2uw

(uw + b)2
< 0

y después de algunas operaciones algebraicas se observa que

d1γ(suw − γ)(uw + b)2 + sβd2u
2
w(uw + b)2 − qd2su

2
w < 0

de donde

(uw + b)2

(
d1γ(suw − γ)

d2su2
w

+ β

)
< q < bα. (4.29)

(iii) El mı́nk{det(ÃEw)} < 0 es equivalente a 4d1d2det(AEw)−Θ2 < 0 lo cual es equiva-

lente a

q > (uw + b)2

(
β +

d1γ(suw − γ)

d2su2
w

+

√
d1d2det(AEw)

d2uw

)
(4.30)

En efecto, 4d1d2det(AEw)−Θ2 < 0 implica 2
√
d1d2det(AEw) < −Θ, ya que Θ < 0

entonces |Θ| = −Θ. Luego

2
√
d1d2det(AEw) < −d1

γ(suw − γ)

suw
−
(
β − q

(uw + b)2

)
d2uw

<
qd2uw

(uw + b)2
− d1

γ(suw − γ)

suw
− βd2uw

de donde

d1
γ(suw − γ)

suw
+ βd2uw + 2

√
d1d2det(AEw)d2uw <

qd2uw
(uw + b)2

esto, es

q > (uw + b)2

(
β + d1

γ(suw − γ)

d2su2
w

+
2
√
d1d2det(AEw)

d2uw

)
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(iv) Con det(ÃEw) = 0 tenemos

d1d2k
4 + Θk2 + det(AEw) = 0

d1d2(k2)2 + Θk2 + det(AEw) = 0

entonces

k2
1 =
−Θ−

√
Θ2 − 4d1d2det(AEw)

2d1d2

k2
2 =
−Θ +

√
Θ2 − 4d1d2det(AEw)

2d1d2

con 0 < k2
1 < k∗2 < k2

2.

En conclusión, cuando 0 < k2
1 < k2 < k2

2, el det(ÃEw) < 0 y por lo tanto Ew es inestable

para el modelo (4.1).

De lo anterior se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1. Asuma que las siguientes condiciones se cumplen:

(a) q <

(
γ(suw − γ)

su2
w

+ β

)
(uw + b)2;

(b) (uw + b)2(cγ +msβu2
w)−msqsu2

w > 0;

(c) (uw + b)2

(
d1γ(suw − γ)

d2su2
w

+ β

)
< q < bα;

(d) q > (uw + b)2

(
β + d1

γ(suw − γ)

d2su2
w

+
2
√
d1d2det(AEw)

d2uw

)
.

entonces el equilibrio positivo Ew del modelo (4.1) es inestable impulsado por difusión-

Allee cuando con 0 < k2
1 < k2 < k2

2.

Demostración. Supongamos que se cumplen (a), (b), (c) y (d).

(1) Que se cumpla (a) es equivalente a tr(AEw) < 0. En efecto,

q <

(
γ(suw − γ)

su2
w

+ β

)
(uw + b)2

implica

qsu2
w < (uw + b)2(sβu2

w + sγuw − γ2)
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qsu2
w + (uw + b)2(γ2 − sγuw − sβu2

w) < 0

de donde
qsu2

w + (uw + b)2(γ2 − sγuw − sβu2
w)

suw(uw + b)2
< 0

esto es, tr(AEw) < 0 (ver teorema (3.2.2)) y por lo tanto tr(ÃEw) < 0.

(2) Que se cumpla (b) es equivalente a que det(AEw) > 0 (ver teorema (3.2.2)).

(3) Como (c) se cumple entonces esto es equivalente a que Θ < 0 por (ii) y esto a su vez

implica que la función det(ÃEw) tenga un mínimo, ver (i).

(4) Como (d) se cumple, entonces por (iii) se tiene que el mínimo dado por

mı́n
k
{det(ÃEw)} =

d1d2det(AEw)−Θ2

4d1d2

es negativo.

Finalmente cuando det(ÃEw) = 0 determinamos a k2
1 y k2

2, con 0 < k2
1 < k∗2 < k2

2

y por lo tanto, concluimos que det(ÃEw) < 0 cuando 0 < k2
1 < k2 < k2

2, esto quiere

decir que Ew es inestable impulsado por difusión-Allee por la de�nición (4.2.1).

4.3. El caso con efecto Allee fuerte

En esta sección se darán las condiciones bajo las cuales el único estado de equilibrio

positivo Es puede ser inestable.

Procediendo como antes, se tiene que el modelo linealizado alrededor de Es es

∂U1

∂t
= d1∆U1 +

(
−βus +

qus
(us + b)2

)
U1 −

cγ2

s2us
U2,

∂U2

∂t
= d2∆U2 +

(sus − γ)

mus
U1 −

(γ − sus)γ
sus

U2

∂U1

∂ν
=
∂U2

∂ν
= 0 en ∂Ω.

(4.31)
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de donde 
dαjn
dt

=

(
−βus +

qus
(us + b)2

− d1k
2

)
αjn +

−cγ2

s2us
βjn

dβjn
dt

=
(sus − γ)

mus
αjn +

(
(γ − sus)γ

sus
− d2k

2

)
βjn

(4.32)

Por lo tanto, la matriz jacobiana del modelo (4.1) en Es = (us, vs) es dada por:

ÃEs =


(
−β +

q

(us + b)2

)
us − d1k

2 − cγ2

s2us
sus − γ
mus

−γ(sus − γ)

sus
− d2k

2

 (4.33)

donde

tr(ÃEs) =

(
−β +

q

(us + b)2

)
us − d1k

2 +
−γ(sus − γ)

sus
− d2k

2

= −(d1 + d2)k2 +

(
−β +

q

(us + b)2

)
us −

γ(sus − γ)

sus

= −(d1 + d2)k2 +
qsu2

s + (us + b)2(γ2 − sγus − sβu2
s)

sus(us + b)2

= −(d1 + d2)k2 + tr(AEs)

det(ÃEs) =

[(
−β +

q

(us + b)2

)
us − d1k

2

] [
−γ(sus − γ)

sus
− d2k

2

]
+

(sus − γ)cγ2

ms2u2
s

= (d1d2)k4 +

[
d1
γ(sus − γ)

sus
+

(
β − q

(us + b)2

)
d2us

]
k2 + det(AEs).

4.3.1. Condiciones para la inestabilidad del modelo espacial

Al igual que en la sección anterior, las condiciones para la inestabilidad son que por lo

menos una de las condiciones siguientes no se cumpla

(1) tr(ÃEs) < 0,

(2) det(ÃEs) > 0

Pero del teorema (3.3.2) inciso (a) sabemos que tr(AEs) < 0, así que

tr(ÃEs) = tr(AEs)− (d1 + d2)k2 < 0,

Por lo tanto (1) se cumple. En consecuencia, si (2) no se cumple se produce la inestabilidad

impulsada por la difusión-Allee. Luego, una condición necesaria para la inestabilidad del
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modelo (4.1) es

d1
γ(sus − γ)

sus
+

(
β − q

(us + b)2

)
d2us , Θ < 0

de lo contrario el det(ÃEs) > 0 para todo k debido a que el det(AEs) > 0. Entonces se

debe tener que det(ÃEs) < 0 para algún k. Procediendo como en el caso con efecto Allee

débil, se tiene lo siguiente:

(i) La función det(ÃEs) tiene un mínimo cuando Θ < 0 dado por

mı́n
k
{det(ÃEs)} =

d1d2det(AEs)−Θ2

4d1d2

(ii) Θ < 0 es equivalente a

máx

{(
d1γ(sus − γ)

d2su2
s

+ β

)
(us + b)2, bα

}
< q (4.34)

Efectivamente Θ < 0 implica

d1γ(sus − γ)

sus
+

(
β − q

(us + b)2

)
d2us < 0

por lo cual
d1γ(sus − γ)

sus
+
βusd2(us + b)2 − qd2us

(us + b)2
< 0

y después de algunas operaciones algebraicas se observa que

d1γ(sus − γ)(us + b)2 + sβd2u
2
s(us + b)2 − qd2su

2
s < 0

de donde

(us + b)2

(
d1γ(sus − γ)

d2su2
s

+ β

)
< q.

y por la condición del efecto Allee fuerte, entonces se cumple (4.34).

(iii) El mı́nk{det(ÃEs)} < 0 es equivalente a 4d1d2det(AEs)−Θ2 < 0 lo cual es equiva-

lente a

q > máx

{
(us + b)2

(
β +

d1γ(sus − γ)

d2su2
s

+

√
d1d2det(AEs)

d2us

)
, bα

}
(4.35)
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En efecto, 4d1d2det(AEs) − Θ2 < 0 implica 2
√
d1d2det(AEs) < −Θ, ya que Θ < 0

entonces |Θ| = −Θ. Luego

2
√
d1d2det(AEs) < −d1

γ(sus − γ)

sus
−
(
β − q

(us + b)2

)
d2us

<
qd2us

(us + b)2
− d1

γ(sus − γ)

sus
− βd2us

de donde

d1
γ(sus − γ)

sus
+ βd2us + 2

√
d1d2det(AEs)d2us <

qd2us
(us + b)2

esto, es

q > (us + b)2

(
β + d1

γ(sus − γ)

d2su2
s

+
2
√
d1d2det(AEs)

d2us

)

y como q > bα entonces se tiene (4.35).

(iv) De igual manera que en el caso con efecto Allee débil det(ÃEs) = 0 implica

k2
1 =
−Θ−

√
Θ2 − 4d1d2det(AEs)

2d1d2

k2
2 =
−Θ +

√
Θ2 − 4d1d2det(AEs)

2d1d2

con 0 < k2
1 < k∗2 < k2

2.

Se concluye por lo tanto que, cuando 0 < k2
1 < k2 < k2

2, el det(ÃEs) < 0 y por lo tanto

Es es inestable para el modelo (4.1).

Lo anterior se formaliza en el siguiente teorema.

Teorema 4.3.1. Asuma que las siguientes condiciones se cumplen:

(a) q <

(
γ(sus − γ)

su2
s

+ β

)
(us + b)2;

(b) (us + b)2(cγ +msβu2
s)−msqsu2

s > 0;

(c) máx

{(
d1γ(sus − γ)

d2su2
s

+ β

)
(us + b)2, bα

}
< q

(d) q > máx

{
(us + b)2

(
β +

d1γ(sus − γ)

d2su2
s

+

√
d1d2det(AEs)

d2us

)
, bα

}
.

4.3. EL CASO CON EFECTO ALLEE FUERTE



CAPÍTULO 4. ANÁLISIS DE ESTABILIDAD E INESTABILIDAD DEL MODELO ESPACIAL 81

Entonces el equilibrio positivo Es del modelo (4.1) es inestable impulsado por difusión-

Allee cuando con 0 < k2
1 < k2 < k2

2.

Demostración. Supongamos que se cumplen (a), (b), (c) y (d).

(1) Que se cumpla (a) es equivalente a tr(AEs) < 0. En efecto,

q <

(
γ(sus − γ)

su2
s

+ β

)
(us + b)2

implica

qsu2
s < (us + b)2(sβu2

s + sγus − γ2)

qsu2
s + (us + b)2(γ2 − sγus − sβu2

s) < 0

de donde
qsu2

s + (us + b)2(γ2 − sγus − sβu2
s)

sus(us + b)2
< 0

esto es, tr(AEs) < 0 (ver teorema (3.3.2)) y por lo tanto tr(ÃEs) < 0.

(2) Que se cumpla (b) es equivalente a que det(AEs) > 0 (ver teorema (3.3.2)).

(3) Como (c) se cumple entonces esto es equivalente a que Θ < 0 por (ii) y esto a su vez

implica que la función det(ÃEs) tenga un mínimo, ver (i).

(4) Como (d) se cumple, entonces por (iii) se tiene que el mínimo dado por

mı́n
k
{det(ÃEs)} =

d1d2det(AEs)−Θ2

4d1d2

es negativo.

Finalmente cuando det(ÃEs) = 0 determinamos a k2
1 y k2

2, con 0 < k2
1 < k∗2 < k2

2

y por lo tanto, concluimos que det(ÃEs) < 0 cuando 0 < k2
1 < k2 < k2

2, esto quiere

decir que Es es inestable impulsado por difusión-Allee cuando 0 < k2
1 < k2 < k2

2 por

la de�nición (4.2.1).

4.3. EL CASO CON EFECTO ALLEE FUERTE
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Conclusiones

En relación con el artículo Dynamical complexity induced by Allee e�ect in a predador-

prey model para el modelo no espacial (2.1) se mostró que las soluciones no negativas de

este modelo que comienzan en R2
+ son uniformemente acotadas, di�riendo esta prueba un

poco a la del artículo. Seguidamente se completaron detalles de la demostración para el

lema auxiliar (2) y con la ayuda de éste se hizo la demostración de los teoremas (2.2.1) y

(2.2.2) sobre la existencia de los equilibrios positivos. Estos teoremas mostraron que en el

modelo pueden existir o un único equilibrio positivo o dos equilibrios positivos, mientras

que para el caso sin efecto Allee se mostró que existe un único equilibrio positivo.

De otra parte, para demostrar los teoremas referentes al tipo de estabilidad de los equili-

brios positivos y de frontera para el caso local se usaron principalmente los teoremas de

Hartman-Grobman (1.4.1) para la linealización del modelo (2.1) y los teoremas (1.4.2)

y (1.4.3) para identi�car si los estados estacionarios del modelo linealizado eran sillas o

nodos o bien focos; y para mostrar los resultados concercientes a la estabilidad asintótica

global se usó el método directo de Lyapunov. Al mismo tiempo se veri�caron las cuentas

para la obtención de las matrices jacobianas de cada uno de los puntos y de sus respectivos

autovalores. Para el caso sin efecto Allee se hizo la demostración de los teoremas (3.1.1)

y (3.1.2), donde se obtuvo que el único equilibrio positivo es globalmente asintóticamente

estable. Para el caso con efecto Allee débil, se completaron los detalles en la demostración

del teorema (3.2.1). Conviene subrayar que, en el teorema (3.2.2) se hizo una modi�cación
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en el enunciado de los items (a1), (a2), (b1) y (b2), sujeta a los resultados obtenidos en la

observación (3.2.1) y se completó su demostración. También se completaron los detalles

de la demostración del teorema (3.2.3) y se hizo la prueba del teorema (3.2.4) . Ahora

bien, para el caso con efecto Allee fuerte se se hizo la prueba el teorema (3.3.1); y se

hicieron las demostraciones para los teoremas (3.3.2) y (3.3.3).

Hay que mencionar además que, para el caso sin efecto Allee el modelo tiene tres equi-

librios, dos en la frontera E0 y E1 y un único equilibrio positivo E∗, mientras que en

el caso con efecto Allee débil se presentan dos situaciones: en la primera, en el modelo

existen tres equilibrios, dos en la frontera, Ew0 y Ew1 y un único equilibrio positivo Ew, el

cual por el teorema (3.2.2) puede ser localmente asintóticamente estable o bien inestable;

y en la segunda situación, se tienen cuatro equilibrios: dos en la frontera, Ew0 , Ew1 y

dos equilibrios positivos: Ew3 y Ew4, siendo Ew3 localmente asintóticamente estable y Ew4

inestable. Se observa también que el punto de equilibrio E0 = Ew0 = (0, 0) en ambos

casos, con efecto Allee débil y sin efecto Allee es un punto de silla del modelo, mientras

que este punto en el modelo con efecto Allee fuerte es un nodo estable.

En cuanto al modelo con efecto Allee fuerte se tiene también dos situaciones: existen cua-

tro puntos de equilibrio o cinco puntos de equilibrio, en ambos situaciones tres equilibrios

en la frontera: Es0, Es1 y Es2 y un único punto de equilibrio positivo, Es o dos puntos

de equilibrio positivos, Es3 y Es4. A su vez cuando los teoreamas (3.3.1)(a) y (3.3.2)(a)

o (3.3.3)(a) se cumplen, entonces, Es0 y Es o Es0 y Es3 son localmente asintóticamente

estables simultáneamente, por lo tanto, el modelo es biestable.

Por otra parte, para determinar la estabilidad o inestabilidad de los puntos de equilibrio

positivo del modelo espacial para los casos con y sin efecto Allee débil, se completaron

detalles de la demostración del teorema (4.1.1), se establecieron las condiciones bajo las

cuales se puede presentar inestabilidad impulsada por la difusión y el efecto Allee junta-

mente y se probó el teorema (4.2.1). Para ello, primero se linealizó el modelo alrededor del

punto de equilibrio positivo, para el caso sin efecto Allee alrededor del punto E∗ y en el

otro caso alrededor de Ew. Seguidamente se expresaron las soluciones de este sistemas en

series de Fourier para posteriormente pasar del problema de ecuaciones en derivadas par-
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ciales al problema de ecuaciones diferenciales ordinarias. El teorema (4.1.1) mostró que la

difusión no tiene efecto sobre la estabilidad asintótica del punto de equilibrio positivo E∗.

Por lo tanto para el caso sin efecto Allee no existe la inestabilidad impulsada por la difu-

sión. En cambio el teorema (4.2.1) mostró que cuando el modelo espacial tiene difusion y

efecto Allee débil juntamente se presenta la inestabilidad impulsada por la difusión-Allee.

Finalmente se establecieron las condiciones de inestabilidad para el modelo en el caso con

efecto Allee fuerte y se enuncio el teorema (4.3.1), donde se formalizaron los resultados

obtenidos y se hizo su demostración, procediendo de la misma manera que en el caso con

efecto Allee débil.

De lo anterior se evidencia que la dinámica del modelo presa-depredador es compleja de-

bido a que el efecto Allee hace que garantizar la existencia de los equilibrios positivos

se vuelva difícil debido a que los parámetros deben cumplir más condiciones. Además el

efecto Allee induce condiciones bajo las cuales los estados de equilibrio tanto positivos

como de frontera aumentan y a su vez cambian de estabilidad. Es decir, el modelo puede

ser biestable en el caso del modelo no espacial con efecto Allee fuerte y en el caso del

modelo espacial no tener inestabilidad impulsada por la difusión cuando no se tiene efecto

Allee o tener inestabilidad impulsada por la difusión-Allee, en el caso con efecto Allee.

Finalmente, hay resultados aún por estudiar que pueden tratarse en estudios posteriores

como el caso de los item (a), (b), (c) y (d) de los teoremas (3.2.2), (3.3.2) y (3.3.3) y

también la parte (c) de los teoremas (3.2.2), (3.3.2) que tratan sobre los ciclos limites

y la bifurcación de Hopf. Ádemas de analizar la estabilidad de los estados de equilibrio

Ew3, Ew4, Es3, Es4 para el caso del modelo espacial con efecto Allee y hacer simulaciones

númericas para observar los distintos patrones de formación que presenta el modelo.
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