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Introduccion General

Actualmente las bicicletas son un medio de transporte muy popular, gracias a que no de-
terioran el medio ambiente, no dependen de ningtin suministro de energia, tienen una alta
eficiencia y son de facil mantenimiento. Sin embargo, es un sistema inestable que requiere
de la asistencia humana, como controlar la direcciéon y balancear el cuerpo del conductor
para dirigir y estabilizar la bicicleta. Se han disenado y fabricado muchas bicicletas con
asistencia eléctrica que evitan a la persona pedalear para desplazarse, pero no ayudan en
la estabilizacién de su postura mientras la conduce. Por lo tanto es de interés cientifico e

ingenieril evaluar la posibilidad de que la bicicleta se estabilice automaticamente.

La bicicleta puede ser usada para ilustrar una gran variedad de conceptos en Ingenieria
de control | |. Dicho sistema es no lineal, inherentemente inestable,
que presenta claramente la necesidad de un implementar un algoritmo de control que
permita controlar su inclinaciéon. Debido a esta naturaleza, el uso de la bicicleta para
la ensenanza de sistemas dinamicos e Ingenieria de control, por ejemplo, Universidad de

Lund, Universidad de California y la Universidad de Cornell, | |-

Un bicicleta roboética de dos ruedas comparte las mismas caracteristicas de un péndulo
invertido, | |. Es no lineal, inestable, multivariable y esta fuertemen-
te acoplado | |, tales particularidades han incrementado el interés de
muchos investigadores en proporcionar herramientas de ensenanza e investigacion que per-
mitan afianzar los conocimientos relacionados con las diferentes estrategias de control, el
procesamiento de senales y la obtencion de modelos cinemaéticos y dinamicos. Actualmente
se cuentan con algunos modelos con propositos de control como el de Astrom, |

|. El objetivo de control para la bicicleta es mantener el balance de la misma,
este tipo de vehiculo es afectado por disturbios externos, dindmicas no modeladas, errores
en la estimacion de los parametros y el ruido adicional en las medidas obtenidas por los

sensores, entre otros | |, por lo tanto, en el disefio del sistema control se
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debe garantizar una mayor exigencia de precision y robustez.

Dentro de la literatura consultada se encuentra la aplicacion de diferentes técnicas de

control para estos sistemas, tanto lineales como no lineales. Ambas técnicas requieren de

una buena comprension del modelo matematico, | | que puede ser
obtenido mediante la ecuacion de Lagrange | |, el algoritmo
de Newton-Euler, | | v leyes de Newton, | |. Para la es-

trategia de control lineal, el modelo que se obtiene con cualquiera de las anteriores técnicas
debe ser linealizado, caso contrario al control no lineal, donde se utiliza directamente el
modelo matematico obtenido. A continuacién se proponen dos ejes tematicos alrededor de
los cuales se han clasificado las publicaciones consultadas sobre el control de la bicicleta

robotica.

Control lineal

Los controladores lineales requieren un modelo matemético de la planta, que es definido
por cualquiera de los métodos anteriormente mencionados. Una vez obtenido el modelo,
se linealiza para posteriormente continuar con el diseno del controlador. Entre los con-
troladores lineales comtnmente conocidos para hacer control de la bicicleta robotica se
encuentran el PID | |, control por rechazo activo de perturbaciones |

|, entre otros.En | | se realiza la comparacion entre dos estrategias

de control, un PID y un controlador difuso.

En | | se estudia el diseno de un controlador LQR con Filtro de Kalman, se
demuestra un buen desempeno en la velocidad de respuesta y una alta precision, como se
comprueba en las simulaciones realizadas en Matlab. Asi mismo en | ],
se describe el disenio y control de un robot tipo péndulo invertido, donde se implementa
un control LQR con compensacion de friccion para garantizar una mejor estabilidad del

robot.

Control no lineal

Otra de las estrategias abordadas en la literatura para controlar una bicicleta robética o
péndulo invertido sobre ruedas son los controladores no lineales. Una estrategia de control

no lineal es el control robusto H, | |, el cual aborda el problema de control



como una optimizaciéon matemaética que permite encontrar los pardmetros que minimizan
el valor del costo funcional que describen la trayectoria 6ptima de un robot movil tipo
péndulo invertido. Este tipo de técnicas permite minimizar el impacto de perturbaciones

anadiendo robustez al sistema y mejorando la velocidad de respuesta.

La Tabla 0-1 muestra una clasificacion de las referencias bibliograficas consultadas segin

el tipo de modelado y control realizados en cada uno de ellos.

Referencia Modelo Control Observacion
Bicycle dynamics and con- _ ) Se presentan 4 mode-
, Cinematico, o ]
trol: adapted bicycles for Eul Control por | los distintos de baja,
uler-
education and research, | torque mediana y alta com-
Lagrange B
| plejidad.
Bicycle steering dynamics
and self-stability: A sum- | Euler- ) Anélisis de Estabili-
, Ninguno ] ,
mary report on work in pro- | Lagrange dad Din&dmica
gress, | |
Design and control of yaip Se implementa al con-
- an inverted pendulum on | Euler- LOR trol LQR una compen-
two wheels robot, | Lagrange sacion del modelo de
| friccion de Coulumb.
Se muestra una mi-
Two-wheeled  self-balanced nimizacién del impac-
pendulum workspace 1mpro- Ful Control  ro- | to de perturbaciones
uler-
vement wvia underactuated busto H., | anadiendo robustez al
. Lagrange . : .
robust mnonlinear control, no-lineal sistema y mejorando
| | la velocidad de res-
puesta.
Bicycle rider control mo- Ful Analisis de la estabili-
uler-
delling for path tracking, MPC dad del modelo de la
Lagrange -
| ] bicicleta.
Control of a bicycle using
virtual — holonomic  cons- | Euler- Control no li- | Analisis de estabilidad
traints, | Lagrange neal de trayectorias.
|
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Referencia

Modelo

Control

Observacién

Symbolic dynamic modelling
of locomotion systems with

persistent contacts - appli-

Newton-Euler

Control no li-

Incluye el modelo de

contacto para la bici-

_ _ neal
cation to the 3d bicycle, cleta.
[ |
Estudio de la potencia
A study of the effects of in- eléctrica necesaria pa-
put parameters on the dy- ra impulsar la bicleta
. , Leyes de ]
namics and required power PID con un motor cc a di-
o Newton ,
of an electric bicycle, | ferentes velocidades e
| inclinacion de la pen-
diente.
Diseno e implementacion de
una estrategia avanzada de
control, para resolver el pro- Control
blema de estabilidad de una | Euler- por rechazo | Implementaciéon  en
bicicleta durante un reco- | Lagrange activo de per- | una bicicleta real.
rrido libre, sin conductor y turbaciones
a velocidad constante, |
|
A simulation and experi- .
‘ Comparacién entre d
mental study of operating
un PID y un con-
performance of an elec- | Leyes de | PID y Con- _ )
o . , ) trolador difuso a dis-
tric bicycle integrated with | Newton trol difuso ) )
, . , tintas velocidades de
a semi-automatic transmis-
. marcha.
sion, | ]
Se realiza una com-
paracion entre el con-
Modeling, control of a two- Eul trolador PID encarga-
uler-
wheeled self balancing robot, LQR do de la estabilizacion
Lagrange

[ |

y un controlador LQR
para regular la veloci-

dad de los motores.

Tabla 0-1: Resumen Estado del Arte




El objetivo principal de este trabajo, es comparar una estrategia de control no lineal con
respecto a dos estrategias de control lineales PID y LQR de una bicicleta que se desplaza
libremente a una velocidad constante minima. Para lograr este objetivo se analizan previa-
mente varios modelos matematicos, seleccionando aquel que se ajuste mejor a la dinamica

del prototipo “Arduino Kit Engineering”.

Mediante estas estrategias, se implementaran los controladores que permitan minimizar
el error de seguimiento y rechazar perturbaciones ante las incertidumbres y dindmicas no
modeladas. Ademas, los lazos de control que estabilizan el sistema deben tolerar cambios
suaves de velocidad de avance en el recorrido. Los controladores propuestos permitiran
girar a la derecha o hacia la izquierda la direccién para contrarrestar su inclinacion de
forma similar a un péndulo invertido tipo robot mévil. Para comparar las estrategias de
control propuestas se utilizaran indices de desempeno tales como la desviacion estandar
del error y del esfuerzo de control y los rangos de valores angulares iniciales para el cual

la bicicleta roboética tiene convergencia al punto de equilibrio deseado.

Objetivos

Objetivo General

Comparar el desempeno de una estrategia de control no lineal con respecto a dos estrategias

de control lineales PID y LQR aplicadas a una bicicleta robotica.

Objetivos Especificos

e Obtener el modelo matematico de una bicicleta robética con propoésitos de control.

e Implementar tres estrategias de control: un controlador no lineal y dos estrategias
de control lineales: un PID clasico y un control LQR para el control de inclinacién

cero para la bicicleta robotica del Arduino Kit Engineering.

e Evaluar y comparar el desempeno de los controladores implementados con base en

el error cuadratico medio de orientacién, el esfuerzo de control.
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Organizacion del Trabajo

El presente documento estd compuesto de cinco capitulos. El primero estd dedicado al
modelo matematico de la bicicleta robotica del Arduino Kit Engineering utilizada para
la experimentacion. El capitulo dos aborda la implementacion del controlador PID para
la estabilizacion de la bicicleta robdtica. En el capitulo tres se presenta la estrategia de
control LQR y la implementacion en la planta. El capitulo cuatro describe la estrategia de
control no-lineal implementada para garantizar el equilibrio dinamico de la bicicleta robo-
tica. El capitulo cinco expone la comparacion de las estrategias de control implementadas
en la bicicleta. Finalmente, se escriben las conclusiones y perspectivas de este trabajo de

grado.

LISTA DE PUBLICACIONES EN CONFERENCIAS

[1] D. Bravo, C. Rengifo, J. Diaz. Comparative Analysis between Dynamic Control,
LQR Control and PID Control for a Robotic Bicycle (2019). IEEE jth Colombian

Conference on Automatic Control. En revision.

[2] D. Bravo, C. Rengifo, J. Diaz. Control of a Robotic Bicycle (2018). IEEE Co-
lombian Conference on Robotics and Automation (CCRA 2018). 978-1-5386-8464-
1/18/$31.00 (©2018 IEEE http://dx.doi.org/10.1109/CCRA.2018.8588132.


http://dx.doi.org/10.1109/CCRA.2018.8588132

Capitulo 1

Modelo Fisico-Matematico de una

Bicicleta Roboé6tica

Es posible desarrollar un modelo matematico que describa la dindamica de un sistema a
partir de las leyes fisicas que lo gobiernan. Tal modelo puede incluir algunos pardmetros
desconocidos que solamente es posible cuantificarlos mediante experimentaciéon. La im-
portancia de obtener un modelo aproximado del sistema, ya sea mediante formulacion
matemaéatica o métodos experimentales, es el de plantear alguna estrategia de control ba-
sada en modelos como el PID y el LQR con filtro de Kalman, para implementar estas
técnicas el modelo debe obtenido debe ser linealizado alrededor de un punto de operacion,
a diferencia del controlador no-lineal en el que se utiliza el modelo no-lineal de la planta

a controlar.

1.1. Modelo de segundo orden de la bicicleta

La geometria de una bicicleta puede ser aproximada por el sistema mecanico como el
presentado en la Fig. 1-1. Toda la masa M de la bicicleta se concentra en su centro de
masa (CoM) de coordenadas (a, h), que se encuentra a una distancia h sobre el suelo y
a la distancia entre el punto de contacto p; de la rueda trasera y la proyeccion del CoM
sobre el suelo, b es la distancia entre los puntos de contacto de ambas ruedas, ps es la
proyeccion del eje de la direccion de la bicicleta sobre el suelo, ¢ es la distancia entre el

punto de contacto p, de la rueda delantera y ps.

7
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D2 :!7:3

Figura 1-1: Parametros geométricos de la bicicleta.

Consideraciones del modelo

e La bicicleta se desplaza en direccion del eje x a una velocidad constante v en una

superficie plana.

e No existe ningin tipo de deslizamiento (ni derrape lateral ni deslizamiento rotacio-

nal) en las llantas.
e FEl eje de la direccion es vertical, por lo tanto A = 90° y la distancia ¢ = 0.
e El angulo de inclinacion 6 es el tnico grado de libertad.
e La senal de control es el dngulo de giro ¢.

e Los angulos ¢, 0, 1 se consideran pequenos, es decir: ¢ << 1rad, 0 << 1rad, <<

1rad y las siguientes aproximaciones son validas.

tanf ~ sinf ~ 0

cosf ~ 1

e Cuando ¢ = 0, la bicicleta puede considerarse como un tnico cuerpo rigido. En esa
posicién angular de la direccion, se define J como el momento de inercia de este
cuerpo con respecto al eje x, y D = —J,,,, como el producto de inercia con respecto

a las abscisas xy.



1.1. MODELO DE SEGUNDO ORDEN DE LA BICICLETA 9

Con el objetivo de describir la cinematica del sistema se definen los sistemas de referencia
de la Fig. 1-2, | |. El referente inercial es < x,, y,, 2z, >, mientras
que < x, y, z > es el referente del punto de contacto p3 entre la rueda trasera y el suelo.
1 es el angulo de rotacion alrededor del eje y, necesario para hacer coincidir el eje z, con
el eje z, 0 es el angulo de rotaciéon alrededor del eje x, necesario para hacer coincidir el

eje y, con el eje y.

Yg

“y‘ \.'

Figura 1-2: Sistemas de referencia.

A partir de la definicién de los sistemas de referencia, se tiene:

T = vcosy
Z=wsiny (1.1)
. v vtan¢
w = — =
p b
Donde p = - es el radio de curvatura de la trayectoria que sigue la bicicleta cuando el

tan ¢
angulo que forma la direcciéon con respecto al eje x es ¢.
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Yg
Gl —a S5~
[y > fe
0 fm
z
Zg
(a) Vista superior (b) Vista trasera

Figura 1-3: Vista superior y trasera.

La aceleracion gravitacional g genera una fuerza de magnitud f,, = Mg sobre el CoM en
direccion contraria al eje y, del sistema coordenado < x4, y4, 2z, >, como se muestra en la

Fig. 1-3, esta fuerza a su vez propende un momento en sentido horario, dado por:

Tg = h fr, sin 6

(1.2)
=hM g sinf

Un observador fijo en el sistema de coordenadas < z, y, z > experimenta fuerzas debido
a la aceleracion del sistema de coordenadas relativo al sistema inercial < x4, y4, 24 >,

[Goldstein et al., 2013]. El par debido a las fuerzas inerciales es:

Ta = _J:Cy ¢

d (vtan¢
:Da( b ) (13)
Dv do

B bcos%zﬁ%

. . 2
La fuerza centrifuga de magnitud f. = ”7 genera un momento:

T = h f.cos 6
2
= Mh?tanecose (1.4)

mhuv?
= sin 6

b

La bicicleta robotica del Arduino Kit Engineering tiene un disco de inercia accionado por

un motor de corriente continua, como se muestra en la Fig. 1-4. El par del motor esta
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dado por la expresion:
Tm = Jdisco¢ (15)

Siendo Jys. €l momento de inercia del disco y ¢ la aceleracion angular del disco. El par
generado por el disco contrarresta los momentos restantes.

Aplicando la segunda ley de Newton rotacional, | | al sistema

Yg

Figura 1-4: Direcciéon del par de accionamiento 7, del disco de inercia.

de la Fig. 1-2 se tiene:

d?0
T ="
=Tg+Ta+Tc+ T (1.6)
Dv d hv?
=hMgsinf + v_do  mhy + Ty Sin 6

bcongb%—i_ b

La Ec. (1.6) es una ecuacion diferencial de segundo orden no lineal, para linealizarla se
asume que los angulos 6 y ¢ son pequenos. Ademés los momentos de inercia se aproximan

asi: J ~ M h?>y D ~ Mah, por lo tanto el modelo de segundo orden simplificado que

representa la dinamica de la bicicleta, | | se puede escribir.
a’0 g av dp v 1
— —l=— =4+ — - —7 1.7
i n' " vna T R .7

La Ec. (1.7) que representa el modelo de la bicicleta es una ecuacion diferencial de segundo
orden lineal. Este modelo es llamado modelo de péndulo invertido debido a su similitud
con la ecuacion diferencial linealizada que representa la dindmica del péndulo invertido.
El sistema tiene dos entradas: ¢ y 7, y una salida @, por lo tanto se aplica el principio de

superposicion y la transformada de Laplace, con condiciones iniciales iguales para calcular
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la salida.

av s+ 2 1 1
O(s) = — “P(s) — ———-—T, 1.8
(S) bh 82 % (S) A[hsg_% (S) ( )

La funciéon de transferencia que relaciona la inclinacion del centro de gravedad con el

angulo de la direccion:
O(s) av s+
P(s)  bhs?2—1

(1.9)

La funcién de transferencia anterior tiene un cero en z = —v/a y dos polos reales, s; 9 =
++/g/h. Para relacionar la inclinacién del centro de gravedad con el par del motor, la

funcién de transferencia resultante es:

o) 1 1

Tn(s)  Mhs?—1¢

(1.10)

La Ec. (1.10) tiene un polo con parte real positiva, por lo tanto el sistema es inestable,
indicando que para una entrada acotada del par 7,,(t), la salida resultante 6(t) diverge.
Una forma de resolver el problema anterior es utilizando la técnica de control realimentado

descrita en el capitulo 2.

1.1.1. Modelo CAD

Los parametros del modelo dinamico de la seccién 1.1 fueron derivados del modelo CAD
de la bicicleta robotica. Las especificaciones del modelo CAD incluyen los momentos de
inercia y el centro de masa de cada cuerpo. Sin embargo, estos no incluyen la masa de
elementos como las tarjetas electronicas, cableado y espacios huecos en las partes pléasticas.
El modelo obtenido no tiene en cuenta la consideraciéon de fenémenos tales como la friccion
en los engranajes, las no-linealidades en los motores eléctricos | |.
Esto significa que la posicion controlada en los motores en la simulaciéon pueden tener un
comportamiento diferente en el mundo real, aunque el controlador debe estar disenado
para compensar estas fuentes de error. La Tabla 1-1 muestra los parametros dindmicos

utilizados en esta seccion.
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] Parametro \ Simbolo \ Valor ‘
Masa M 0.4764 kg
Centro de masa (a,h) (0.11,0.07) m
Base de la rueda b 0.245m
Momento de Inercia J 0.0023 kg - m?
Momento de Inercia Ty 0.0037 kg - m?
Gravedad g 9.81 m-s2

Tabla 1-1: Pardmetros dindmicos de la bicicleta robdtica

1.2. Modelo Dinamico a partir de la Ecuacién de La-

grange

La ecuacion de Lagrange permite obtener el modelo matematico de un sistema dinamico

a partir de las expresiones que describen sus energias cinética y potencial, | |:

dt

d {8L(§Z, q')] - 8Léc;, Q) . 03({537@) —e(t) (1.11)

El vector ¢ contiene las coordenadas generalizadas del sistema. El vector ¢ representa la
derivada con respecto al tiempo del vector ¢. La funcion L (g, ¢), conocida como Lagran-
giano, es la diferencia entre las energias cinética y potencial del sistema. La primera se
denota como T (g, 4) y la segunda como U (¢, ¢). La funcién R (g, ¢) contiene los términos
de disipacion de energia. e es el vector de esfuerzos generalizados aplicados al sistema.
En el caso de sistemas mecanicos este término contiene las fuerzas y torques externos que

actian sobre el sistema.

Para modelar la bicicleta mediante la ecuacién de Lagrange se siguieron las recomendacio-
nes del algoritmo presentado en | |. Los sistemas de referencia de
la Fig. 1-5 muestran los tres cuerpos que componen la bicicleta, estos son: la bicicleta sin
tener en cuenta la rueda de inercia (giréscopo) y la direcciéon junto con la rueda delantera,

giréscopo y volante.

La ubicacion en el espacio de un sistema mecéanico de n grados de libertad y compuesto de

m cuerpos rigidos, exige utilizar 6 + n variables. Las seis primeras describen la posicion y
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Yg

)‘m

Zg

Figura 1-5: Sistemas de referencia de los cuerpos que componen la bicicleta.

la orientacion del cuerpo de base de la cadena cinematica con respecto a un sistema de ejes
coordenados llamado referente inercial. Los otras n variables describen la configuracion de
las articulaciones del sistema. Si el nimero de variables utilizadas en la descripcion del
sistema es minimo, éstas son llamadas coordenadas generalizadas [Brian, 2009]. En el caso
del presente trabajo el vector de coordenadas generalizadas esta compuesto por tres tipos
de variables: (i) el vector &py, € IR® que define la posicién cartesiana del referente cero
(torso) en el referente inercial < z,,y,, 2, > de la Figura, (ii) el conjunto o = {¢, 8, ¢} que
contiene los angulos de Fuler que determinan la orientacion de la bicicleta con respecto
al referente inercial y (iii) el vector ¢ € IR* conformado por los dngulos de las variables

motorizadas del robot.
£po
W= | o (1.12)

q

El vector 8py y el conjunto ¢ definen la matriz de transformaciéon que permite expresar

una coordenada Cartesiana dada en el referente 0 en el referente inercial

¥To(0) = rRO(U) ng]

0 1
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1.2.1. Modelo considerando solo desplazamiento lineal

En este modelo se considerara que el angulo de direcciéon ¢ de la bicicleta es constante e
igual a cero. En consecuencia, el sistema solo podra moverse a lo largo de una linea recta.
En este caso se requieren solo tres coordenadas generalizadas para el modelo Lagrangiano
que son el desplazamiento x, la inclinacion lateral 6 y el dngulo ¢ del estabilizador gi-
roscopico. El referente 0 tiene una inclinaciéon 6 con respecto al referente inercial y esta
desplazado x unidades a lo largo del eje x, asi la matriz de transformaciéon que relaciona

el referente 0 con el referente inercial es:

0 0
cosf) —sinb

sind cos®
0 0

o O O =
— O O 8

De la misma forma, para expresar las coordenadas cartesianas del referente 1 en el referente

0.

1 0 0 T
o, _ 0 cose —sinp 1y
1= .
0 sinp cosep O

0 O 0 1

Se calculan las posiciones de los centros de gravedad de cada uno de los cuerpos que
componen la bicicleta en el referente local (referente 0 para la bicicleta, referente 1 para el
girdscopo). La posicion del centro de gravedad de la bicicleta en el referente 0 se denotara

°Cyg, v la posicion del centro de gravedad del giréscopo en el referente 1 se denotara 1Cyg,

0090 = ) 1091 =

S e
o O O

Con base en las matrices de transformacion 8T y T, se expresan los centros de gravedad

°Cg, v *Cg, en el referente inercial.
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a+z
o
¢Cg, = 2Ty 190 = | h cos ()
h sin (0)
T+ T
IC

8Cg, = 8Ty - 'T 191] = |y; cos (6)
y1 sin (0)

Se derivan con respecto al tiempo 8C'g, y #Cg, con el fin de obtener las velocidades lineales

de los centros de gravedad con respecto al referente inercial.

x x
eCgy = |—h sin () 6 eCg, = | —y, sin(6) 6
h cos (6) 0 y1 cos (6) 0

Para calcular el Lagrangiano del sistema, primero se obtiene la energia cinética del sistema.

= Cluerpo 0: La energia cinética rotacional alrededor del eje 2z, es cero debido a que
se supone que las dos ruedas motrices siempre estan en contacto con el suelo. La
energia cinética rotacional alrededor del eje 1, es cero porque la bicicleta se desplaza
sobre una linea recta y en consecuencia no se presentan rotaciones alrededor de este
eje. La energia cinética rotacional total de este cuerpo existe alrededor del eje z¢ y
depende de la derivada del angulo de inclinacion lateral de la bicicleta. Por lo tanto

la energfa cinética total (traslacional + rotacional) del cuerpo cero es:

1
T():—mo

Cao| +5 4o
5 90 5 70

s Cuerpo 1: La energia cinética rotacional alrededor del eje z; es cero debido a que
se supone que las dos ruedas motrices siempre estan en contacto con el suelo. La
energia cinética rotacional alrededor del eje y; es cero porque la bicicleta se desplaza
sobre una linea recta y en consequence no se presentan rotaciones alrededor de este
eje. La energia cinética rotacional total de este cuerpo existe alrededor del eje x1 y

depende de la suma de las derivada del angulo de inclinacion lateral de la bicicleta
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y de la orientaciéon de la rueda giroscopica. En consequencia la energia cinética total

(translacional + rotacional) del cuerpo uno es:

1 | . 2
Ty = 5m [5Cap| 50 (6+¢)

La energia cinética total de la bicicleta es:

1
T:—mo

o 21 L N
; Coo| +5m [*Co| +5 06+, (0+90>

La energia potencial del sistema es:

U=mog-2Cgqy(y) + m1g-2Cg,(y)

Siendo 8Cg,(y) v 8Cg,(y) los componentes en y de los vectores €Cyg, y 8Cyg,. El Lagran-

giano estado dado por la diferencia entre 7'y U

L=T-U
1 g7 21 g’ 21 2, 1 i) g g
:§m0 Cgo‘ +§m1 Cyg, +§J19 +§J2 <9+S0> —Mog - Cgo(y)—mlg‘ C’gl(y)

A continuacién se escriben las ecuaciones de Lagrange:

A [oL) 9L _
dt |0x] Ox
A oL} oL
dt 90| 00
A [oL) oL,
dt [0p| o 1

Al reemplazar la expresion para L en las ecuaciones anteriores se obtiene:
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0% = (o +m)

aj}—mo my) T

aL 2 2 A .
%:(moh +miyi +Jo+J1) 0+ J1¢
oL _—

oz =1 (0+¢)

Se derivan las expresiones anteriores con respecto al tiempo

Sl Zla Zfe

L] o

_81"_ = My my) T

_8[1_ 2 2 n .
% :(moh +m1y1+Jo+J1)0+J1S0
L) .

_6_¢_ = Jl (0 + <P>

Se deriva el Lagrangiano con respecto a las coordenadas generalizadas

oL

%—0

oL .
50 =g (hmo+yim) sinf
oL

5, ="

Las ecuaciones de movimiento de la bicicleta pueden ser escritas de la forma:

mo + My
0
0

0 0

o
m0h2+m1y%+Jg+Jl J1 0
Qb

J1 J1

0 L

<

jan

+ | =g (hmo+yim) sinf| = (1.13)

0 r

<
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I';, es el torque de la rueda motora, r es el radio de dicha rueda y I'y es el torque aplicado

a la rueda giroscopica.

1.3. Linealizacion del Modelo

La linealizacion de modelos no lineales juega un papel importante en el diseno de contro-
ladores. El principio de linealizacion de ecuaciones no lineales, se basa en la suposicion de
que las variables del proceso cambian muy poco y sus desviaciones a partir del estado es-
table (estado estacionario) son pequenas. La aproximacion lineal puede calcularse usando

la expansion en series de Taylor y considerando tinicamente los términos lineales.

Consideremos un sistema dinamico no lineal de orden n con r entradas y m salidas.

(t) = f (x(t), u(t)) Ecuacion de estado (1.14)
y(t) = g (x(t),u(t)) Ecuacion de salida .
Donde:
T
o z(t) = [xl, e ,xn} es el vector de estados del sistema. Las n componentes del

vector de estado, se llaman wvariables de estado, x(t) determina univocamente el

estado del sistema!, especificada la entrada, para cualquier t > ¢,.
T
o u(t) = [ul, o ,ur} es el vector de entradas del sistema.

Definiendo z, u tal que f(z, u) = 0 (Valores de estado estable), el modelo linealizado en

espacio de estados es de la forma:

Ax(t) = AAx(t) + BAu(t)

(1.15)
Ay(t) = CAx(t) + DAu(t)

'El estado de un sistema es un conjunto minimo de variables, tal que la informacién de estas variables
y de las funciones de entrada, junto con las ecuaciones que describen la dindmica, proporcionan la salida
y el estado futuro del sistema.
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Donde las variables de desviacion son definidas como perturbaciones a partir de sus valores

de estado estable (puntos de operacion?).

Ar=2x—7T
Au=u—1u
Ay=y—y

Los elementos de las matrices son definidos como:

ofi
A = Ox; i@

09
Cij 8%- Z,0

Ofi
B;: = 1.1
J auj s ( 6)
Jg;
Di' —
’ auj Z,u

Los subindices ;; se refieren a la i-ésima fila y j-ésima columna de la matriz correspondien-

te. Por ejemplo, el elemento B;; relaciona el efecto de la j-ésima entrada sobre la i-ésima

derivada del estado.

Nota: En los capitulos siguientes, el simbolo A se eliminara de la ecuacion de estado y de

salida y se asumira que el modelo en espacio de estados esta siempre descrito en funcién

de las variables de desviacion.

El punto de equilibro definido para realizar la linealizacion es:

=0
=0
=0
=0
6=0
©=0

(1.17)

Si el angulo de inclinacion 6 es suficientemente pequeno, el modelo Lagrangiano (1.13)

pasa a ser de dindmica lineal. En tal caso, la seleccién del vector de estados x(t) =

2también llamados puntos de equilibrio.
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[x,0, 0,1, 0, @]T conlleva al siguiente modelo:

0 0 01 0 0 [0 0 |
0 0 0010 0 0
L_|0 0 0001 s | 0 0
0 0 0000 0
0 < 000 0 0 1 (1.18)
Cp Cp
0 —= 0000 0 atd
- Cp - L 1¢
010000
C =
001000

Con las matrices A, B y C' anteriores se obtiene una representacion lineal en espacio de
estados (Ec. (1.15)) de la bicicleta robotica alrededor del punto de equilibrio, Ec. (1.17).

Siendo:

ca =g (hmg + y1m;)
cb:m0h2—i—m1yf+Jg

9Ca

Los valores propios del modelo son: Ay = 0, Ay = 0, A3 = 0, \y =0, \s = + Gy

g = — %. Dado que ¢, y ¢, son ambos mayores que cero, el valor propio A5 se ubica en
el semiplano derecho del Plano Complejo S. En virtud de lo anterior el sistema descrito
por la Ec. (1.15) es inestable en lazo abierto y se requiere de un algoritmo de control para

la estabilizaciéon de la bicicleta.

\ Parametro \ Simbolo \ Valor \
Masa de la Bicicleta my 0.4 kg
Masa de la Rueda Inercia my 0.0764 kg
Momento de Inercia Jo 0.0023 kg - m?
Momento de Inercia Ji 0.0038 kg - m?
Radio de la rueda r 0.05m
Distancia Y1 0.13m

Tabla 1-2: Parametros Dinamicos del Modelo
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1.4. Resumen

En este capitulo se presentd el modelo simplificado y lineal de la bicicleta, también se
obtuvo el modelo dindmico no lineal de la bicicleta robética mediante la ecuacion de
Lagrange, este modelo se linealizo alrededor de sus puntos de equilibrio para calcular
el modelo en espacio de estado de la planta a controlar y que servird de base para el
control LQR. El modelo matematico del robot, permite sintonizar la ley de control para
las estrategias de control lineal PID y LQR propuestas para el desarrollo de este trabajo.

Estas temaéticas se trataran en los dos capitulos siguientes.



Capitulo 2

Control PID

En este capitulo se describira el control PID implementado para mantener el angulo de
inclinaciéon 6 de la bicicleta robotica en 6; = 0°. Primero se controlara la inclinacion de la
bicicleta en reposo, después se impondra una velocidad constante de traslacion , mante-
niendo el angulo de giro ¢ en un valor constante. Se calcularan los indices de desempeno
como son la desviacion estandar del error y del esfuerzo de control para evaluar estadisti-

camente el controlador PID.

2.1. Controlador PID

La ley de control de un PID en su forma “académica”; | | se

escribe:
t

u(t) = kye(t) + —p/e(t) dt + k, Ty

de(t)
dt

(2.1)

Donde u es la senal de control, e es la senal de error, £, es la ganancia proporcional, 7;
es la constante de tiempo integral y T, es la constante de tiempo derivativa. La senal
de control es la suma de tres términos: la accion proporcional (P) que corresponde a un
control proporcional, la accién integral (I) da una accion de control que es proporcional a
la integral del error y la accion derivativa (D) es proporcional a la variacion temporal de

la senal de error.

23
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Clasificacion del Controlador PID

1. PID estandar (no interactivo): Esta representado por la Ec. (2.1), la funcion de

transferencia del controlador PID estandar es:

k ky(1+T;s+ T; Ty s
Gc(s):kpjquijLkads: » 78“43 157) (2.2)

Las acciones proporcional, integral y derivativa no interactuan en el dominio del
tiempo, el algoritmo permite el ajuste de ceros complejos y es muy ttil para controlar
sistemas dinamicos oscilatorios.

Los ceros de la funcion de transferencia de la Ec. (2.2) son:

~T,+\/TF — 4T, Ty

ST T, (2.3)

212 =

2. PID serie (interactivo): Si T; > 4T, los ceros de la Ec. (2.3) son reales y en tal
caso el controlador PID se denomina interactivo o serie. La funciéon de transferencia

del PID interactivo es:

/ 1 !
Go(s) =k, (1 + Ti’s) (14+1Tys) (2.4)
Con:
po=" (14 e —aTyT,
, T
L=+ (1 +/I7 — 4Td/Ti> (2.5)

T,
;=3 <1 — /T2 - 4Td/ﬂ)

La funcion de transferencia Ec. (2.4) tiene dos ceros con valores reales, por lo tanto
el controlador PID serie es una cascada del control PI y PD, como se muestra en la
Fig. 2-1.
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e N U
® 2 —E—

| —

Figura 2-1: Controlador PID serie o interactivo

3. PID paralelo: La representacion del controlador PID paralelo esta dada por la

funcion:
ki
Ge(s)=k+—+kqs (2.6)
s
Los parametros de la Ec. (2.6) se relacionan con la forma estandar Eq. (2.2), asi:
kp
k:kp kl:? kd:kad

Esta representacion permite también el ajuste de ceros complejos y es la mas flexible

de todas, ver Fig. 2-2.

Figura 2-2: Controlador PID paralelo

2.1.1. Accién Proporcional

La ley de control de la Ec. (2.1) se reduce a:

u(t) = kp (r(t) —y(t)) + uo (2.7)
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La accién de control es proporcional a la senal de error, ug es un valor offset que permite
llevar el proceso al punto de operacién. Adicionalmente en muchos sistemas la ley de con-
trol u(t) no puede tomar valores negativos. Por ejemplo en el caso de sistemas de control

de nivel y actuadores PWM.

100 %

uo

0
|

Banda Proporcional

Figura 2-3: Control Proporcional

La pendiente de la recta en la Fig. 2-3 es la ganancia k,. En control de procesos se
usa la Banda Proporcional B, para definir la ganancia; es la relaciéon entre la desviacion

porcentual de la salida a la variacion en el pleno rango de la senal de control.

+100( ) I 100 %

U=1u, + — (r— =

By ! ' By
k

2.1.2. Accién Proporcional Integral

La ley de control que define esta accion esta dada por:

100 1
u-uo—i—?p (T—y)—l—i/e(T)dT (2.8)

La constante de tiempo integral T; es el tiempo que tarda la senal de control u(t) en
alcanzar la senal de error e = r — y, como se ilustra la Fig. 2-4 para una senal de error
tipo escalon. A menor T;, mayor es la pendiente de la sefial de control u(t) y por lo tanto
la accion integral es mayor. La principal funcion de la accion integral es el de tener un

error de seguimiento nulo para una entrada de referencia r(t) tipo escalon.
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/u(t)
e(t)

u(t)

|
to to+T; t

Figura 2-4: Control Proporcional Integral.
2.1.3. Accién Proporcional Derivativa

El proposito de la accion derivativa es de mejorar la estabilidad en lazo cerrado del sistema

dindmico a controlar, la ley de control esta dada por:

d
u=ugy + ky (6+Td d—:) (2.9)

La Ec. (2.9) contiene un derivador ideal, la respuesta a altas frecuencias (ver Fig. 2-5) de

esta accion derivativa pura es la amplificacion el ruido de la senal de error e = r — y.

|Ga(jw)l

A 20 db/dec

Figura 2-5: Respuesta en frecuencia del derivador ideal G4(s) = Ty s.

Para limitar la amplificacién de ganancia a altas frecuencias, se implementa en la accion
derivativa un filtro pasa-bajas, asi la funcion de transferencia para una accién de control

proporcional derivativa se convierte en:
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k,(14+Tys
Go(s) = f’és—ﬁ) (2.10)
N

El polo en s = —N/T; limita la ganancia a altas frecuencias como se observa en la Fig.
2-6. Los valores tipicos de N varfan desde 2 hasta 20.

|Ga(iw)l

20log N f—-————————————

Figura 2-6: Respuesta en frecuencia de la accion derivativa con filtro Gy(s) = deil.
N S

2.2. Implementaciéon del controlador PID para el balan-

ce la bicicleta robé6tica

En el capitulo 1, se obtuvo el modelo matematico de la bicicleta en reposo para controlar
el angulo de inclinacion 6; = 0°, Ec. (1.10) que representa la dindmica de la bicicleta
roboética en reposo. La bicicleta puede estabilizarse con un controlador PID mediante la

ley de control:

T,(5) =~y O15) + 72 (Buls) ~ B(s)) — 7

O(s) (2.11)

El algoritmo descrito por la Ec. (2.11) se llama controlador PID en forma de velocidad,
[ |. Esta configuracion es usada para evitar cambios muy fuer-
tes a la salida del controlador ante cambios subitos de la referencia, simplificar los cambios

manual-automético y disminuir la posibilidad de saturar el actuador.
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La ley de control Ec. (2.11) especifica que la aceleracion angular ¢ de la rueda de inercia
de la bicicleta se mueve en direccion opuesta al dngulo de inclinaciéon . Es decir, cuando
la bicicleta se inclina hacia un lado, la rueda de inercia se acelerara en la direcciéon opuesta
(ver, Fig. 1-4) para mover la bicicleta nuevamente hacia el equilibrio deseado 6; = 0°.
Este es un equilibrio estable, lo que significa que cuando el sistema se perturba desde la
posicion de equilibrio, retornaréd de nuevo al hacia el equilibrio. La Fig. 2-7 muestra el

sistema de control implementado.

! \
I |
| |
! Est1 !
I |
| I
| I
I —_ |
| [
©
O e O o} B
| — — Saturacién |
| |
| I
| o)
1 P !
| I
\ /
N 7/

Controlador PID

Figura 2-7: Diagrama de bloques del control PID.

La senal que se envia al motor de corriente continua debe ser normalizada entre -1 y 1,
para hacer esto se divide la salida de la senal de control entre el valor del par motor,
especificado en el apéndice A.

La funcion saturacion es definida, | |:

Ujow SR S Ulow
sat u = U si Ulow < U < uhigh (212)

Uhigh SL U = Upigh

Por lo tanto los valores de o, ¥ Unign son —1 y 1, respectivamente. El esquema anti-
windup para evitar la saturacion del actuador (motor c.c) puede implementarse mediante

la funcion de saturacion, Ec. (2.12) como se ilustra en la Fig. 2-7.
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2.2.1. Resultados

El dngulo critico de control 6. es el valor maximo de la posicién angular de la bicicleta para
la cual el controlador es capaz de alcanzar la convergencia para una senal de referencia.
Para determinar este valor se llevd a cabo un experimento, el cual consistié en poner en
funcionamiento el robot con una inclinacion inicial entre [—1°,1°], la cual fue incrementada
de manera gradual hasta que la bicicleta perdi6 el equilibrio. el dngulo critico de control
0. e £4°. Los siguientes indices de desempeno | |, se usaron para

validar estadisticamente el controlador propuesto en la seccion 2.2.

Desviacion estandar del error

e = | O [0ulk) — (k) (2.13)

N
1
k=1

. <. 2 ~ JAY
€. es la desviacion estandar de la sefial de error, N el numero de muestras, 6,(k) = 0° el

angulo de inclinacion deseado y 6(k) el angulo de inclinacion medido.

Desviacion estandar del esfuerzo de control

(2.14)

€, es la desviacion estandar del esfuerzo de control u(k).

La Tabla 2-1 muestra el valor promedio de los indices de desempeno para 10 experimentos,
el namero de datos total para cada uno de los experimentos es de N = 1000 para una
referencia de 6, = 0° Los resultados obtenidos de la implementaciéon del controlador son
ilustrados en la Fig. 2-8, se muestra el angulo de inclinaciéon de la bicicleta con respecto

al tiempo, como también el comportamiento de la senal de control.

La Fig. 2-9 muestra los valores de cada uno de los terminos del controlador PID, se puede
observar que el termino derivativo (D) es el més predominante debido a la naturaleza

oscilatoria de la bicicleta. El controlador PID se sintonizo primero mediante la simulacién
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Experimento ‘ €e ‘ €y ‘

1 0.0777 | 0.4796
0.0615 | 0.2253
0.5718 | 0.7214
0.2811 | 0.3611
0.2668 | 0.5049
0.0424 | 0.2470
0.0801 | 0.6468
0.0674 | 0.5571
0.1827 | 0.4361
10 0.0870 | 0.2175

| Promedio | 0.1719 | 0.4397 |

© 00 ~J O Tk W N

Tabla 2-1: Valor promedio de las desviaciones estandar de los indices de desempenio para
el controlador PID.

0.2
0.1r
7 . ML
=k
>
-01r
-0.2r
1 1 1 1 1
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Figura 2-8: Respuesta temporal del controlador y el esfuerzo de control.
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CAPITULO 2. CONTROL PID

del modelo del sistema dindmico, Ec. (1.10) y después se ajustaron en la bicicleta robo-

tica, sus valores fueron: k, = 100, T; = 5y T = 15 para un periodo de muestreo i = 0.01 s.

Amplitude
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50

-50

-100

-150

-200
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T

T

P

D

T

Time [sec]

Figura 2-9: Respuesta temporal de los términos del controlador PID.

El plano de fase, Fig. 2-10 muestra la region de convergencia de la bicicleta hacia el valor

deseado 6; = 0°.



2.2. IMPLEMENTACION DEL CONTROLADOR PID

0 [deg/sed]

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4
0 [deg]

Figura 2-10: Convergencia hacia el equilibrio (0 = 0, § = 0) del controlador PID.
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Capitulo 3

Control LQR

En este capitulo se muestra la implementacion del controlador Linear Quadratic Regulator
(LQR) usado para mantener el equilibrio de la bicicleta. En esta estrategia de control el
proceso es lineal aunque puede ser variante en el tiempo, las medidas del ruido del proceso
y de la realimentacion (sensores) son introducidas en el modelo dindmico. El problema a
resolver es la minimizacién de un criterio, que es una funciéon cuadratica de los estados
y las senales de control. La solucién es una ley de control éptima y lineal. Si todos los
estados no esta disponibles para su medicion, estos pueden ser estimados a partir de un

observador 6ptimo (filtro de Kalman), que minimiza la varianza de la estimacion de error.

3.1. Controlador LQR

Se busca encontrar la ley de control u(t) = —L z(t) que minimice el funcional (funcion

que depende de otra funcion):
J(u) = / ' Qz+u Ru+ 22T Nudt
0

Sujeto a la restriccion:
t=Axz+ Bu

En general se trabaja con N = 0:
J(u) = / v Qr+u' Rudt
0

35
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., Que significan Q y R 7

Si @ =1y R =1 son matrices identidad, el funcional se convierte en:

J(u):/ A R Vi SRR S Vil
0

:/ x%—i—x%%—---%—xidt—l—/ u? dt
0 0

energiax; energiau;

Lo anterior significa que se busca encontrar una ley de control u = —L x que minimice la

energia asociada a cada estado y a cada componente de la ley de control.

Seleccién de Q y R

Si @ y R son matrices diagonales: ) = diag(q1,qo,-..,¢,) v R = diag(ri,ra,...,7m),

entonces J(u) es una suma ponderada de energias:

J(u):Zqi/ xfdt—f—Zri/ u? dt
i=1 {0 ;=1 L0 ,

energia x; energiau;

Si por ejemplo, g1 = 10 g2, la minimizaciéon de J(u) conducira a que la trayectoria de x;
sea mucho mas cercana a cero que la de x5 (las desviaciones de z; con respecto a cero son

mas costosas que las de x9) .

Ecuacién algebraica de Jacopo Francesco Riccati

Como se minimiza J(u):

J(u):/oooxTQx+uTRudt (3.1)
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Para minimizar J(u) se encuentra la solucién S de la ecuacion algebraica de Riccati:
A"S+SA-SBRT'B"S+Q=0
Con S se encuentra la ganancia L:
L=R"'B"S
Para la solucion de la ecuacion algebraica de Riccati se deben tener en cuenta las siguientes
condiciones:
e El par (A, B) debe ser estabilizable.

e R>0yQ>0.

e El espacio observable del par (@, A) debe incluir al eje imaginario.

3.1.1. Controlabilidad

Un sistema dindmico es controlable si para cualquier estado inicial z(0) = z, existe una
senal de control u(t) (continua a tramos) que lleve el sistema a un estado deseado x4, en
un intervalo de tiempo finito. La controlabilidad del sistema puede determinarse a través

de la matriz:

WC:[B AB A’B ... An—lB] (3.2)

Si la matriz W, es de rango completo, entonces el sistema seré controlable.

Los valores propios de A — LB pueden imponerse a partir de una adecuada seleccion de L
siempre y cuando la matriz de controlabilidad W, sea de rango completo. Para el modelo
lineal de sexto orden calculado en la seccion 1.3, dicha matriz corresponde a:

0 0 —7t— 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 L0 0 0 & 0 0 0 o
cp+J Ca ca’
W 0 0 0 -2 0 0 0 - 0 0 0 - 53)
0 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 0
1 Ca ca2
0 L 0 0 0 & 0 0 0 %@ 0 0
cp+J Ca Ca’
0 —ofh 0 0 0 -2 0 0 0 -2 0 0 |
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Siendo:

ca =g (hmo +y1my)
cb:m0h2—i—m1yf—|—Jo

Una inspeccion detallada de la matriz W,, Ec. (3.3) muestra que sus doce columnas son
linealmente independientes. Por lo tanto la bicicleta robotica es completamente controlable
alrededor del punto de equilibrio, Ec. (1.17).

3.1.2. Observabilidad

Otro concepto de vital importancia en disenio de sistemas de control es el de observabilidad.
Un sistema dinédmico de orden n con r entradas y m salidas es observable si, para un t;
arbitrario (con t; > 0), el estado inicial 2(0) = z, puede ser determinado a partir de
valores de u(t) y y(t) en el intervalo de tiempo [0, ¢;]. La observabilidad del sistema puede

determinarse por medio de la matriz Ec. (3.4).

C
CA
W,=| CA? (3.4)

- CAnil -

Si la matriz W, es de rango completo, entonces el sistema seré observable desde la k-esima

salida. Para el modelo lineal de sexto orden calculado en la seccion 1.3, dicha matriz
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corresponde a:

1000 0 0
010000
000100
00000 1
000000
b0 @00 00 55
°~ 10000 0 0 '
0000 %0
000000
0%0000
000000
_oooo%o_

Siendo:

ca =g (hmo + y1m1)
Cb:m0h2+m1y%+J0

Una inspeccion detallada de la matriz W, Ec. (3.5) muestra que no es de rango completo y

hay dos estados no observables, a partir de las medidas de = y . Los estado no-observables

son @ y .

3.2. (Calculo de la ganancia de realimentacion del vector

de estados

Para el calculo de la ganancia de realimentacion L se parte del modelo en espacio de
estados definido por la Ec. (1.18) y los valores de las constantes del modelo descritas en la
tabla 1-2. La funciéon de costo (Ec. (3.1)) penaliza los estados y el esfuerzo de control, se
procedi6 a establecer una penalizaciéon mayor para el estado relacionado con la posicion
angular debido a que es el estado de mayor interés para la estabilizacion de la bicicleta. De
igual forma se penaliz6 el esfuerzo de control definiendo un valor pequeno para R. Para el

control LQR de la bicicleta robédtica se definieron los siguientes valores para W € IR6*6 y
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R € IR**?:
1 0 00 0 0]
010 000 0
00 1000 01 0
W= R= (3.6)
00 0100 0 01
00 00710
0 0 00 0 1

Mediante la utilizacion de la funciéon 1qr de Matlab se procedié a calcular la ganancia L

de realimentacion:

L =10 116.9223 3.1623 0 18.7315 4.1913] (3.7)

Con este valor de ganancia los autovalores del sistema en lazo cerrado @(t) = (A— BK) z(t)

se ubican en:

[—0.0004 + 0.00044]|
—0.0004 — 0.0004
—1.5091 + 0.0000;
—0.0060 + 0.00105
—0.0060 — 0.0010

| ~0.0010 + 0.00007

1073 -

Se comprueba que la parte real de todos los autovalores de la matriz que describe la
dindmica de la planta se ubican en el semiplano izquierdo del plano S, por lo tanto el

sistema es estable en lazo cerrado.
3.3. Implementaciéon del Controlador LQR para el ba-
lance de la bicicleta

Para implementar la ley de control por realimentacion del vector de estados solo se tuvo en

cuenta el balance de la bicicleta. Entonces, la ley de control correspondiente al controlador
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LQR se escribe:

ULQR = l2 To + l4 Ty (38)

Siendo Iy y I4 las posiciones 2 y 4 del vector L calculado anteriormente. Es importante
tener presente que la ley de control (Ec. (3.8)) es valida solo si la bicicleta se inicia con
velocidad lineal igual a cero (& = 0). Asi, el sistema descrito anteriormente solo controla

la orientacion de la bicicleta pero no su posiciéon lineal.

La Fig. 3-1 muestra el sistema de control implementado.

u(t)
“‘ B

y(t)

L]

Figura 3-1: Diagrama de bloques del controlador LQR.

3.3.1. Resultados

La Tabla 3-1 muestra el valor promedio de los indices de desempeno para 10 experimentos,
el nimero de datos total para cada uno de los experimentos es de N = 500 para una

referencia de 6; = 0°.

Los resultados obtenidos de la implementacion del controlador son ilustrados en la Fig. 3-
2, se muestra el angulo de inclinacion de la bicicleta con respecto al tiempo, como también

el comportamiento de la senal de control.
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’ Experimento ‘ €e ‘ €y ‘
1 0.1896 | 0.1117
2 0.1262 | 0.2215
3 0.0493 | 0.0867
4 0.0372 | 0.1570
5 0.4083 | 0.1698
6 0.1348 | 0.0778
7 0.1211 | 0.0853
8 0.1637 | 0.1253
9 0.0879 | 0.0967
10 0.1310 | 0.1740

| Promedio | 0.1449 | 0.1306

Tabla 3-1: Valor promedio de las desviaciones estandar de los indices de desempeno para
el controlador LQR.
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Figura 3-2: Respuesta temporal del controlador y el esfuerzo de control.



Capitulo 4

Control No-Lineal

En este capitulo se muestra la implementacion del controlador Computed Torque Control
(CTC) implementado para mantener el equilibrio de la bicicleta. En esta estrategia de
control tiene en cuenta el modelo no-lineal de la bicicleta, Ec. (1.13), del capitulo 2. La
técnica consiste en cancelar las no-linealidades del modelo con la ley de control y el modelo
estimado de la bicicleta, de esta forma el controlador a implementar se reduce a un control

lineal de un doble integrador, | |.

4.1. Controlador CTC

Linealizacion y control por desacoplamiento esta basado en cancelar las no-linealidades
de la dinamica del robot, tal control es conocido como computed torque control (CTC) o

control dindmico inverso, | |.

La idea basica de la linealizacion por realimentacion es construir una transformacion que
linealice el sistema no lineal después de un determinado cambio de coordenadas en el espa-
cio de estados. Esto se realiza en un primer lazo interno del controlador. Un segundo lazo

(externo) contendra un controlador lineal el cual se disefia con la nueva transformacion.
Con los parametros estimados del modelo, Ec. (1.13),se define la ley de control:
T(t) = —=Chw(t) + C, sin6(t) (4.1)

43
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Sustituyendo la Ec. (4.1) en Ec. (1.13) el problema de control es reducido a un control

lineal del doble integrador para el control de balance de la bicicleta robética:

0= w(t) (4.2)

En este caso el objetivo es solamente alcanzar la posicion deseada 6, una posible ley de

control para w(t) para obtener el balance de la bicicleta, es:

w(t) = ky (04— 0) + ka0 (4.3)

Si el modelo estimado es muy cercano al real, sustituyendo w(t) por 6 se obtiene la ecuacion

caracteristica del sistema en lazo cerrado:

G(t) + kg O(t) + kyp 0 = K, 6, (4.4)

La Ec. (4.4) es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden que representa un sistema
lineal desacoplado. La solucion de 6(t) es asintoticamente estable para algunos valores

adecuados de las constantes del controlador dindmico k, y kq.

4.2. Implementacion del Controlador CTC para el ba-

lance de la bicicleta

La Fig. 4-1 representa el sistema de control no-lineal implementado.

C]
Modelo Tm o
Estimado Bicicleta
2]
)

Figura 4-1: Diagrama en bloques del controlador dinamico.
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Las constantes del controlador dinamico k, y k4 se ajustan para una dindmica desada con

un coeficiente de amortiguamiento £ y un ancho de banda ajustado a una frecuencia wy.

_ 2
k, = wy

kd:2§w§

En la implementacion, escogimos & = 1 para obtener una respuesta raida y son sobrepaso,

con k, =20y kq = 8.94.

4.2.1. Resultados

La Tabla 4-1 muestra el valor promedio de los indices de desempeno para 10 experimentos,
el nimero de datos total para cada uno de los experimentos es de N = 500 para una

referencia de 6; = 0°.

’ Experimento ‘ €e ‘ €y ‘
1 0.0366 | 0.1623
2 0.0701 | 0.4260
3 0.0748 | 0.4161
4 0.1158 | 0.4830
5 0.0436 | 0.3569
6 0.0537 | 0.3865
7 0.0465 | 0.3192
8 0.0231 | 0.2097
9 0.0258 | 0.0750
10 0.0218 | 0.0718

| Promedio | 0.0512 | 0.2906 |

Tabla 4-1: Valor promedio de las desviaciones estandar de los indices de desempeno para
el controlador CTC.

Los resultados obtenidos de la implementacion del controlador son ilustrados en la Fig. 4~
2, se muestra el angulo de inclinacion de la bicicleta con respecto al tiempo, como también

el comportamiento de la senal de control.
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Figura 4-2: Respuesta temporal del controlador y el esfuerzo de control.



Capitulo 5

Comparacion de desempeno de los

controladores implementados

En este capitulo se realiza la comparacion de los resultados obtenidos con la implemen-
tacion de los controladores presentados en los capitulos 2,3 y 4. La comparacion de los
mismos se realizé teniendo en cuenta los indices de desempeno presentados en el capitulo
2.

5.1. Comparaciéon mediante los indices de desempeno

Los resultados obtenidos de la implementacion de cada uno de las estrategias de control

implementadas se ilustran en figuras 5-1 y 5-2.

Fig. 5-1 muestra el angulo de inclinaciéon 6 y Fig. 5-2 el comportamiento temporal de la

ley de control.

La tabla 5-1 presenta el valor promedio de los indices de desempeno 2.2.1 (e, and ¢€,)

pbtenidos a partir de diez experimentos calculados para cada uno de los controladores.

La tabla 5-2 muestra los radios de los indices de desempeno de los controladores lineales

y el control no-lineal para los indices de desempeno propuestos.

A partir de los resultados de la tabla 5-2, el coeficiente entre la desviaciéon estandar
promedio del error para el control PID y CTC es 3.3574 y para el control LQR y CTC

47



48CAPITULO 5. COMPARACION DEL DESEMPENO DE LOS CONTROLADORES

Controlador €e €u
PID 0.1719 | 0.4397
LQR 0.1449 | 0.1306
CTC 0.0512 | 0.2906

Tabla 5-1: Comparacion del promedio de las desviaciones estdndar obtenidas a partir de
los experimentos con cada controlador.

€ PID €eLQR Menor Error

€e CTC €eCTC

3.3574 | 2.8301 CTC

Cupip | wlQR | \fenor Esfuerzo de Control
€uw CTC €y CTC

1.5131 | 0.4494 LQR

Tabla 5-2: Comparacion de los radios de las desviacion estandar del esfuerzo de control
para cada controlador.
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Figura 5-1: Respuesta temporal de los controladores. (i) PID, (ii) LQR, (iii) CTC.

es 2.8301, esto significa que el controlador LQR muestra un mejor comportamiento en la

respuesta temporal para el error, frente al otro control lineal PID. Sin embargo el control

no-lineal (CTC) es el de menor desviacion estandar para la senal de error e = 6, — 6.

También, con los resultados de la tabla 5-2, el coeficiente entre el la desviacién estandar

promedio del esfuerzo de control para el control PID y CTC es 1.5131 mientras que para

el controlador LQR y CTC es is 0.4494, estos resultados demuestran que el controlador

LQR muestra el menor esfuerzo de control en comparaciéon con los otros controladores

para mantener el equilibrio de la bicicleta roboética.
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Figura 5-2: Esfuerzo de control para los controladores implementados. (i) PID, (ii) LQR,
(iii) CTC.



Conclusiones y Perspectivas

Este trabajo presenta los resultados de investigacion sobre la dinamica y control de la
bicicleta roboética del Arduino Kit Engineering. Para cumplir con los objetivos propuestos
primero se obtuvo el modelo matematico del robot mediante dos enfoques: el primero de
ellos consiste en obtener un modelo simplificado de la bicicleta a partir de la segunda
ley de Newton rotacional y aproximaciones de angulos pequenos que permiten obtener
ecuaciones diferenciales lineales, el modelo describe la dindmica de la bicicleta en reposo y
trasladandose a velocidad constante sobre una superficie plana. El segundo enfoque utiliza
el formalismo de Euler-Lagrange para obtener las ecuaciones de movimiento de la bicicleta,

estas se caracterizan por ser ecuaciones diferenciales no-lineales.

Una vez obtenido el modelo que representa la dindmica simplificada de la bicicleta se di-
seno e implemento un control PID para la estabilizaciéon de la bicicleta en reposo y en
movimiento. Para el modelo dindmico no-lineal obtenido mediante la ecuacion de Fuler-
Lagrange, este se linealiza el modelo alrededor del punto de operacién con el proposito
de calcular un modelo de espacio de estados lineal para disenar e implementar un control
LQR para estabilizar la bicicleta en reposo y en movimiento. Con la dindmica no-lineal se
diseno e implemento un control dinamico (CTC) con el objetivo de comparar esta estra-

tegia de control con el control lineal PID y LQR.

Todas las anteriores estrategias de control fueron validadas inicialmente mediante simu-
lacion. El modelo CAD de la bicicleta fue ensamblado en Simscape Multibody ™ de
Matlab, este contiene todas las propiedades fisicas de cada una de las piezas constituti-
vas de la bicicleta robética. Sin embargo, incluso con un modelo perfecto, hay fenémenos
del mundo real que nuestro modelo no tiene en cuenta o no se pueden identificar. Estos

incluyen la friccion de los engranajes en los servomotores e incertidumbres pardmetricas.

o1
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Estas fuentes de error, ocasionan que la simulacién se pueda comportar en forma distinta
al robot real, a menos que el controlador este disenado para compensar estas dinamicas

no modeladas.

Finalmente, se compararon las tres estrategias de control para la estabilizacion en reposo y
movimiento de la bicicleta robética mediante dos indices de desempeno, el primero de ellos
utiliza la desviacion estandar de la senal de error, y el segundo utiliza el valor cuadratico
medio del esfuerzo de control, la relaciéon entre los dos controladores permite concluir que
el control CTC es el que presenta menor desviacion con respecto a la senal de referencia,

pero el controlador LQR es el que consume menor energia segtn los resultados obtenidos.

Perspectivas

Desde el punto de vista del control, se implementaron dos estrategias de control lineal: PID
y LQR. Como el modelo no-lineal fue calculado mediante el formalismo de Euler-Lagrange
es posible utilizar otras técnicas de control no lineal como son: sliding mode control para

evaluar y comparar su desempeno frente a las estrategias PID y LQR.

Con el proposito de disminuir las incertidumbres parametricas se pueden disenar expe-
rimentos de identificacién de sistemas dindmicos para obtener pardmetros més precisos
del modelo dinamico e incluirlas dentro del diseno de los controladores. También se busca
generar trayectorias on-line para la bicicleta y disenar e implementar algoritmos de control

como es el control predictivo basado en modelos.

También se busca incluir este tipo de practicas dentro del curso de sistemas de control del
programa de ingenieria fisica con el fin de acercar a los estudiantes dentro de un proyecto
de control més realista que mejore sus competencias laborales en el contexto de los sistemas

de instrumentacién y control.



Apéndice A
Arduino Kit Engineering

El kit de Ingenieria de Arduino esta dirigido a estudiantes de ingenieria que desean apren-
der sobre Arduino, MATLAB, Simulink y Stateflow. Ha sido desarrollado como una cola-

boraciéon entre Mathworks y Arduino. Se pueden construir tres proyectos:

1. Robot Dibujante.
2. Robot movil.

3. Motocicleta auto-balanceada.

En este proyecto de investigacion se escogié la motocicleta auto-balanceada a la cual
llamaremos Bicicleta Robdtica ya que los modelos dinamicos para la motocicleta y la

bicicleta son los mismos.

A.1. Bicicleta Robdtica

Con una dinamica de péndulo invertido que usa un disco de inercia con un efecto girosco-
pico, la bicicleta con equilibrio automéatico puede moverse y equilibrarse por si misma. La
bicicleta usa Simulink para monitorear y controlar los movimientos, el sensado inercial y

el filtrado para equilibrar la bicicleta robdtica.

Los componentes usados en este proyecto y su descripcion estan contenidos en la Tabla
A-1.
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APENDICE A. ARDUINO KIT ENGINEERING

Imagen

Nombre

Descripciéon

Arduino
MEKR1000

MKR1000 es una de las tarjetas Ar-
duino, basada en el SoC Atmel AT-
SAMW?25, tiene caracteristicas des-
tacadas como conectividad Wi-Fi y

un circuito de carga Li-Po.

Arduino MKR

Motor

El MKR Motor es una tarjeta que
implementa una interfaz de poten-
cia y permite a la tarjeta MKR1000
controlar servomotores, motores de

C.C Y paso a paso.

Arduino MKR

IMU

Es una tarjeta para medicion iner-
cial (IMU) contiene un giréscopo y
acelerometro de 3 ejes para medir la
orientacion y velocidad angular de la

bicicleta.

Motor c.c

El motor de c.c es el actuador usado
para hacer girar la rueda de inercia

en la bicicleta.

Motor

caja reductora y

c.C con

encoder

El Motor de c.c con encoder permi-
te la traslacion de la bicicleta a una

velocidad controlada.

Micro servomo-

tor

Es usado para el control de la dire-

ccion de la bicicleta.

Sensor de efecto
Hall

El sensor de eefcto Hall, se utiliza co-
mo un tacémetro con un iman unido

a la rueda de inercia de la bicicleta.
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Imagen

Nombre

Descripciéon

%R

Sensor de Ultra-

sonido

El sensor ultrasénico puede detectar
la distancia a un objeto que se en-
cuentra delante de él, util para evi-
tar obstaculos en la trayectoria de la

bicicleta.

Bateria LiPo

La bateria suministra potencia eléc-
trica a las tarjetas, actuadores y sen-

sores que componen la bicicleta.

Cables

Los cables son necesarios para conec-
tar las tarjetas con los actuadores y

sensores.

Partes plésticas

Constituyen el armazén y el cuerpo

de las bicicleta.

Ruedas

Las ruedas son utilizadas para el mo-
vimiento traslacional de la bicicleta
son accionadas mediante motores de

C.C.

Correa de trans-

mision

Se utiliza para transmitir el movi-
miento del motor a la rueda. Las co-
rreas dentadas tienen dientes coinci-
dentes con poleas de sincronizacion
para garantizar que no se pierdan
pasos mientras se transmite el mo-

vimiento entre ellos.

Tornillos y Tuer-

cas

Tuercas y tornillos en varios tama-
nos, sirven para ensamblar las partes

plasticas de la bicicleta.

Tabla A-1: Componentes de la bicicleta robotica
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A.2. Especificaciones Técnicas

Disco de inercia accionado por un motor c.c

El motor de c.c. se utiliza para aplicar un par al disco de inercia, lo que hace que la
bicicleta ejerza un par opuesto al angulo de inclinacion 6. Las especificaciones del motor

y del disco de inercia se establecen en la Tabla A-2.

Motor c.c
Parametro Valor
Voltaje de Operacion 6 Volt
Velocidad sin carga | 7500 + 10 % rpm
Corriente sin carga 90 mA
Par nominal 150 gm - cm
Corriente nominal 2.6 A
Disco de Inercia
Masa 76.38 gr
Radio 10 cm
Momento de inercia | 39.19 gm - ecm?

Tabla A-2: Especificaciones Motor c.c y Disco de Inercia

Tacoémetro

El motor de c.c del disco de inercia puede girar demasiado réapido cuando se aplica un
par durante un tiempo muy grande. Esta situaciéon puede danar permanentemente mu-
chos componentes de la bicicleta, incluido el motor de c.c y la estructura en la que esta
soportado. Para evitar este riesgo, la bicicleta incluye un tacometro dentro de la carcasa

de plastico en frente al disco de inercia.

El sensor digital de efecto Hall es el SL353 (tacometro) contiene un electro-iman que esta
conectado a un circuito digital que tiene un valor de 1 cuando se aplica un campo magnético
externo y 0 en su ausencia. El circuito digital permite realizar un seguimiento del numero
de pulsos generados por el campo magnético con el fin de determinar la velocidad angular

aproximada del disco de inercia durante un intervalo de tiempo.
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Motor de c.c con encoder

El motor de c.c conectado a la rueda trasera de la bicicleta tiene acoplado a su eje una
caja reductora de 1/100. Esto significa que para cada revolucion hacia adelante de la rueda

trasera, los pulsos del encoder se incrementa enn 12 x 100 = 1200 pulsos.

Para expresar la velocidad en metros por segundo m/s, se sabe que hay 1200 pulsos por
revolucion de la rueda trasera, y el perimetro de la rueda trasera es 2mr = 27(45mm) =

0.2827 m. Esto significa que para obtener la velocidad de la bicicleta en m/s, se tiene:

1 0.2827
YT R 1200

Donde h es el periodo de muestreo.

Unidad de Medida Inercial (IMU)

Para medir el angulo de inclinacion 6 y la velocidad angular 0, se dispone de una unidad de
medida inercial (IMU). Para la bicicleta esta se implementa con un sensor de orientacion
absoluta BNOO055 de 9 ejes. E1 BNOO055 detecta el vector gravedad y el campo magnético,
y a partir de esas cantidades puede determinar la orientacion y la velocidad angular de la

bicicleta sobre el eje de la rueda y el suelo

El BNOO055 integra un acelerémetro de 14 bit de tres ejes, un giroscopo de 16 bits de tres
ejes con un rango de 2000 °/s, y un sensor geomagnético de tres ejes con un microcontro-
lador de 32 bits que permite hacer la fusién sensorial, dispone de comunicaciéon I2C para

conectarlo con la tarjeta arduino MKR1000.

Tarjeta Arduino MKR1000

La tarjeta Arduino MKR1000 esta disenada con el SoC ATSAMW?25 de Atmel, tiene un
modulo de Wi-Fi para cualquier proyecto relacionado con el Internet de las cosas. Permite
la comunicacién con servicios en linea que ofrecen API RESTful, como Twitter, GitHub,
IFTTT o Telegram. La tarjeta también se puede utilizar como un punto de acceso Wi-Fi,
creando una red local que puede ejecutar un pequeno servidor web que aloja sitios web e

interfaces en linea.
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La tarjeta MKR1000 tiene 28 pines, algunos de los cuales tienen funcionalidades fijas
y algunos tienen funcionalidades configurables. Los pines de funcionalidad fija incluyen
GND y 5V, que proporcionan acceso a las lineas de tierra de referencia de la tarjeta y
de 5 voltios, respectivamente. Los pines etiquetados A0 a A6 son pines analdgicos. Estos
pines pueden transmitir o recibir valores de voltaje entre 0 y 3.3 voltios, relativos a GND.
Finalmente, los pines etiquetados 0 a 14 son pines digitales. Cuando estos pines transmiten
datos, solo pueden transmitir valores de voltaje de 0 o 3,3 voltios.. Cuando reciben datos,

el voltaje se interpreta como ALTO o BAJO, relativo a un umbral entre 0 y 3,3 voltios.

Tarjeta Arduino MKR Motor Carrier

El MKR Motor Carrier es una tarjeta disenada para controlar servos, motores c.c y motores
paso a paso. La tarjet también se puede usar para conectar otros actuadores y sensores a

través de una serie de conectores macho de 3 pines.Las caracteristicas principales:

e Compatible con todas las placas de la familia MKR.
e Cuatro salidas de servomotor simultaneas.

e Hasta cuatro motores c.c simultaneos (dos de alto rendimiento + dos de rendimiento

estandar).
e Dos motores paso a paso simultaneos (alternativos a los motores d ec.c)
e Sensado de corriente de realimentacion para los motores de alto rendimiento
e Dos entradas para encoders.
e Cuatro entradas para sensores analdgicos (3 pines compatibles).
e Posibilidad de leer el estado de las baterias
e Interruptor ON-OFF con LED de Encendido

e Conector de bateria LiPo y bloque de terminales de alimentaciéon para fuente de

alimentacion alternativa
e LED para indicar visualmente la direccion de rotaciéon de los motores de c.c.

e Procesador incorporado para control automatizado de algunas de las salidas.
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e Conector I?C macho de 4 pines.

La tarjeta tiene dos controladores de motor MC33926 para un control de motores c.c de
alto rendimiento con conexién directa a la tarjeta MKR1000, realimentacion de corriente y
capacidad de hasta 5A. Ademas, hay dos controladores DRV8871 que se controlan desde un
microcontrolador SAMD11 que se comunica con el MKR1000 a través de I2C. El SAMD11
también se usa para controlar los servos, leer los encoders y leer el voltaje de la bateria.

Las caracteristicas eléctricas son:

Protecciéon de corriente inversa en los pines de alimentacion.

Corriente maxima MC33926: 5 A, corriente RMS segiin el grado de disipacion tér-

mica.

Corriente maxima DRV8871: 3 A, corriente limitada por resistencia de deteccion.

e Tensién nominal: 6.5V a 20 V.

A.3. MATLAB / Simulink

MATLAB es un software que permite realizar calculos complejos en grandes conjuntos de
datos. MATLAB tiene su propio lenguaje de programaciéon textual con instrucciones que
pueden recopilarse en scripts. También puede comunicarse con las tarjetas Arduino como
una forma de llevar la informacion del sensor a sus programas o controlar los actuadores

conectados a la tarjeta.

MATLAB y Simulink permiten una forma diferente de programar las tarjetas Arduino
usando un lenguaje de programacion visual (VPL para abreviar), MATLAB le permite
realizar una serie completa de operaciones en datos utilizando cédigo como interfaz. Simu-
link ofrece un lenguaje de programacion visual (VPL) basado en el uso de un paradigma
de programacion de flujo para enrutar datos, procesarlos, guardarlos y enviar los resulta-
dos a otros programas, a los scripts de MATLAB e incluso a los tarjetas Arduino. Una
de las caracteristicas de Simulink VPL es la posibilidad de diseniar programas que puedan
cargarse en tarjetas Arduino directamente desde MATLAB IDE.

El diagrama de control PID en Simulink para el control de la inclinacién en la bicicleta

puede observarse en la Fig. A-1
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Figura A-1: Control PID en Matlab / Simulink.
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