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Maŕıa del Pilar Astudillo Fernández

Tesis presentada como requisito parcial para optar al t́ıtulo de:

Doctor en Ciencias Matemáticas
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Universidad del Cauca
Facultad de Ciencias Naturales, Exactas y de la Educación

Departamento de Matemáticas
Doctorado en Ciencias Matemáticas
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Resumen

Realizamos un análisis de convergencia semilocal para algunos métodos iterativos sobre
grupos de Lie. En particular estudiamos el método de Newton bajo las condiciones
clásicas tipo Kantorovich e incluimos un método tipo secante y el método de King-
Werner. Los métodos introducidos permiten aproximar ceros de funciones definidas en un
grupo de Lie con valores en su respectiva álgebra. Un análisis del orden de convergencia
del método de la secante también es presentado.

Palabras clave: Grupo de Lie, álgebra de Lie, métodos iterativos, método de Newton,
método de la secante, diferencias divididas, método de King-Werner.
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Abstract

We perform a semilocal convergence analysis for some iterative methods on Lie groups.
In particular, we study Newton’s method under classical Kantorovich-type conditions
and include a secant-type method and King-Werner’s method. The introduced methods
allow us to approximate zeros of functions defined on a Lie group with values in their
respective algebra. An analysis of the order of convergence of the secant method is also
presented.

Keywords: Lie group, Lie algebra, iterative methods, Newton’s method, secant method,
divided differences, King-Werner method.
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xiv ÍNDICE GENERAL

3. Algunos métodos iterativos en grupos de Lie 21

3.1. Un método secante en grupos de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.1.1. Diferencias divididas sobre grupos de Lie . . . . . . . . . . . . . . 21

3.1.2. Un algoritmo tipo secante en grupos de Lie . . . . . . . . . . . . . 23

3.1.3. Análisis de convergencia semilocal del algoritmo (3.4) . . . . . . . 23

3.1.4. Orden de convergencia del método de la secante . . . . . . . . . . 28

3.2. El método Newton Kantorovich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.3. Método de King-Werner en Grupos de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.3.1. Análisis de convergencia semilocal del método de King-Werner . . 40

4. Ejemplos numéricos 53

4.1. Una aplicación del método de la secante . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.2. Una aplicación del método de Newton Kantorovich (N-K) . . . . . . . . . 61

Bibliograf́ıa 65



Capı́tulo 1
Introducción

La solución de algunos problemas en diversas áreas de la ciencia y la ingenieŕıa puede
ser planteada como una ráız de ecuaciones del tipo

F (x) = 0, (1.1)

donde F es una función definida en un espacio apropiado, el cual depende de las condi-
ciones del problema a resolver. Por ejemplo, algunos problemas pueden ser reducidos a
solucionar un sistema de ecuaciones (lineales o no lineales), lo cual resulta equivalente
a hallar los ceros de una función del tipo F : Ω ⊆ Rn → Rm. Este caso es ampliamen-
te estudiado en los cursos básicos de álgebra lineal. Otro tipo de problemas, como por
ejemplo hallar una solución x ∈ C[a, b] de una ecuación de la forma

x(s) = u(s) +

∫ b

a

K(s, t)H(x)(t)dt, a ≤ s ≤ b, (1.2)

donde u ∈ C[a, b], K ∈ C[a, b]2 y H : C[a, b] → C[a, b] son conocidas, es equivalente a
hallar los ceros del operador F : C[a, b] → C[a, b] dado por

F (x)(s) = x(s)− u(s)−
∫ b

a

K(s, t)H(x)(t)dt, a ≤ s ≤ b.

Ecuaciones integrales de la forma (1.2) son conocidas como ecuaciones del tipo Ham-
merstein, las cuales aparecen en problemas f́ısicos relacionados con electromagnetismo
y dinámica de fluidos. En otros contextos también surgen problemas que se reducen a
determinar los ceros de campos vectoriales sobre variedades Riemannianas y otros donde
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2 Caṕıtulo 1. Introducción

el escenario natural son grupos de Lie. Es en este último donde se centra la presente
tesis.

En general, a problemas como los anteriormente expuestos no se les puede determinar
una solución exacta o expĺıcita, razón por la cual se ha hecho necesario desarrollar méto-
dos para aproximar dichas soluciones. A lo largo de la historia de las matemáticas se han
desarrollado diversos procesos de aproximación de soluciones a algunos problemas, como
por ejemplo la longitud o el área de una circunferencia o la solución de ecuaciones en una
variable real, desde la aparición de las computadoras, tales procesos se han vuelto más
relevantes. Un sin número de métodos numéricos han sido propuestos con el objetivo de
abordar problemas como los descritos arriba, y en particular los conocidos como métodos
iterativos son de especial interés. En términos generales, un método (o proceso) iterativo
en un espacio métrico E es una sucesión (xn) ⊂ E de la forma

x0, . . . , xk ∈ E dados;

xn+1 = G(x0, . . . , xn), n ≥ k.

Como es señalado, por ejemplo en [10], una vez un proceso iterativo ha sido planteado,
surgen diferentes problemas alrededor de ellos, algunos de los cuales suelen abordarse
de manera independiente. Un primer problema es si el algoritmo está bien definido. Por
ejemplo, algunos métodos requieren la evaluación de F (xn), lo cual implica que se debe
garantizar que xn pertenezca al dominio de definición de F. Situación similar, como
ocurre con el método de Newton, hay que resolver si el algoritmo requiere la existencia
de [F ′(xn)]

−1. Un segundo problema es garantizar que la sucesión (xn) generada por el
proceso iterativo converja y su ĺımite sea en efecto una solución de (1.1). En relación
con este problema, en general se estudian dos tipos de resultados de convergencia, a
saber: resultados de convergencia local y semilocal. En el primero de ellos, se asume la
existencia de una solución x∗ del problema (1.1) y se estudia bajo qué hipótesis sobre un
entorno U de x∗ la sucesión (xn) está contenida en U y converge a x∗ para toda elección
de datos iniciales x0, . . . , xk ∈ U. Para el caso de teoremas de convergencia semilocal, no
se asume la existencia de una solución de F (x) = 0. En este tipo de resultados se estudian
hipótesis sobre datos iniciales x0, . . . , xk que garanticen que la sucesión generada converja
a una solución de F (x) = 0. Existe otro tipo de resultados de convergencia, llamados
teoremas de convergencia global. En estos se investigan condiciones bajo las cuales,
comenzando la iteración en cualquier parte del dominio, ésta converge a un cero x∗ de
F. Otro problema que se estudia en relación con métodos iterativos es la velocidad de
convergencia del método, esta usualmente se obtiene como consecuencia de estimativos
de error previamente calculados. Este trabajo lo centramos en un análisis de convergencia
semilocal para algunos métodos iterativos en grupos de Lie.

Sin duda, el método iterativo mas simple y probablemente el mas conocido, es el
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método de Newton, definido para una función real f : I ⊆ R → R por la iteración

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
, n ≥ 0,

con x0 ∈ I dado. La primera versión de este método fue presentada por Newton en 1669 e
incluida formalmente en su libro “Método de las Fluxiones”, el cual fue redactado en 1671
y publicado solo hasta 1736. Si bien el método fue inicialmente propuesto por Newton,
Joseph Raphson hizo algunos aportes importantes, incluyendo la forma iterativa, razón
por la cual este procedimiento iterativo es conocido como método de Newton-Raphson.
El estudio realizado por J. Raphson fue incluido en su libro “Aequationum Universalis”
publicado en 1690. Otros ejemplos de métodos iterativos (en una dimensión) importantes
que surgieron para solucionar cierto tipo de ecuaciones en una variable real son:

a) El método de la secante, el cual es definido por la iteración

xn+1 =
xn − xn−1

f(xn)− f(xn−1)
f(xn), n ≥ 1,

con x0, x1 ∈ I dados. Detalles históricos sobre el método de la secante pueden ser
consultados en [49].

b) El método de Halley, propuesto por Edmund Halley en 1708 cuando buscaba aproxi-
mar una ráız cúbica de un entero de la forma a3 + b, con a, b ∈ Z, ver [26] para mas
detalles. El método es definido por la fórmula

xn+1 = xn −
2f ′(xn)

2f ′(xn)2 − f(xn)f ′′(xn)
f(xn), n ≥ 0,

con x0 ∈ I dado.

c) El método definido por la sucesión

xn+1 = xn −
(
1 +

1

2

f(xn)f
′′(xn)

f ′(xn)2

)
f(xn)

f ′(xn)
, n ≥ 0,

con x0 ∈ I dado, se atribuye al matemático ruso Pafnuty Lvovich Chebyshev, quien
lo formuló en 1838. Debido a que el método también se atribuye a Leonhard Euler,
se conoce en la literatura también como método de Euler-Chebyshev, ver [30].

Es de anotar que los métodos iterativos mas importantes, dentro de los cuales se encuen-
tran los expuestos anteriormente, tienen su versión multidimensional; la del método de
Newton fue obtenida por Augustin Cauchy en 1829.



4 Caṕıtulo 1. Introducción

Como es natural, y debido al hecho que los métodos iterativos demostraron ser una
herramienta eficaz para resolver problemas tanto en el contexto real como en el mul-
tidimensional, desde el siglo anterior algunos de tales métodos han sido extendidos a
otros escenarios donde también surgen problemas que pueden ser abordados con estas
herramientas. El primer paso en esta dirección se dio en 1948, cuando Leonid Kan-
torovich, matemático ruso y premio nobel de economı́a 1975, extendió el método de
Newton-Raphson a espacios de Banach [40]. Este trabajo proporcionó un nuevo enfoque
para resolver ecuaciones integrales, ecuaciones diferenciales, problemas variacionales, en-
tre otros. En su primer trabajo, Kantorovich consideró una serie de condiciones sobre el
punto inicial x0 de la iteración, hoy conocidas como condiciones de Kantorovich. En es-
pecial supuso que la segunda derivada de Fréchet del operador F involucrado era acotada
en un cierto entorno de x0. Desde entonces han surgidos muchos trabajos en los cuales se
analiza la convergencia de la iteración de Newton en espacios de Banach, bajo diferentes
condiciones, incluyendo entre ellas condiciones tipo Lipschitz sobre la primera derivada
de Fréchet del operador. Referimos al libro [27] para un estudio del método de Newton
en espacios de Banach bajo estas nuevas hipótesis. Además del método de Newton, los
principales métodos iterativos estudiados previamente en R tienen su versión en espacios
de Banach, destacamos el método de la secante [55], el método de Halley [13, 22], el
método de Chevyshev [12] y el método Chevyshev-Halley [6, 32]. Otros nuevos métodos
también han sido propuestos, de especial interés han sido los métodos multipasos, dentro
de los cuales destacamos el método de punto medio [11] y el método de King-Werner
[59, 60]. De los métodos iterativos señalados anteriormente, el método de la secante,
también conocido como el método de las cuerdas o Regula falsi, es un método que no
requiere la diferenciabilidad del operador involucrado, de ah́ı su importancia. El méto-
do fue introducido en espacios de Banach en 1961 por A. Sergeev [55], ver también los
trabajos de J. Schmidt [51, 52, 53]. Para su formulación en el contexto de espacios de
Banach, los autores usaron una extensión del concepto de diferencias divididas que hab́ıa
sido introducida previamente por Schröder [54] en 1956. Uno de los objetivos centrales
de la presente propuesta es realizar un análisis de convergencia semilocal del método de
la secante en grupos de Lie.

Siguiendo las ideas de Kantorovich y otros autores en el contexto de espacios de
Banach, con el objetivo de aproximar ceros de campos vectoriales sobre variedades Rie-
mannianas o hallar puntos cŕıticos de funciones reales definidas sobre dichas estructuras,
distintos métodos iterativos han sido también extendidos al contexto de variedades Rie-
mannianas. Por ejemplo, existen extensiones del método de Newton-Kantorovich, del
método de Newton modificado, del método de Chebyshev, entre otros. Más detalles so-
bre extensiones a variedades Riemannianas se pueden consultar en [1, 2, 3, 4, 5, 7, 14,
18, 20, 21, 23, 24, 29, 42, 44].
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De manera similar a lo hecho en el contexto de variedades Riemannianas, métodos
iterativos han sido recientemente estudiados en grupos de Lie. La teoŕıa de grupos de
Lie, la cual es ampliamente usada en f́ısica, matemáticas y economı́a, fue introducida por
el matemático noruego Marius Sophus Lie en una serie de trabajos publicados a partir
de 1870. Su motivación inicial de estudio consist́ıa en identificar grupos que jugaran un
rol para soluciones de ecuaciones diferenciales, análogo al rol que cumplen los grupos
de Galois para polinomios. Para otros aspectos acerca de la historia de grupos de Lie
puede consultarse, por ejemplo, [35]. En relación con métodos numéricos sobre grupos
de Lie, varias iteraciones de Newton sobre estas estructuras han sido estudiadas. Por
ejemplo, en el 2000, B. Orwen y B. Welfert [48], definen la iteración de Newton para
aproximar una solución de F (x) = 0, donde F es ahora una función de un grupo de
Lie en su correspondiente álgebra de Lie. Los autores prueban que sus resultados son
independientes de la métrica considerada en el grupo. En 2007, J. Wang y C. Li [43]
presentan un análisis de convergencia para el método de Newton sobre grupos de Lie, bajo
condiciones tipo Kantorovich. En este estudio, no se supone previamente la existencia de
una solución de F (x) = 0. Otros resultados sobre el método de Newton en el contexto
de grupos de Lie, pueden ser consultados en [8, 15, 36, 44, 45].

Con el fin de presentar algunos resultados teóricos en relación con métodos iterativos
en grupos de Lie, y en especial con el método de la secante en este contexto, el presen-
te trabajo se ha organizado como sigue. En el Caṕıtulo 2 precisamos algunos conceptos
básicos sobre métodos iterativos, tanto en espacios de Banach como en variedades Rie-
mannianas, e incluimos también los aspectos requeridos sobre la teoŕıa general de grupos
de Lie y álgebras de Lie. En este caṕıtulo, elementos de cálculo diferencial en grupos de
Lie son presentados. En el Caṕıtulo 3 introducimos el concepto de diferencias divididas
sobre grupos de Lie con el fin de definir el método de la secante en este contexto y es-
tablecer condiciones que garanticen la convergencia del método; este es el contenido del
Teorema 3.1. Adicionalmente probamos que el método de la secante en grupos de Lie,
como en el caso de espacios de Banach, tiene orden de convergencia (1 +

√
5)/2. Tam-

bién, en este caṕıtulo presentamos un análisis de convergencia semilocal del método de
Newton-Kantorovich haciendo uso de la técnica de relaciones de recurrencia. Finalmente,
en el Caṕıtulo 4, ilustramos nuestro resultado con un ejemplo para un campo vectorial
definido desde el grupo de matrices ortogonales SO2(R) sobre su álgebra de Lie, esto es,
el álgebra de matrices antisimétricas so2(R).





Capı́tulo 2
Preliminares básicos y notaciones

En esta sección hacemos una breve descripción de las definiciones, teoremas y demás
elementos necesarios para desarrollar los resultados principales de la presente tesis. Co-
mo punto de partida hacemos una introducción de algunos de los métodos iterativos
estudiados en el contexto de espacios de Banach para posteriormente explicar algunos
de tales métodos en variedades Riemannianas. Finalmente presentamos un resumen de
la teoŕıa de grupos de Lie, el cual es el escenario en el que desarrollamos los resultados
de la tesis.

Como fue mencionado en la introducción, la solución a muchos problemas en diversos
escenarios suele presentarse como una ráız de cierta ecuación del tipo

F (x) = 0, (2.1)

cuya formulación depende obviamente de las condiciones dadas en el problema. Ya que
en general no es posible obtener una solución exacta de F (x) = 0, se hace necesario
desarrollar métodos para hallar una solución aproximada, los procesos iterativos han
demostrado ser una herramienta apropiada para abordar este problema.

2.1. Métodos iterativos en espacios de Banach

Con el objetivo de presentar algunos de los métodos iterativos mas conocidos en espacios
de Banach, iniciamos esta sección con la definición de derivada de un operador entre
espacios de Banach.

7



8 Caṕıtulo 2. Preliminares

Definición 2.1. Sean X, Y espacios de Banach, Ω abierto en X y F : Ω ⊆ X → Y.
Dado x0 ∈ Ω, si existe un operador lineal continuo L : X → Y tal que

ĺım
∥∆x∥→0

∥F (x0 +∆x)− F (x0)− L(∆x)∥
∥∆x∥

= 0,

diremos que F es Fréchet diferenciable en x0 y L := F ′(x0) es llamada la primera
derivada Fréchet de F en x0.

De manera inductiva definimos las derivadas de orden superior de F. Por ejemplo,
si F es Fréchet diferenciable en Ω y B(X, Y ) denota el espacio de operadores lineales
acotados de X en Y, entonces F ′ : Ω → B(X, Y ). Por lo tanto, F ′′(x0) es un operador
lineal de X en B(X, Y ). Es habitual identificar F ′′(x0) : X → L(X, Y ) con la forma
bilineal b : X ×X → Y dada por b(u, v) = [F ′′(x0)(u)](v), u, v ∈ X.

Con la notación anterior, el hoy conocido como método de Newton-Kantorovich se
define como una extensión natural del método de Newton en R, a saber:

xn+1 = xn − F ′(xn)
−1F (xn), n ≥ 0,

con x0 ∈ Ω dado. Este método se puede considerar como el que dio origen al estudio
de métodos iterativos en espacios de Banach, fue estudiado por primera vez en 1948
por el matemático soviético Leonid Kantoróvich, ver [40]. El análisis de convergencia del
método de Newton-Kantorovich se ha realizado bajo diferentes hipótesis sobre F ; se han
obtenido tanto resultados de convergencia semilocal como de convergencia local. En el
primer trabajo desarrollado por Kantorovich, la convergencia del método se demuestra
bajo las siguientes condiciones sobre F y el punto inicial x0.

H1. Existe [F ′(x0)]
−1 en B(Y,X) tal que ∥[F ′(x0)]

−1∥≤ β, para alguna constante posi-
tiva β;

H2. ∥[F ′(x0)]
−1F (x0)∥≤ η, para alguna constante positiva η;

H3. existe una constante positiva M tal que ∥F ′′(x)∥≤ M para todo x ∈ Ω.

El resultado de convergencia semilocal es como sigue:

Teorema 2.1 (Kantorovich). Sean X y Y espacios de Banach, Ω ⊂ X abierto y convexo
y F : Ω ⊂ X → Y un operador dos veces continuamente Fréchet-diferenciable en Ω.
Supongamos que para x0 ∈ Ω, las condiciones H1, H2 y H3 se satisfacen y h := Mβη
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cumple que h ≤ 1/2. Suponga además que B(x0, t∗) ⊂ Ω, donde t∗ =
1−

√
1− 2h

Mβ
.

Entonces la sucesión (xn) dada por (2.1), está bien definida, xn ∈ B(x0, t
∗) para todo

n ≥ 0 y (xn) converge a una solución x∗ ∈ B(x0, t∗) de F (x) = 0.

Mas recientemente se ha probado la convergencia de (2.1) bajo otras condiciones
sobre F. Por ejemplo, H. Zhengda [62] presentó un análisis de convergencia semilocal para
el método (2.1) bajo una condición Lipschitz sobre la segunda derivada del operador.
Zhengda consideró las siguientes condiciones:

C1. existe [F ′(x0)]
−1 en B(Y,X) tal que para constantes positivas η, γ,

∥[F ′(x0)]
−1F (x0)∥≤ η y ∥[F ′(x0)]

−1F ′′(x0)∥≤ γ;

C2. existe una constante positiva K tal que ∥[F ′(x0)]
−1[F ′′(x)− F ′′(y)]∥≤ K ∥x− y∥ ,

para todo x, y ∈ Ω;

C3. 6ηγ3 + 9η2K2 + 18ηγK − 3γ2 − 8K ≤ 0,

bajo las cuales probó que la sucesión (2.1), iniciando en x0, converge a la única solución
de (2.1) en B(x0, t∗)∩B(x0, t

∗∗), donde 0 < t∗ ≤ t∗∗ son dos ráıces positivas del polinomio

p(t) =
1

6
Kt3 +

1

2
γt2 − t+ η,

ver [62, Teorema 2.1].

Es abundante la literatura existente sobre el método de Newton-Kantorovich. Por
ejemplo, un bonito texto donde se realiza un estudio profundo del método, incluyendo
un análisis de convergencia bajo diferentes tipos de condiciones, es Newton’s method:
an updated approach of Kantorovich’s theory, ver [27]. Buscando mejorar la velocidad
de convergencia, en las últimas décadas se han propuesto otros métodos iterativos en
espacios de Banach, en esta dirección los métodos multipasos han mostrado ser bastante
eficientes; uno de especial interés es el conocido como método de King-Werner, el cual es
un método de dos pasos estudiado por W.Werner [59, 60], pero fue propuesto inicialmente
por R. King [41]. El método de King-Werner está definido por{

yn = xn − F ′(xn−1+yn−1

2
)−1F (xn),

xn+1 = xn − F ′(xn+yn
2

)−1F (xn),
(2.2)
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donde x0 ∈ Ω ⊂ X es dado y y0 = x0 − F ′(x0)
−1F (x0). Como en el caso del método

de Newton, la convergencia del método de King-Werner también ha sido estudiada bajo
diferentes condiciones sobre el operador F, algunos de tales resultados pueden ser con-
sultados en [17, 34, 47, 50, 33, 57].

Resulta útil también el estudio de métodos que no requieren la diferenciabilidad del
operador involucrado; el más conocido de estos métodos es el método de la secante. Para
su formulación en el contexto de espacios de Banach es necesario introducir la noción
de diferencias divididas. Con la notación anterior, un operador [x, y;F ] ∈ B(X, Y ) será
una diferencia dividida de primer orden de F : X → Y en el par de puntos x, y ∈ X, con
x ̸= y, si se satisface

[x, y;F ] (x− y) = F (x)− F (y) . (2.3)

Notemos que en el caso X = Y = R, la función lineal

φ(t) =
F (x)− F (y)

x− y
t

satisface (2.3). La definición de diferencia dividida es el paso central para darle sentido

en espacios de dimensión superior a cocientes del tipo
x− y

F (x)− F (y)
que aparecen en el

caso real.

Con esta notación, en [55] (ver también [53]) el método de la secante en espacios de
Banach es descrito por el siguiente algoritmo:

xn+1 = xn − [xn−1, xn;F ]−1 F (xn) , x−1, x0 dados, n ≥ 0. (2.4)

Resultados relacionados con la convergencia del método secante (2.4), incluyendo un
análisis del orden de convergencia del método, pueden consultarse en [16, 31, 37, 53].

2.2. Métodos iterativos en variedades Riemannianas

Otro escenario en el cual se han extendido los métodos iterativos son las variedades
Riemannianas. Recientemente se han propuesto versiones del método de Newton, método
de la secante, entre otros métodos a este nuevo contexto. Para una mejor comprensión de
algunos métodos iterativos que presentaremos, introducimos los elementos de geometŕıa
Riemanniana requeridos para tal fin. Referimos a [25] para un estudio mas profundo de
los elementos de geometŕıa Riemanniana aqúı expuestos.
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Sea (M, g) una variedad Riemanniana m-dimensional. Dado p ∈ M, TpM denotará el
espacio tangente a M en p y ⟨·, ·⟩p el producto escalar sobre TpM, el cual induce la norma

∥ · ∥p= ⟨·, ·⟩1/2p , donde el sub́ındice p puede ser omitido siempre que no exista posibilidad
de confusión. El fibrado tangente de M es definido por

TM := {(p, v) | p ∈ M y v ∈ TpM} =
⋃
p∈M

TpM,

el cual puede ser dotado con una estructura diferenciable que lo convierte en una variedad
2m−dimensional. Si F es una función diferenciable entre variedades, su derivada en el
punto p la denotaremos en adelante por F ′

p. Un campo vectorial X sobre M es una
función que asigna a cada punto p ∈ M un vector tangente

Xp := X(p) ∈ TpM.

Diremos que el campo vectorial X es diferenciable si la función X : M → TM es
diferenciable. En adelante, X (M) denotará el espacio de todos los campos vectoriales
diferenciables sobre M y usaremos D (M) para denotar el anillo de funciones diferencia-
bles de valor real sobre M. Dado X ∈ X (M) y f ∈ D(M), f ′(X) = X(f) representa la
derivada direccional de f en la dirección X, donde f ′ denota la diferencial de f.

Si γ : [a, b] −→ M es una curva suave por partes, la longitud de γ se define por la
fórmula

l (γ) =

∫ b

a

||γ′ (t)|| dt =
∫ b

a

⟨γ′ (t) , γ′ (t)⟩1/2 dt.

La distancia Riemanniana desde p hasta q es definida por

d (p, q) := ı́nf
γ
l (γ) ,

donde el ı́nfimo es tomado sobre todas las curvas suaves γ con extremos p y q. La
topoloǵıa inducida por la métrica d coincide con la topoloǵıa de la variedad M.

Una conexión af́ın ∇ sobre M es una función

∇ : X (M)×X (M) −→ X (M)

que asigna a la pareja de campos vectoriales (X, Y ) el campo vectorial ∇(X, Y ) := ∇XY
satisfaciendo las siguientes condiciones:

i) ∇XY es D(M)−lineal en X :

∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ;
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ii) ∇XY es R−lineal en Y :

∇X (aY + bZ) = a∇XY + b∇XZ;

iii) ∇ satisface la regla del producto

∇X (fY ) = f∇XY +X (f)Y,

donde X, Y, Z ∈ X (M) , a, b ∈ R, y f, g ∈ D (M) . El campo vectorial ∇XY es llamado
la derivada covariante de Y con respecto a X para la conexión ∇. Expresando ∇XY en
coordenadas puede ser probado que los valores de ∇XY (p), p ∈ M, dependen solo de los
valores de Y en una vecindad de p y deX(p), lo cual garantiza que∇vY = ∇XY |p, donde
X es cualquier campo vectorial satisfaciendoXp = v, está bien definido. De igual manera,
dado p ∈ M, la función lineal DY (p) : TpM −→ TpM dada por DY (p) (v) = ∇XY (p) ,
donde X es cualquier campo vectorial tal que X(p) = v, está bien definida.

Consideremos ahora una curva γ : [a, b] −→ M y un campo vectorial Y a lo largo de
γ. Diremos que Y es paralelo a lo largo de γ si ∇γ′(t)Y = 0 para todo t. La conexión af́ın
es compatible con la métrica ⟨·, ·⟩ , cuando para toda curva suave γ y cualquier par de
campos vectoriales paralelos P y P ′ a lo largo de γ, tenemos que ⟨P, P ′⟩ es constante.
Diremos que ∇ es simétrica si

∇XY −∇YX = [X, Y ], para todo X, Y ∈ X (M) ,

donde [X, Y ] es el campo vectorial definido por

[X, Y ]pf = (XpY − YpX)f, para todo f ∈ D(M).

El Teorema Levi–Civita establece que existe una única conexión af́ın ∇ sobre M que
es simétrica y compatible con la métrica, la cual es conocida como la conexión de Levi-
Civita. En adelante solo consideramos dicha conexión. Diremos que una curva parame-
trizada γ : I ⊆ R −→ M es una geodésica si el campo vectorial γ′ es paralelo a lo largo
de γ, caso en el cual ||γ′|| es constante.

Como es conocido, una variedad Riemanniana es completa si para cualquier p ∈ M
toda geodésica partiendo de p está definida para todo −∞ < t < ∞. El Teorema de
Hopf-Rinow establece que si M es completa entonces cualquier par de puntos en M
pueden ser unidos por una geodésica minimal γ, esto es ℓ(γ) = d(p, q). Más aún, (M,d)
es un espacio métrico completo. En lo que sigue, cada variedad será asumida completa.

Si v ∈ TpM entonces existe una única geodésica γ tal que γ (0) = p y γ′ (0) = v. El
punto γ (1) es llamado la imagen de v por el mapeo exponencial en p. En consecuencia,
la función

expp : TpM −→ M
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dada por expp (v) = γ (1) está bien definida. No es dif́ıcil ver que para cualquier t,
γ (t) = expp (tv) .

Ahora recordamos la noción de transporte paralelo.

Definición 2.2. Sea γ : R −→ M una curva suave por partes. El transporte paralelo a
lo largo de γ, denotado por Pγ,·,· es definido por

Pγ,a,b : Tγ(a)M −→ Tγ(b)M
v 7−→ V (γ (b)) ,

para todo a, b ∈ R, donde V es el único campo vectorial paralelo a lo largo de γ tal que
V (γ (a)) = v.

Es conocido que Pγ,a,b es una isometŕıa entre los espacios tangentes Tγ(a)M y Tγ(b)M.
Su inversa es el transporte paralelo a lo largo de γ, recorrido de γ (b) a γ (a) , a saber
Pγ,b,a. Además tenemos que Pγ,b,d◦Pγ,a,b = Pγ,a,d y, si γ es geodésica, Pγ,a,b(γ

′(a)) = γ′(b).

Dado X ∈ X (M) , diremos que su derivada covariante DX es Lipschitz con constante
L > 0, si para cualquier geodésica γ y a, b ∈ R, se tiene que

∥Pγ,b,aDX(γ(b))Pγ,a,b −DX(γ(a))∥ ≤ L

∫ b

a

∥γ′(t)∥ dt.

En este caso escribimos DX ∈ LipL(M).

De manera análoga al contexto de Banach, el problema ahora es hallar una solución
aproximada de la ecuación

X(p) = 0,

donde X es un campo vectorial sobre una variedad Riemanniana M. Para ilustración,
presentamos a continuación el método de Newton en variedades, ver [29] para mas detalles
sobre este método.

Método de Newton-Kantorovich en variedades Riemannianas

El algoritmo para el método de Newton en variedades Riemannianas, propuesto por O.
P. Ferreira y B. F. Svaiter en [29], se define por

Pk+1 := exppk
(−DX(pk)

−1X(pk)), k = 0, 1, 2, . . . (2.5)



14 Caṕıtulo 2. Preliminares

con p0 ∈ M dado. El siguiente resultado proporciona una condición suficiente para
garantizar la convergencia del método (2.5).

Teorema 2.2. Sean M una variedad Riemanniana, Ω un subconjunto abierto de M y
X un campo vectorial continuo sobre Ω, el cual es C1 en Ω con DX ∈ LipL(Ω). Fijemos
p0 ∈ Ω y supongamos que DX(p0) es no singular y que para algún a > 0 y b ≥ 0,

∥DX(p0)
−1∥ ≤ a, ∥DX(p0)

−1X(p0)∥ ≤ b, l := abL ≤ 1

2

y
B(p0, t∗) ⊆ Ω,

donde t∗ = 1
aL
(1 −

√
1− 2l). Entonces la sucesión (pk) generada por (2.5) con punto

inicial p0 está bien definida, contenida en B(p0, t∗) y converge a un punto p∗, el cual es
el único cero de X en B[p0, t∗].

Para otros métodos iterativos en variedades Riemannianas, consultar [3, 5, 20].

2.3. Grupos de Lie

Un grupo de Lie G es un grupo dotado de una estructura de variedad diferenciable, para
el cual las operaciones del grupo resultan diferenciables. Esto es, las funciones

mG : G×G → G y iG : G → G

dadas por mG(x, y) := x ·y := xy y iG(x) := x−1, son C∞. La dimensión del grupo de Lie
es por definición la misma de G como variedad diferenciable. Asumiremos en adelante
que G es finito dimensional y denotaremos por e el elemento neutro del grupo de Lie G.

Para cada g ∈ G, la traslación a izquierda por g, denotada por Lg, es la función de
G en G definida por

Lg(x) := gx, para todo x ∈ G.

Resaltamos que Lg es un difeomorfismo de G sobre si mismo con inversa (Lg)
−1 = Lg−1 .

Por lo tanto, dado g ∈ G, la diferencial de Lg en e, denotada por (L′
g)e, es un isomorfismo

de TeG sobre TgG, cuya inversa es (L′
g−1)g.

Diremos que un campo vectorial X ∈ X (G) es invariante a izquierda si para todo
g ∈ G,

(L′
g)h(Xh) = Xgh, para todo h ∈ G.
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Por ejemplo, todo u ∈ TeG induce un campo vectorial Xu invariante a izquierda dado
por

Xu(g) := Xu
g = (L′

g)e(u), g ∈ G.

Es fácil ver que siX es un campo invariante a izquierda, entoncesX = Xu, donde u = Xe.
Esto muestra que existe una correspondencia biyectiva entre los campos invariantes a
izquierda y el espacio TeG. Ya que puede ser probado que el corchete de Lie [X, Y ] de
dos campos invariantes a izquierda X, Y ∈ X (G), es invariante a izquierda, entonces la
operación

[·, ·] : TeG× TeG → TeG

dada por
[u, v] := [Xu, Xv]e, para todo u, v ∈ TeG,

está bien definida. Además, [·, ·] es bilineal y satisface [u, v] = −[v, u], para todo u, v ∈
TeG, y la identidad de Jacoby

[u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0, para todo u, v, w ∈ TeG.

Esto es, TeG con la operación [·, ·] es una álgebra de Lie, la cual en adelante denotaremos
por g. Aqúı y en adelante 0 denotará el elemento neutro de g.

Es variada la literatura sobre grupos de Lie y sus respectivas álgebras. Puede con-
sultarse, por ejemplo, en [28, 38, 56, 58]. A modo de ambientación presentamos algunos
ejemplos clásicos de grupos de Lie y sus respectivas álgebras.

Ejemplo 2.1. Grupo lineal general.

Consideremos la variedad diferenciable M(n,R) de todas las matrices reales de orden n
y sea GL(n,R) el subconjunto de M(n,R) formado por las matrices invertibles de orden
n con coeficientes reales. Se puede verificar que GL(n,R) es abierto en M(n,R) y es un
grupo de Lie bajo la multiplicación matricial, el cual es denominado grupo lineal general.
Cuando n = 1 escribimos R∗. En este caso g es isomorfo a M(n,R) con el corchete de
Lie dado por el conmutador [A,B] = AB −BA.

Ejemplo 2.2. El grupo especial ortogonal SOn(R).

El conjunto SOn(R) de las matrices reales de orden n que son ortogonales y tienen
determinante igual a 1 es un subgrupo de Lie de GL(n,R). Este grupo es conocido como
el grupo especial ortogonal y se puede identificar con el grupo de rotaciones del espacio
Rn. SOn(R) es un grupo de Lie real, compacto y de dimensión n(n−1)

2
. Su álgebra de Lie

es el espacio g de matrices reales de orden n antisimétricas, con el corchete de Lie dado
por el conmutador.
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Ejemplo 2.3. El grupo circular.

El ćırculo S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} puede dotarse con una estructura de variedad
diferenciable. Al identificarlo con el ćırculo unidad T = {z ∈ C : |z| = 1} hereda su
estructura de grupo. Se tiene en consecuencia que T es un grupo de Lie. El álgebra de
Lie de T es R.
Observación 2.1. Son de interés otros subgrupos de Lie del grupo lineal general GL(n,R).
Por ejemplo, el grupo lineal especial SL(n,R) que consiste en aquellas matrices con de-
terminante igual a uno y cuya álgebra sl(n,R) está constituida por las matrices reales de
orden n con traza nula.

Fijemos ahora un producto interno ⟨·, ·⟩e sobre el álgebra de Lie g del grupo de Lie G.
Entonces el isomorfismo (L′

g)e induce un producto interno en el espacio tangente TgG,
el cual es definido de la siguiente manera:

⟨v, w⟩g =
〈(

L′
g−1

)
g
(v),

(
L′
g−1

)
g
(w)

〉
e
, v, w ∈ TgG. (2.6)

En particular,

∥v∥ := ∥v∥g =
∥∥(L′

g−1)g(v)
∥∥
e
, para todo g ∈ G, v ∈ TgG.

El producto interno (2.6) define de manera natural una métrica Riemanniana sobre
el grupo de Lie G, la cual convierte a G en una variedad Riemanniana. En adelante
omitiremos los sub́ındices en la norma y en el producto interno, si no hay peligro de
confusión. Como en el caso de una variedad Riemanniana, la longitud de arco de una
curva suave a trozos c : [0, 1] → G, uniendo los puntos x = c(0) y y = c(1), está dada
por

ℓ(c) :=

∫ 1

0

∥c′(t)∥ dt.

La distancia entre dos puntos x, y ∈ G es definida por d(x, y) = ı́nfc ℓ(c), donde el
ı́nfimo involucrado es tomado sobre el conjunto de todas las curvas suaves a trozos
c : [0, 1] → G que unen los puntos x, y. De esta manera sobre (G, d) hay una estructura
de espacio métrico, la cual asumiremos siempre completa. Como es habitual, definimos
la bola abierta de centro x ∈ G y radio r > 0 por B(x, r) := {y ∈ G | d(x, y) < r} . La
adherencia de A ⊆ G será denotada por A.

2.3.1. La función exponencial de un grupo de Lie

Una de las construcciones mas importantes en la teoŕıa de grupos de Lie, y que será
esencial en este trabajo, es la función exponencial. Esta es una extensión de la exponencial
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de una matriz estudiada en un curso de álgebra. Con el fin de presentar este concepto,
recordemos que si X es un campo vectorial sobre una variedad diferenciable M, una
curva suave γ : I ⊆ R → M, donde I es un intervalo que contiene a 0, se dice que es una
curva integral de X si satisface

γ′(t) = X(γ(t)), para todo t ∈ I.

Si no existe una extensión de γ satisfaciendo la ecuación diferencial anterior, decimos
que γ es una curva integral máximal de X. El campo vectorial X se dice que es completo
si todas sus curvas integrales maximales están definidas en R. Si este es el caso, un
resultado de existencia y unidad de ecuaciones diferenciales permite demostrar que para
todo p ∈ M, existe una única curva integral γ : R → M tal que γ(0) = p.

En el caso especial de un grupo de Lie G, se tiene que todo campo invariante a
izquierda X ∈ X (G) es completo [38, Proposición 9.2.1]. Aśı, dado u ∈ g, existe una
única curva γ := γu : R → G tal que

γ(0) = e y γ′(t) = Xu(γ(t)) = (L′
γ(t))(u), t ∈ R, (2.7)

de donde
γ′(0) = Xu(e) = u y ∥γ′(t)∥ = ∥u∥ , t ∈ R. (2.8)

Definimos la función exponencial exp : g → G por exp(u) = γu(1). Una de las propieda-
des fundamentales de la función exponencial es que describe completamente a la curva
integral γu, en el sentido que

γu(t) = exp(tu), para todo t ∈ R.

Otra propiedad a destacar es que exp es un homomorfismo de grupos, esto es,

γu(t+ s) = γu(t)γu(s), t, s ∈ R.

Además, como en el caso de las variedades diferenciables, se puede probar que existe un
conjunto abierto U ⊆ g, con 0 ∈ U, tal que la restricción exp |U es un difeomorfismo
sobre exp(U). Esto es consecuencia del hecho que exp′

0(u) = u, para todo u ∈ g.

Si bien la igualdad exp(u+v) = exp(u) exp(v) no siempre es válida, si lo es en el caso
cuando [u, v] = 0, lo cual se tiene, por ejemplo, cuando G es un grupo de Lie abeliano.

Observación 2.2. En el caso general, cuando u, v tienen norma suficientemente pe-
queña, entonces existe w ∈ g tal que

exp(u) exp(v) = exp(w).



18 Caṕıtulo 2. Preliminares

Existen diversas expresiones para w, una de ellas, la cual es conocida como fórmula de
Baker-Campbell-Hausdorff, está dada por

w = u+ v +
1

2
[u, v] +

1

12
([u, [u, v]] + [v, [v, u]])− 1

24
[v, [u.[u, v]]] + · · · , (2.9)

donde los términos que siguen contienen conmutadores superiores de u, v. Dado que el
corchete [·, ·] es una forma bilineal, existe una constante M tal que

∥[u, v]∥ ≤ M ∥u∥ ∥v∥ , para todo u, v ∈ g.

Luego, la serie en el segundo miembro de (2.9) converge absolutamente si, por ejemplo,
∥u∥ , ∥v∥ ≤ 1/M2.

Ejemplo 2.4. La exponencial matricial

Consideremos el grupo lineal general GL(n,R) y su respectiva álgebra de Lie M(n,R).
El campo invariante a izquierda inducido por una matriz A ∈ M(n,R) está dado por

XA(g) = (L′
g)I(A) =

d

dt

∣∣∣
t=0

Lg(I + tA) = gA,

donde I denota la matriz identidad de tamaño n. Es conocido que la única solución del
problema de valor inicial

γ(0) = I y γ′(t) = XA(γ(t)) = γ(t)A,

es la curva γA : R → GL(n,R) definida por

γA(t) = etA =
∞∑
k=0

1

k!
tkAk.

En consecuencia, en este caso la “exponencial de Lie”de A coincide con la función ex-
ponencial matricial en A, esto es, exp(A) = eA.

2.3.2. Diferenciabilidad

Consideramos una función diferenciable F : G → g. Entonces la diferencial de F en un
punto g ∈ G es la transformación lineal F ′

g : TgG → g dada por

F ′
g(vg) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(F ◦ α)(t),
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donde α : (−δ, δ) → G satisface α(0) = g y α′(0) = vg, para algún δ > 0. En particular,

considerando la curva α(t) = g exp
[
t(L′

g−1)g(vg)
]
, obtenemos

F ′
g(vg) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

F
(
g exp

[
t(L′

g−1)g(vg)
])

.

Definimos en este contexto la primera derivada de F en g, la cual denotaremos por dFg,
como el operador lineal

dFg := (F ◦ Lg)
′
e : g → g. (2.10)

De la discusión anterior se sigue que para todo v ∈ g,

dFg(v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (g exp(tv)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (c(t)) , (2.11)

donde c(t) = g exp(tv), t ∈ R. Para más detalles sobre esta construcción, ver [43].

Observación 2.3. De la igualdad c(s+ t) = c(s) exp(tv) se sigue que

dFc(s)(v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (c(t+ s)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=s

F (c(t)) ,

para todo v ∈ g. Aśı, si α(t) = F (c(t)), entonces

F (c(1))− F (c(0)) =

∫ 1

0

α′(t)dt =

∫ 1

0

dFc(t)(v)dt. (2.12)

Este es el contenido de Lemma 1 en [45].

Si asumimos F de clase C2, tenemos que la función dF : G → End(g), donde End(g)
denota el espacio de transformaciones lineales de g en si mismo, es diferenciable. De
manera análoga a la definición de dF, definimos la segunda derivada de F en g ∈ G
como el operador lineal

d2Fg := (dF ◦ Lg)
′
e : g → End(g).

Aśı, como en Observación 2.3 obtenemos

d2Fc(s)(v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=s

dFc(t), (2.13)
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para todo v ∈ g y c(t) = g exp(tv), t ∈ R. Si como en el caso de espacios de Banach,
adoptamos la notación d2Fg(u,w) := [d2Fg(u)](w), para u,w ∈ g, se sigue de la Obser-
vación 2.3 y (2.13) que

d2Fc(s)(v, v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=s

dFc(t)(v)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=s

d

dτ

∣∣∣∣
τ=t

F (c(τ))

=
d2

dt2

∣∣∣∣
t=s

F (c(t)).

De manera inductiva definimos dnFg; la n−ésima derivada de F : G → g en un punto
g ∈ G. Procediendo como antes, podemos obtener

dnFc(s)(v, . . . , v) =
dn

dtn

∣∣∣∣
t=s

F (c(t)), (2.14)

para todo v ∈ g y c(t) = g exp(tv), t ∈ R.



Capı́tulo 3
Algunos métodos iterativos en grupos de Lie

En este caṕıtulo abordaremos el problema (2.1) en el caso de una función F : G → g,
definida desde un grupo de Lie G a su respectiva álgebra de Lie g. El propósito es
presentar métodos iterativos que aproximen a una solución de F (x) = 0. Comenzamos
con un método tipo secante.

3.1. Un método secante en grupos de Lie

3.1.1. Diferencias divididas sobre grupos de Lie

El método secante es una de las variantes más conocidas del método de Newton, el
cual puede aplicarse a una función no necesariamente diferenciable, ya que el método no
requiere calcular la derivada en cada iteración. En su lugar se hace uso de una aproxima-
ción adecuada para la primera derivada de la función. En el caso unidimensional, dada
f : I ⊆ R → R, f ′(x) es aproximada por una diferencia dividida del tipo

f(x+ h)− f(x)

h
,

donde h es elegida adecuadamente. Más generalmente, en espacios de Banach, A. Ser-
geev [55], ver también [37, 53], usó la definición de diferencia dividida de primer orden
(2.3) introducida por J. Schröder [54] para extender el método secante a este contexto.
Siguiendo estas ideas, en [20] se presenta una definición de diferencias divididas en el

21
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contexto de variedades Riemannianas. Usaremos esto como punto de partida con el fin
de proveer una definición de diferencias divididas de primer orden para una función F
definida desde un grupo de Lie G en su correspondiente álgebra g.

Con la notación previa, consideremos una curva regular c : I ⊆ R → G, s, s + h ∈ I
y F : G → g continua. Entonces, existe un único u ∈ g para el cual(

L′
c(s)

)
e
(u) = c′(s). (3.1)

Diremos que un operador lineal θ : g → g es una diferencia dividida de primer orden
para F en los puntos c(s) y c(s+ h), con dirección c′(s), si se satisface la igualdad

θ(u) =
1

h
(F (c(s+ h))− F (c(s))). (3.2)

En lo que sigue, si no hay lugar a confusión, escribimos θ := [c(s), c(s+ h);F ].

Observación 3.1. Note que si consideramos la curva sobre g dada por α(t) = F (c(t))
y F diferenciable, se tiene que

α′(s) = F ′
c(s)(c

′(s))

= F ′
c(s)((L

′
c(s))e(u))

= dFc(s)(u),

lo cual muestra que θ resulta ser una buena aproximación del operador dF definido en
(2.10).

Ejemplo 3.1. Sea F : G → g una función de clase C1, g ∈ G, y u ∈ g. Si γ := γu
satisface (2.7), entonces la curva c(t) = g exp(tu) = gγ(t), t ∈ R, cumple que

c′(t) = (dLg)γ(t)(γ
′(t)), t ∈ R,

de donde c′(0) = (dLg)e(γ
′(0)) = (dLg)e(u). Aśı, por (2.12), la transformación lineal

θ : g → g, definida por

θ(v) =

∫ 1

0

dFc(t)(v)dt, (3.3)

satisface

θ(u) =

∫ 1

0

dFc(t)(u)dt = F (c(1))− F (c(0)).

Por lo tanto θ es una diferencia dividida de primer orden de F en los puntos c(0) = g y
c(1) = g exp(u), con dirección c′(0) = (dLg)e(u).
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3.1.2. Un algoritmo tipo secante en grupos de Lie

Estamos listos para presentar el algoritmo tipo secante que permitirá aproximar so-
luciones a problemas del tipo F (x) = 0, en el caso de una función continua del tipo
F : Ω ⊆ G → g, donde Ω es un subconjunto abierto del grupo de Lie G.

Dados p−1 , p0 ∈ Ω, definimos la sucesión secante (pn), por

vn = −[pn−1, pn;F ]−1F (pn)

pn+1 = pn exp(vn),
(3.4)

n = 0, 1, 2, . . . .

3.1.3. Análisis de convergencia semilocal del algoritmo (3.4)

Para el análisis de convergencia del algoritmo secante (3.4), asumiremos que F satisface
cierto tipo de condiciones de continuidad tipo Lipschitz; éstas han sido estudiadas en
otros escenarios como espacios de Banach y variedades Riemannianas, ver [37] para el
caso de espacios de Banach y [20] para el caso de variedades Riemannianas.

Sea ω : R+ × R+ → R+ una función no decreciente y continua en cada uno de sus
argumentos. Diremos que la aplicación continua F : Ω ⊆ G → g satisface la ω−condición
sobre Ω, si la desigualdad

∥[p, q;F ]− [x, y;F ]∥ ≤ ω(d(p, x); d(q, y)) (3.5)

se cumple para todo p, q, x, y ∈ Ω, con [ · , · ;F ] satisfaciendo (3.2).

Asumiremos que F satisface las siguientes condiciones:

1. L0 = [p−1 , p0;F ] es invertible y
∥∥L−1

0

∥∥ ≤ β, para algún β ≥ 0;

2.
∥∥L−1

0 F (p0)
∥∥ ≤ η, para algún η ≥ 0;

3. la ecuación

u =

(
a(u)b(u)

1− c(u)
+ a(u) + 1

)
η,

donde α = d(p−1, p0) y

a(t) =
βω(α, t)

1− βω(α, t)
, b(t) =

βω(t, 2t)

1− βω(α + t, t)
, c(t) =

βω(2t, 2t)

1− βω(α + t, t)
,
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para t ∈ R, tiene al menos un cero positivo. Al menor de estos ceros lo denotaremos
por R.

Teorema 3.1. Además de las condiciones anteriores, supongamos que la ω−condición
(3.5) es satisfecha, y que también

βω(R + α,R) < 1, c(R) < 1 y B(p0, R) ⊂ Ω.

Entonces la sucesión secante (3.4) está bien definida, está contenida en B(p0, R) y con-
verge a la única solución p∗ de la ecuación F (p) = 0 en B(p0, R).

Demostración. Para probar que la sucesión (pn) está bien definida y contenida enB(p0, R),
procederemos por inducción. Definamos Ln := [pn−1, pn;F ] , con n ≥ 0, y consideremos
la familia de curvas {γn : [0, 1] → G | n ≥ 0} definidas por γn(t) := pn exp(tvn). Notemos
que, de una manera similar a (2.8),

∥γ′
n(t)∥ = ∥vn∥ , para todo 0 ≤ t ≤ 1, (3.6)

de donde, por definición de (pn),

d(pn, pn+1) ≤
∫ 1

0

∥γ′
n(t)∥ dt = ∥vn∥ , n = 0, 1, . . . . (3.7)

Por otra parte, la diferencia dividida [pn, pn+1;F ] en los puntos pn, pn+1 con dirección
γ′
n(0) = (dLpn)e(vn), satisface

[pn, pn+1;F ](vn) = F (pn+1)− F (pn), n = 0, 1, . . . . (3.8)

Se sigue de aqúı y (3.4) que

F (pn+1) = [pn, pn+1;F ](vn)− [pn−1, pn;F ](vn)

= (Ln+1 − Ln)(vn), n = 0, 1, . . . .
(3.9)

lo que en virtud de (3.5) implica

∥F (pn+1)∥ ≤ ω(d(pn−1, pn), d(pn, pn+1)) ∥vn∥ , n = 0, 1, . . . . (3.10)

De otro lado, por hipótesis L−1
0 existe y por lo tanto, sustituyendo n = 0 en (3.4),

tenemos que
v0 = −L−1

0 F (p0) y p1 = p0 exp(v0)

están bien definidos. Probemos que p1 ∈ B(p0, R) ⊂ Ω. Se sigue de (3.7) que

d(p0, p1) ≤ ∥v0∥ ≤ η,
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siendo la última desigualdad consecuencia de (3.4) y la condición (2). De aqúı y la
igualdad

R =

(
ba

1− c
+ a+ 1

)
η = Kη, (3.11)

donde a = a(R), b = b(R) y c = c(R), podemos concluir que d(p0, p1) ≤ η < R. Aśı
p1 ∈ B(p0, R). Consideremos ahora el caso n = 1. Por definición de (pn) tenemos que

v1 = −L−1
1 F (p1) y p2 = p1 exp(v1).

Entonces, para probar que p2 está bien definido, es suficiente verificar que el operador
L1 es invertible. De hecho, por la ω−condición (3.5) y las propiedades de ω, obtenemos∥∥I − L−1

0 L1

∥∥ ≤
∥∥L−1

0

∥∥ ∥L0 − L1∥
≤ βω(d(p−1 , p0), d(p0, p1))

≤ βω(α,R)

≤ βω(R + α,R)

< 1,

(3.12)

de lo cual se sigue, por el lema de Banach, que L−1
1 existe y además,∥∥L−1

1

∥∥ ≤
∥∥L−1

0

∥∥
1−

∥∥L−1
0

∥∥ ∥L0 − L1∥
≤ β

1− βω(α,R)
.

Probemos ahora que d(p2, p0) < R. Por un lado, de (3.4) y (3.7) se tiene que

d(p1, p2) ≤ ∥v1∥ ≤
∥∥L−1

1

∥∥ ∥F (p1)∥ .

Por otro lado, por (3.10),

∥F (p1)∥ ≤ ω(d(p−1, p0), d(p0, p1)) ∥v0∥ ≤ ω(α,R)η

y, en consecuencia, ∥v1∥ ≤ a ∥v0∥ . Adicionalmente,

d(p2, p0) ≤ d(p2, p1) + d(p1, p0)

≤ ∥v1∥+ ∥v0∥
≤ (a+ 1)η.

De aqúı y (3.11) se sigue d(p2, p0) < R, y por lo tanto p2 ∈ B(p0, R). Para el caso n = 2
primero notamos que de (3.5) y del hecho que p1 y p2 ∈ B(p0, R), se sigue que∥∥I − L−1

0 L2

∥∥ ≤
∥∥L−1

0

∥∥ ∥L0 − L2∥
≤ βω(d(p−1, p1), d(p0, p2))

≤ βω(d(p−1, p0) + d(p0, p1), d(p0, p2))

≤ βω(α +R,R) < 1,
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de donde L2 es invertible y por consiguiente p3 = p2 exp(v2), con v2 = −L−1
2 F (p2), está

bien definido. También se concluye que

∥∥L−1
2

∥∥ ≤ β

1− βω(α +R,R)
.

Es claro que siguiendo el procedimiento anterior, también se puede concluir que para
todo n ≥ 2, ∥∥I − L−1

0 Ln

∥∥ ≤ βω(α +R,R) < 1, si pn−1, pn ∈ B(p0, R). (3.13)

Si lo anterior se tiene, podŕıamos obtener por el lema de Banach que el operador Ln

es invertible, aśı como también una cota uniforme para la norma ∥L−1
n ∥ ; la cota solo

dependeŕıa de β, α y R.

Verifiquemos que d(p3, p0) < R. En virtud de (3.10) y el hecho que p1, p2 ∈ B(p0, R),
tenemos que

∥F (p2)∥ ≤ ω(d(p0, p1), d(p1, p2)) ∥v1∥ ≤ ω(R, 2R) ∥v1∥ ,

lo cual implica que

∥v2∥ =
∥∥−L−1

2 F (p2)
∥∥ ≤ βω(R, 2R)

1− βω(α +R,R)
∥v1∥ = b ∥v1∥ .

Aśı, ya que ∥v1∥ ≤ a ∥v0∥ , obtenemos

d(p3, p0) ≤ d(p3, p2) + d(p2, p1) + d(p1, p0)

≤ ∥v2∥+ ∥v1∥+ ∥v0∥
≤ (ab+ a+ 1) ∥v0∥
≤ (ab+ a+ 1)η < R,

y por lo tanto p3 ∈ B(p0, R). El siguiente paso es probar que las siguientes afirmaciones
son válidas para todo n ≥ 3.

(I) Existe L−1
n y ∥∥L−1

n

∥∥ ≤ β

1− βω(R + α,R)
;

(II) pn+1 ∈ B(p0, R).
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Para el caso n = 3, vemos de (3.13) y el comentario que le sigue, que L3 es invertible y∥∥L−1
3

∥∥ ≤ β

1− βω(R + α,R)
.

Ahora, del hecho que p1, p2, p3 ∈ B(p0, R) y (3.10), inferimos que

∥F (p3)∥ ≤ ω(d(p1, p2), d(p2, p3)) ∥v2∥ ≤ ω(2R, 2R) ∥v2∥ ,

de lo cual se deduce
∥v3∥ ≤

∥∥L−1
3

∥∥ ∥F (p3)∥

≤ βω(2R, 2R)

1− βω(α +R,R)
ab ∥v0∥

= cab ∥v0∥ .
Aśı,

d(p4, p0) ≤ d(p4, p3) + d(p3, p2) + d(p2, p1) + d(p1, p0)

≤ ∥v3∥+ ∥v2∥+ ∥v1∥+ ∥v0∥
≤ ((c+ 1)ab+ a+ 1)η

=

(
1− c2

1− c
ab+ a+ 1

)
η

< R

y, en consecuencia, p4 ∈ B(p0, R).

Supongamos ahora que (I) y (II) se satisfacen para k = 1, . . . , n y comprobemos el
caso k = n + 1, n > 3. Procediendo como en el caso n = 3, la hipótesis pk ∈ B(p0, R)
para k = 1, . . . , n+ 1, permite concluir de (3.13) que L−1

n+1 existe y

∥∥L−1
n+1

∥∥ <
β

1− βω(α +R,R)
.

De otro lado, por hipótesis de inducción y (3.10), tenemos

∥F (pn+1)∥ ≤ ω(2R, 2R) ∥vn∥ ,

de donde

∥vn+1∥ ≤
∥∥L−1

n+1

∥∥ ∥F (pn+1)∥ ≤ c ∥vn∥ ≤ · · · ≤ cn−1 ∥v2∥ ≤ cn−1ab ∥v0∥

y por lo tanto
d(pn+1, pn+2) ≤ ∥vn+1∥ ≤ cn−1ab ∥v0∥ . (3.14)
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Se concluye de aqúı que

d(pn+2, p0) ≤ d(pn+2, pn+1) + d(pn+1, pn) + · · ·+ d(p2, p1) + d(p1, p0)

≤ ∥vn+1∥+ ∥vn∥+ · · ·+ ∥v1∥+ ∥v0∥
≤ ((cn−1 + cn−2 + · · ·+ 1)ab+ a+ 1)η

=

(
1− cn

1− c
ab+ a+ 1

)
η

< R,

o equivalentemente pn+2 ∈ B(p0, R). Esto completa la prueba de (I) y (II).

El siguiente paso es probar que (pn) converge. Procediendo como en la prueba de la
desigualdad anterior se obtiene,

d(pn, pn+m) ≤ d(pn, pn+1) + d(pn+1, pn+2) + · · ·+ d(pn+m−1, pn+m)
≤ (1 + c+ · · ·+ cm−1) ∥vn∥

<

(
1

1− c

)
cn−2ab ∥v0∥ ,

para todo n,m ≥ 3. En consecuencia, (pn) es una sucesión de Cauchy en B(p0, R) y
por lo tanto existe p∗ ∈ B(p0, R) tal que (pn) converge a p∗. Se sigue también de la
desigualdad ∥F (pn+1)∥ ≤ ω(2R, 2R) ∥vn∥ , la continuidad de F y la condición vn → 0,
que F (p∗) = 0.

Finalmente, supongamos que existe otra solución q∗ ∈ B(p0, R) de F (p) = 0 y
consideremos una diferencia dividida θ = [q∗, p∗;F ]. Entonces

θ(v∗) = F (p∗)− F (q∗) = 0, para algún v∗ ∈ g.

Dado que ∥∥I − L−1
0 θ

∥∥ ≤
∥∥L−1

0

∥∥ ∥L0 − θ∥
≤ βω(d(p−1 , q

∗), d(p0, p
∗))

≤ βω(d(p−1 , p0) + d(p0, q
∗), R)

≤ βω(α +R,R) < 1,

existe θ−1 y aśı v∗ = θ−1(0) = 0. Por consiguiente, p∗ = q∗.

3.1.4. Orden de convergencia del método de la secante

Probaremos en esta sección que, como en el caso de espacios de Banach, el orden de
convergencia del método de la secante estudiado en la sección anterior es (1 +

√
5)/2.

Comenzamos deduciendo un teorema de Taylor en grupos de Lie.
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Observación 3.2. Como antes, sea G un grupo de Lie con álgebra de Lie g. Si F : G → g
es suficientemente diferenciable, entonces la curva en g definida por α(t) = F (c(t)),
satisface

α(t) = α(0) + tα′(0) + · · ·+ tn

n!
α(n)(0) +

∫ t

0

(t− s)n

n!
αn+1(s)ds.

Se concluye en virtud de (2.14), que

F (g exp(tv)) = F (g)+tdFg(v)+· · ·+ tn

n!
dnFg(v

n)+

∫ t

0

(t− s)n

n!
dn+1Fc(s)(v

n+1)ds, (3.15)

donde vk denota la k−tupla (v, . . . , v). Si adoptamos la notación On(w) (notación O
grande) para representar O(∥w∥n), con w ∈ g, se tiene

F (g exp(tv)) = F (g) + tdFg(v) + · · ·+ tn

n!
dnFg(v

n) +On+1(v), (3.16)

para g ∈ G y v ∈ g.

En el resto de la sección, asumiremos F de clase C3.

Dados x ∈ G y v ∈ g, consideremos la curva c(t) = x exp(tv), 0 ≤ t ≤ 1, y la
diferencia dividida θ : g → g del Ejemplo 3.1, la cual está definida por

θ(u) =

∫ 1

0

dFc(t)(u)dt, u ∈ g.

Procediendo como en la Observación 3.2, pero con las curvas α(t) = dFc(t) y β(t) =
d2Fc(t), se obtiene

dFc(t) = dFx + td2Fx(v, ·) +
∫ t

0

(t− s)d3Fc(s)(v, v, ·)ds (3.17)

y también

d2Fc(t)(·, ·) = d2Fx(·, ·) +
∫ t

0

d3Fc(s)(v, ·, ·)ds. (3.18)

Por lo tanto, por definición de θ, se infiere que

θ(·) = dFx(·) +
1

2
d2Fx(v, ·) +O2(v). (3.19)
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Definición 3.1. Sea (xn) una sucesión en un grupo de Lie G que converge a x∗ ∈ G.
Para n suficientemente grande, escribamos xn = x∗ exp(un), con un ∈ g. Diremos que
(xn) converge a x∗ con orden al menos α > 0, si

∥un+1∥ ≤ λ ∥un∥α ,

para alguna constante positiva λ y n suficientemente grande.

Teorema 3.2. Suponga que la sucesión (pn) definida en (3.4) converge a p∗ y dFp∗ es
invertible. Entonces el orden de convergencia del método es (1 +

√
5)/2.

Demostración. Para n suficientemente grande, existe un ∈ g tal que

pn = p∗ exp(un) y d(p∗, pn) ≤ ∥un∥ = ℓ(σn),

donde σn(t) = p∗ exp(tun), 0 ≤ t ≤ 1. Consideremos también las curvas γn(t) =
pn exp(tvn), 0 ≤ t ≤ 1, y la diferencia dividida

Ln(w) := [pn−1, pn;F ](w) =

∫ 1

0

dFγn−1(t)(w)dt, w ∈ g.

Aśı, de (3.19) se sigue que

Ln = dFpn−1 +
1

2
d2Fpn−1(vn−1, ·) +O2(vn−1) (3.20)

Ahora, por (3.17),

dFpn−1 = dFp∗ + d2Fp∗(un−1, ·) +O2(un−1)

= dFp∗ [I + L∗(un−1, ·) +O2(un−1)],
(3.21)

donde L∗ = dF−1
p∗ d2Fp∗ . Similarmente, (3.18) implica

d2Fpn−1(vn−1, ·) = d2Fp∗(vn−1, ·) +O2(un−1, vn−1),

con O2(un−1, vn−1) = O(∥un−1∥ ∥vn−1∥). De aqúı, (3.20) y (3.21), se concluye que

Ln = dFp∗ [I + L∗(un−1, ·) +O2(un−1)]+

+
1

2
[d2Fp∗(vn−1, ·) +O2(un−1, vn−1)] +O2(vn−1),

de donde

Ln = dFp∗

[
I +

1

2
L∗(2un−1 + vn−1, ·) + Õ2(un−1, vn−1)

]
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y, en consecuencia,

L−1
n =

[
I − 1

2
L∗(2un−1 + vn−1, ·) + Õ2(un−1, vn−1)

]
dF−1

p∗ . (3.22)

Aqúı, Õ2(un−1, vn−1) = O(∥un−1∥2)+O(∥un−1∥ ∥vn−1∥)+O(∥vn−1∥2). De otro lado, como

pn+1 = pn exp(vn) = p∗ exp(un) exp(vn) y pn+1 = p∗ exp(un+1),

entonces,
exp(un) exp(vn) = exp(un+1) para todo n.

Se sigue de la Observación 2.2 que, para valores de n suficientemente grande,

un+1 = un + vn + wn,

donde

wn =
1

2
[un, vn] +

1

12
([un, [un, vn]] + [vn, [vn, un]])−

1

24
[vn, [un.[un, vn]]] + · · ·

= O2(un, vn) + o(∥un∥ ∥vn∥).
(3.23)

Aśı, para tales valores de n, se sigue de (3.4) que

un+1 = un − L−1
n F (pn) + wn,

y por (3.22) llegamos a la igualdad

un+1 = un −
{[

I − 1

2
L∗(2un−1 + vn−1, ·) + Õ2(un−1, vn−1)

]
dF−1

p∗

}
F (pn) + wn.

Ahora, aplicando (3.16) a la curva σn, se concluye que

F (pn) = F (p∗) + dFp∗(un) +
1

2
d2Fp∗(un, un) +O3(un)

= dFp∗

[
un +

1

2
dF−1

p∗ d2Fp∗(un, un) +O3(un)

]
= dFp∗

[
un +

1

2
L∗(un, un) +O3(un)

]
.

En consecuencia, y teniendo en cuenta que un = un−1 + vn−1 + wn−1, obtenemos por
bilinealidad de L∗ que

un+1 = un −
[
I − 1

2
L∗(un−1 + un, ·) +

1

2
L∗(wn−1, ·) + Õ2(un−1, vn−1)

]
[
un +

1

2
L∗(un, un) +O3(un)

]
+ wn.
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Se obtiene de aqúı y (3.23) que

un+1 =
1

2
L∗(un−1, un) + o(∥un∥ ∥un−1∥) +O3(un), (3.24)

para n suficientemente grande.

Para finalizar la prueba, usamos un procedimiento estándar. Supongamos a priori
que

ĺım
n→∞

∥un+1∥
∥un∥α

= c, para algunas constantes c > 0 y 1 ≤ α.

Entonces también se tendŕıa

ĺım
n→∞

∥un∥α

∥un+1∥
=

1

c
y ĺım

n→∞

∥un−1∥
∥un∥1/α

=
1

c1/α
.

De otro lado, por (3.24),

∥un+1∥ ≤ C ∥un∥ ∥un−1∥+ o(∥un∥ ∥un−1∥) +O3(un),

donde C = ∥L∗∥ /2. Aśı,

∥un∥α−1−1/α ≤ C
∥un∥α

∥un+1∥
∥un−1∥
∥un∥1/α

+
∥un∥α

∥un+1∥
∥un−1∥
∥un∥1/α

o(∥un∥ ∥un−1∥)
∥un∥ ∥un−1∥

+

+
∥un∥α

∥un+1∥
O3(un)

∥un∥1+1/α
.

Como el segundo miembro de la desigualdad anterior tiene ĺımite positivo, necesariamente
debemos tener que α − 1− 1/α = 0, lo cual implica α = (1 +

√
5 )/2. Esto completa la

prueba.

3.2. El método Newton Kantorovich

Como hemos descrito en la introducción, uno de los métodos mas estudiados en diferentes
contextos es el método de Newton. En el caso de grupos de Lie, se ha realizado un análisis
de convergencia para el método de Newton usando diferentes hipótesis, como puede ser
visto en [8, 9, 43, 46, 48, 39].

En esta sección presentamos un análisis de convergencia semilocal del método de
Newton usando la técnica de relaciones de recurrencia de Kantorovich.
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Teorema 3.3. Sea Ω un subconjunto abierto y convexo de G y F : Ω ⊂ G → g de clase
C2. Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

1. para x0 ∈ Ω, existe dF−1
x0

∈ End(g) y β > 0 tal que
∥∥dF−1

x0

∥∥ ≤ β;

2. existe η > 0 tal que
∥∥dF−1

x0
F (x0)

∥∥ ≤ η;

3. existe R > 0 y M > 0 que satisfacen ∥dF 2
x∥ ≤ M, para todo x ∈ B(x0, R);

4. si h := βηM ≤ 1
2
, tenemos que B(x0, ρ

∗) ⊆ B(x0, R), donde

ρ∗ =
1−

√
1− 2h

h
η.

Entonces la sucesión (xn), con punto inicial x0 ∈ Ω, definida por

xn+1 := xn exp[−dF−1
xn

(F (xn))], (3.25)

converge a una solución x∗ de la ecuación F (x) = 0 y x∗, xn ∈ B(x0, ρ
∗) para todo n.

Además, si h < 1
2
la solución es única en B(x0, ρ

∗∗) ∩ B(x0, R), donde ρ∗∗ = 1+
√
1−2h
h

η.
En el caso h = 1/2, x∗ es la única solución en B(x0, ρ

∗). También,

d(xn, x
∗) ≤ 1

2n−1
(2h)2

n−1η, (3.26)

para todo n = 0, 1, 2, . . . .

Demostración. Notemos primero que por ı́tem 1, x1 := x0 exp[−dF−1
x0

(F (x0))] está bien
definido. Además, definiendo

β0 := β, η0 := η y h0 := h,

se sigue de ı́tem 2 que
∥∥dF−1

x0
F (x0)

∥∥ ≤ η0. Ahora, considerando la curva

c0(t) = x0 exp(tu0), 0 ≤ t ≤ 1, con u0 = −dF−1
x0

F (x0),

la cual tiene extremos x0 y x1, obtenemos que

d(x1, x0) ≤
∥∥dF−1

x0
F (x0)

∥∥ ≤ η0 = η < ρ∗.

La última desigualdad es una consecuencia de la definición de ρ∗ y la desigualdad

1−
√
1− 2h0

h0

> 1.
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De esto concluimos que x1 ∈ B(x0, ρ
∗).

El siguiente paso es probar que x2 está bien definido, para lo cual es suficiente ga-
rantizar que dFx1 es invertible. Tenemos por (3.17) que

dFx1(·)− dFx0(·) =
∫ 1

0

d2Fc(t)(u0, ·)dt,

de donde se sigue que

∥dFx1 − dFx0∥ ≤
∫ 1

0

∥∥d2Fc(t)

∥∥ ∥u0∥ ≤ Mη0.

Aśı, por hipótesis tenemos que∥∥I − dF−1
x0

dFx1

∥∥ ≤
∥∥dF−1

x0

∥∥ ∥dFx1 − dFx0∥ ≤ β0Mη0 ≤ 1/2 < 1.

El lema de Banach implica que dFx1 es invertible y por lo tanto x2 está bien definido.

Ahora probaremos que se cumplen las mismas hipótesis del teorema, pero reemplazan-
do x1 por x0 y constantes por definir β1, η1 y h1, en lugar de β0, η0 y h0, respectivamente.

Aplicando el lema de Banach en la desigualdad anterior también se sigue que si
Γ0 = dF−1

x0
y Γ1 = dF−1

x1
, entonces

∥Γ1∥ ≤ ∥Γ0∥
1− ∥I − Γ0dFx1∥

=
β0

1− h0

:= β1,

ya que h0 = β0Mη0. De otro lado, por definición de u0 y la fórmula de Taylor (3.15),
tenemos que

F (x1) = F (x0) + dFx0(u0) +

∫ 1

0

(1− s)d2Fc(s)(u0, u0)ds =

∫ 1

0

(1− s)d2Fc(s)(u0, u0)ds,

de donde se concluye

∥F (x1)∥ =

∥∥∥∥∫ 1

0

(1− s)d2Fc(s)(u0, u0)ds

∥∥∥∥ ≤ 1

2
M ∥u0∥2 ≤

1

2
Mη20.

Se sigue de aqúı, la cota obtenida para ∥Γ1∥ y la igualdad h0 = h = β0η0M, que

∥Γ1F (x1)∥ ≤ ∥Γ1∥ ∥F (x1)∥ ≤ β0Mη20
2(1− h0)

=
h0η0

2(1− h0)
:= η1.
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Notar que si consideramos la curva

c1(t) = x1 exp(tu1), 0 ≤ t ≤ 1, con u1 = −Γ1F (x1),

se concluye del estimativo anterior que

d(x2, x1) ≤ ℓ(c1) = ∥u1∥ ≤ η1 ≤ h0η0 ≤ η0/2,

ya que la condición h0 = β0η0M ≤ 1/2 implica 2(1− h0) ≥ 1. Concluimos también que

h1 := β1η1M =
β0

1− h0

h0η0
2(1− h0)

M =
h2
0

2(1− h0)2
≤ 1

2
.

Esto muestra que se satisfacen las condiciones del teorema en x1, reemplazando β1, η1 y
h1 por β0, η0 y h0, respectivamente.

Ahora definamos

ρ1 =
1−

√
1− 2h1

h1

η1.

De la igualdad √
1− 2h1 =

(
1− h2

0

(1− h0)2

)1/2

=

√
1− 2h0

1− h0

y la definición de h1, η1, es fácil obtener

ρ1 =

(
(1− h0)−

√
1− 2h0

h0

)
η0 =

(
1−

√
1− 2h0

h0

− 1

)
η0 = ρ∗ − η0.

Aśı,

x ∈ B(x1, ρ1) ⇒ d(x, x0) ≤ d(x, x1) + d(x1, x0) < ρ1 + η0

⇒ d(x, x0) < ρ∗

⇒ x ∈ B(x0, ρ
∗),

de donde
B(x1, ρ1) ⊆ B(x0, ρ

∗) ⊆ B(x0, R).

Notar que como d(x1, x2) ≤ η1 ≤ ρ1, podemos concluir que x2 ∈ B(x0, ρ∗) ⊆ B(x0, R) ⊆
Ω.

Supongamos que se ha probado la buena definición de xk+1, xk+1 ∈ B(x0, ρ∗), con
0 ≤ k ≤ n, y se han definido las constantes correspondientes

βk :=
βk−1

1− hk−1

, ηk :=
hk−1ηk−1

2(1− hk−1)
, hk := βkηkM
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y el radio

ρk =
1−

√
1− 2hk

hk

ηk, 1 ≤ k ≤ n.

Asumiremos que Γk = dF−1
xk

existe y

∥Γk∥ ≤ βk =
βk−1

1− hk−1

, 1 ≤ k ≤ n, (3.27)

y además

∥F (xk)∥ ≤ 1

2
Mη2k−1 y B(xk, ρk) ⊆ B(x0, ρ

∗), 1 ≤ k ≤ n. (3.28)

De manera similar a lo deducido para h1, tenemos

hk = βkηkM =
βk−1

1− hk−1

hk−1ηk−1

2(1− hk−1)
M =

h2
k−1

2(1− hk−1)2
, 1 ≤ k ≤ n.

En particular, se sigue de aqúı y del estimativo h1 ≤ 1/2, que

h2 ≤
h2
1

2(1− h1)2
≤ 2h2

1 ≤
1

2
.

Siguiendo este proceso es posible concluir que

hk ≤ 2h2
k−1 ≤

1

2
, 1 ≤ k ≤ n. (3.29)

Ahora consideremos las curvas

ck(t) = xk exp(tuk), 0 ≤ t ≤ 1, con uk = −ΓkF (xk), 1 ≤ k ≤ n,

las cuales tienen extremos en xk y xk+1, respectivamente. Entonces

d(xk+1, xk) ≤ ℓ(ck) = ∥uk∥ ≤ ∥Γk∥ ∥F (xk)∥ , 1 ≤ k ≤ n.

Si sigue de las hipótesis inductivas que

d(xk+1, xk) ≤ ∥uk∥ ≤ βk−1

1− hk−1

1

2
Mη2k−1 =

hk−1ηk−1

2(1− hk−1)
= ηk, 1 ≤ k ≤ n. (3.30)

Probemos que xn+2 está bien definido, lo cual sigue de la existencia de Γn+1 := dF−1
xn+1

.
Para ver esto, primero observemos que de (3.17) se sigue que

dFxn+1 − dFxn =

∫ 1

0

d2Fcn(t)(un, ·)dt,
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lo cual implica ∥∥I − ΓndFxn+1

∥∥ ≤ ∥Γn∥
∥∥dFxn − dFxn+1

∥∥
≤ ∥Γn∥

∥∥d2Fcn(t)

∥∥ ∥un∥
≤ βnMηn

= hn ≤ 1/2.

Del lema de Banach se concluye que Γn+1 existe y xn+2 está bien definido. Además
tenemos el estimativo

∥Γn+1∥ ≤ ∥Γn∥
1−

∥∥I − ΓndFxn+1

∥∥ ≤ βn

1− hn

:= βn+1,

lo cual es (3.27) para k = n + 1. De otro lado, de la fórmula de Taylor (3.15) uno tiene
que

F (xn+1) = F (xn) + dFxn(un) +

∫ 1

0

(1− s)d2Fcn(s)(un, un)ds

=

∫ 1

0

(1− s)d2Fcn(s)(un, un)ds,

siendo la última igualdad una consecuencia de un = ΓnF (xn). De aqúı obtenemos

∥F (xn+1)∥ ≤ 1

2
M ∥un∥2 ≤

1

2
Mη2n.

Esto es (3.28) para k = n+ 1. De lo anterior, considerando la curva

cn+1(t) = xn+1 exp(tun+1), 0 ≤ t ≤ 1, con un+1 = −Γn+1F (xn+1),

se concluye que

d(xn+1, xn+2) ≤ ∥un+1∥ ≤ ∥Γn+1∥ ∥F (xn+1)∥ ≤ Mβn+1η
2
n

2
=

hnηn
2(1− hn)

:= ηn+1,

y por lo tanto

hn+1 := βn+1ηn+1M =
h2
n

2(1− hn)2
≤ 2h2

n ≤ 1

2
.

Usando reiteradamente (3.29), se obtiene

hk ≤ 2h2
k−1 ≤ 2 · 22h4

k−2 ≤ · · · ≤ 1

2
(2h0)

2k , 1 ≤ k ≤ n+ 1,
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y consecuentemente

ηk+1 ≤ hkηk ≤ hkhk−1ηk−1 ≤ · · · ≤ hkhk−1 · · ·h1h0η0.

Aśı,

ηk+1 ≤
[
1

2
(2h0)

2k
] [

1

2
(2h0)

2k−1

]
· · ·

[
1

2
(2h0)

2

]
h0η0

≤ 1

2k+1
(2h0)

2k+1−1η0,

para todo 1 ≤ k ≤ n. Resta probar que xn+2 ∈ B(x0, ρ
∗). De la fórmula

hk+1 =
h2
k

2(1− hk)2
, 0 ≤ k ≤ n,

se sigue que para estos valores de k,

√
1− 2hk+1 =

√
1− h2

k

(1− hk)2
=

√
1− 2hk

1− hk

,

de donde

1−
√

1− 2hk+1

hk+1

=
1− hk −

√
1− 2hk

hk

hk

hk+1(1− hk)

=
1− hk −

√
1− 2hk

hk

2(1− hk)

hk

=

(
1−

√
1− 2hk

hk

− 1

)
2(1− hk)

hk

.

Por definición de ηk+1 se concluye que

ρk+1 =
1−

√
1− 2hk+1

hk+1

ηk+1 =

(
1−

√
1− 2hk

hk

− 1

)
ηk = ρk − ηk,

para todo 0 ≤ k ≤ n. Luego,

x ∈ B(xn+1, ρn+1) ⇒ d(x, xn) ≤ d(x, xn+1) + d(xn+1, xn)

⇒ d(x, xn) ≤ ρn+1 + ηn = ρn

⇒ x ∈ B(xn, ρn),

lo cual implica, en virtud de la hipótesis inductiva (3.28), que

B(xn+1, ρn+1) ⊆ B(xn, ρn) ⊆ B(x0, ρ
∗).
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Como consecuencia, xn+2 ∈ B(x0, ρ∗), ya que d(xn+2, xn+1) ≤ ηn+1 ≤ ρn+1. Por inducción
matemática se concluye que (xn) está bien definida, (xn) ⊆ B(x0, ρ∗) y los estimativos
(3.27), (3.28), (3.29) y (3.30) se cumplen para todo entero positivo n. También se concluye
que

ρn+1 = ρn − ηn y ηn ≤ 1

2n
(2h0)

2n−1η0, para todo n. (3.31)

Finalmente probemos que la sucesión (xn) es de Cauchy. Primero notemos que por defi-
nición de ρn y la condición 0 ≤ hn ≤ 1/2, se tiene que ηn ≤ ρn ≤ 2ηn, para todo entero
positivo n.

Dados enteros positivo n,m, por (3.31) tenemos

d(xn, xn+m) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + · · ·+ d(xn+m−1, xn+m)

≤ ηn + ηn+1 + · · ·+ ηn+m−1

≤ (ρn − ρn+1) + (ρn+1 − ρn+2) + · · ·+ (ρn+m−1 − ρn+m)

≤ ρn − ρn+m.

De aqúı y (3.31) obtenemos

d(xn, xn+m) ≤ ρn ≤ 2ηn ≤ 2
1

2n
(2h0)

2n−1η0 =
1

2n−1
(2h0)

2n−1η0,

de donde se concluye que (xn) ⊆ B(x0, ρ∗) es de Cauchy y por lo tanto existe x∗ ∈
B(x0, ρ∗) tal que xn → x∗ cuando n → ∞. En particular, tomando ĺımite en la desigual-
dad anterior cuando m → ∞, se concluye (3.26).

Ahora es claro que del estimativo (3.28) para ∥F (xn)∥ y la continuidad de F, se
concluye que F (x∗) = 0.

3.3. Método de King-Werner en Grupos de Lie

Esta sección está dedicada a realizar un análisis de convergencia semilocal para una
versión en grupos de Lie del método de King-Werner, ver (2.2) para la versión en espacios
de Banach del método de King-Werner. Asumiremos que G es un grupo de Lie abeliano
con álgebra de Lie g y F : G → g es de clase C2. El método es definido como sigue:



40 Caṕıtulo 3. Algunos métodos iterativos en grupos de Lie

Sea x0 ∈ G tal que dFx0 : g → g es invertible y defina

ṽ0 = −dF−1
x0

(F (x0));

z0 = x0 exp(ṽ0);

g0 = x0 exp(ṽ0/2);

v0 = −dF−1
g0

(F (x0));

x1 = x0 exp(v0).

(3.32)

Para n ≥ 1, defina

ṽn = −dF−1
gn−1

(F (xn));

zn = xn exp(ṽn);

gn = xn exp(ṽn/2);

vn = −dF−1
gn (F (xn));

xn+1 = xn exp(vn).

(3.33)

Observación 3.3. De las igualdades anteriores, la fórmula [exp(v)]−1 = exp(−v), v ∈ g,
y teniendo en cuenta que G es abeliano, se obtiene que

xn+1 = xn exp(vn)

= gn exp(−ṽn/2) exp(vn)

= gn exp(vn − ṽn/2)

= gn exp(wn),

donde wn = vn − ṽn/2, n ≥ 0. Aśı, la curva cn(t) = gn exp(twn), 0 ≤ t ≤ 1, satisface
cn(0) = gn y cn(1) = xn+1.

Similarmente, la curva βn(t) = xn exp(tṽn/2), 0 ≤ t ≤ 1, satisface βn(0) = xn y
βn(1) = gn. Además,

xn+1 = xn exp(vn) = zn exp(−ṽn) exp(vn) = zn exp(un),

donde un = vn − ṽn. y la curva αn(t) = gn exp(−tṽn/2), 0 ≤ t ≤ 1, satisface αn(0) = gn
y αn(1) = xn.

3.3.1. Análisis de convergencia semilocal del método de King-
Werner

Asumiremos que se satisfacen las siguientes condiciones, las cuales son similares a
las consideradas en el contexto de espacios de Banach. Las constantes η,M y K son
asumidas positivas.
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C1
∥∥dF−1

x0
(F (x0))

∥∥ = ∥ṽ0∥ ≤ η;

C2
∥∥dF−1

x0
d2Fx0

∥∥ ≤ M ;

C3
∥∥dF−1

x0
(d2Fx − d2Fy)

∥∥ ≤ Kd(x, y), para todo x, y ∈ G.

Además supongamos que

6ηM3 + 9η2K2 + 18ηMK − 3M2 − 8K ≤ 0. (3.34)

Esta condición es estándar cuando se usa el conocido principio del mayorante de Kanto-
rovich, ver [27, 62] para mas detalles. La condición (3.34) garantiza que el polinomio

g(t) =
K

6
t3 +

M

2
t2 − t+ η

tiene una ráız negativa y dos ráıces positivas 0 < t∗ ≤ t∗∗. Este resultado puede ser
hallado en [62], donde se usa una técnica similar para probar la convergencia del método
de Newton en espacios de Banach bajo condiciones tipo Lipschitz sobre la derivada de
Fréchet del operador involucrado. En ese mismo art́ıculo está probado que el polinomio
g satisface las siguientes propiedades:

1. g es decreciente en el intervalo [0, t∗];

2. g > 0 en [0, t∗) ;

3. g′′ ≥ 0 en [0, t∗] ;

4. g′′ es creciente en [0, t∗] .

Lema 3.1. Sean (sn), (tn) las sucesiones reales definidas por

sn = tn −
g (tn)

g′
(
tn−1+sn−1

2

) y tn+1 = tn −
g (tn)

g′
(
tn+sn

2

) ,
donde t0 ∈ [0, t∗) y s0 = t0 − g(t0)

g′(t0)
. Entonces

0 ≤ tn ≤ sn ≤ tn+1 < t∗, n = 0, 1, . . . ,

y (tn) converge a t∗.
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Una prueba del lema anterior puede ser hallada en [19].

El objetivo del principio del mayorante es construir una sucesión real que “controle”
a la sucesión (xn), de tal forma que la convergencia de la sucesión real garantice la
convergencia de la sucesión (xn). En nuestro caso probaremos que

d(xn+1, xn) ≤ tn+1 − tn, para todo n.

El lema anterior y el hecho que estamos asumiendo G completo, garantiza la convergencia
de (xn).

Comencemos probando los siguientes estimativos, los cuales permiten “controlar” el
comportamiento de F en términos de g. Por comodidad asumiremos en adelante t0 = 0.

Proposición 3.1. Bajo las mismas hipótesis anteriores, tenemos:

H1.
∥∥dF−1

x0
(F (x0))

∥∥ ≤ − g(0)
g′(0)

;

H2.
∥∥dF−1

x0
d2Fx

∥∥ ≤ g′′ (t) , para todo x ∈ G tal que d(x, x0) ≤ t ≤ t∗;

H3.
∥∥dF−1

x0
[d2Fx − d2Fy]

∥∥ ≤ |g′′ (t)− g′′ (s)| , para todo x, y ∈ G y t, s ∈ [0, t∗] con
d(x, y) ≤ |t− s| .

Demostración. H1 sigue inmediatamente de C1 y la igualdad −g(0)/g′(0) = η. Para
probar H2 notemos que

dF−1
x0

d2Fx = dF−1
x0

d2Fx0 + dF−1
x0

[d2Fx − d2Fx0 ].

De aqúı y C2 concluimos que∥∥dF−1
x0

d2Fx

∥∥ ≤ M +
∥∥dF−1

x0
[d2Fx − d2Fx0 ]

∥∥ ,
de donde, en virtud de C3, ∥∥dF−1

x0
d2Fx

∥∥ ≤ M +Kd(x, x0)

≤ M +Kt

= g′′(t),

si 0 ≤ t ≤ t∗ y d(x, x0) ≤ t. Finalmente, H3 sigue directamente de C3 y g′′(t) =
Kt+M.



3.3. Método de King-Werner en Grupos de Lie 43

Continuamos con el siguiente lema, el cual será útil en la prueba del teorema principal
de esta sección.

Lema 3.2. Con la notación definida en Observación 3.3,

F (xn+1) =
1

4

∫ 1

0

(1− t)[d2Fcn(t) − d2Fαn(t)](ṽn, ṽn)dt+

+

∫ 1

0

(1− t)d2Fcn(t)(un, un)dt+

∫ 1

0

(1− t)d2Fcn(t)(un, ṽn)dt.

Demostración. La fórmula de Taylor (3.15) aplicada a la curva cn garantiza que

F (xn+1) = F (gn) + dFgn(wn) +

∫ 1

0

(1− t)d2Fcn(t)(wn, wn)dt,

lo cual implica

F (xn+1) = F (gn) + dFgn(vn) + dFgn(−ṽn/2) +

∫ 1

0

(1− t)d2Fcn(t)(wn, wn)dt.

Aśı, por (3.33), se tiene

F (xn+1) = F (gn)− F (xn) + dFgn(−ṽn/2) +

∫ 1

0

(1− t)d2Fcn(t)(wn, wn)dt. (3.35)

De otro lado, de la fórmula de Taylor (3.15) aplicada a la curva αn se sigue que

F (xn) = F (gn) + dFgn(−ṽn/2) +

∫ 1

0

(1− t)d2Fαn(t)(−ṽn/2,−ṽn/2)dt,

de donde, remplazando en (3.35) y usando la definición de un, wn, se concluye que

F (xn+1) = −1

4

∫ 1

0

(1− t)d2Fαn(t)(ṽn, ṽn)dt+

∫ 1

0

(1− t)d2Fcn(t)(un + ṽn/2, un + ṽn/2)dt.

De aqúı se sigue el lema, usando la bilinealidad y la simetŕıa de d2Fx, x ∈ G.

Observación 3.4. En primer lugar, ya que d(T ◦ F ) = T ◦ dF para todo endomorfismo
T : g → g, la conclusión del lema resulta válida si cambiamos F por T ◦ F.
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También, el mismo procedimiento realizado en la prueba del lema puede ser aplicado
al polinomio g para obtener la fórmula

g(tn+1) =
1

4

∫ 1

0

(1− t)[g′′(τtn+1 + (1− τ)mn)− g′′(τtn + (1− τ)mn)](sn − tn)
2dτ

+

∫ 1

0

(1− t)g′′(τtn+1 + (1− τ)mn)(tn+1 − sn)
2dτ

+

∫ 1

0

(1− t)g′′(τtn+1 + (1− τ)mn)(tn+1 − sn)(sn − tn)dτ,

donde mn = (sn + tn)/2, para todo n ≥ 0.

Ahora probaremos el teorema principal de la sección.

Teorema 3.4. Con la notación anterior y asumiendo t0 = 0, tenemos los siguientes
estimativos:

a)
∥∥dF−1

x0
(F (xk))

∥∥ ≤ g(tk);

b)
∥∥dF−1

xk
dFx0

∥∥ ≤ − 1
g′(tk)

;

c) ∥ṽk∥ ≤ sk − tk;

d)
∥∥dF−1

gk
dFx0

∥∥ ≤ − 1
g′(mk)

;

e) ∥vk∥ ≤ tk+1 − tk;

f) ∥uk∥ ≤ tk+1 − sk,

para todo k = 0, 1, . . . .

Demostración. La prueba la haremos por inducción sobre k.

El ı́tem a) para k = 0 sigue por H1 y el hecho que g′(0) = −1. El ı́tem b) para
k = 0 se sigue como consecuencia de las igualdades g′(0) = −1 y dF−1

x0
dFx0 = I, donde

I denota el operador identidad sobre el álgebra g. Para el ı́tem c), note que

ṽ0 = −dF−1
x0

(F (xk)) y s0 − t0 = s0 = − g(0)

g′(0)
.
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Luego c) para k = 0 sigue por H1. Para d) probaremos primero que dFg0 es invertible,
para lo cual usaremos el lema de Banach. Usando (3.17) obtenemos

dF−1
x0

dFg0 − I = dF−1
x0

[dFg0 − dFx0 ]

=

∫ 1

0

dF−1
x0

d2β0(t)
(ṽ0/2, ·)dt,

donde recordemos que β0(t) = x0 exp(tṽ0/2), 0 ≤ t ≤ 1. De aqúı y C1 se sigue que

d(β(t), x0) ≤
t

2
∥ṽ0∥ ≤ η

2
≤ t∗,

ya que η = g(0) = 0− g(0)/g′(0) = s0 ≤ t∗. Se obtiene por H2 que

∥∥dF−1
x0

dFg0 − I
∥∥ ≤

∫ 1

0

∥∥dF−1
x0

d2β0(t)
(ṽ0/2, ·)

∥∥ dt
≤

∫ 1

0

g′′
(
t

2
∥ṽ0∥

)
∥ṽ0∥
2

dt

= g′
(
∥ṽ0∥
2

)
− g′(0)

= 1 + g′
(
∥ṽ0∥
2

)
< 1.

(3.36)

Concluimos del lema de Banach que dF−1
x0

dFg0 es invertible y en consecuencia también
lo es dFg0 . Además tenemos el estimativo∥∥dF−1

g0
dFx0

∥∥ ≤ 1

1−
∥∥dF−1

x0
dFg0 − I

∥∥ ≤ − 1

g′
(

∥ṽ0∥
2

) ≤ − 1

g′(m0)
,

donde la última desigualdad es consecuencia de

∥ṽ0∥
2

≤ η

2
=

s0
2

=
t0 + s0

2
= m0

y del hecho que g′ es creciente en [0, t∗]. Esto prueba d) en el caso k = 0. Para probar e)
en este caso, notemos que

∥v0∥ =
∥∥dF−1

g0
(F (x0))

∥∥ =
∥∥dF−1

g0
dFx0 dF

−1
x0

(F (x0))
∥∥ ≤

∥∥dF−1
g0

dFx0

∥∥∥∥dF−1
x0

(F (x0))
∥∥ .

El resultado se sigue por ı́tem a), ı́tem d) y definición de t1. Ahora probemos f) para
k = 0. Tenemos por definición de un que

u0 = v0 − ṽ0 = dF−1
x0

(F (x0))− dF−1
g0

(F (x0)) =
(
dF−1

x0
dFg0 − I

)
dF−1

g0
(F (x0)).
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De lo probado en (3.36) y el estimativo anterior para v0 = −dF−1
g0

(F (x0)), se concluye
que

∥u0∥ ≤
∥∥dF−1

x0
dFg0 − I

∥∥∥∥dF−1
g0

(F (x0))
∥∥

≤ (g′(∥ṽ0∥ /2)− g′(0)) ∥v0∥
≤ (g′(m0)− g′(0)) (t1 − t0)

= t1 − s0,

donde la última igualdad se sigue por calculo directo, teniendo en cuenta la definición
de t1, s0 y el hecho que g′(0) = 1. Esto prueba e) para k = 0.

Ahora supongamos que a)−e) se satisfacen para k = 0, . . . , n y probemos que también
se cumplen para k = n+ 1. Observar que e) implica que para 0 ≤ i ≤ j ≤ n+ 1,

d(xi, xj) ≤ d(xi, xi+1) + · · ·+ d(xj−1, xj) ≤ ∥vi∥+ · · ·+ ∥vj−1∥ ≤ tj − ti. (3.37)

Probemos a) para k = n + 1. Por un lado, aplicando el Lema 3.2 a dF−1
x0

(F (xn+1)) en
lugar de F, obtenemos

dF−1
x0

(F (xn+1)) =
1

4

∫ 1

0

(1− t)dF−1
x0

[d2Fcn(t) − d2Fαn(t)](ṽn, ṽn)dt

+

∫ 1

0

(1− t)dF−1
x0

d2Fcn(t)(un, un)dt

+

∫ 1

0

(1− t)dF−1
x0

d2Fcn(t)(un, ṽn)dt. (3.38)

Por otro lado, la definición de cn y αn dada en la Observación 3.3, implica que cn(t) =
αn(t) exp(tvn). Por lo tanto, la hipótesis inductiva para e) garantiza que

d(cn(t), αn(t)) ≤ t ∥vn∥ ≤ t(tn+1 − tn) = (ttn+1 + (1− t)mn)− (ttn + (1− t)mn).

De aqúı, H3 y la hipótesis inductiva para c), se sigue el siguiente estimativo para el
primer término de (3.38)

1

4

∫ 1

0

(1− t)dF−1
x0

[d2Fcn(t) − d2Fαn(t)](ṽn, ṽn)dt ≤

1

4

∫ 1

0

(1− τ) (g′′(τtn+1 + (1− τ)mn)− g′′(τtn + (1− τ)mn)) (sn − tn)
2dτ. (3.39)

Similarmente, como

cn(t) = gn exp(twn) = xn exp(ṽn/2) exp(tvn − tṽn/2) = xn exp(tvn + (1− t)ṽn/2),
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deducimos de la hipótesis inductiva y (3.37) que

d(cn(t), x0) ≤ d(cn(t), xn) + d(xn, x0)

≤ ∥tvn + (1− t)ṽn/2∥+ tn

≤ t ∥vn∥+
1− t

2
∥ṽn∥+ tn

≤ t(tn+1 − tn) +
1− t

2
(sn − tn) + tn

= ttn+1 + (1− t)mn.

Aśı, de la hipótesis inductiva y H2 se sigue que∫ 1

0

(1− t)dF−1
x0

d2Fcn(t)(un, un)dt ≤
∫ 1

0

(1− τ)g′′(τtn+1 + (1− τ)mn)(tn+1 − sn)
2dτ

y también∫ 1

0

(1− t)dF−1
x0

d2Fcn(t)(un, un)dt ≤
∫ 1

0

(1− τ)g′′(τtn+1+(1− τ)mn)(tn+1− sn, sn− tn)dτ.

De estos dos últimos estimativos, (3.39) y (3.38) concluimos que

∥∥dF−1
x0

(F (xn+1))
∥∥ ≤ 1

4

∫ 1

0

(1−τ) (g′′(τtn+1 + (1− τ)mn)− g′′(τtn + (1− τ)mn)) (sn−tn)
2dτ

+

∫ 1

0

(1− τ)g′′(τtn+1 + (1− τ)mn)(tn+1 − sn)
2dτ

+

∫ 1

0

(1− τ)g′′(τtn+1 + (1− τ)mn)(tn+1 − sn, sn − tn)dτ.

De la expresión para g(tn+1) dada en la Observación 3.4 deducimos a) para k = n+ 1.

Para b), consideremos la curva λn(t) = xn exp(tvn), 0 ≤ t ≤ 1, la cual tiene extremos
en xn y xn+1. Entonces,

dF−1
x0

dFxn+1 − dF−1
x0

dFxn =

∫ 1

0

dF−1
x0

d2Fλn(t)(vn, ·)dt,

De aqúı, H2, las hipótesis inductiva b) y e) y el estimativo

d(λn(t), x0) ≤ d(λn(t), xn) + d(xn, x0) ≤ t ∥vn∥+ tn ≤ ttn+1 + (1− t)tn,
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obtenemos∥∥[dF−1
x0

dFxn ]
−1dF−1

x0
dFxn+1 − I

∥∥ ≤
∥∥dF−1

xn
dFx0

∥∥∥∥dF−1
x0

dFxn+1 − dF−1
x0

dFxn

∥∥
≤ − 1

g′(tn)

∫ 1

0

g′′(τtn+1 + (1− τ)tn)(tn+1 − tn)dτ

= − 1

g′(tn)
(g′(tn+1)− g′(tn))

= 1− g′(tn+1)

g′(tn)
< 1.

Del lema de Banach se sigue que [dF−1
x0

dFxn ]
−1dF−1

x0
dFxn+1 es invertible y por lo tanto

también lo es dFxn+1 . Además,

∥∥dF−1
xn+1

dFx0

∥∥ ≤
∥∥dF−1

xn
dFx0

∥∥
1−

∥∥dF−1
xn

dFx0

∥∥∥∥dF−1
x0

dFxn+1 − dF−1
x0

dFxn

∥∥
≤ − 1

g′(tn+1)
,

lo cual es b) para k = n+ 1.

El ı́tem c) para k = n+1 sigue inmediatamente de hipótesis inductiva d) y lo probado
para ı́tem a) en el caso k = n+ 1. En efecto,

∥ṽn+1∥ =
∥∥dF−1

gn (F (xn+1))
∥∥ ≤

∥∥dF−1
gn dFx0

∥∥∥∥dF−1
x0

F (xn+1)
∥∥ ≤ −g(tn+1)

g′(mn)
= sn+1 − tn+1.

Para probar d), primero notamos que

dF−1
xn+1

dFgn+1 − I = dF−1
xn+1

[dFgn+1 − dFxn+1 ]

= dF−1
xn+1

dFx0 dF
−1
x0

[dFgn+1 − dFxn+1 ].

Aśı, por lo probado para b) para k = n + 1 y considerando la curva βn+1 definida en
Observación 3.3, obtenemos

∥∥dF−1
xn+1

dFgn+1 − I
∥∥ ≤ − 1

g′(tn+1)

∫ 1

0

∥∥dF−1
x0

d2Fβn+1(t)(ṽn+1/2, ·)
∥∥ dt.

Ahora, por (3.37), definición de βn+1 y lo probado para c) en k = n+ 1,

d(βn+1(t), x0) ≤ d(βn+1(t), xn+1) + d(xn+1, x0) ≤ t
∥ṽn+1∥

2
+ tn+1 ≤ t

sn+1 − tn+1

2
+ tn+1,
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lo cual da

d(βn+1(t), x0) ≤ tn+1 + t(mn+1 − tn+1) ≤ t∗.

De aqúı y H2 y el hecho ṽn+1/2 ≤ (sn+1 − tn+1)/2 = mn+1 − tn+1,

∥∥dF−1
xn+1

dFgn+1 − I
∥∥ ≤ − 1

g′(tn+1)

∫ 1

0

∥∥dF−1
x0

d2Fβn+1(t)

∥∥ ∥ṽn+1/2∥ dt.

≤ − 1

g′(tn+1)

∫ 1

0

g′′(tn+1 + τ(mn+1 − tn+1))(mn+1 − tn+1)dτ

= − 1

g′(tn+1)
(g′(mn+1)− g′(tn+1))

= 1− g′(mn+1)

g′(tn+1)
< 1.

Esto muestra que dF−1
xn+1

dFgn+1 es invertible y además se concluye

∥∥dF−1
gn+1

dFxn+1

∥∥ ≤ 1

1−
∥∥dF−1

xn+1
dFgn+1 − I

∥∥ ≤ g′(tn+1)

g′(mn+1)
.

Luego, por lo probado para b) en k = n+ 1,

∥∥dF−1
gn+1

dFx0

∥∥ ≤
∥∥dF−1

gn+1
dFxn+1

∥∥∥∥dF−1
xn+1

dFx0

∥∥ ≤ − 1

g′(mn+1)
,

lo que demuestra d) para k = n+ 1.

El ı́tem e) para k = n+ 1 se deduce de

∥vn+1∥ =
∥∥dF−1

gn+1
(F (xn+1))

∥∥ ≤
∥∥dF−1

gn+1
dFx0

∥∥∥∥dF−1
x0

(F (xn+1))
∥∥ ,

de lo probado para a) y d) en k = n+ 1 y de la definición de la sucesión (tn).

Solo resta probar que se cumple f) en k = n + 1. Por definición, podemos expresar
un+1 en la forma

un+1 = vn+1 − ṽn+1

=
(
dF−1

gn − dF−1
gn+1

)
(F (xn+1))

= dF−1
gn

(
dFgn+1 − dFgn

)
dF−1

gn+1
(F (xn + 1))

=
(
dF−1

gn dFx0

)
[dF−1

x0

(
dFgn+1 − dFgn

)
]
(
dF−1

gn+1
dFx0

) (
dF−1

x0
(F (xn + 1))

)
.

(3.40)
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Ahora, por un lado, por lo probado para a) y d),∥∥dF−1
gn dFx0

∥∥ ≤ − 1

g′(mn)
;∥∥dF−1

gn+1
dFx0

∥∥ ≤ − 1

g′(mn+1)
;∥∥dF−1

x0
(F (xn + 1))

∥∥ ≤ g(tn+1).

(3.41)

De otro lado, definiendo el vector V = un + ṽn/2 + ṽn+1/2, puede ser probado que la
curva

r(t) = gn exp(tV ), 0 ≤ t ≤ 1,

satisface r(0) = gn y

r(1) = gn exp(vn − ṽn/2 + ṽn+1/2) = xn exp(vn + ṽn+1/2) = xn+1 exp(ṽn+1/2) = gn+1,

de donde

dF−1
x0

(
dFgn+1 − dFgn

)
=

∫ 1

0

dF−1
x0

d2Fr(t)(V, ·). (3.42)

Ahora, por definición de gn, el hecho que c) se cumple para k = n, n + 1, f) se cumple
para k = n y (3.37), tenemos

d(r(t), x0) ≤ d(r(t), gn) + d(gn, xn) + d(xn, x0)

≤ t ∥V ∥+ ∥ṽn/2∥+ tn

≤ t(∥un∥+ ∥ṽn/2∥+ ∥ṽn+1/2∥) +
sn − tn

2
+ tn

≤ t

(
tn+1 − sn +

sn − tn
2

+
sn+1 − tn+1

2

)
+

sn + tn
2

= t(mn+1 −mn) +mn ≤ t∗.

Notar que también hemos probado que ∥V ∥ ≤ mn+1 −mn. Luego, por H2 y (3.42),∥∥dF−1
x0

(
dFgn+1 − dFgn

)∥∥ ≤
∫ 1

0

g′′(τ(mn+1 −mn) +mn) ∥V ∥ dτ

≤
∫ 1

0

g′′(τ(mn+1 −mn) +mn)(mn+1 −mn)dτ

= g′(mn+1)− g′(mn).

Finalmente, (3.40), (3.41) y el estimativo anterior implican

∥un+1∥ ≤ g(tn+1)

g′(mn)g′(mn+1)
(g′(mn+1)− g′(mn))

=

(
1

g′(mn)
− 1

g′(mn+1)

)
g(tn+1)

= tn+2 − sn+1.
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Esto completa la prueba del teorema.

Finalizamos este caṕıtulo con el resultado que garantiza la convergencia del método
de King-Werner. Note que los resultados obtenidos siguen siendo válidos si las hipótesis
son restringidas a cumplirse en Ω = x0 exp(B(0, t∗)), donde B(0, t∗) es la bola abierta
en el álgebra g de centro 0 y radio t∗.

Teorema 3.5. Asuma las notaciones e hipótesis anteriores. Entonces la sucesión (xn)
está bien definida y converge a una ráız x∗ de F (x) = 0 en la clausura de Ω.

Demostración. En el teorema anterior se probó que la sucesión está bien definida y
además satisface

d(xn, xm) ≤ tn − tm, para todo m < n.

En particular,
d(x0, xn) ≤ tn ≤ t∗, para todo n

y la sucesión (xn) es de Cauchy en G. Como G es completo, (xn) converge a algún x∗

satisfaciendo d(x∗, x0) ≤ t∗.

Finalmente, por continuidad de F y el ı́tem a) del teorema anterior, se concluye que
F (x∗) = 0.





Capı́tulo 4
Ejemplos numéricos

4.1. Una aplicación del método de la secante

Iniciamos con un ejemplo en el cual implementamos el método secante sobre gru-
pos de Lie definido en (3.4), para aproximar una solución de una ecuación matricial.
Consideremos el conjunto de matrices

SO2(R) =
{
X ∈ R2×2 : XTX = I, det(X) = 1

}
del Ejemplo 2.2, el cual recordemos que es un grupo de Lie cuya álgebra de Lie es

so2(R) =
{
V ∈ R2×2 : V T + V = 0

}
.

El problema a considerar es hallar una ráız de la función

F : SO2(R) → so2(R),

definida por

F (X) = X −XT + A, con A =

(
0 1

4

−1
4

0

)
∈ so2(R). (4.1)

Note que ∥A∥F = 1
4

√
2 ≤ 1, donde ∥·∥F denota la norma de Frobenius. Por comodidad, en

adelante omitiremos el sub́ındice F en ∥·∥F . Para más detalles sobre la norma Frobenius,
ver [61]. Podemos observar también de la definición de F y las propiedades del operador
transpuesto que

F T (X) = XT −X − A = −F (X),

53
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de donde concluimos que en efecto F está bien definida.

Como primer paso hallemos expresiones para dF y d2F. Dados X, Y ∈ SO2(R) y
U, V ∈ so2(R), definimos la curva γ(t) = X exp(tU), t ∈ R, la cual satisface γ(0) = X y
γ′(0) = (L′

X)I(U). Por lo tanto, de la definición de dF dada en (2.11) y la igualdad

F (γ(t)) = γ(t)− [γ(t)]T + A

= X exp(tU)− [X exp(tU)]T + A

= X exp(tU)− exp(tUT )XT + A,

deducimos que

dFX(U) =
d

dt

∣∣∣
t=0

F (γ(t))

=
d

dt

∣∣∣
t=0

[X exp(tU)]− d

dt

∣∣∣
t=0

[exp(tUT )XT ]

= XU − UTXT

= XU + UX−1,

(4.2)

donde en la penúltima igualdad hemos utilizado los cálculos realizados en Ejemplo 2.4.
Por otro lado, por (2.14) obtenemos

d2FX (W,W ) =
d2

dt2

∣∣∣
t=0

F (X exp(tW ))

=
d

dt

∣∣∣
t=0

(
XW exp(tW )−W T exp(tW T )XT

)
= XW 2 − (XW 2)T ,

para todo W ∈ so2(R). De aqúı y la igualdad

d2FX (U, V ) =
1

4

{
d2FX(U + V, U + V )− d2FX(U − V, U − V )

}
podemos obtener para (U, V ) ∈ g× g,

d2FX (U, V ) =
X(U + V )2 − (X(U + V )2)T

4
− X(U − V )2 − (X(U − V )2)T

4

=
XUV +XV U

2
− UTV TXT + V TUTXT

2
.

Ahora, dado que el álgebra so2(R) es abeliana se tiene que

d2FX (U, V ) = XUV − (XUV )T . (4.3)
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Adicionalmente, consideramos la diferencia dividida descrita en el Ejemplo 3.1, esto es,

[X,X exp(U);F ](W ) :=

∫ 1

0

dFγ(t)(W )dt, W ∈ so2(R).

Ahora usaremos la fórmula para dF obtenida en (4.2) para hallar una expresión alterna-
tiva para la diferencia dividida anterior. De (4.2), la definición de SO2(R) y de so2(R),
se sigue que

[X,X exp(U);F ](W ) =

∫ 1

0

[γ(t)W +W (γ(t))−1]dt

=

∫ 1

0

[X exp(tU)W +W exp(−tU)X−1]dt

= [X exp(U)U−1 −XU−1](W )− [(X exp(U)U−1 −XU−1)(W )]T .

Concluimos que para X ∈ SO2(R) y U ∈ so2(R),

[X,X exp(U);F ](W ) = G(X,U)(W )− [G(X,U)(W )]T , W ∈ so2(R), (4.4)

donde G : M(2,R)× GL(2,R) → M(2,R) está definida por

G(A,B) = A[exp(B)− I]B−1. (4.5)

Observemos que si

G (X,U) =

(
a b
c d

)
y W =

(
0 w

−w 0

)
,

entonces

G(X,U)W = w

(
−b a
−d c

)
.

Se sigue de (4.4) que

[X,X exp(U);F ](W ) =

(
0 w (a+ d)

−w (a+ d) 0

)
(4.6)

y por lo tanto, si a+ d ̸= 0,

[X,X exp(U);F ]−1(W ) =
1

a+ d

(
0 w

−w 0

)
. (4.7)

Aśı, ∥∥[X,X exp(U);F ]−1
∥∥ =

1

|a+ d|
. (4.8)
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Verifiquemos que se satisfacen las condiciones de convergencia presentadas en el Teore-
ma 3.1 del Caṕıtulo 3. Para ello es esencial definir una función ω que cumpla la condición
(3.5).

Sean U, V ∈ so2(R) y X ∈ SO2(R). Estas tres matrices son de la forma

U =

(
0 u
−u 0

)
, V =

(
0 v
−v 0

)
, X =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
con u, v, θ ∈ R. De (4.3) se deduce fácilmente que

d2FX(U, V ) =

(
0 −2uv sin θ

2uv sin θ 0

)
y consecuentemente,

∥d2FX(U, V )∥F
∥U∥F ∥V ∥F

=

√
(−2uv sin θ)2 + (−2uv sin θ)2

√
2u2

√
2v2

=

√
8 |sin θ|√
2
√
2

=
√
2 |sin θ| .

Aśı, ∥d2FX∥F ≤
√
2. Si ahora Y = X exp(U), con ∥U∥ = ∥exp−1(X−1Y )∥ = d(X, Y ), se

sigue de (3.17) que

∥∥dFX exp(U) − dFX

∥∥ ≤
∫ 1

0

∥∥d2FX exp(tU)(U, ·)
∥∥
F
dt

≤
∫ 1

0

√
2 ∥U∥ dt

=
√
2 d (X, Y ) .

Usaremos este estimativo para definir la función ω. Dados

P1, P2, Q1, Q2 ∈ SO2(R) y U1, V1 ∈ so2(R)

satisfaciendo las igualdades

P2 = P1 exp(U1) y Q2 = Q1 exp(V1), (4.9)
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se deduce que

∥[P1, P2;F ]− [Q1, Q2;F ]∥ =

∥∥∥∥∫ 1

0

dFP1 exp(tU1)dt−
∫ 1

0

dFQ1 exp(tV1)dt

∥∥∥∥
≤

∫ 1

0

∥∥dFP1 exp(tU1) − dFQ1 exp(tV1)

∥∥ dt
≤

√
2

∫ 1

0

d (P1 exp(tU1), Q1 exp(tV1)) dt

=
√
2

∫ 1

0

∥∥exp−1
(
(P1 exp(tU1))

−1Q1 exp(tV1)
)∥∥ dt.

(4.10)

De otro lado, de la propiedad [exp(u)]−1 = exp(−u), la cual es válida para todo u ∈ g,
se sigue que

exp−1
(
(P1 exp(tU1))

−1 (Q1 exp(tV1))
)
= exp−1

((
exp(−tU1)P

−1
1

)
(Q1 exp(tV1))

)
= exp−1 (exp(−tU1)) + exp−1

(
P−1
1 Q1

)
+ exp−1 (exp(tV1))

= exp−1
(
P−1
1 Q1

)
− tU1 + tV1,

de donde, por (4.10),

∥[P1, P2;F ]− [Q1, Q2;F ]∥ ≤
√
2

∫ 1

0

∥∥exp−1
(
P−1
1 Q1

)
− tU1 + tV1

∥∥ dt. (4.11)

Para estimar el integrando, usamos la definición de U1, V1 dada en (4.9), para obtener

exp−1
(
P−1
1 Q1

)
− tU1 + tV1 = exp−1

(
P−1
1 Q1

)
− t exp−1(P−1

1 P2) + t exp−1(Q−1
1 Q2)

= exp−1
(
P−1
1 Q1

)
− t

(
exp−1(P−1

1 ) + exp−1(P2)
)
+ t

(
exp−1(Q−1

1 ) + exp−1(Q2)
)

= exp−1
(
P−1
1 Q1

)
+ t

(
exp−1(Q−1

1 )− exp−1(P−1
1 ) + exp−1(Q2)− exp−1(P2)

)
.

(4.12)

Ahora, la fórmula exp−1(g ·h) = exp−1(g)+exp−1(h), g ·h ∈ G, la cual es válida en grupos
de Lie abelianos, como es el caso de SO2(R), implica que exp−1(g−1) = − exp−1(g), para
todo g ∈ G. Luego, (4.12) implica

exp−1
(
P−1
1 Q1

)
− tU1 + tV1 = exp−1

(
P−1
1 Q1

)
+ t

(
exp−1(Q−1

1 P1) + exp−1(P−1
2 Q2)

)
= (1− t) exp−1

(
P−1
1 Q1

)
+ t exp−1(P−1

2 Q2),
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de donde, por (4.11) deducimos que

∥[P1, P2;F ]− [Q1, Q2;F ]∥ ≤
√
2

∫ 1

0

∥∥(1− t) exp−1
(
P−1
1 Q1

)
+ t exp−1(P−1

2 Q2)
∥∥ dt

≤
√
2

∫ 1

0

(
(1− t)

∥∥exp−1
(
P−1
1 Q1

)∥∥+ t
∥∥exp−1(P−1

2 Q2)
∥∥) dt

=

√
2

2

(∥∥exp−1
(
P−1
1 Q1

)∥∥+
∥∥exp−1(P−1

2 Q2)
∥∥)

=

√
2

2
(d (P1, Q1) + d(P2, Q2)) .

Por lo tanto, definiendo

ω (x, y) :=

√
2

2
(x+ y) , x, y ≥ 0,

se concluye que la diferencia dividida considerada satisface la ω−condición (3.5). Esto
es,

∥[P1, P2;F ]− [Q1, Q2;F ]∥ ≤ ω(d(P1, Q1), d(P2, Q2)).

Tomemos

P0 =

(
1 0
0 1

)
, P1 =

(
0,98981 0,14237
−0,14237 0,98981

)
y V0 =

(
0 1/7

−1/7 0

)
,

los cuales satisfacen

P1 = P0 exp(V0) y d (P0, P1) = ∥V0∥ = 0,20203.

Aśı, en el Teorema 3.1 podemos tomar α = 0,20203.

Para obtener la norma ∥[P0, P1;F ]−1∥ , calculemos G (P0, V0) . Por (4.5),

G (P0, V0) = P0[exp(V0)− I2]V
−1
0

= [P1 − P0]V
−1
0

=

(
0,99660 0,071303

−0,071303 0,99660

)
.

Concluimos de (4.8) que

β =
∥∥[P0, P1;F ]−1

∥∥ =
1

2 ∗ 0,99660
= 0,50171.
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Para calcular la constante η en el Teorema 3.1, notemos que

F (P1) =

(
0 0,53474

−0,53474 0

)
,

de donde, en virtud de (4.7), obtenemos

[P0, P1;F ]−1(F (P1)) = 0,50171

(
0 0,53474

−0,53474 0

)
=

(
0 0,2683

−0,2683 0

)
Aśı, podemos tomar

η =
∥∥[P0, P1;F ]−1(F (P1))

∥∥ = 0,37941.

Ahora, recordando que

a (u) =
βω (α, u)

1− βω (α, u)
, b (u) =

βω (u, 2u)

1− βω (α + u, u)
, c (u) =

βω (2u, 2u)

1− βω (α + u, u)
,

podemos calcular las soluciones de

u =

(
b (u) a (u)

1− c (u)
+ a (u) + 1

)
η

y obtener
u1 = 0,44166, u2 = 0,44166 y u3 = 2,2217.

Aśı, tomamos R = u1. Solo queda por verificar que se satisfacen las condiciones

βω (R + α,R) < 1 y c (R) < 1.

En efecto, por definición de ω,

βω (R + α,R) = β(2R + α) = 0,38504 < 1

y

c(R) =
4Rβ

1− β(α + 2R)
= 0,96051 < 1.

Aśı, se satisfacen todas las hipótesis del Teorema 3.1, por lo cual la sucesión secante (Pn),
con punto inicial P0, converge a la única solución de F (X) = X − XT + A = 0 en la
bola B(P1, R).

Finalmente, usaremos la fórmula (4.7) para describir un algoritmo que permita apro-
ximar una solución de F (X) = 0. Recordemos que por (4.4) y (4.5),

[Pk−1, Pk;F ](F (Pk)) = G(Pk−1, Vk−1)(F (Pk))− [G(Pk−1, Vk−1)(F (Pk))]
T
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y además,

G(Pk−1, Vk−1) = Pk−1[exp(Vk−1)− I2]V
−1
k−1

= [Pk − Pk−1]V
−1
k−1,

El algoritmo queda como sigue:

i) Fijamos A, P0, P1 y V0;

ii) Para k = 1, 2, . . . calculamos

1. G(Pk−1, Vk−1);

2. F (Pk) = Pk − P T
k + A;

3. Vk = − 1

traza(G(Pk−1, Vk−1))
F (Pk);

4. Pk = Pk−1 exp(Vk−1).

La siguiente tabla presenta las primeras iteraciones con el algoritmo planteado.

i Pi F (Pi) ∥F (Pi)∥

0

(
1 0
0 1

) (
0 1/4

−1/4 0

)
0,35355

1

(
0,98981 0,14337
−0,14237 0,98981

) (
0 0,53474

−0,53474 0

)
0,75624

2

(
0,99214 −0,12510
0,12510 0,99214

) (
0 −0,00019646

0,00019646 0

)
0,00027783

3

(
0,99216 −0,12500
0,12500 0,99216

) (
0 −9,5367× 10−7

9,5367× 10−7 0

)
1,3487× 10−6

Tabla 4.1: Resultados para el problema F (X) = 0 usando el algoritmo (3.4).

Observación 4.1. Con el objetivo de comparar el método de Newton-Kantorovich con el
método de la secante, implementamos también el método de Newton-Kantorovich (3.25)
a la función del ejemplo anterior. Procediendo como en el ejemplo anterior uno puede
escoger β = 1

2
, η = 1

2
y M = 2. Aśı h := βηM = 1

2
, por lo que se satisfacen las hipótesis

del Teorema 3.3. Los datos obtenidos, partiendo del punto inicial P0 = I2, se presentan
en la siguiente tabla.



4.2. Una aplicación del método de Newton Kantorovich (N-K) 61

i Xi F (Xi) ∥F (Xi)∥

0

(
1 0
0 1

) (
0 1/4

−1/4 0

)
0,35355

1

(
0,99220 −0,12467
0,12467 0,99220

) (
0 0,00065

−0,00065 0

)
0,00091981

2

(
0,99216 −0,05461
0,12500 0,99216

) (
0 −4,44739× 10−10

4,44739× 10−10 0

)
6,2896× 10−10

3

(
0,99216 −0,12500
0,12500 0,99216

) (
0 −2,22044× 10−16

2,22044× 10−16 0

)
3,1402× 10−16

Tabla 4.2: Resultados para F (X) = 0 usando el algoritmo (3.25).

Notemos que como ocurre en el caso finito dimensional, y mas generalmente en espacios
de Banach, el método de Newton-Kantorovich converge más rápido a la solución de
F (X) = 0 que el método de la secante.

Finalizamos con un ejemplo donde consideramos la función F de los ejemplos ante-
riores, pero en el caso n = 3.

4.2. Una aplicación del método de Newton Kanto-

rovich (N-K)

Consideremos ahora el problema F (X) = 0, donde F : SO3(R) → so3(R) está dada
por

F (X) = X −XT + A, X ∈ SO3(R),
con

A =

 0 1
8

−1
4

−1
8

0 1
4

1
4

−1
4

0

 ∈ so3(R).

Recordemos que SO3(R) es el grupo de Lie de matrices reales de orden 3, ortogonales
con determinante 1, esto es,

SO3(R) =
{
X ∈ R3×3 : XTX = I, det(X) = 1

}
.

Su álgebra de Lie so3(R), es el grupo de matrices reales de orden 3 antisimétricas.

Para aplicar el método de Newton Kantorovich definido en (3.25), primero verificamos
que se satisfacen las hipótesis del Teorema 3.3. Los cálculos realizados en el ejemplo
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anterior, pero tomando X0 = I3, nos llevan a que podemos tomar β = 1
2
, η = 1

2
y M = 2,

por lo que h := βηM = 1
2
. La siguiente tabla muestra las primeras iteraciones con el

algoritmo Newton-Kantorovich planteado.

i Xi ∥F (Xi)∥

0

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 0,53033

1

 0,990264 −0,054345 0,128164
0,069924 0,990264 −0,120374
−0,120374 0,128164 0,984420

 0,003101

2

 0,990147 −0,054618 0,128940
0,070382 0,990147 −0,121059
−0,121059 0,128941 0,984233

 1,0474× 10−6

3

 0,990147 −0,054618 0,128940
0,070382 0,990147 −0,121059
−0,121060 0,128941 0,984233

 6,0920× 10−7

Tabla 4.3: Resultados para F (X) = 0 usando el algoritmo N-K.



Conclusiones

El presente trabajo de investigación inicia a partir de preguntarnos qué métodos ite-
rativos, de la amplia gama de los que han sido estudiados en espacios de Banach, pueden
ser desarrollados en el contexto de grupos de Lie. En este sentido presentamos algunos
avances importantes en tres de los métodos iterativos más conocidos: el método de la
secante, el método de King-Werner y el renombrado método de Newton-Kantorovich.
Resaltamos que a la fecha, en el contexto de grupos de Lie, solo se hab́ıa estudiado el
método de Newton, sobre éste ya otros autores hab́ıan obtenido resultados de conver-
gencia, tanto local como semilocal.

Para los tres métodos estudiados, nuestro principal interés fue realizar un análisis
de convergencia, logrando obtener teoremas de convergencia semilocal para cada uno de
ellos. En el caso del método de Newton-Kantorovich, estudiado en trabajos previos bajo
diferentes hipótesis, presentamos un nuevo enfoque estudiando un resultado de conver-
gencia semilocal bajo condiciones tipo Kantorovich y utilizando la técnica de relaciones
de recurrencia. En el caso del método de la secante, además de un resultado de conver-
gencia semilocal, logramos probar que su orden de convergencia coincide con el orden
de convergencia del método en el contexto de espacios de Banach, para este resultado
fue necesario desarrollar un teorema tipo Taylor en grupos de Lie. Es de destacar que el
orden de convergencia ya es conocido para el método de Newton-Kantorovich en grupos
de Lie. Finalmente, el análisis de convergencia semilocal para el método de King-Werner
es presentado para el caso en que el grupo de Lie es abeliano.

A partir de los resultados obtenidos quedan abiertas varias preguntas de interés. Por
ejemplo, realizar un análisis de convergencia local para los tres métodos estudiados. ¿Qué
otros métodos numéricos se pueden desarrollar en grupos de Lie? Estudiar el método de
King-Werner en el caso no abeliano, entre otras.
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tica en memoria de José Javier (Chicho) Guadalupe Hernández, Universidad de La
Rioja, 2001, pp. 205–220.

[27] J.A. Ezquerro and M.A Hernández, Newton’s method: an updated approach of kan-
torovich’s theory.
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I, ZAMM-Journal of Applied Mathematics and Mechanics/Zeitschrift für Ange-
wandte Mathematik und Mechanik 43 (1963), no. 1-2, 1–8.
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