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Resumen

En esta tesis doctoral estudiamos diferentes aspectos relacionados con el sistema tipo

Boussinesq
n + 0*® — 93P + 9, (nd,®) =0,

O, +n— 2+ 1(0,9)° =0,

que modela la evolucién de ondas de gran elongacién y pequena amplitud en un fluido,
donde ® = ®(x,t) representa la velocidad potencial y n = n(x,t) corresponde a la
elevacién de la onda. En particular, establecemos un resultado de buen planteamiento
para el problema de Cauchy en espacios tipo Bourgain, una propiedad de continuacion
Unica, un resultado de controlabilidad interna y la estabilidad de soluciones de onda
solitaria.

Palabras clave: Sistema tipo Boussinesq, el problema de Cauchy, espacios de Bourgain,
estimativo tipo Carleman, continuacién tnica, analisis espectral, control interno, ondas
solitarias, estabilidad orbital.
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Abstract

In this doctoral thesis we study some aspects related with the Boussinesq type system

ne+ 020 — 2P + 9, (nd,®) =0,

that models the evolution of long waves with small amplitude in a fluid, where ® = ®(z,t)
represents the velocity potencial and n = n(z,t) corresponds to the elevation of the
wave. In particular, we show a result about the well-posedness of the Cauchy problem in
Bourgain type spaces, a unique continuation property, a result of internal controllability
and the stability of solitary wave solutions.

Keywords: Boussinesq type system, the Cauchy problem, Bourgain spaces, Carleman
type estimate, unique continuation, spectral analysis, internal control, solitary waves,
orbital stability.
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Introduccion

Hace mas de 200 atnios, mientras realizaba experimentos para determinar un diseno mas
eficiente de botes para viajar a lo largo de un canal, el ingeniero escocés John Scott Russell
(1808-1882) realizé un extraordinario descubrimiento cientifico: El fenémeno de onda
solitaria u onda viajera. J. S. Russel observé en la superficie de un canal de Edinburgh-
Glasgow la propagacion de una ondulacion que viajaba aparentemente a una velocidad
constante, sin cambiar su forma y que su trayectoria describia una curva suave. La
sigui6 por varios kilometros y notd que esta onda no parecia debilitarse remontando la
corriente. Desde entonces el estudio de la evolucién de la superficie generada por una
onda ha llamado la atencién de matematicos, fisicos e ingenieros.

Joseph Boussinesq en investigaciones realizadas entre 1871 y 1877, las cuales incluyen
su tesis doctoral, did los primeros pasos para entender las observaciones de J. S. Russell.
Este fisico-matematico probé que bajo algunas consideraciones especiales la situacion se
puede modelar mediante la ecuacién diferencial uno dimensional no lineal

Ut — Ugg + (UZ + u:m:) =0,

xrx

donde wu representa la elevacion superficial de la onda. Ademas, demostré matematica-
mente la existencia de ondas viajeras con velocidad ¢ > 0, es decir, mostro la existencia
de soluciones de la forma

u(z,t) = v(x — ct).

Los matematicos Diederik Johannes Korteweg y Gustav de Vries en 1895 presentaron el
modelo dispersivo 1-dimensional més simple para ondas de agua de pequena amplitud y
gran elongacién con la que se brinda una explicacién de la existencia de la onda viajera
observada por Scott Russell, en el caso de ausencia de tension superficial. Este modelo
se conoce como la ecuacién Korteweg-de Vries (KdV), la cual posee soluciones de onda
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viajera. El modelo (KdV) tiene la forma
Up + Uy + Ugze = 0,

y las soluciones de onda viajera u(z,t) = 1(z — ct) (con velocidad de onda ¢ > 0) son
de la forma 1 (x) = A Sech?(Bx), con A y B constantes apropiadas.

Es conocido que la situacién fisica de la evolucion de una onda en un fluido se describe en
términos de dos variables fundamentales: La elevacion superficial y la velocidad potencial.
En particular, los modelos para ondas no lineales son derivados del “problema general de
ondas en un fluido” mediante un proceso de aproximacion, bajo la imposicién de algunas
restricciones de los parametros que afectan la propagacion de las ondas.

Hoy en dia se conocen diversos modelos uno-dimensionales de ecuaciones diferenciales
que describen la evolucion de ondas en un fluido en términos de la elevacion superficial
de la onda bajo diferentes consideraciones, entre los cuales destacamos, ademas de la
ecuacién KdV y la ecuacién Boussinesq, la ecuacion Benjamin-Bona-Mahony (ver [2])

Up — Uggt + Uy + Uty = 0,
y la ecuacién Camassa-Holm ([4])
Up — Uggt + 2KUy + 3UUy = 2UpUspy + Ulgyy .
Ademés la ecuacién 1D-Benney-Luke ([37])
Oy — Py + aPpyyy — 0Py + €9y, + 20, P, =0,

se destaca como un modelo para la evoluciéon de ondas de gran elongacion y pequena
amplitud en un fluido en términos de la velocidad potencial, teniendo en cuenta la tension
superficial.

En 2010, J. Quintero en el trabajo [39] (ver también los trabajos [36] y [40]) mostr6 que
el fenémeno de la evolucion de ondas de agua de gran elongacién y pequena amplitud en
presencia de tensién superficial puede reducirse al estudio de soluciones (n(z,t), ®(x,t))
de un sistema tipo Boussinesq de la forma

N+ 02® — pul10;® + €0, (nd, @) =0,

(1)
O, + 1 — pla0?n + £ (9,9)° =0,

donde ® = ®(x,t) representa la velocidad potencial en el fondo z = 0, la variable
n = n(x,t) corresponde a la elevacién de la superficie libre de la onda, € es el pardmetro
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de amplitud, \/u = % es el parametro de onda larga (hg es la profundidad del fluido y
L es la longitud de la onda) y las constantes ¢1,f5 > 0 son tales que

61 + 62 =0 — %,
donde o~ es conocido como el niimero de Bond y est4 asociado con la tensién superficial.
Este sistema de ecuaciones modela (por esta razén también se denomina sistema tipo
Boussinesq-Benney-Luke) el mismo fendmeno fisico que la ecuacién Benney-Luke, pero
incluye las dos variables fundamentales que son la elevacion superficial y la velocidad
potencial; por lo que consideramos que es un modelo méas aproximado a la situacion
fisica y un modelo importante e interesante de estudiar.

Cuando se estudia un modelo de ecuaciones diferenciales relacionado con una situacién
fisica es importante estudiar la existencia de soluciones del problema de valor inicial
asociado (conocido como problema de Cauchy) y la existencia de soluciones especiales
como las soluciones de onda solitaria. También es importante estudiar propiedades de las
soluciones del modelo en consideracion, de modo que en esta tesis de doctorado propo-
nemos estudiar diferentes aspectos sobre las soluciones del sistema Boussinesq descrito
anteriormente.

Por simplicidad y siguiendo las suposiciones de otros trabajos como el articulo [3] de
Bona, Chen y Saut para un sistema tipo KdV-KdV, consideraremos ¢; = ¢5. Més atn,
si en (1) usamos el rescale

entonces podemos obtener el sistema simplificado

N+ 020 — 92® + 9, (nd,®) =0,

, (2)
®,+n—92n+1(0,2)° =0.

Una de las principales caracteristicas de los modelos de ondas de agua es que poseen una
estructura hamiltoniana, la cual es fundamental para determinar el espacio apropiado
para el estudio del problema de Cauchy asociado y la existencia de soluciones especiales
como las denominadas ondas solitarias. En nuestro sistema particular (2), el hamiltoniano
H = H(t) esté definido por

1(8) =5 [0+ @+ @7 + @0+ @.07) i
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y la estructura de tipo hamiltoniano esta dada por

() =7 (a) 7= (%)

Vemos directamente que el funcional H est4 bien definido para 7(-,t),9,®(-,t) € H'(R),
para t en algin intervalo. Estas condiciones caracterizan el espacio natural (espacio de
energia) para el estudio de soluciones del sistema (2). Ciertamente, J. R. Quintero y A.
M. Montes en [40] mostraron para el modelo Boussinesq (2) la existencia de soluciones de
onda solitaria que se propagan con velocidad de onda ¢, 0 < |¢| < 1, es decir, demostraron
la existencia de soluciones de la forma

n(x,t) =u(x —ct), ®(x,t) =v(x— ct),

en el espacio de energfa H' x V2 donde H'! = H'(R) es el espacio de Sobolev usual de
orden 1 y el espacio V? es definido con respecto a la norma dada por

Jolis = 1 = [ (@) + ") da

Quintero y Montes mostraron que las soluciones de onda solitaria se pueden caracterizar
como puntos criticos del funcional

Jo(u,v) = I.(u,v) + G(u,v),

donde los funcionales I. y G estédn definidos por
I(u,v) = / [w* + (u)* + (V') + (v)* = 2cur’] du,
R
G(u,v) = /u(v')2d$,
R

y la existencia de tales puntos criticos la probaron usando el conocido Teorema de paso
de montana.

Uno de los principales objetivos de esta tesis es probar la estabilidad orbital de las
soluciones de onda solitaria para el sistema Boussinesq (2). Es decir, mostraremos un

resultado de estabilidad en el siguiente sentido:

Una solucién de onda solitaria (u®,v¢) de (2) es orbitalmente estable si para cada € > 0,
existe § = 6(e) > 0 tal que si (9, Pp) € H' x V? con

1010, ®o) = (%, 0) 12 < 0
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entonces la solucién (n, ®) del problema de Cauchy asociado con el sistema (2) con dato
inicial (no, ®g) satisface que

inf |1 £) 8, 1)) = (6 + ), e+ )l < 20,
Esto significa que si (19, ®o) € H' X V? es un dato cercano a una solucién de onda
solitaria (u¢, v°) entonces la solucién (n(t), ®(t)) del problema de Cauchy asociado con el
sistema (2) con dato inicial (g, ®¢) esta cerca de la érbita de la onda solitaria (u®,v°).

En el trabajo [19], M. Grillakis, J. Shatah y W. Strauss establecieron un criterio general
de estabilidad para modelos con estructura hamiltoniana, el cual se basa en la convexidad
de la funcién

d(c) = f{J.(u,v) : (u,v) € M.},

donde M., es un conjunto definido adecuadamente. Ahora bien, cuando se conocen las
soluciones de onda solitaria de manera explicita como en el caso de modelos uno dimensio-
nales como la ecuacion KdV, la ecuacién Camassa-Holm o la ecuacién 1D-Benney-Luke,
el anélisis de la convexidad de la funcion d puede resultar un poco mas sencillo, a diferen-
cia del sistema (2), donde no se conoce una féormula explicita para las soluciones de onda
solitaria. Entonces para probar el resultado de estabilidad usaremos una caracterizacion
variacional de la funcion d, siguiendo algunos trabajos para modelos dos dimensionales
como el de A. de Bouard y J. C. Saut para la ecuaciéon KP (ver [13])

(U + Ugae + utty), £ Uy, =0,
J. Shatah para la ecuacién Klein-Gordon (ver [46])
Uy — Au A+ u — |ulu + |ul*u = 0,
o el trabajo de J. Quintero para la ecuacién 2D-Benney-Luke (ver [38])

Oy — AD + aA’P — bAD, + O,AP +2VD - VO, = 0.

Un aspecto importante que se debe tener en cuenta para el estudio de la estabilidad
de soluciones de onda solitaria de un modelo de ecuaciones diferenciales parciales es la
existencia de soluciones del problema de Cauchy asociado con el modelo. En ausencia
de por lo menos un resultado de buen planteamiento local en espacios adecuados que
incluyan el espacio de energia, la pregunta sobre la estabilidad no tiene significado. El
concepto de buen planteamiento local que usaremos en este trabajo sera en el sentido
de Hadamard, es decir, la solucién existe y es tnica en un cierto intervalo de tiempo
(existencia y unicidad), la solucién tiene la misma regularidad que el dato inicial en un
cierto intervalo (persistencia) y la solucién depende continuamente de los datos iniciales



6 INDICE GENERAL

(dependencia continua). En relacién con este aspecto, usando estimativos para el con-
mutador de Kato (ver [22], [23], [24]), J. Quintero y A. Montes en [40] probaron un
resultado de buen planteamiento local del problema de Cauchy asociado con el sistema
Boussinesq (2) en el espacio tipo Sobolev H® x V*t! para s > 3/2, donde H* = H*(R)
es el espacio de Sobolev usual de orden s definido como la completacién de la clase de
Schwartz S(R) con respecto a la norma

e = ([ (L +[€])" @ () 2,

[Jw]
y V™! denota la completacién de la clase de Schwartz S(R) con respecto a la norma

v = [[[E] (14 [€)" @)z,

]

donde w denota la transformada de Fourier de w en la variable espacial = y £ es la
variable en el espacio de frecuencia relacionado con la variable x, es decir,

w() = %/Re_mgw(x)dx.

Notemos que el resultado anterior de buen planteamiento no incluye el espacio de energia
H' x V2. En esta tesis de doctorado establecemos un resultado de buen planteamiento
local del problema de Cauchy asociado con el sistema Boussinesq (2) con dato inicial en
el espacio de Sobolev H® x V¥t para s > 0. Para obtener este resultado usamos espacios
tipo Bourgain. La idea es considerar un espacio de Banach adecuado,

C([0,T): H* x V**)n 2%,

donde la norma del espacio Z*” estd determinada por el conocimiento de ciertas esti-
maciones espacio-tiempo para la soluciéon de la parte lineal. Este método, introducido
por J. Bourgain en [5]-[6] para la ecuacién KdV y simplificado por Kenig, Ponce y Vega
en [25]-[26], no sélo utiliza las estimaciones espacio-tiempo mencionadas anteriormente,
sino que también explota las propiedades estructurales de la no linealidad del modelo.

En particular estudiamos el problema de Cauchy asociado con el sistema (2) en el espacio
tipo Bourgain Z%% = X*# x Y**18 para s > 0y 3 > 1/2, donde X** se define como la
completacién de la clase de Schwartz S(R?) con respecto a la norma

o = (Il = &) (€) @llz

]

y Y515 como la completacién de la clase de Schwartz S(R?) con respecto a la norma

[wllystrs = [[{I7] = ¢(€)71ENE Dl 2 _,
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donde (a) = 1+]al y ¢(&) = |€|> + €] es el simbolo asociado a la parte lineal del sistema
Boussinesq (2). Adicionalmente, w denota la transformada de Fourier espacio-tiempo de
w'y (&, 7) es la variable en el espacio de frecuencias con £ como antes y 7 correspondiente
a la variable temporal ¢, es decir,

_ 1 oy
w(&, )= 4—7T2/R/Re“’5’”w(x,t)dxdt.

Recordemos que la norma del espacio de Bourgain asociado a la ecuacion KdV es

g = (7 = €)7(€)° |z

[[w]
y la norma del espacio de Bourgain asociado a la ecuacion Boussinesq es
zos = (I = V& + €V Bz~ (7] =€) (€)@l 2 -

Entonces para establecer el resultado de buen planteamiento en el espacio X7 x Ys+1.5
para el problema de Cauchy asociado con el sistema (2) combinamos la estrategia usada
en [25]-[26] por Kenig, Ponce y Vega para la ecuacién KdV y por L. Farah en [16] para la
ecuacién Boussinesq. De igual manera, usamos como referencia los trabajos en espacios
de Bourgain de F. Linares en [29] para la ecuacién Benjamin, A. Esfahani y L. Farah en
[15] para la ecuacién Boussinesq de sexto orden y D. Berikanov, T. Ogawa y G. Ponce
en [1] para los sistemas Schrodinger-KdV y Benjamin-Ono-KdV.

[[]

En este trabajo también establecemos un resultado de continuacién unica. Es decir,
demostraremos que si (n,®) = (n(z,t), P(x,t)) es una solucién del sistema (2) en un
espacio de funciones apropiado,
ne L2(_T7T; HI%JC(R>>’ S LQ(_T’ T; Hfoc(R))v 77t7q)t S Lz(_T7T; LZQOC(R))7

y (n,®) = 0 en un subconjunto abierto 2 de R x [T, T], entonces (n,®) = 0 en
la componente horizontal de ). Recordemos que la componente horizontal €2; de un
subconjunto abierto {2 C R x R se define como la unién de todos los segmentos t = ¢
(c-constante real) en R x R que contienen un punto de {2, esto es,

Q= {(z,t) e Rx [-T,T] : 3z1 € R, (21,t) € Q}.

La propiedad de continuacion tinica ha sido ampliamente estudiada en las tltimas déca-
das. Un trabajo importante sobre este tema fue realizado por J. C. Saut y B. Scheurer en
[44]; ellos probaron un resultado de continuacién tnica para una clase general de ecuacio-
nes dispersivas, en la cual estd incluida la ecuacién KdV y varias de sus generalizaciones.
En el articulo [9], M. Davila y G. Menzala demostraron un resultado similar para la
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ecuacion Benjamin-Bona-Mahony y para la ecuacién Boussinesq. De manera similar, Y.
Shang mostré en [45] un resultado de continuacién tnica para la ecuacién de onda larga
regularizada,
1
2
Ut — Ugy + E(U at — Ugger = 0.

En las ecuaciones anteriores se establece un estimativo de Carleman para demostrar que
si una solucion u es idénticamente cero en un subconjunto abierto §2, entonces u = 0 en
la componente horizontal de 2.

Siguiendo los trabajos de Saut-Scheurer [44] y Dévila-Menzala [9], primero establecere-
mos un estimativo tipo Carleman apropiado para el operador lineal £ asociado con el
sistema (2). Para esto utilizamos una versién particular de la conocida desigualdad de
Treves. Luego, para demostrar nuestro resultado de continuacion tnica, probaremos que
si u es una solucién de Lu = 0 y u = 0 en una bola que pasa por el origen, entonces
u = 0 en un entorno del origen.

En cuanto al caso periédico, J. Quintero y A. Montes en el trabajo [36] demostraron un
resultado de buen planteamiento para el problema de Cauchy asociado con el sistema
Boussinesq-Benney-Luke (2) en el espacio de Sobolev de tipo periédico H*(T) x V¥T1(T),
con s > 3/2, donde T = R/(27Z), el espacio H*(T) se define con respecto a la norma

ol = (S0 + kP 1B0E) " =11+ k) DR

keZ

y V*1(T) se define con respecto a la norma

]

v = (30 IR+ RDPI@E)E) T = (1K1 (1 -+ k) @8 g,

keZ

donde w = wy, denota el k coeficiente de Fourier de w con respecto a la variable espacial
x, es decir,

B(k) = /T e~k () da.

En esta tesis de doctorado también establecemos un resultado de buen planteamiento
para el problema de Cauchy periédico en espacios tipo Bourgain. En este caso estudiamos
el problema de valor inicial asociado con (2) en el espacio de Bourgain de tipo periédico

Z{S’Q/ 2 = X;g}/ 7 x Y;feil’l/ ? para s > 0, donde X;é}/ ? denota la completacién de la clase
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de Schwartz Spe; 2. = S(T x R) con respecto a la norma

ol g = (S0 [

kEZ R
= [I7l = (k)2 (k) 0l 2

(il — ok, 7))

y EQ,ZJ[I’I/ ? denota la completacién de la clase de Schwartz Sper 2. con respecto a la norma
B 1/2
Jullgoe = (3 KPP [ (il = ok @k 1) ar)
keZ R
= [KI7] = @ (k)21 (k) @l 2 12,
donde ¢(k) = |k|* + |k| y @ denota la transformada de Fourier espacio-tiempo de w

y (k,7) es la variable en el espacio de frecuencia con k correspondiente a la variable
espacial x y 7 corresponde a la variable temporal ¢, es decir,

~ 1 —ixk—itT
w(k,T) = H/R/Te w(z,t)dxdt.

Vamos a suponer como en el caso de la ecuacién KdV (ver [6]) que los elementos w €
X;él/ ? tienen la propiedad de x—media cero pata todo t € R, es decir,

/w(x,t)dx =0, teR.
T

El dltimo aspecto que estudiamos en este trabajo esta relacionado con el problema de
control interno para el sistema (2) en el dominio periédico T. Méds precisamente, demos-
traremos que existe una funcién de control F' = F(xz,t) = (fi(z,1), f2(x,t)), de modo
que el sistema

e+ 030 — 0@ + 0, (10,®) =fi, zeT, t>0,

(3)
O +n—2n+1(0.9)° =f, 2T, t>0,

durante un intervalo de tiempo [0, T'] pueda llevarse de un estado inicial a un estado final
predeterminado en un espacio de funciones adecuado.

Durante los ultimos anos se han realizado multiples contribuciones en el estudio de la
controlabilidad interna para diferentes ecuaciones de tipo dispersivo. Por ejemplo, en el
caso de la ecuacién KdV, D. Russell y B. Zhang en [43] demostraron que para T > 0 y
las funciones ug, ur € H*(T), s > 0, existe un control f tal que el problema de Cauchy

Ut + Uy + Ugge :f> U(LL‘,O) :uO(l‘),
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tiene una solucién u € C([0,7] : H*(T)) que satisface
u(e, T) = ur(z), zeT,

cuando los estados inicial y final son suficientemente pequenos. Un resultado similar fue
probado por B. Zhang en [48] para el modelo Boussinesq,
Ut — Ugy + (U2 + umx)x:p = fa u(m, 0) = U()(.I‘), ut(x, 0) = UO(‘Z‘)J
con la condicion
u(z, T) =ur(x), w(x,T)=uvr(z),

en el espacio H*(T) x H*"2(T) con s > 2. En el trabajo [8], E. Cerpa e I. Rivas demos-
traron la controlabilidad de la ecuacién Boussinesq en baja regularidad, es decir, en el

espacio H*(T) x H*"*(T) con s > —1.

En esta tesis probamos que para T > 0 y estados inicial y final
(7707(1)0)’ (77T>(I)T) € HS(T) X VS+1<T)7 s> 07

suficientemente pequenios, existe una funcién de control F' = (f1, f2) tal que el problema
de Cauchy asociado con el sistema (3) con la condicién inicial

77(va> = 770(1}), (I)(:L‘,O) = (I)O(.l’), zeT,
tiene una solucién (n, ®) € C([0,T] : H*(T) x V*T(T)) que satisiface

n(x,T)=nr, &(x,T)=>r(x), xeT.

Siguiendo la misma estrategia utilizada en el caso de la ecuacion KdV y la ecuacién
Boussinesq, consideramos un control de la forma

F(%,t) = (fl(xvt>’f2<x>t)) = (plhl(x,t),p2h2<x,t)),

donde p; es una funcién suave. Para obtener el resultado, realizaremos un analisis espec-
tral del operador
0 —(I —0%0?
M =
- 0

definido en el espacio H*(T) x V**(T) y usando que el simbolo de Fourier para el
operador M esta dado por

0 (1+ k?)k?
My, =
—(1+4?) 0
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probaremos para M la existencia de una descomposicion espectral utilizando el hecho de
que sus vectores propios generan una base de Riesz para H*(T) x V**1(T). Luego, de este
analisis espectral y el método de momentos, estableceremos el resultado de controlabi-
lidad lineal y finalmente via el Teorema de punto fijo demostraremos la controlabilidad
del sistema no lineal (3).

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 1 establecemos un re-
sultado de buen planteamiento local para el problema de Cauchy asociado con el sistema
Boussinesq (2) en espacios tipo Bourgain, usando un argumento de punto fijo estandar
combinado con estimaciones lineales y estimativos para las formas bilineales 0,(1n0,®),
(0,9)(0,P) asociadas con la parte no lineal del sistema. Posteriormente, utilizando un
estimativo tipo Carleman, en el Capitulo 2 probamos una propiedad de continuacion
tunica para el sistema Boussinesq (2). En el Capitulo 3 demostramos un teorema de buen
planteamiento local del problema de Cauchy periédico para el modelo Boussinesq (2)
en espacios de Bourgain de tipo periddico, usando ademas de estimativos lineales y no
lineales, algunos resultados auxiliares. A continuacion, en el Capitulo 4 estudiamos el
problema de controlabilidad interna asociado al sistema (3), para tal propdsito utiliza-
mos un andlisis espectral del operador M, el método de momentos y un argumento de
punto fijo. En el Capitulo 5 establecemos la estabilidad orbital de un tipo particular de
soluciones de onda solitaria para el modelo (2) usando la convexidad de la funcién d(c).
También en este capitulo final mostramos que una familia renormalizada de ondas soli-
tarias converge a una onda solitaria de un modelo tipo KdV. Finalmente, en el Capitulo
6 presentamos algunas conclusiones y trabajos futuros.

Para concluir esta introduccién, describimos brevemente los aportes originales logrados
durante el desarrollo de esta tesis. Mejoramos el resultado obtenido por J. Quintero y A.
Montes en [40], al mostrar un resultado de buen planteamiento local para el problema de
Cauchy asociado con el sistema (2) en el espacio de tipo Sobolev H* x V**1 con s > (.
Seguidamente, probamos una propiedad de continuacién tinica para el sistema Boussinesq
(2). Hasta el conocimiento del autor de esta tesis no existen resultados de esta indole
para el modelo (2). Posteriormente, mostramos un resultado de buen planteamiento local
del problema de Cauchy asociado con el sistema (2) en el espacio de Sobolev periddico
H*(T) x V*TI(T), con indice s > 0, con lo cual se mejora el resultado obtenido en el
trabajo [36] por Quintero y Montes. En esta tesis probamos un primer resultado de
controlabilidad (exacta) para el sistema Boussinesq (2). Finalmente, establecemos la
estabilidad orbital de las soluciones de onda solitaria del modelo (2). Aunque usamos
una técnica estandar y muy conocida este resultado es nuevo ya que se tienen en cuenta
las particularidades del sistema Boussinesq-Benney-Luke (2).






Capitulo 1

El problema de Cauchy

En este capitulo establecemos un resultado de buen planteamiento para el problema de
Cauchy asociado con el sistema Boussinesq-Benney-Luke

e + 8§<1> — 8§<I> + 0, (n0,P) =0,
(1.1)
O, +n—Pn+1(0.9)° =0,

con la condicion inicial

n(z,0) =no(x), &(x,0) = Py(x). (1.2)

El objetivo principal es demostrar que el problema de Cauchy para el sistema Boussinesq
(1.1) con la condicién inicial (1.2) en el espacio de Sobolev H* x V**1 es localmente bien
planteado para s > 0.

Para obtener nuestro resultado usamos el espacio tipo Bourgain X*? x Y*+18 s 5 € R,
donde X*? se define con respecto a la norma,

]

oo = (IT] = &) (€)@l 2,

y Y518 con respecto a la norma

]

Y
T

13
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donde (a) = 1+ |a| y ¢(€) = |€]> + €| es el simbolo asociado a la parte lineal del modelo
Boussinesq (1.1). Aqui, w denota la transformada de Fourier en espacio-tiempo de w,

1 ) )
w(, 1) = 4—7T2/R/Re_”5_mw(a:,t)dmdt.

icionalmente, usaremos la notacién w ara la transformada de Fourier de w con
Ad | te, l t ®) la t it da de F d
respecto a la variable temporal,

1 .
oW (1) = —/e‘mw(t)dt.
2 Jr

Para T" > 0 denotamos por X;’B el espacio de restricciones al intervalo [0,7] de los
elementos n € X*# con norma definida por

Inllyze = f {lewllxes = w(t) =n(t) en [0,T]}

y por Y;H”B el espacio de restricciones al intervalo [0, 7] de los elementos ® € Y*+5
con norma definida por

i

yer1s 0 w(t) =®(t) en [0,7]}.

Y;+1,B = we;l’g;—lﬂ{ H’UJ|

Notemos que el sistema (1.1) se puede escribir en la forma

e 0  (I=02)02\ (n 0,(n0,®)
+ + —0.
D, I—0? 0 O (0,P)?

1
2
Entonces la tnica solucién del problema lineal

n 0  (I—=07)02\ (n

con la condicién inicial

esta dada por

(n(t), B(t)) = S(t) (10, ®o) = (51(2) (0, Po), S2(t) (10, Po)) ,
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donde el semigrupo S(t) esta descrito por

s:0).9) = |

R

e [cos(o(E)DE) + €] sin(6(€))B(E)] de,

e {_sin(cb(&)t)ﬁ@)

R

+ cos<¢<fs>t><f>(£>} de,

con la funcion ¢ definida por

$(&) = € + I¢].

El concepto de solucién para el problema de Cauchy viene dado por la férmula de Duha-
mel. Formalmente, (1, ®) en X3 x Y™ es una solucién del problema de Cauchy
(1.1)-(1.2) en [0, T] si y sblo si para todo ¢ € [0,T7,

(1(0). 9(0) = S(0)m, ) = [ 5(¢ = )(0,(00,0). 50,97) (D)ar'. (1)

Ahora, para trabajar en el contexto del espacio de Bourgain X*# x Y*+1# modificamos
sutilmente los términos de la derecha de (1.4) usando una funcién de corte. En adelante
Y € C§°(R) representard una funcién con soporte en (—2,2) tal que 0 <1 <1y =1len
[—1,1]. Ademds para 0 < T < 1 definimos ¢7(t) = ¢ (t/T"). De modo que consideraremos
la siguiente versién modificada de (1.4),

(10 9(0) = $(OSO . 80) = r(0) [ Sl =0)(01(00,0). 5 0,0)° ) )ar'. (15

Como es usual, para la demostracion de buen planteamiento del problema de Cauchy
(1.1)-(1.2), usaremos un argumento de punto fijo combinado con estimativos lineales y no
lineales apropiados. Ademas, probaremos un resultado de inclusién continua del espacio
X8 x Ysthh en la clase C (R : H® x V™) paras € Ry > 1/2.

1.1. Estimativos lineales

Primero presentamos los siguientes estimativos relacionados con el semigrupo S(t).

Lema 1.1.1. Sean s € R y § > 0. Entonces existe C; > 0 tal que
[4()S1()(n0, Po) | xs8 < Cill(0, Po)]

Hs(R)xVs+1(R);

[[%(t)S2(t) (1m0, Po)lys+1.6 < Cil| (10, Po)]

Hs(R)xVs+1(R)-
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Demostracion. Primero notemos que

vit) [ e a6

ﬁ efi:vgfitT (1/}@)/ ix€ :I:zd) 5)t/\ (£)d£> dadt

R2 R

L —itT —ix ix€ :I:uj) f)t/\

s [ (e ([ (e ) ds ) a
= 5 [ v O R

= 770(5)?# (T F 8(6)).

Ahora, por las caracteristicas de v, para todo entero m > 0 existe K > 0 tal que

()] < (1.6)

(L +|7))™

y por lo tanto existe C' > 0 tal que fR<T>2B’{D\(t)(T)|2dT < C. Entonces, usando la des-
igualdad

|I7] = ¢(€)] < minf{|r — ¢(&)], [T + S(&)[}, (1.7)

tenemos que

o o

=H<\T|—¢(£)>5<£>S[w(t> [ ey i)

2
R LE,T

2

(| = )PPV ( F 6(€))? |0 (€) [Pdedr
(T F S (E)* 10O (1 F ¢(€)) | (€) *dedr
(TYP (€)% (1) P[0 (&) [Pdédr

= [ ([ m#1avekar ) a

<c / ()2 (©)2dE = ol

A
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De forma similar vemos que
. . ~ 2
Hlﬁ(t)/R€mgeﬂ¢(£)t’§‘q>o(€)d€Hxs,ﬁ
= /RZ<IT| — G()P(EZEP|DY (r F $(€))[*|Do(€) Pdedr
<C [ 6P 1Bo(©)PdE = Clolfpney
R

Por consiguiente, de los estimativos anteriores,

[4(£)51.(2) (0, Po)|

X 8.8 S Cl||(n07 @0) ’|HS(R)><VS+1(R)'

Similarmente tenemos que

oo | =

= [l = QP15 F Pl P < Cln

2

Ys+1,8

2
Hs(R)»

y también que

2

Jote) [ eesoerierag

Ys+1.8
= / (7] = SEN (€| (T F (&) |0 (&) Pdedr < C| oo g
]R2
Asi concluimos que
19(t)S2(t) (1m0, Po)llys+1.6 < Cul[(10, Po) | s () xvs+1(m)-
O

Lema 1.1.2. Sean  y ' tales que —1/2 < /<0< B< B +1y0<T < 1. Entonces
existe Cy > 0 tal que

(i) |fer(®) g £(t') dt

1-(8-p") ,

(ii) (¢r(t) fo Sit =) (n, @)(t) dt

s = C2T1—(ﬁ—5')<|m||xsﬁ, + \|<1>||Ys+1ﬁ,)7

Ys+1,ﬁ/> .

o+ | @]

(idi) |[¢r(t) [y Sa(t — ') (n, ®)(1') dt’ B§C2T1‘<ﬂ‘ﬂ')(lln|

Y s+1,
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Demostracion. La desigualdad (i) fue demostrada en el Lema 3.2 del trabajo [18]. Nétese
que esta desigualdad no depende del espacio X*# x Y1 ni del semigrupo S(t). Para
probar (ii) primero notemos que

(¢T(t) /Ot /]R eixgeii(t_t/)¢(§)ﬁ(§, t/)dﬁdt,) (5’ t) _ 1/1T(t) /Ot G:I:i(t—t’)fb(f)ﬁ(f7 t/)dt/

t
— EO (1) / eFHOUR(E 1) dt = eFHG (¢, 1),
0

donde w(z,t) = ¢r(t) [7 eTO n(z,¢')dt'. De lo cual

A R I R Y
= w(&,7F 6(¢))-

Usando el hecho de que

max{||7 + ¢(€)] = o(&)], [I7 — 6(&)] = H(O)[} < |71,

tenemos que

L 2
[ente) [ [ esceseomre, vyagar
0o Jr Xoib

= [ (il = 0 9 e, % (e dsar

= [ tm £ 60 - o0 (9 1O deir
< [ @ e nPdsar = [ (P01,
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Ahora, usando la parte (i) y la desigualdad (1.7) tenemos que

L1l eyt = [ % it / TG 1)

< T21-(5-F )]/ 2s || o Fid(8) (5 t)‘

! 2 d
HY (R) :

t

d
B (R) ¢

3
= [y ey [emerie, )] () [[agar
( 1
( (
(

)
_ p2n-(5-8")

> (e
| [ e O ] dedr
)

’
7—2’8

]
( ]

_ 72— (3-5")] X0, 7 £ ¢(€))Pdédr
( ]

= TG00 [ (75 (€))7 (&) [77(¢, 7) Pdedr

{
R
I,
I,
1.
I,
< (55 / (I7l = &(€))* (€)**[77(€, 7)Pdedr
— 72065 ]H;ﬁ

XsB

En consecuencia,

Jirte) [ [ essemte-rmone, o

De forma similar podemos ver que

Jixte) [ [ essestrsiefie o

< 72058 / (€)% e
R

<7 o6 I IB(E 7 P
RQ

< T [ (] = o €06, )P

= T2=(=8) | 2

Ys+1,8"*

FUE[(e, )

dg

Por consiguiente

o+ | @]

ys+1,5/> .

Jixto) [ si66= 30000

1|, < a6 ()
XsB
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Similarmente obtenemos la desigualdad en (iii).

]

En el siguiente lema establecemos que el espacio X*7 x Y18 estd incluido continua-
mente en la clase C(R : H*(R) x V*T'(R)), para s e Ry 8 > 1/2.

Lema 1.1.3. Sea 3 > 1/2. Entonces existe C > 0 tal que

”(777 CI)) HC(R:HS(]R)xVS-H(R)) < CH(U, (I))|’Xs,,6><ys+l,6.

Demostracion. Primero probaremos que X% C L*(R : H*(R)). Sean 7, n, tales que

=1+ N2, ﬁl (57 T) = 77(57 T)XA(T)a 772(57 T) = ﬁ(f? T)XB(T)a
donde A= {7 : 7 <0}y B={r : 7> 0}. Notemos que para todo t € R,

I (8 lzscey = || (%€ (m)")" (@)

Hs(R)
_ zt¢(€ v>/\(t) d ‘
H/ (m)") (z,7) dr H*(R)
A(t)
< H e”‘b ) T, T } dr
/ ")) @,

:74(4“V846%(““A5tﬁ)&)md7
:ié(é“ymﬂéf—weﬂwguih

Dado que |7 + ¢(&)| = ||7| — ¢#(&)| para 7 < 0, entonces usando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz y el hecho de que > 1/2, tenemos que

e = (/R““%) N ( / {6~ SO drdg) v

<o( [ oonigmme )\2d7d5)1/2

- (//‘T+¢ 2ﬁ>%ma>PM%)

1/2
<o ([ - st fe P ards) =l

[ (£)]

1/2

Xs:.B-
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De forma similar vemos que,

Al :H —~itg(€) (M) 715’
Ine(®)lle@) = || (7 (2)") " @D

< [ ([ oeppac) o
< ([rar) " ([ i+ oeptaras)

1/2
<o ( [ - o e lienPars) = Clallxs,

En consecuencia,
17l oo ey < Cllnllxcses-

Ahora mostremos que n € C(R : H*(R)). En efecto,
Im(£) = m ()] mry

itr _ it'r it(€) A V>A(t) d H
[ (e =) (@0 m)) " @,

([ =) (freneon)of)

=[] [ - s - oirac)

([ ([nmwoar) ([ - pinge,r - oeiar) ac)

1/2
<o ([ - ot e¥le - P npasar)
RQ
Haciendo tender t — t' y usando el Teorema de convergencia dominada obtenemos que

|m1(t) — nl(t/)HHS(R) — 0.

IN

De forma similar,

172() = m2()| 2@y =

/R(em _ eit’r) ((eﬂw(g) <n2>A)v>A(t) (13>T)dTHHS(R)

9 1/2
[ - e+ oo dc)

o %
< (/ <|T|—¢<5>>25<5>25|em—e’”|2|o7<g,7>|2dsdf) .
R2
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Luego concluimos que ||92(t) — 172(t') || sy — 0; de donde n € C'(R : H*(R)) y ademés

17]lcm: m @y < C||nl|xs6-

Ahora, sea ® = ®; + 5 donde O1(€,7) = B(£,7)xa(7), Pa(&, 7) = D(E, 7)x5(7). Enton-
ces para todo t € R, tenemos que

(eit¢(€) ((I)l)/\)\/ (:L’, t)

[@1(8) s = | e
< [ ([ierermier - oeppac) o
< (frrwar) " ([ eire e otentara)

_ 1/2
<o ([ - ooy P dras ) =clo

Ys+1.8,

y también que

[ (?)

—q Vv
v = [ (749 (@3)) " (2.

VS+1(R)

< /R ( /R |§\2<s>25\52<5,r+¢<s>>12d5)1/2d7
< ([imrwar) " ([ ipe e+ otearae)

B 1/2
<o ([ - s ir@Hipe nParss) - =clo

1/2

Yys+1,8.

Por lo tanto

@] Loom:vorimyy < C||@|lyssrs.

Como en el caso anterior, usando el Teorema de convergencia dominada tenemos que
|®(t) — () |lys+1®) — 0 y ademds que ® € C(R : V¥ (R)); de donde

Xs:Bxys+1,8.

H(Th @)HC(R:HS(R)xvsH(R)) < C||(77= q’)|
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1.2. Estimativos bilineales

Primero presentamos el siguiente lema, donde se establecen algunas desigualdades que
usaremos en esta seccion y cuya demostracion puede verse, respectivamente, en el Lema
4.2 de [17] y el Lema 2.3 de [26].

Lema 1.2.1. Sip,q >0 yr =min{p,q,p+q— 1} con p+q > 1, entonces tenemos que

dx C
Lo = oo -

dx C
Lemm=i=wn 9

Usando el método introducido por J. Bourgain en los trabajos [5]-[6], probamos los
siguientes estimativos no lineales.

Lema 1.2.2. Sean s >0, a > 1/4 y 5 > 1/2. Entonces existe C5 > 0 tal que

(i) 1102(n0:®) || xs.me < Cslln]
(ii) [/(0x®) (0, 1)

||

Xs.B Ys+1.8,

Ys+1,7oz S 03 ||¢|

ys+1.8 ||¢1 | Yys+1.8.

Demostracion. Primero notemos que usando un argumento de dualidad

102(N0:P)|| x5, -a B
= |71 = 6(€)) ¢ (&) (7 0:2) (&, 7| 2

EE) (7] — B(E)) T(E — &1, 7 — T)EDB(Er, 1) (€, 7) dEdTdErdmy|.

= sup ‘
Az =1"JR?
&7

Entonces, definiendo

FE&T) = (7] — 2 (E)°T(E,T), (&, 7) = (7] — H(E))’E(E) (&, 7),

vemos que (i) es equivalente a

I(F.9.] < ClFllz NgllezRllze (1.10)
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donde

_ &) f(§ =&, m—m)g(&, )R, 7) dEdTdE dmy
9. 0) = /R4 ()€ = & (|7l = () (Il — d(&))P (T — 7| — P(§ — &1))P

Para obtener la desigualdad (1.10), analizamos todos los casos posibles para el signo de
7,71y T — 71. Para hacer esto dividimos R* en las siguientes regiones

&1 6,m) €ERY i <0, 7 — 71 <0},

& é,m)eER > 0,7— 7 <0,7 >0},

& é,m)ER iy >0,7 -1 <0,7 <0},

& é,m)ERY iy <0, 7 —71 > 0,7 >0},

& é,m)ERY < 0,7 —7 >0,7 <0},
)

£,71,6,m) e R 7 >0,7—7 >0}

Notemos que 71 < 0y 7— 71 < 0 implican que 7 < 0, y 71 > 0y 7 — 71 > 0 implican que
7 > 0. Luego los casos 11 < 0,7 — 71 <0, 7>0y 7 >0, 7—7 > 0,7 < 0 no pueden
ocurrir. Ahora, dado que

L+ <@+ ]Gl (1 +[E=&l),

entonces para s > 0 tenemos que

(&)*
(€)% (€ — &) =1

Asi, probaremos la desigualdad (1.10) con Z(f, g, h) en lugar de J(f, g, h) donde

§f(&2,m2)g(&1, m)R(E, 7) dEdTdS dm
Ré (0)%(01)P(02)? 7

conéy =& —&, o =T7—T1 Yy 0,01,09 perteneciendo a uno de los siguientes casos

Z(fagah):

o=1+EP+ ¢, o=+ + &l o2 =1+ & + &,
O=T~— |§|3 — ], o1 =71 — |§1|3 —[&1], o2 = T2+ |§2|3 + 1&al,
o=1+ P+ e, or =71 — &P — 1], o2 = 1+ & + &,
O=T~— |5|3 — &, o1 =71 + |f1|3 + &1, 02 =72 — |§2|3 — &,
oc=1+ P+ ], oo =m + &P+ &, 02 = 1 — & — |&,
o=7—[ = [¢], o1 =1 — &’ = &, 02 = 72 — |6 — &)

A~ N~~~
SISIISIcIE
— — — ~— ~— ~—
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Primero consideremos o, 07, 05 como en el caso (C1). Usando la desigualdad (1.8) en el
Lema 1.2.1 tenemos que

/ dTl < C
k (01)%(02)% T (T + G P + 6]+ &P + &)

En consecuencia, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos que

Z(f,g,n)|”
2d¢d
< Hh”%gT /R2 (/RZ ’f(€2>'r2)9(§17Tl)|2d§1d71> (/11@2 <0>2E<|01>§;B<T;2>25) d§dr

<ctty, [ ([ 1t mstenmPigdn )

Y ( o ut )dng
(o) Jo (T + &P + [&1] + &2 + [&2])?°
< C||f||%g’f||9H%gﬁ\|h\|igﬁ

XH 1€]? / dé; H ‘
(THEP+1EN2 S (TGP + |Gl + 1€ = &P+ 1 — &)l

Entonces, para § > 1/2 y a > 1/4 probaremos que existe C' > 0 tal que

€]? d&,
G = C.
)= T er repe / FrEP TR TGP T E—an” =

Para ¢ > 0 dividamos R en los conjuntos
Al - (_m7 0]7 A2 - I:O’ é’]? A3 = [57 +m)~

Si & € Ay, entonces & < 0 < € y por tanto

/ d&;
A (TG F G €= &P+ €= &))*

:/ d&,
M (T=8 =&+ (=& + (£ —&))%

< / d&, _q
T Jr (28 426 — T — 3+ 3828 — 3863 — €)%
Usando el cambio de variable

po=260 426 — 7 — €+ 3676 — 366 — &, du = (6€] — 6€& + 3¢” +2)d&,
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Y que

2 2
6’6?—6551+3€2+2=6(&—§) +%+22§2,

tenemos que

€17 1 Ay L
(T + [ + [€])> h= (1+ |7+ & +¢))> /R (11)2P = /IR (1) =C.

Observacion 1.2.3. Usando los calculos del argumento anterior, para £ < 0 y el conjunto
By = (—00,£] vemos que

€2 / d&,
(T + &P+ 160> Jp, (TGP + ]+ 1§ = &P +16 = &)*

< 1€]? / d&,
T T4 EP +[EN? Jr (26 + 26 — T — &3 + 3626, — 36 - £)*F

_ 35 L <C
(T4 €@ + gzt =

Ahora, notemos que

/ dg,
a AT FGP Gl + 16— alP + 1€ - &)

e, B
= /R Fre—seq rxarer w1

A continuacién haremos el siguiente cambio de variable
4y — &3 — 41 — 4
e [ § T — 48 ‘
3¢

Usando que 2a > 1/2, la desigualdad (1.9) en el Lema 1.2.1, que

p= 7€ 3G HIE HE, du =362 — 6, & = 5

_ )] = — 3 _ 4 _ _ dy
[36(260 — &) = V36V dp — &8 — A7 — 4, d NN Ty

y el hecho

‘3?53‘ —|r+et+e- (r+§+%3>’ < (T+£3+5><r+§+£>,
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obtenemos que

17 I, < £3/2 du
(T4 €17 + [€])* (T+ &+ Jr /Au— & — 47—4§< )
53/2
<
T+§3—|—f /\/ T+£+§3> <>25
< cer <C
- <T+§3+§>2a<7+5+§>1/2 o

Notando que

/ d&y
(T H &P+ Gl + 6= &P+ €= &)
< / d&y
T IR (T 260 426 — £ + 3626 — 38 - )%

y usando el cambio de variable

po=T 4260 +26 — €+ 36%6 — 366 — &, du = (667 — 666 + 367 +2)d&y,

= 137

tenemos que

€17 I 1 du o
T T2 EN e / s =

Observacion 1.2.4. Usando los céalculos del procedimiento anterior, para & < 0 y el
conjunto B3 = [0, +00) tenemos que

€7 / d&,
(T + 1€ + [€])* (T+H&aP+ &l + €= &P+ € —&))?

< |€|2 3 < C
T €]+ €))% '

Ahora, de la Observacion 1.2.3 y la Observacion 1.2.4, para £ < 0 consideramos tnica-
mente By = [¢,0]. Luego entonces

/ a6 < &
b TGP TG IE =GP Fle—al? = Jo (7 + & =386 + 366 + ¥
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Del cambio de variable

p=1T—8 43686 - 366 — &, du=3E(§ - 26)d&y,

vemos que
1 47 — &3 — 48 — 4p
=— &L
51 5 \/ 36 )
y ademas
dp
360261 = O = V3le[VAp + 48+ € —dr, dy =
VIIEl/ A+ g+ 6 -
Asi, usando la desigualdad (1.9) en el Lema 1.2.1 y que

Hlse-g-al-e-g)

obtenemos

€17 / d&
(T + &P+ €D Jp, (TGP + &l + 1 = &P+ [ = &)

k& dp
AT €+ €] \/4u+4£+£3 At (u)**
|£!3/2
<
(1 — & — /\/ 7__ B ><M>25
ClefPr

= <7_63_£>2a<7_5_§>1/2 =

Por lo tanto, para f > 1/2, a > 1/4 y 0,01,03 como en el caso (C'1) tenemos que existe
C > 0 tal que

1Z(f,9.0)| < Ol fllz Nlgllez llzz -

Ahora, consideremos o, 01,09 como en el caso (C3). De la desigualdad (1.8) en el Lema
1.2.1 tenemos que

/ dr < C
R (01)°7(02) = (|G + 6] — 7 — |&[? — &)

Entonces vemos que

20,00 < CIFIZ; gl 102 11z
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donde

I35 dé&;
H = .
(&) <r+\sr3+\s|>2a/R<\sl|3+rsl|—r—if—slws—if—sw

Siguiendo el argumento previo, para £ > 0 dividimos de nuevo R en los conjuntos

A = (_0070]’ Ay = [07€]> A3 = [ga +OO)'

Primero vemos que

/ d&, </ d&y _ 7
a (&P +1al—m—1E—aP —1aD? =~ Ja (r+ & - 3826, + 368 + 9% 7

donde I esta definido en (1.11). En consecuencia

€1
T+ 6P+ 1D

12 < C.

Ahora, notemos que

/ d&y
&P+ 6] =7 =6 = &P — €= &)%

d&
=1.
= /]R (263 +26 — 7 — € +3626, — 3665 — B
Asi que

r
(T +1€P + €2 =

A continuacién vemos que

/ d&;
s &P+ &) =7 =16 = &P — €= &)%P

< / d& 1,
TR (83— T 382 + 368 + &) '
Usando el cambio de variable p = &3 —7—3£2¢, + 362+ € y du = 3£(2&, — €)dE,, tenemos

que
gj:\/élT—§3—4§+4,u

1
1=3

3 3
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y también que

- — ¢ - dp
3626 — ) = V3V A+ 47 — & —4g, dg NN TES

Luego, usando la desigualdad (1.9) en el Lema 1.2.1 y que

X <trrerolr—e-).

obtenemos que

17 I, < &2 du
(T +[EP + )2 = (T + & + €)% \/4u+47—§3 A€ (uy*
53/2
<
T—|—£3—|—§ /\/ T+f+£3)<>
< cer <C.

rrere(roe- )"

Ahora, para £ < 0 consideramos By = (—00,£], Bs = [€,0] y Bs = [0, +00]. Entonces

/ d&,
a &P+ &l =T ==& == &)

& _
= /R R T T
Usando el cambio de variable p = 7 + & — 36%&, + 3667 + € y du = 3£(2& — €)d&

obtenemos que
1 4y — 4T — 46 = &3
Moy Jdnzdr §-¢
2 3¢

& =

y también que

dp
V3IE[NVAT +4E + &3 —

De la desigualdad (1.9) en el Lema 1.2.1 y del hecho que

X <tr—g—glrre+ L),

36(26 — )] = V3BIE[VAT + 46+ 8 —dp,  d& =



1.2. Estimativos bilineales 31

obtenemos que

€17 - His dyu
(T + [EP + 1€ = (r +1€P + [ ¢4T+4g+53 1 (1)
€2
<
= {r+[€F + g2 /¢ (rre+2) —auw?
< Cler < C.

g —gn(rier )

A continuacion, notemos que

/ dg,
&P +1&al -7 =g =&l — 1€ = &)
dg,

= /]R (T4 267 + 261 — €3 4 3626, — 3667 — €)% =
de donde
A
TP+ =
Ahora, notemos que
/ S|
B (&P &l =7 — [ = &P —[§ —&I[)*F
dé; B
= /R (8 —7—3826 + 38+ 6% o

Usando el cambio de variable p = &3 —7—3£2¢, + 3862+ € y du = 3£(2&, — €)d&,, tenemos
que

1 Ar — €3 — A€ + 4y
2 gjE\/ 3¢

&=

y también que

dp
VBIEWE +E—dr —dp

136(26 — &) = VBIEWVE + € — AT —4p, dé =
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Asi, usando la desigualdad (1.9) en el Lema 1.2.1 y que

E<r-g—g(r—e-5),
obtenemos que
TR T < T !5‘1 ), NG —
e
< e T . Je- Tj;) o
S Clef: e

(g —gpe(r-e-9)"

Por lo tanto, para o, 01,03 como en el caso (C3) tenemos que existe C' > 0 tal que

1Z(F.9.W < O flliz Nallz Ihllcz -

Ahora, consideremos o, 01,02 como en el caso (C}). Usando el cambio de variable

(57 T, 617 7-1) = _(§7 T, 517 Tl)

tenemos que

1Z(f.g.h)]> < ||h||igﬁ /R2 (/R2 |f(€2772)9(€1>71)|2d§1d71>

€|2dg dm
. (/ T 1EF — D m TGP + [P (ma — Jeal? |52|>ﬁ> aedn
— HhH%gT /R2 (/]1@2 |f (=&, —m2)9(—&1, —n)Pd&dﬂ)

£ P& dm )d J
(L e o e T )
<clilty [ ([ 15t —ma-g.-n)Pasuan

x( < / s )%m
(T + 1P+ €N Jr (6P + 6] — 7 — &> — |&)?P
< C||f||%g’7||9||%g’7||h||igﬁ ||H||L2?T ,
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entonces, la demostracién de la desigualdad (1.10) con oy, 09, 03 como en el caso (Cy)
se reduce a la prueba de (1.10) con oy, 09, 03 como en el caso (C3). Similarmente,
usando el cambio de variable (&, 7,&1, 1) — —(§, 7, &1, 71), vemos que la prueba de (1.10)
con o,01,09 como en los casos (C5) y (Cg) puede ser reducida, respectivamente a la
demostracién de (1.10) con oy, 0a, 03 como en los casos (Cs) y (Ch).

Finalmente, consideremos o, 07, 05 como en el caso (Cy). Usando los cambios de variable

n=T-1, ==&, ({1.§&n)— (7.4 ),

obtenemos que

Z(f,9.h)|?

<l [ ([ e motenmrasan )
£7dédry )d p
. (/R2 (7= 1€13 = [N — [&1]® = (&) (a2 + &2 + )P s
= HhHigT /11@2 (/11@2 ’f(fzﬂb)g(f — &, T — 7'2)’26152617'2)
€2 dE,dr )d J
- (/R2 (T =163 = [EN)(T =72 = [ = &P — |€ = &) (2 + |&2]® + [&2])° 7

=ity [ ([ 156 ~miutes — €= )lacain

| |*dEadry
. (/ TP T =1 T e — Gl + = &P (m — [l = |52|>6> dedr
<clilty, [, ([ 1t -rale - m - n)Pdsadn)

35 6, ) e
" <<T+|f|3+rs|>2a/R<|52\3+|£2| eGP - -apr) 4
< CIfIB: Ngl3s IRl NIH

y entonces la prueba se reduce al caso (Cs).

Por tltimo,

||(axq))(axq)1)| Ys+l,—«a
BT /’5' (Il = 6(€) (€ — €)B(E — &1, 7 — 1)&Bi(&,7)
IIhIILg’Tzl

(&, T) dédrdérdm|.
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Entonces, definiendo

FET) = (|7] — ()P (E)ED(E, ),  fil,T) = (7] — B(€))P (€)1 (€, 7),

tenemos que (ii) es equivalente a

K, fua b)) < Oz 1 fillee e (1.12)
donde
B &) f(E =&, m—1)fi(&,m)h(E, 7) dédrdédm
KU fuh) = / 6 (€ — &0 — o€ {m| — $E) (I — | — dlE — &))"

y por consiguiente la demostracion de (1.12) es andloga a la demostracién de (1.10).

1.3. Buen planteamiento

El siguiente teorema constituye el resultado principal de este capitulo.

Teorema 1.3.1. Sean s > 0 y 1/2 < 3 < 3/4, entonces para todo (1o, @) € H* x VT,
existen un tiempo T = T'(||(no, Po) || s xys+1) > 0 y una dnica solucion (n, ®) del problema
de Cauchy (1.1)-(1.2) tal que

neC (0,7 : HYNXy y ®eC(0,7]: v*H)ny e,

Ademds, para todo 0 < T' < T existe una vecindad V de (ng, o) en H* x V' tal que
la aplicacion dato-solucion es Lipschitz de 'V en la clase

C([0,7] : H* x V') (X5 x yHhP).

Demostracién. Para (ng,®g) € H* x V™' y 0 < T < 1 consideremos el operador
I'=(I'1,T), donde I'; y I'y estan dados por

031, 9)(0) = VS O b0) — () [ 5100 =) (2200, 30,0 ) )t

L)) = (OSa(0) 0 Do) = 0 (0) [ Salt =) (01(00,0), 50,87 ) (0.
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Ahora, sea Zj; la bola cerrada de radio M centrada en el origen en X7 x Y518 es
decir,

Zy = {(n,®) € X>P x VP . ||(n, D)

Xs:Bxys+1,8 S M}

Probaremos que la aplicacién (n, ®) — T'(n, @) es una contraccién si M y T son elegidos
apropiadamente. En efecto, sea o € [1/4,1/2) tal que <1 —ayd=1—(f+«a). En
consecuencia, usando el Lema 1.1.1, el Lema 1.1.2 con 8/ = —a y el Lema 1.2.2 tenemos
que

IT1(n, @)

wer < Cull (o, o) agesvess + T (110, (0, ®)

< Clll(no, (I)o)| Hsxys+1 + C2O3T5(H7I| Xs:B
< Chl[(no, o) || s xys+1 + 0203T5’|(777q’)’

O G [

||

yeris + |9]3 i)

2
XsBxys+1,8-

Anélogamente,

IT2(n, @)

yor1s < C1|(m0, Po)|
< C1ll(no, ©o)

R Al ( CROUX S] PSRN [GX Sy
mrexye + CoCsT (1, @)]13

XsBxys+1,8-

Por consiguiente

ID(n, ®)|| xs6 518 < C1ll (10, Po) || zrsscwsr + CoC3T| (0, @) [|5eesyyesns- (1.13)

Si elegimos M = 2C1||(no, Po)|

wsxys+1 y 0 < T <1 tal que

K, = 4C,C5Cs]| (00, @o) || s xvstn T® < 1/2, (1.14)

obtenemos que

HF(?’], qD)HXSwBXYS‘HwB S 01H<770, q)o)‘ stvs+1(1 + 4010203“(7”]0, q)o)’ HSXVS+1T6)

< 2C1 || (1o, ®o)|

Hsxys+l — M,

de lo cual se sigue que I' envia Z,; en Z,,. Seguidamente, demostremos que I' es una
contraccion. En efecto, si (9, ®), (m,P1) € Zy, usando el Lema 1.1.2 y el Lema 1.2.2
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tenemos que

HF1<777 (I))—Fl(?h,qhﬂ X568
< G (110 (n0.® = md, @)

xomo 4+ [(0:®)* — (0:91)°|

Ys+1,—a)

< CT° (1102 (10(® = @1)) oo+ 192((1 = 1) 0u®1) [ 5

Ys+1,7a>

F[102(P = 01)0, (P + 1)

< CoCsT (e 19 = @ulyesr + 17 = mill oo [ @1l
SILRCARRCES A

< CoGST (0, ®) = (11, @1) ey (1, @)lves sy
+ [, ®1)] Xs,axysﬂ,ﬁ).

De forma similar vemos que

”F2(77a ‘I))—F2(771, <D1) Hys+1,ﬂ

< G (110, (n0a® = mDa®1) o + [|(0:2)? = (0,1)?

Ys+1,—a>

< T ([10:(00:(® = 1)) e+ 102((n = 1) 0:®0) | e
F10:(® — 1)0,( + )| Ym,,a)
< CoC3T|[(1, @) — (1, @1)l| 00 wys41.0 (H(m D)|| xs8xyst1.8

+ (|, @)

Xs,BXYerl,B) .
De este modo concluimos que

||P(777 q))_r(ﬁla CI)1)| Xs.BxYs+1,B
< CyC3T°| (1, @) — (11, 1)

xesyesns (1107, @)

+ || (71, @1)|

Xs:Bxys+1.B8. (115)

XsBxys+1.8

X8 Xys+1,ﬁ>

< 2M0203T6H(777 (I)> - (7717 CI)1)|

Asi, escogiendo 0 < T' < 1 suficientemente pequeno tal que (1.14) se cumpla, obtenemos
que

[0(n, @) = L1, @1)l|xsxysrrs < Kul (0, @) = (1, @1) [ xsmxyssrs,
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y en consecuencia I es una contraccién en Z,. Por lo tanto, por el Teorema de punto fijo
de Banach tenemos que existe un tnico punto fijo (7, ®) de I" en Z,, el cual es solucién
del problema integral tuncrado (1.5). Ahora, si (1, ®;) es una restriccién de (7, @) en
[0, T, entonces usando el Lema 1.1.3 tenemos que

m € C([O,T] : HS> N X%B? (I)l c C([O,T] . Vs+1) N Y;Jrl’ﬁ’

y también que (71, ®;) es una solucién del problema integral (1.4) en [0, 7.

Del argumento de punto fijo usado anteriormente, tenemos la unicidad para el proble-
ma integral truncado (1.5) en el conjunto Zj;. Debemos ahora probar la unicidad del
problema integral (1.4) en el espacio X5 x Y217,

SiT >0, sea (n,®) € X*° x Y*18 la solucién del problema integral truncado (1.5)
obtenida anteriormente y (1, ®1) € X;’ﬁ X Y;H’ﬁ una solucién del problema integral (1.4)
con la misma condicién inicial (1o, ®o) € H* x VL. Fijemos una extension (ny, @) €

X8 x Ys+18 de (ny, ®,), entonces para algin T* < T < 1 que definiremos después,
vemos que

n2(t) = ¥ (t)S1(t) (10, Do) — Y= (t) /Ot Si(t—t') (ax<n2axq)2)7 %(5’90@2)2) (t")dt’

Ba(t) = 9(0)S2(0)m Do) — Ur-() [ Sa(t =) (0.m0, ), 5(0.02)) (V)
para todo t € [0, 7™].

De la definiciéon del espacio X;B X Y;Jr L2 tenemos que para cualquier ¢ > 0, existe
(w,9) € X x Y**t1F tal que para todo t € [0, T7],

w(t) =n(t) —m(t), V() = 2(t) — Pa(t)
|lwllxse < ||ln— 772HX§’;? +e,  [Yysts < || — ®2|‘Y;*+1,ﬁ + €. (1.16)

Definamos

wi(t) = —4r-(t) /Ot Si(t =) (393(77(%0) + 00 (w0, P2), %89619835(@ + ‘1)2)> (t")dt’,

V1 (t) = —hp-(t) /0 t So(t —t) (az(naxﬁ) + 0, (w0, Dy), %axﬁaz(cb + <I>2)) (t")dt'.
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En consecuencia, wq(t) = n(t) —na(t) y 91(t) = ®(t) — Po(t), para todo t € [0,T7]. Por
tanto, del Lema 1.1.2 y el Lema 1.2.2 obtenemos que

|17 — 12
<l |

s,B
X

Xs:8
< CoGaT™ | (w,9) | ey (111, @)
< 2C,CsNT™||(w, ) || xobysrs (1.17)
donde suponemos que

méx { | (n, )|

De manera similar,
| — Py
< |94

FMWwamm%nme%o

xsbxys16, |[(N2, Po)|lxspxystrs} < N.

1,
yiits

ys+1,8

< CGT @, D) | xyvsro (In, @)
< 2C,CsNT™||(w, D) || by ssis. (1.18)

FWWwamm%nme%o

Si escogemos T > 0 tal que
4C,C3NT™ < 1/2,

obtenemos, usando (1.16), (1.17) y (1.18), que
H77 - 772")(;;? + H(I) — CI)ZHY;;H,ﬂ < 40203NT*6H(W, ﬁ)HXs,BXyS.Hﬁ
1
< 5 (I = mllxzs + 1@ = @allyzrrs +2¢).

Se concluye que

I =l + 18 = @allyne < 2

Por lo tanto, n =y y ® = &, en [0, 7*]. Ahora, ya que el argumento no depende de la
condicién inicial, entonces usando un argumento conocido (ver por ejemplo el Teorema
3.3.1 de [10]), podemos repetir este proceso un nimero finito de veces para extender el
resultado de unicidad sobre todo el intervalo [0, 7).

Combinando el Lema 1.1.3 con un argumento idéntico al utilizado en la prueba de exis-
tencia, podemos mostrar que la aplicacion dato-solucién es localmente Lipschitz. Este
procedimiento es relativamente estandar.



Capitulo 2

Propiedad de continuacion tnica

En este capitulo estamos interesados en probar un resultado de continuacion tinica para
el sistema Boussinesq-Benney-Luke

e+ 2P — 03P + 0, (10, P) =0,
(2.1)
O, +n— 0%+ 1(0,0)° =0.

Maés exactamente demostraremos que si (7, ®) = (n(z,t), ®(x,t)) es una solucién del
modelo Boussinesq (2.1) con

ne L2(_T7 T; HZQOC(R))7 P e L2<_T7 T; H;loc(R))7 77t7q)t S L2(_T» T; L?OC(R))
y (n,®) = 0 en un subconjunto abierto 2 de R xR, entonces (7, ®) = 0 en la componente

horizontal de 2. Recordemos que la componente horizontal de un subconjunto abierto
) C R x R se define como

Q= {(z,t) eRxR : 3y €R, (z1,t) € Q}.

Inicialmente, usando una versién particular de la desigualdad de Treves, establecemos un
estimativo tipo Carleman para un operador diferencial £ asociado con el sistema (2.1);
luego presentamos una serie de resultados auxiliares para finalmente probar la propiedad
de continuacién unica.

39
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2.1. Un estimativo tipo Carleman

En esta seccion establecemos un estimativo de Carleman para el operador diferencial £
definido como
O + f(x,t)0, g(m,t)ai - (9;1
L= . (2.2)
I -2 O + h(z,1)0,
En adelante usaremos la notacién D = (9,,0;). Si P = P(&1,£2) es un polinomio en dos
variables, que tiene coeficientes constantes y grado m, entonces consideramos el operador
diferencial de orden m asociado a P,

P(D) = P(0,,0,) = Y _ a,D",
la|<m

con D% = 0910;? y |a| = a1 + ay. Por definicién

PO(&1,6) = 0002 P&, &),
donde 3 estd dado por 8 = (81, £2) € N2,

Para demostrar el estimativo de Carleman usaremos la siguiente versién de la desigualdad
de Treves, cuya demostraciéon puede verse en el Corolario 1 de [45] o también en el
Corolario 5.1 de [9].

Teorema 2.1.1. (Desigualdad de Treves) Sea P(D) = P (0, ;) un operador diferencial
de orden m con coeficientes constantes. Entonces para todo o = (ay,a5) € N?, § > 0,
7>0, UeCPR?) yi(x,t) = (x— )+ §%t* tenemos que

22\a|7_\o<|52a2

P DY dndt < Clmya) [ [P(DYEP e (23)
! R2 R2

con

T+ o .
Sup|r+a|§m a , St ’Oé’ <m,

0, si|al >m.

lal = a1 +az, al=ala! y Clm,a) =

A continuacién presentamos el estimativo deseado para el operador diferencial L.

Teorema 2.1.2. Sea L el operador diferencial definido en (2.2), donde las funciones
f,9,h € L2 (R?). Si consideramos

loc

Bs = {(z,t) € R? : 2 +t* < &%}, (a,t) = (v — 6+ 5, §>0,
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entonces existe una constante C' > 0 tal que la desigualdad
2 / U 2™ dadt + T / |0,V 2> dadt + 7 / Wy 2™ dadt
Bs B;s Bs

+ 73 [0,V PP dadt + 72 | |02W,|Pe* V dadt
Bs Bs

<C [ |LYPe* ™ dadt

Bs

se satisface para todo ¥ = (Vq, Vy) € C§°(Bs) x C3°(B;s) y cualquier 7 > 0 con

1F112 (5, 1A] 20 5,
T T3

191172 (5,
2

1 1
<_7 g_) g .
-2 8

ool =

T

Demostracion. Sea ¥ = (¥, Wy) € C§°(Bs) x C§°(Bs). Consideremos el polinomio

P2(£17§2) = _5117

PQ(D) - PQ(@x,at) — —83%

el operador diferencial asociado a P. Luego, si a = (4,0) tenemos que

Pga)(glafz) = P2(4’0) (€1,&) = —24, PQ(Q)(D)\IIQ = —24¥,

C(4,(4,0)) = sup ("”*“):1.

Ir+aj<a \ &

De donde, usando el Teorema 2.1.1,

r / |Wy 2™ drdt < (24)2877 / Wy 2™ dxdt
Bs B;s
22|a\ |a|52a2 N
_ T—' | P\ (D)W, |?e*™ dudt
!l Bs
< | |Py(D)Wy2e* Vdadt.
Bs

Similarmente,

P2(3,0)(61’ §2) = —24¢,, P2(3,0)(D>\I12 = —240,V5,  C(4,(3,0)) = 4.

(2.4)
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Por consiguiente, usando nuevamente el Teorema 2.1.1, obtenemos que

26 3 .
3 / 10, o2V dudt < —— [ |PSO(D),|2e* ™ dudt
Bs 24 Jp;

< / | Py (D) Wy|?e*™ dadt. (2.6)
Bs

De forma similar,
PPV, ) — 1262, PPV(D)Wy = —120%0,,  C(4,(2,0)) = 6.

En consecuencia,

24 2
72 / 1020, |2 dadt < —— [ |P3O(D)W, 2™ dudt
Bs 12/,

< / | Py(D)Wy|?e*™ dxdt. (2.7)
Bs

Ahora, definiendo
P3(f1752) =1 —f%a P3(D) =1- 837

tenemos que

PPY(6,6) = =2, PPOD)W = =20y, C(2,(2,0)) =1,

y entonces
24 2
2P drdt < 2 |1 PEO(D)W, 22 dudt
Bs 2 Bs
< [ |Py(D)¥,*e* ™V duxdt. (2.8)
Bs

Andlogamente, tenemos que
P (DY, = —20,9,, C(2,(1,0) =2,

y ademas
2 27 2’7 (1,0) 2 2ri)
T | |0,V e ™V drdt < — | Py (D)W e ™ dadt
Bs 2 Bs

< [ |Py(D)¥,*e* ™V duxdt. (2.9)

Bs
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De las desigualdades (2.5)-(2.9) vemos que exite C' > 0 tal que

2 [ U PV drdt + 7 [ |0,V PP Vdadt + 1 | | Wy|?e* Vdadt
Bs B; Bs

+ 7% [ |0,V 2e*Vdadt + 72 | |02V, 2PV dadt
Bs Bs

S C/ (‘PQ(D)\IJQ|2 + ‘p3<D)\I/1’2) €2de$dt. (210)
Bs

Ahora, notemos que si Ly = Py(D) + g(x,t)0? entonces Py(D)Wy = LUy — g(z,t)02V,.
Por consiguiente, de las desigualdades (2.6)-(2.7) obtenemos

|h(2,1)0, Vs 2™V dadt

Bs
< il [ 10026 dode
Bs
LT o
= 3 |Py(D)Wy|“e™ ™ dxdt
T Bs
< 2HhH%oo(Ba) (|£ U ‘2+| ( t)aQ\Ij |2) 279 o dt (2.11)
- 7—3 Bs 2%2 g xz, T * 2 € xat, .
y también

9, 2D < g2 (s, / 02026 dad
Bs Bs
”9”%00(35)

T2 Bs
_ 2ol

= 7_2

| Py (D)Wy|?e*™ dadt

/ (‘52\112’2 + \g(x, t)@glllg\z) 627—wdﬂfdt. (212)
Bs

De forma similar, si L3 = I — 9> = P3(D), entonces P3(D)¥; = L3V¥;. Luego, usando la
desigualdad (2.9) tenemos que

(@ )0, P ddt < |2 / 10,0, 262
Bs Bs

T

2
< Ve [y, pervasa
Bs

Fl7e
_ Wl L3, *e*™ dudt. (2.13)
T Bs
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Ahora, si elegimos 7 > 0 suficientemente grande tal que

Hf||%oo(35) < 1 ||9||%oo(35) < 1 ||h||%oo(35) < 1
T -2 72 -8 T3 -8’

entonces de las desigualdades (2.11)-(2.13) tenemos que
/ (1f (2, )0, 01 * + |g(, )02 |* + |h(x, )0, Vo |?) €7 dxdt
Bs

1 1
<§/ (|L2%s) + [L394]%) e2wdxdt+§ lg(z, )02 Wy |** ™ ddt,
Bs

= B,

lo cual implica que
/ (1f (@, 0001 + g, 0PTo ] + [h(, )0, T %) 2 dudt
Bs
S / (|£1\I/1|2 + |£2\I’2|2 + |£3\I/1’2 + |£4\112|2) GQdexdt
Bs

< [ |LY|?e*Vdxdt,
Bs

donde
El = 8t+f(x,t)&,:, £4 = 8t+h(x,t)8x

LU = (|L20 2 + | LaWsf? + | L0 + | £40,[2) 2

En consecuencia,

/ (|Po(D)Usf? + | Py(D)¥, ) >
Bs

< 2/ (|L2%s]* + |g(z, )25 %) €2V dadt —I—/ | L300, ™ dadt
Bs

Bs

<2 [ |LTUPe*Vdxdt
Bs

+ 2/ (If (z, £) 001 |* + |g (2, 1) 03 Wo|? + |h(x, )0, ¥4 [?) €27V dudt
Bs

<4 [ |LY|?e*Vdxdt.

Bs

Por lo tanto, de la desigualdad (2.10) y la desigualdad anterior obtenemos el estimativo
tipo Carleman (2.4).
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Observacion 2.1.3. El estimativo tipo Carleman (2.4) es invariante bajo cambios de signo
en las componentes del operador diferencial L.

Corolario 2.1.4. Sea T' > 0. Si ademds de la hipdtesis del Teorema 2.1.2 tenemos que

ne L2(_T7 T; HZQDC(R))v S L2<_Ta T; Hﬁ)C(R)), Mt CI)t € L2(_T7 T; L2 (R))

loc

y el soporte de n y el soporte de ® son conjuntos compactos contenidos en By, entonces,
la desigualdad (2.4) se cumple si reemplazamos V = (Vq, W) por U = (n, ®). Es decir,

2 In|2e*™dadt + 1 | |0un*e* Y dadt + T |®|%e*™ dadt
B5 B6 Bg

+73/ |6x@|2627wdxdt+72/ |02®|2e*™ dadt
Bs Bs

<O | |LUPe*™Vdxdt. (2.14)

Bs

Demostracion. Sea {p.}e~o una sucesion regularizante (en las variables z y t) y conside-
remos

Ue = (pe*nape*q))a

donde * denota la convolucién usual de funciones. Entonces U, € C°(Bs) x C§°(Bs) y
la desigualdad (2.4) se verifica para U, esto es,

2 [ |pexnPe¥™dadt + 1 | |0u(pe x n)|PeVdudt + 7 [ |pe x BV dudt

Bs Bs Bs
+7° 102 (pe * ®)[2e* ™V dadt + 7 |0%(pe x @)|?e* ™V dadt
Bs Bs
< 0/ |LU.|*e* ™ dadt. (2.15)
Bs

Ahora, paran =0,1y m =0, 1,2 tenemos que

107 (pe * m)e™ — O €™ || 125y = (e * gn)e™ — O e™ || 25y
< C|07 (pe * ) — Ol 285 — 0,

y ademas
|02 (pe * <I>)e”" — 0P €wHL2(35) < C|07 (pe * @) — 07 ®@||12(;) — 0, cuando € — 0,

donde C' es una constante positiva que depende tnicamente de 7 y d. De forma similar
obtenemos que

/ (JCU?e™ — |LU|Pe™) dadt — 0, cuando € — 07,
Bs
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Por lo tanto, pasando al limite en (2.15) obtenemos el estimativo (2.14).

2.2. Continuacién unica

En esta seccién probaremos el resultado de continuacién unica para el sistema (2.1).
Antes, establecemos los siguientes resultados auxiliares.

Lema 2.2.1. Sean T >0 vy f,g,h € LS. (R x (=T,T)). Sea U = (n,®) con

loc
n € L(=T.T: Hig,(R)), ® € L*(=T.T; Hy,,(R)), @ € L*(=T,T; Lj,,(R))
una solucion de LU =0 en R x (=T,T) donde L es el operador diferencial definido en
(2.2). Sea
v — U si t>0
0 s t<O.

SiV =0 en la region {(z,t) : x <t} interceptada con un entorno de (0,0), entonces
existe un entorno Oy de (0,0) (en el plano xt) tal que V=0 en Oy.

Demostracion. Por hipdtesis existe 0 < § < 1 tal que V =0 en Ry = Ry U Ry, donde
Ry ={(z,t) : 2 <t} N Bs, Ry={(x,t) : t<0}NBs, Bs={(x,t) : 2* +1* < §*}.

A continuacién, consideremos y € C§°(Bs) tal que y = 1 en un entorno O de (0,0) y
definamos

U = (qll,\IIQ) = XV

Entonces tenemos que

U, € L*(-T,T; H: (R)), W,e€ L*(-T,T;H..(R)), 0;¥,,0,9, € L*(-T,T; L} (R)),

loc

y también que

supp ¥ C Bs.
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Por definicién de y, vemos que LV = 0 en O. Luego, usando el corolario anterior, tenemos
para ¥ (z,t) = (z — §)* + 6** y 7 > 0 suficientemente grande que

[ W2V dadt + 7 | |0,V |2e* Vdrdt + 71 | |UyPe*Vdadt
Bs Bs Bs

+T3/ |3z\lf2|2e2wdxdt+7'2/ |02 W, |2e2™ dadt
Bs Bs

<C / |LV|2e* ™V dadt = C / |LV 2™ dxdt. (2.16)
Bs Bs\O

Ahora, usando nuevamente la definicion de y y el hecho de que V' = 0 en Rs, obtenemos
que

suppV C D, suppLY C DN (Bs\O), D={(z,t) : 0<t<zx<d<l1}.
De esto se deduce que si (z,t) # (0,0) y (z,t) € D entonces
Yz, t) = (x =02+ < (t —0)* + 8 = (1 + 6%) — 2t6 + 6° < §°.
Asi, existe 0 < e < 62 tal que
U(z,t) <6 —¢, (z,t) e DN (Bs\O).

Ademss, dado que 9(0,0) = 6%, podemos escoger un entorno O; de (0,0) contenido en
O tal que

Uz, t) > 0% —¢, (x,t) € O
De la construccién anterior y la desigualdad (2.16), tenemos que existe C; > 0 tal que

T262T(62_E)/ U, |2 dzdt < 72 U, 2™ dadt
(91 Ol

<72 [ |U e Vdadt
Bs

< / |LV?e*™ dadt
B;s\O

< 0¥ / | LU |2dxdt,
Bs\O
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y ademas

29?9 | Wy |2dwdt < 74 |, 2™ dadt
O O1

<7t | Wy 2™ dadt
Bs

< Cl/ |LW2e*™ dadt
Bs\O
< 070" 0) / |LV|2dadt.
Bs\O

Por lo tanto

/ 0, Pdedt < [ | cUPduar, / WoPdedt < S0 [ |cwPdedr,
0, T 0, T

Bs\O Bs\O

En consecuencia, pasando al limite cuando 7 — +o0, tenemos que ¥ = 0 en O,. Dado
que V=V en Oy O; C O, vemos que V =0 en O;.

Usando un argumento similar, podemos demostrar el siguiente resultado.

loc

Lema 2.2.2. Sean T >0 vy f,g,h € LS.(R x (=T,T)). Sea U = (n,®) con

ne L*(-T,T; H (R)), & ¢ L*(~T,T;H; (R)), n,& € L*(~T,T;L} (R))

loc
una solucion de LU =0 en R x (=T, T), donde L es el operador diferencial definido en
(2.2). Sea
v {o si 120
U si t<O.

Supongamos que V =0 en la region {(z,t) : x < —t} interceptada con un entorno de
(0,0). Entonces existe un entorno Oy de (0,0) (en el pano xt) tal que V=0 en Os.

Usando los lemas anteriores tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.2.3. Sean T' > 0 y Fy, F5, F3 € LS (R x (=T,T)). Sea U = (n,®) con

loc

n€ L(~T,T; Hi, (R)), @€ L(~T,T;Hp(R)), n,® € L*(=T,T; Lj,.(R)),

loc
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una solucion en R x (=T, T) del sistema
N — 8§<I> + Fl(l’,t)agﬂ] + Fg(x,t)f)gQ) = 0,

Sea v una circunferencia que pasa por el origen (0,0). Supongamos que U = 0 en el
interior del circulo (con frontera «y) en un entorno de (0,0). Entonces, existe un entorno
de (0,0) donde U = 0.

Demostracion. Supongamos que la circunferencia (o una parte de ella) 7 estd dada por
r = u(t). Usando la hipdtesis tenemos que U = 0 en la region {(z,t) : = < u(t)}
interceptada con un entorno de (0,0). Luego, existe w € R\ {0,1} tal que U =0 en un
entorno de (0, 0) interceptado con {(z,t) : x < v(t)} donde

t i t>0
v<t>={“’ U=

—1t si t<0.

Ahora, consideremos el siguiente cambio de variable (z,t) — (X,7) con

X =z —v(t) + |t
T=t.

Notemos que en las nuevas variables, si 7" > 0 entonces U = U(X,T) = (n(X,T), ®(X,T))
es una solucion del sistema

np —0%® + (1 —w+ Fy(X,T))0xn + Fo(X, T)0%® = 0,
Or+n—0%n+(1—w+ F3(X,T))0x® = 0.

Ademds, U = 0 en la regién {(X,T) : X < T, T > 0} interceptada con un entorno de
(0,0) y satisface que
LU=0 si T>0,

donde
or+ f(X,T)0x g(X, T)ag( — 8}1(

- 8% Or + h(X,T)dx

con
f:1—w+F1, g:FQ, hzl—w+F3
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Ahora, sea

V= U S? T>0
0 si T<O.

Asi, Vi = 0 en la regién {(X,T) : X < T, T > 0} U{(X,T) : T < 0} interceptada
con un entorno de (0,0). Usando el Lema 2.2.1 con el operador diferencial anterior L,
tenemos que existe un entorno O; de (0,0) en el plano XT donde V; = 0. Por tanto, si
T > 0 entonces U = 0 en O;.

Similarmente, U = 0 en la regiéon {(X,T) : X < =T, T < 0} interceptada con un
entorno de (0,0) y satisface que

LU=0 si T<O0,

donde . .
f:——l—f-Fl, g:FQ, h:——]_—l—Fg,
w w

En consecuencia, si

0 si T>0
Vo = .
{U si T <0,

entonces del Lema 2.2.2 tenemos que existe un entorno Oy de (0,0) en el plano XT
donde V5 = 0. En conclusién, si T' < 0 entonces U = 0 en O,. Por lo tanto U = 0 en
O1 N Os, y regresando a las variables originales (z,t) tenemos el resultado.

El siguiente teorema es el resultado principal de este capitulo.

Teorema 2.2.4. Sean T >0y (n,®) = (n(z,t), P(x,t)) con

n € LQ(_Tv T; HZ%C(R))7 NS L2<_T> T; H;4oc<R))7 ntvq)t S LQ(_Ta T; L2 (R))

loc

una solucion en R x (=T, T) del sistema Boussinesq (2.1). Si (n,®) =0 en un subcon-

Junto abierto 2 de R x (=T,T), entonces (n,®) = 0 en la componente horizontal de
Q.

Demostracion. Definiendo las funciones

Fi(z,t) = 0,®(x,t), Fa(z,t) =1+n(x,t), Fi(zt)=30,P(x,t),
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vemos que el sistema Boussinesq (2.1) se puede escribir de la siguiente manera

ne — 020 + Fy(z,t)0.n + Fy(z,1)0%® = 0,
(2.17)
O, +n — 02n + F3(x,t)0,P = 0.

Usando algunos resultados de inclusién tenemos que
ne Loo(_TvT7 Hlloc(R>>7 NS LOO(_T7 T7 Hl30c<]R))7
y asi

| Fol| o

loc

®x(-11) < 1+ [0l @x -y <1+ C sup |[In(8)||la @),
te(~T.,T) :

y también

1E5]| g

o ®x(-T,7)) < | Fillnge Ry (-1,1))

<C sup [[Fi(t)|nz, )

<C sup [|®(t)]uz (w)-
te(=T,T)

En consecuencia, Fi, Fy, F3 € LS (Rx(—T,T)). Por consiguiente, probaremos el Teorema
2.2.4 para el sistema (2.17).

Ahora, denotemos por €2; la componente horizontal del conjunto 2 y sea
A={(z,t) € : (n,®) =0 en un entorno de (x,t)}.

Sea () € €, arbitrario y escojamos P € A. Ademas, sea I' una curva continua contenida
en ; que une P y @, parametrizada por una funcién continua f : [0,1] — €y con
f(0) =Py f(1) = Q. Dado que P € A entonces existe r > 0 tal que

(n,®) =0 en B.(P), (2.18)

donde B,(P) es la bola abierta centrada en P de radio r. A continuacién, sea ro > 0
con 1o < min{r, dist(I', 0Q;)}. Notemos que de la eleccién de 1o, B,,(P) C B,(P). En
consecuencia B,,(P) C A. Ahora, sea 7, < . Luego

By, (f(s)) C €y, paratodo s € ]0,1], (2.19)
ya que si w € By, (f(s)) y w ¢ €; entonces

lw— f(s)]| < 2r1 <rg <dist(l;00;) < ||w— f(s)],
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lo cual es una contradiccion.

Ahora consideremos el conjunto
A={(z,t)eA: (n,®)=0 en B, (z,t)Nh},
y también
S={0<¢<1: f(s) € Ay siempre que 0<s</{}, {y=supb.

Probaremos que f(¢y) € A;. En efecto, si w € B, (f()) v r2 = ||lw — f(4)|| > 0,
entonces usando la continuidad de f, tenemos que existe 0 < § < £ tal que

1/ (o) = f(lo = O)I| <71 =72,

de modo que

lw = f (o = O < llw = F(lo)ll + 11/ (lo) = f(lo = )| <1,

y ademds w € B, (f(fo—3)). De la definicién de £y, existe 5 € S tal que fo—9 < l5s < {p,
lo que implica que f(fy — ) € A;. Luego, usando (2.19) vemos que

(n,®)=0 en B, (f(lo—0))NQ =B, (f(lo—9)). (2.20)
En consecuencia, obtenemos que (n(w), ®(w)) = 0, y por tanto

(n,®) =0 en B, (f(f)). (2.21)

Por consiguiente, hemos demostrado que f(fy) € A;.

Ahora, si 5 = 1 entonces del razonamiento anterior tenemos que @ = f(1) € A; C A.
En consecuencia, dado que @ fue elegido arbitrariamente obtenemos que (7, ®) = 0 en
1; lo cual demuestra el Teorema 2.2.4. Por tanto, para completar la demostracion del
Teorema 2.2.4 debemos probar que ¢y = 1. En efecto, supongamos que ¢y < 1 y sea G el
conjunto dado por

G={Y e ||V —fl)=r}.

Para w = (x1,11) € G fijo, consideremos el cambio de variable (z,t) — (X,T) donde

X =x—x,
T:t—tl

Notemos que (0,0) € G* ={Y = (X, T) : ||[Y — (f(y) — w)|| = r1}. Més atn, usando
(2.21) vemos que

(77(X> T)v (I)(X> T)) =0, (X7 T) S Brl(f(go) - w)'
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Por lo tanto, por el Corolario 2.2.3 existe r}, > 0 tal que
((X,T),0(X,T)) =0, (X,T)€ By, (0,0),

de lo cual volviendo a las variables originales, tenemos que para cada w € G, existe
re, > 0 tal que
(n,®)=0 en B, (w).

Entonces, usando (2.21) y la compacidad de G tenemos que existe e; > 0 tal que

(n,®)=0 en B o (f(lo)). (2.22)

Usando nuevamente la continuidad de f, tenemos que existe 0 < §; < 1 — / tal que si
w € B, (f(ly+ d1)) entonces

lw = f(lo)|l < llw = f(lo + 00)I[ + [[f (o + 01) = F(lo)l| < 71+ €n.

Asi, w € By i, (f(o)) y por tanto tenemos que B, (f(fo + 61)) C Brre(f()). En
consecuencia, usando (2.22) obtenemos que (7, ®) = 0 en B, (f(fo+ 1)), y también que
f(lo + 01) € Ay, lo cual contradice la definicién de ¢y. Luego ¢y = 1 y la demostracién
esta completa.






Capitulo 3

El problema de Cauchy peridodico

En este capitulo estudiamos el problema de Cauchy periddico,

n+ 02® — 910 + 9, (n0,®) =0, z€T, teR,
(3.1)
O, +n—Pn+1(0,0)° =0, v€T, teR,

con la condicion inicial

n(x,0) =no(x), P(z,0) = dy(x). (3.2)

Nuestro objetivo principal es probar que el problema de Cauchy (3.1)-(3.2) es localmente
bien planteado, para s > 0, en el espacio peridédico H*(T) x VsT1(T).

Para obtener el resultado de buen planteamiento usamos el espacio de Bourgain de tipo
periédico X8 x Y18 s 3 € R, donde X denota la completacién del espacio ) con

per per per
respecto a la norma

]

Xl = I{l7] = ¢(k’)>6<k>sw”ziga

donde ) denota el espacio de funciones w tales que

(i) w: TxR—=C, (i) w(z,-) € S(R) para todo z € T,
(iii) = — w(x,-) es de clase C*(R), (iv) w(0,t) = 0 para todo t € R.

95
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Ademds, Y2t denota la completacion de la clase de Schwartz Spepax con respecto a la
norma

lwlly e = 17| = ¢(k))7 Kl (k) @l 2 12,

donde (a) = 1+ |a| y ¢(k) = |k|> +|k]| es el stmbolo asociado a la parte lineal del sistema
Boussinesq-Benney-Luke (3.1). Aqui

~ 1 —ixk—itT
w(k, ) = H/R/Te w(x, t)dxdt.

Notemos que en la definicién del espacio X;ﬁ estamos suponiendo, como en el caso de
la ecuacién KAV (ver [6]), que los elementos w € X352 tienen la propiedad de z—media

per
cero para todo t € R, es decir,

/w(x,t)d:c =0, teR.
T

Para simplificar la escritura de los espacios de Bourgain X ;ﬁ, Y;fj;l’ﬁ de ahora en adelante

usaremos las notaciones, respectivamente, X*#, Y15,

También consideremos los espacios U®, V**! s € R, donde U* se define con respecto a
la norma

[wlles = [[wllxs/z + [[(E) w0k, )|z L1

y el espacio V**! se define con respecto a la norma

[wllves = [lwllyserne + [[[E[R) Wk, )|z 1

Similarmente introducimos los espacios Z%, W**! s € R, con normas definidas respecti-
vamente por

kYsw(k, T
ol = o va + 2D
(Fr

— (k)

2L

R KR

[
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Ademas, para T" > 0 denotemos por U;. el espacio con norma

w(t) =n(t) en [0,T7},

HWHU; =

y por V;H el espacio con norma

@l = inf {Jfwllvess : w(t) = B(6) en 0,71},

De otro lado, (1, ®) en U3 x Vit es una solucién del problema de Cauchy asociado con
el modelo (3.1) con la condicién inicial (3.2) en [0, 7] si y sélo si para todo ¢ € [0, 77,

(n(t)? (I)(t)) = S(t) (7707 (I)O) - /O S(t - t/) <ax(7781q))> %(aﬂcq))z) (t/)dtlv (33)

donde
(n(t), ®(t)) = S(t)(n0, Po) = (S1(t)(n0, Po), S2(t) (10, Po))

es la solucién del problema lineal asociado con (3.1) y el semigrupo S(t) estd descrito
por

Si(t)(n, @) = S € [cos(@(k)R) + K| sin(@(R))B(R)]

keZ
o(k)t)n(k ~
= S et |- | costomnn)
= [
con la funcion ¢ definida por
(k) = [k[* + [K|.

Para trabajar en el contexto del espacio de tipo periddico U* x V**! modificamos los
términos de la derecha de (3.3) utilizando una funcién de corte. Como en el caso del
Capitulo 1, ¢ € C3°(R) representara una funcion con soporte en (—2,2) talque 0 < ¢ <1

y ©» = 1 en [—1,1]. Entonces para 0 < T < 1 consideraremos la siguiente versién
modificada
(0. 8(0) = V{500 00)—00) [ S—1000) (20(00,). 5 2201 ) (. (3.

Para la prueba de buen planteamiento, ademas de usar estimativos lineales y no lineales,
utilizamos algunos resultados auxiliares.
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3.1. Estimativos lineales

Inicialmente establecemos los siguientes resultados auxiliares.

Lema 3.1.1. Sea s € R. Entonces existe C' > 0 tal que

xs-1/2 < O||77|

(i) ll¢nl
(i) |[4@]

Xs,—1/2,

ys+1,—-1/2 S CH@’

ys+1,—-1/2.

Demostracion. Primero notemos que

Yk, 7) = / / ke 1T () (v, t)dadt

47r2 / / e < / Z”@“)(A)dk) n(x, t)dedt
:47Tz PO ( / / —ik e =N (g, t)dxdt) d\

:/@Z (N)ii(k, 7 — A)dA,

y por tanto

[[¢bm]

L wtin = Z(k)QS/ 7| — ‘/w Ak, T — A dA‘ dr.

kEZ

Ahora,

0
%(m? /_ (7| ‘/w Tk, — A d)\‘ dr
gZ(k)2/7+¢ /w (k7 — A dA‘ dr

kEZ

:H<T+¢ 2 /w itk — V|

212

< / FON (T + o(k)) /2 (k) 7k, 7 — N[ 2dA,
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y ademas

%;WS/ (7| - ‘/W Ak, T — A d)\‘ dr
< || = otk 2k /¢ k7 — A

< [ 1IP0I = 60 20k, 7 = Wy

2

L2

A continuacion, usando que

|7l = ¢(k)| < min{|r — o(k)], |7 + & (K)[},

tenemos para todo A € R,

(I7[ = o(k)) < (T £ o(k)) < (T + A £ o(k))(A).

En consecuencia

/W NPT £ o)™ 2 (k) 7k, 7 = A7 12N
K/W Aﬁi¢%D“W%J—AWm)w
/W’ /R<T+)‘i¢(k)>_1|77(k77)|2d7>d>\

/W ’2 /( ><!T\—¢(k)>*1\’ﬁ(k,r)12d7>dA

= |[(I7] = o (k) ~1/*(k WH?@H/R<A>|$(”(A)|2dA

< Clnllis 172

Por tanto concluimos que

[l xs-172 < Cnll xs.-1/2.
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Anélogamente tenemos que

@3 airrye = > K| (k)™ /<|r| /zp Ok, — A d/\‘ dr
keZ
2
< |7 + ok 21w ek /w B(k, 7 — A)dA
02L2
2
e = a2kl [ FO iR 7 - N
212

< [ ORI -+ 600) 2 klGk) B0, 7 = Ml
+ [ 1O = 0(0) k18 Bk, = Wy
De (3.7) obtenemos que
JIPOVO R £ 606) ™ ) Bk, 7 = Wy

< 0] = o) 2R Bl | NTOPN
<C|®|}

ys+1,-1/2-

Por consiguiente,

@]

ys+1,-1/2 < CHq)|

ys+1,—-1/2.

Usando un argumento similar podemos demostrar el siguiente lema.

Lema 3.1.2. Sea s € R. Entonces existe C' > 0 tal que

(k) 1(k,7)
(Irl—=o(k))

(i) || o)

— )
/sz; ‘ e

|k|(k wtb (k,7)
(i1) H RGO —\T ()

< 0H|k| 7)

L1 2L

En los siguientes lemas establecemos los estimativos lineales. Algunos apartes de las
demostraciones son similares a las realizadas en el Capitulo 1. Pero para efectos de
completez e independencia de los capitulos incluimos la mayoria de los detalles.
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Lema 3.1.3. Sea s € R. Entonces existe C; > 0 tal que

[[4()51.(£) (10, Do)

vs < C1l|(n0, Po) | s (myvs+1 (1),

ver1 < C1| (1m0, Po)|

[19():52() (110, o)

Hs(T)x Vs+1(T)-

Demostracion. Primero notemos que

[0 Y e e Wy (k)] (k, ) =Ao(k)D (7 F o(k))

kEZ

y ademds de la desigualdad (1.6) tenemos que existe K > 0 tal que

[@o@par <k, [1000)ar < k.
R R

Entonces, usando la desigualdad (3.6), tenemos que

Hzﬂ(t) Zemkeiiqs(k)tﬁo(k)HQ _ H<|T| — ok (k) [Wt) Zeixkeim(k)tﬁ()(k)}

Xs1/2
kEZ keZ

~ 12

212

= Z<k>25|ﬁo(k)l24<lfl — O(k)) [0 (7 F 6(k))[*dr

keZ

< SRl / (r F SR)IDO (7 F o(h))Pdr

kEZ R
= > W= Ak)? [ ()P0 (7)Pdr
SR |
< O SR R)E = Clnol3eqr.
kEZ
También notemos que
. ~2 ~ 2
e [wo X etemetrum] L = Swimmr ([ 1596 % otier)
kez kT kez R

kEZ

< Cz<k>28|ﬁo(k)|2 = C|no|

kEZ

2
He(T)-

R ( /R |Q;<t>(7>|d7)2
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De igual manera vemos que

[0 S eheoniag )|

kEZ

Xs,1/2

= SR IERAR [ (1] = 6N F ok

kEZ
< CY (k)R Do (k)2 = CllDo[Bes1r).
kEZ

y también que

H (k)* [1/)(15) Z eixkeii¢(k)t|k@0(k)] ~

211
kEZ
2
25 N (t)
= (R P Bo () (/ 7 <T¢¢<k>>|d7)
keZ R
< CZ(’i‘>2s|/€\2|‘1’o(/~f?)|2 = C|Pol[3os1()-
keZ

Entonces de los estimativos anteriores obtenemos que

1) 51(8) (10, Do) [lus < Cal[ (10, Po) | 115wy vos1 (-

De manera analoga

zk:;r :I:zd)(k:)
||

e >

kEZ

o

oLz = > _(K)* ik /<ITI d(k) [0 (r F o(k))|dr

keZ
< OHUOHHS(T)

zkx :I:qu( )t T]O(k>:|

[k [ > ——

kEZ

er :Z<k>2s,ﬁ0(k)|2(/R‘J(t)(T:F¢(k))‘d7->2

kEZ

< Cllnoll s (x-

También se tiene que

Hw(t) Zeikazeiw(k)t(’f)o(k) )

kEZ

= SRR Bo (k) / (1] = SUNITO(r T o)) Pdr < Oyl

Vs+1 (']1‘) 9
keZ

ys+1,1/2
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y

[t o) 0 e o)) = S kEB MW [ 199 F ok)lir)

kEZ T kEZ

S CH(I)D %}s+1(’]r)-

Por consiguiente

ver1 < C1ll(n0, @o)l

[14()52() (10, o)

Hs(T)xVs+1(T)-

Lema 3.1.4. Sea s € R. Entonces existe Cy > 0 tal que

(i) [(t) f5 f(t)at

e < Co (I + 1) 70l )

(ii) |[(t) Jy Sult —t')(n, ®)(¢) dt

ye < Collnllze + [[@flwes),

< Gy (Inllzs + [[®flws+1) -

(i) ||(t) fy Sa(t — ') (n, ®)(¥') dt’

Vs+1

Demostracion. La desigualdad (i) fue demostrada en la Observacién 3.13 del trabajo [7].
Para probar la desigualdad (ii), primero notemos que

( /Ze”k ilt=t)9(k) (kt)dt) (k,t):w(t)/t F=OWG(k, )t

0 rez

t
0 / eFOW Rk, ) dt = eF WG (k, 1),
0
_ t Fig(k)t N g4
donde w(z,t) = (1) [, e n(z,t")dt'. Entonces obtenemos que

[W) /O tZe”keﬂ(t 05k, t)dt] (k,7) = @(k, 7 F (k).

kEZ

Usando el hecho de que

max{||7 + ¢(k)| — ¢(k)[, |7 — o(k)| — ¢(k)[} < |71, (3.8)
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tenemos que

Hw /0 Zemk +i(t—t') (

keZ

[ = 2ot0 [~ ontath,7 ot Par
= _(k) /|Ti¢(l€)|—¢(/f)>|@(k,7)|2dr

keZ

< S [ Ol )P = S0 1

kEZ keZ

Pero usando la parte (i) y la desigualdad (3.6) tenemos que

1/2

D k)@l = Y (k)*

kEZ

<C () >

kEZ

o(t) /0 Ceriowa ar |

At

o Fio( k:)t/\ (k, 1) H o+ Z k)2

()t [T 5k, 1)

)12
L

_ Z<k>gs/< Yk, T+ o(k)Pdr + > (k) (/ VM aik, T £ ok ))|d7')2]

L keZ R kez

—c |3 / (r F )k, 7 P + (R ( / (r 5 o(k)) ik, T>|d7) ]

< | (m / (17— o)) ik, ) Pdr + 3 (k) ( / (17| — 6(k)) (k. T>|dr) ]

LkeZ kEZ
< ClInlZ-

En consecuencia

Hl/} / Z izk :tz(t ') (k t)dt/

2
L < Clnl

Ahora, sea o una funcién de corte, en la variable temporal, con soporte en A = [—1,1].
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Entonces
/szk:tztt kt)d
0 kEZ
Zewk/ +i(t—t') (k:)(/ it' T~ (k T)dT)dt
kcZ R
Z zxk/ +itp(k ik, 7) / /(T:F¢(k))dt/)d7_
kez
:I:ztgb (k)
Zw’f/ ik, T)dr = Sy + Sy — S,
kez i F olk
donde
. izt¢(k
i otF o k,T)dT,
O / = (k))ii(k, 7)

; ezxk/R 1 _f;z(¢§> )>]7”]<k,7'>6i7-td7_,

. siteksip) (L= @ F R\
S3 1/’(t>kezz /R it Fo(k)) n(k,T)dr.

Ahora, dado que e(7F¢(*) = > om0 ErFEe”  ontonces

n!

:I:ztgb k) zt (tFp(k)) _

Y or 5 o(k))i(h, T)dr

Zz:ck/

keZ T T d) )
= p(t) Y ko) / S~ HEF N o (i, )
keZ n>1
= o) 30 O (3D et / (% 6(k)" ol F 6(k))i(h, 7)dr ).

Por lo tanto, si usamos la notacién

fn(k) = /Ri"_l(T F (k)" ol F o(k)ij(k, T)dr,  walt) = V()"
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vemos que

Stk =[S AP (e sm)]
_ A(E)

[
-2 i!f (B)e= B (1)) (7)
Zl, V(1 F o(k)).

Por consiguiente, usando la desigualdad (1.6), tenemos que

(k)2 S]|%,, = |s (k,T |dT
23 ’\(t
< S W3 il [ B0 F olar)’
keZ n>l !
< O W (a3 o)ty Y- [ 606 % o(k)lar)’
keZ n>1
< O3 R xalr F o(R))ik, 72,
keZ
<O W ([ tr 7 ol fith.7dr)
keZ

= C||{k)* (|| — (k)™ 77”@%@'

Ahora, si usamos la notacién

gk, 7) = li(r F ¢(k)]"'[1 — o7 F ¢(k))]ii(k, 7),

entonces

Sk, 7) = |63 e ’f/ ol 7)dr| (k) = [0()g™ (@, 0] (k,7)

keZ

4 2// —zack zt’r¢ - (:E,t)dl’dt
T

% e "mp(t)gY W (k. t)dt

- [¢( )g" ()(kz,t)y(t (1) = PO (1) % g(k, 7).
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En consecuencia, usando la desigualdad de Young,

(k) SallZ s < Y (RY= (19 ()31 gk, )13

keZ

<CY (k) </ T:F¢(k)>1|XB<T:|:¢(k))77<va)|d7—)2

kEZ

<o ([l ook iar )

kEZ

= CII{k)* (7] = $(k)) Al 11

donde B = {7 : || > 1}. A continuacién estimaremos S3 y para esto definamos

(k) = / i(r F SN L — o(r T 6(R))i(k, 7)dr.

~ A(t)

L v ~ .
Entonces S3 = 9(t) [eilt‘ﬁ(k)h(k‘)} , v por tanto S3(k,7) = h(k) (eilt¢(k)w(t)) (7).
Luego

(k) Sl 0 = H<k>sﬁ(k)$(”(7¢ S s

= S RwE ([ 10967 wlar)

keZ

<O ( [t 6 ot ¥ otk 7

kEZ

<O ( [ Al = otk itk m)ldr)

keZ

= Cl(k) (|7l = ¢(k) "Nl 11

Asi, de los estimativos anteriores concluimos que

/ S etk ¢t | s < CIRY (Il = 0()) Tl

0 rez kT

En lo que sigue usaremos argumentos similares a los anteriores. Primero notemos que

A
t
( / Z eixkeii(tt/)d,(k)lk‘q)(k’t/)dt/) (k,t) _ eiid)(k)tw(t)/ e$i¢(k)t’|k|q)(k’t/)dt/

0 rez 0

eFORG (K, 1),
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donde v(z,t) = f e |k d (2, t')dt'. Entonces obtenemos que

/ Z eixkeii(tft’)¢(k)|k|<f>(/{;7 t’)dt’] N(k:, 7) =v(k, 7 F ¢(k)).
0

keZ
En consecuencia, usando la parte (i) y las desigualdades (3.6)-(3.8) obtenemos que
t
izk Fi(t—t")o(k) | 1.1 & ’
e [ > eie Rk, |
= Z(’ﬂ)Zs/(\T! — oDk, 7 F o(k))Pdr < 3 (k)** [0/

kez R kez

T B (K, ¢ H +Z

r [ ko) |

£)12
)

<C[SSIEW™ [ (r o) ik )ar
+ SR ([ (% o) B lar)

kEZ

< OSSP [ el = ok) (k. ) Par
+ SO ( [ (7l = o) (k. 7jar) |

kEZ
< @[

Ahora
/ Zeixkeii(tft’)gb(k)‘k‘a\)(k’ t/)dt,
0 kez
_ z:ck|k| / +i(t—t') ¢>(k / ’t,T(TD(k, T)dT) dt’
kEZ
Zemk‘k|/ iztzi)(k k - (/ it (1Fo(k dt)dT

kEZ

v e [ €

eZ r (T F o(k))

ettt eithﬁ( )

|/<;](I>(k,7')d7' =S5,+ 855 — S,
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donde
:i:zt¢5(k .
b0 e [ S ol (R R 7
P r (T F ok
Z wck/ T:F¢ ﬂ\k\&)(k,T)e”th,
kez (7 F ok

_ i@kt (k) [1 - (T¢¢(k’))] Sk \dr
S =0 Y | AR bk ryar

kEZ R
A continuaciéon notemos que

etite k) zt (tFo(k)) _

oy e [ ST o s ibr i

=003 e I [ F o0y or o) kB (E, ).

En consecuencia, si usamos la notacién

Calk) = / U F SR o(r F R)E|B(E, T)dr,  walt) = GO,

obtenemos que

Sulh,r = [ 329030 e, (1)) k) = 30 G007 F 6(k)).

n>1 ’ kez n>1

Por lo tanto

RS S0 (Z 160 [ B ¢<k>>|df)

kEZ n>1

< O SR Ixalr F SRIKB(R, )2,

kEZ

= C|lIFI k) (I = (k) D17 -

Ahora, si usamos la notacién

gu(k,m) = [i(r F (k)] 'L = o F 6(k)] |k (k, 7)
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entonces vemos que

~

k) = [0 e [ @onthr)ar] () = [0 0] ()

~

= [p0a k0] (7) = TO) x g1, 7).

En consecuencia, de la desigualdad de Young,

(kY Ss 1323 = D (k>[99 (7) % g1 (k, 7) |22

< SRR o)
SC}:WW@%<4@ﬂ—¢%»1@%ﬂNM)

= ClllkKkY(I7] = d(k)) '@l 11 -
Ahora, estimaremos Sg y para esto definamos

~

m@%aémewmn*u—meamnwiwmwr

Entonces Sg = 1(t) [eﬂm"(k)/ﬁl(k)} ! y ast Sg(k, 7) = hy (k) (eiit‘f’(k)@b(t))/\(t)(ﬂ. Luego
(k) SsllZ2 1 = 1| (kY P (k)0 (7 F (k)17 10

= SR (R (/R IRICE: ¢(k))|d7)2

kEZ

gOEjWWm%(Auﬂ—¢%»1@wwwﬁf

kEZ

= C|[kl(k)* (|| = $(k)) DI 1

Asi, de los estimativos anteriores tenemos que

t ~
k)s t ixk  +i(t—t')p(k) k (5 Lk t/ dt/
[ [ute) [ S ke ipae,ar] ||

0 rez k

| S ORI (7] = (k) Dllz -

Por lo tanto, concluimos que

Hw(“ /Ot Si(t =) (n, @)() at’

< Coflnllze + @]l ).
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De forma similar obtenemos la otra desigualdad en (iii).

]

En el siguiente lema establecemos que el espacio U® x V5! estd incluido continuamente
en la clase C(R : H*(T) x V*T(T)) para s € R.

Lema 3.1.5. Sea s € R. Entonces existe C' > 0 tal que

||(777 CI))HC(R:HS(’]T)XVSH(T)) < C||(77,‘I>)! UsxVstl.

Demostracion. Primero probemos que U® C L*(R : H*(T)). Dado que

e = (SO wE) " = (k> )
(o ( [ wniar)) " <

kEZ

In(2)]

/ emﬁ(k, T)dr
R

IN

Us,

tenemos que |||z ®: gs(1)) < ||7||vs. Ahora bien,

2

—_—

In(t) = 0I5y = Z<k>2s‘n(t)(k) —n(t")(k)

kEZ

< St ([l el lar)

keZ

Entonces, usando el Teorema de convergencia dominada,

In(t) —n) gy — 0, t—1.

Por consiguiente € C(R : H*(T)) y ademas ||n||c@w: ms(ry) < C||nllvs-

Finalmente,

| (0)]

L~ 2\ 1/2
vs+l(’]1‘) = (Z |k‘|2<k>23 /eZth)(k,T)dT‘ )
keZ R

< (S [ o))< o

kEZ

Vs+1 .

En consecuencia, como en el caso anterior,

[®lle@: vsri(ry < C||P

Vstl,
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de donde

UsxVst+l.

(7, @) lle®: 55 (myxvs+rmy) < Cll(n, @)

3.2. Estimativos bilineales

En primer lugar presentamos los siguientes resultados cuyas demostraciones pueden re-
visarse, respectivamente, en el Lema 5.3 de [27] y el Lema 2.5 de [47].

Lema 3.2.1. Sipu>1/2 yv=wv(k,7) > 0, entonces

1
sup
(k,7)EZXR | =, (v + |k} + arky + as))

< +00,
I
donde oy = ay(k,7) y ag = as(k, 7).
Lema 3.2.2. Siu>1/3 yv=v(k,7) > 0, entonces

1
sup
(h7)EZXR 7, (13 + |k + a1k} + aoky + as|)-

< 400,
donde oy = a1(k,7), a0 = ao(k, 7) y ag = az(k, 7).

Los siguientes estimativos no lineales constituyen una herramienta importante para ob-
tener el resultado de buen planteamiento local en espacios de tipo periddico.

Lema 3.2.3. Sea s > 0. Entonces existe C3 > 0 tal que

(1) [|0:(n0:®)]
(ii) [|(0:®)(0:P1)]|

Xs—1/2 < 03H77| Xs,1/2H(I)‘ ys+1,1/2,

yerto1z < Cy|D|

Ys+1,1/2 H@l ’ Ys+1,1/2 .

Demostracion. Notemos que

102 (10,®) | 5. -1/2 B
= [[KI7| = oK) ™2k (k) (7  0:®) (K, 7)| 2.2

= sup Z /R? k(R (7| — (k)" 255k — ky, 7 — 1) k1 ® (e, 7)) h(k, 7) drdm).

Ihllgz 2 =1" g gy ez
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Entonces, definiendo
(k) = (|7 = $(R) 2 (k) T(k, 7),  g(k,7) = (7| = &(R))/* (k) kD (K, 7),
vemos que (i) es equivalente a
(9, )] < Cllfllez ez lgllez 2 1Al ez 2 (3.9)

donde

J(f.g.h)

k(k)Y f(k — ki, 7 —11)g(k1,71)h(k, T)dTdm
-2 /Rz ki) (k — k1) PR (|| = ¢(k)) (|7 — 11| = ¢k — k)2

pkrer y{irl =

Para obtener la desigualdad (3.9), analizamos todos los casos posibles para el signo de
7,71y T — 71. Para hacer esto dividimos Z? x R? en las siguientes regiones

Iy = {(k, ki, 7,71
Ly ={(k, k1, 7,71
5 =A{(
(

(

(

€Z*xR*: 7 <0,7—m7 <0},
€Z*xR*: 1 >0,7—71 <0,7 >0},
€7Z?>xR? : n>0,71—7 <0,7 <0},
€Z*xR* : 7y <0,7—7 >0,7>0},
€Z’xR*: 7y <0,7—7 >0,7 <0},
€Z*xR*: 7 >0,7—7 >0}

—

]{3 kl,T T

’1

4 = {kkl,TTl
F5 {kkﬁ1,7’7‘1
FG {kkl,TTl

~— — ' '

Notemos que 7 < 0y 7 — 7y < 0 implican 7 < 0. Ademas 71 > 0y 7 — 71 > 0 implican
que 7 > 0. Entonces los casos 7 < 0, 7—71 <0, 7>0y 7 >0, 7—7 >0,7 <0no
pueden ocurrir. Ahora, dado que

L+ [k < (14 [k )1 + |k = Ka]),
entonces para s > 0 tenemos que

(k)
ECE

En consecuencia, probaremos la desigualdad (3.9) con Z(f,g,h) en lugar de J(f,g,h),

donde
kf /{2,7'2 kl,Tl)h(k,T> deTl
Aot kkz;Z /RQ o) (01) 2 (o9) /2 ’
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con ko =k —ky,79 =7 —1y 0,01,02 perteneciendo a uno de los siguientes casos

(C) o =1+ k> + k|, o1 =71 + [k + k1], 02 = 72 + |ka|® + |Kal,
(Cy)o =1 — |k = |k|, o1 = 71 — |k1|® — |k1|, 02 = T2 + |Ka|® + | k2],
(Cs)o =7+ kP + k|, o1 = 70 = [k1 ]’ = [ka], 02 = 72 + [Kal® + [l
(Co)o=1— |k —|k|, o1 = 71 + |k1)® + k1|, 02 = 72 — |ka]® — |kal,
(Cs)o =7+ k* + k|, o1 =71 + |k1]® + |Ku|, 00 = 72 — |ka|® — |k,
(Co)o =1 =k’ = [k], o1 = 11 = |[ka]> = [kul, 00 = 72 = [Ka® — [Ra.

Por hipétesis tenemos que 7(0,t) = 0, para todo ¢ € R, en consecuencia, si k = k; enton-
ces vemos f(kq, 7o) = 0. Similarmente si k; = 0 entonces g(ki, ) = 0. Por consiguiente,
estimaremos Z(f,g,h) cuando k # 0, ky #0y k — k1 # 0.

Por simetria es suficiente estimar Z(f, g, h) en el siguiente conjunto
R={(k,ki,7,71) €Z* x R? : |0y| < |o1]}.

Usando la definicién de R vemos que Z(f, g, h) se puede escribir como la suma S} + Ss,

dondle K f (o, 72)g(k1, 7Rk, ), drd
277—2 177—1 » T XR]' TaTy .
55 = ZZ// oV2(01 )12 {gy) /2 , J=12

y los conjuntos Ry, Ry estan definidos por

Ry ={(k,k1,7,71) € R : |o1| < |o|}, Re={(k,k1,7,71) € R : |o| < |o|}.

Primero consideremos o, 01, 05 como en el caso (Cy). Utilizaremos las notaciones ) = Fi(n),
f Fy(x)dx para indicar que la suma o la integral se calculan, respectivamente, en algin
subconjunto de Z o R. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

S < (Z/Ih(k,r)|2dr> (Z/( [k ’?/;72 lgiﬁgﬁlld 1)20[7)
< HhHeszZ/<Z/!f ko, 72)g(ky, 1) dﬁ) (Z/ XR1|k|2d7'1> i

Demostremos que la expresion

XRIWZdTl LS XF, dm1
Z/ (o) %:/ (o1){02)
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es acotada. Utilizando la desigualdad (1.8) en el Lema 1.2.1 tenemos que

dTl C

< :
/R (m A+ (Bl R )T =70 4[R2l 4 [Ral) = (7 4 | RaP 4 [Ra] + [Rof? + o)

Por consiguiente, probaremos que existe C' > 0 tal que

K2 1
<C, Ry.
<¢+%P+mw§;vwwmw+wm+W—wu&+m—km-— o

Dado que para k # 0, k1 0y k # ki,
k| = |k + (K — k)| < k1] + |k — K| < 2[ki(k — k)
entonces vemos que )
% < |kki(k — k1)l

Ademads observemos la relacion

T4 kP4 k| = [ri4 [k P+ oy |42+ ko P+ kol ] = [P+ |k = k1| = ki | — ko] — | k2l (3.11)

Notemos que si (k, ki, 7,71) € Ry, entonces tenemos que
|7+ [kol” + kol | < |7+ [Ral® + [Ra] | < [+ [ + [K].
Por tanto, utilizando la desigualdad triangular en (3.11) obtenemos que

kP 4 [k = [k [P = ko] = [kol® — [Kol| < 3|7+ [K[* + [K].

Supongamos k; > 0y k — k; > 0. Entonces £k > k; > 0 y por tanto, usando el Lema

3.2.1, tenemos que

1
D R T T A Y
-y 1
B - (T+k+ ki +(k—Fk)3+ (k—Fk))

<> 1
S 20 f K+ k- 3Kk, + 3kKD)
k1E€Z
1
s s 1 K21
B S T Ty

<C,
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donde Z* := 7\ {0}. Ademsés
K2+ |k = k1) — ko] — ho]® — ko] = K* + &k — K — kg — K — ky = 3kky(k — k1) > 0.
Asi, de (3.12) y la desigualdad (3.10) obtenemos que

]{52
|7+ k> + k| > |kki(k — k)| > |T|
de donde
|k[?

(T + P +[K) —

Supongamos k1 < 0y k — k; < 0. Entonces k£ < k; < 0 y por consiguiente, usando el
Lema 3.2.1, vemos que

1
Z<T+ fr[® 4 |kl + [k = kP + |k = Ka )

k1
<> :
- = (1 — k3 — k + 3k2ky — 3kk?)
1
< sup - ra— <C.
etk i (G K — bk — 2+ 2+ 1))
Ademas
KPP+ [E] = 151 P = 1R ] = [Ral® = [l = | = &° — &+ & + ka + K3 + ko | = 3|kky (k — k).
Entonces de (3.12) y la desigualdad (3.10) obtenemos que
2
[ K k] > e — )| 2
y por tanto tenemos que
|2
N L
(T—k3—k) — ¢
Supongamos k1 > 0y k — k; < 0. Usando el Lema 3.2.2,
Z 1
- (T+ k1P + k1] + |k — k1] + |k — Eq)
1
<
- ;é:z (1 + 2k3 + 2ky — k3 — k + 3k2k, — 3kk?)
1
1

< sup T B =
(hyezxr oy (5 + [k = SkED + Ky + 3K2k + 5 — 5 — &)
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Ademas, si k > 0 entonces

K[ + k| = k1 = [ke| — [Kol® — |ko|| = |2k + 2k — 2k} — 2k — 3k%ky + 3kkT|

n?  15k2 15
— ol — k [(k——) 1}>_k2.
| (= 1) T TS

kk
=2k — ky k:2+k:%+1—71

Si k < 0 entonces

1K1 + k| = |k1® = k1| = [ko|® = kol | = | — 2k} — 2ky — 3Ky + 3Kk

3.3 3\2 15k 15k2
_ 2 D9 9O _ 9Ok >
2|k1|‘k1+1+2k Qkk:l‘ 2|k:1|[<k1 4) +— +1] > =

Asi, de la desigualdad (3.12) tenemos que

5k?
7+ IR+ IF = =5

y por tanto

Lk
(T + [k + [K])

<C.

Supongamos k; < 0y k — k; > 0. Usando el Lema 3.2.2,

1
Z<r+ |1 |2 + k1| + |k — k1 ? + |k — Eq)

k1
1

<
- MZEZ (T — 2k} — 2ky + k3 + k — 3k2ky + 3kk?)
1
< sup <C.

wnemn 2, (5 [ — 3o+ ky+ 3Rk =5 = 5 = 5])
Si k > 0 entonces
K[>+ [k = k1> = k1] = [kol® = |kol| = |K® + K + & + k1 — kS — ko

3k\2  15k2 15k2
— 2k [(k: _ —) 1} > o8
| 1| 1 1 + 16 + =

Si k£ < 0 entonces

=20k — k| [ (ks - %)2+ 1?22 +1] > %kﬁ.




78 Capitulo 3. El problema de Cauchy periédico

Asi, de (3.12),

5k?
7+ [P+ bl > =

y por consiguiente

L

<C.
(r+ K[> + (k) —

En consecuencia, de los estimativos previos existe C' > 0 tal que

2
|k| Z/ dTl , en Rl.

Por lo tanto

S < Ol Y /thn
ki1€Z keZ

< O||f||ziLg||9||e§L3||h||z§L3'

/|f ko, 7o) d7>dn

De forma similar trabajamos con el término S;. Usando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz,

s o orn) (5 (5 i) )
qmmz/@yv@mkmez/“M%ym

k1€Z

Demostraremos que la expresion

Z/ XRQ’k’2dT — Z/XR2|k’2dT
0'2 0'1

es acotada. Utilizando la desigualdad (1.8) en el Lema 1.2.1 tenemos que

dr C
< .
/R (74 K[+ (k)T — 70+ K2 + [R2l) = (10 + B[P + k] =[R2l — [k2l)

Por consiguiente, probaremos que existe C' > 0 tal que

1 Z |k|?
(1 [Ra P 4 Ry S (o + [RPP + K| = [k = R[> = [k = Fa)

< C, en R,.
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Notemos que si (k, ki, 7,71) € Rs, entonces obtenemos que
7 IR+ R < D+ R+ Radl, 7+ el o+ el < 7+ R o+ R
Por tanto, utilizando la desigualdad triangular en (3.11) obtenemos que

[EP 4 [k] = kP = ko] = [Kol® — (Kol < 3|+ [Baf” + [Ra]. (3.13)

Supongamos k > 0y k — k; > 0. Luego

k[ Ll
< = Ji. (3.14
; {1+ (K2 + k] = [Raf? = [Ka]) _kezz s v T S

Ademas, si k; > 0 entonces, usando la desigualdad (3.10),

3k?
B + 5] = Bl = | = Veal® = [l = 3k (e — )| > =

Si k; < 0 entonces
||k:|3 + |k| — |k;1|3 — k1| — |k;2|3 - |k:2|| = ‘Qki’ + 2k + 3kky(k — k:l)|

-2 )

En consecuencia, de (3.13) existe C' > 0 tal que
|T1 + ’]ﬁ’B + “ﬁH > Ck}Z,

y por consiguiente, utilizando el Lema 3.2.1 obtenemos

1 1

J<C su E
(A TRl ll) ™ = e g (7 + K3+ by + 3K2ky — 3KK7)
1
<C sup <C.

2
(km) €2 xR e (ﬁ + ’k? — kky + 2+ 4+ %D

Supongamos k < 0y k — k; < 0. Por tanto
3 k|
= (m1 kP + k] = [k = ka[* = |k = Ka)
|k [?
<
- % <T1 — ]Czl)’ — ]{31 — 3]€2k'1 + 3]€/€%>
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Ademas, si k; > 0 entonces
1K1+ k] = |k1® = k1| — [Ko|® = |ko|| = |2k + 2Ky + 3Kk — 3Kk |

S [CRE e P

k2 4+1+ g2 _ §kk1

= 2l 2 2

Si k1 < 0 entonces, usando (3.10),

3k?
K[>+ [k = k1> = [k1] = [ko]® = |kal| = 3|kk1(k — k1) > -

En consecuencia, de (3.13), existe C' > 0 tal que
’7'1 + |]€1|3 + VﬁH > C/{Q,

y por tanto, del Lema 3.2.1,

1 1
<O su
(r+ ki k)™ (kl,n)e%*xRé (ri — k3 — ko — 3k2k1 + 3kk3)
1
<C sup <C.

- k2
k1,m1)€Z* xR Loy k2 S s BT T |
(k1,71) keZ (3|k1| k? = Kk 3k ' 3 3

Supongamos k > 0y k — k; < 0. Entonces k; > k > 0 y por tanto

> k2
T+ TP+ K] = [k — i — [k = Fal)

|2
< — Js. 1
= é (11 + 2k3 + 2k — 3k2ky + 3kk? — k3 — k) ’3 (3.16)

Ademas vemos que

\|k;|3 + k| — |k — k| — |k2]® — |k2\| = \2k3 + 2k — 2k} — 2ky — 3k*k, +3kkﬂ
k\2  15k2 15k2
) + 1] > 0

:2““_]““’[(]“1_1 16 8

Usando la relacién (3.13),

5k2
|70+ K+ k| > =
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Por consiguiente, del Lema 3.2.2,

L <cC 3 !
— su
(Rt k) " = myensr 2 (71 287+ 2k — 3K2ky + SKKY — Y — )
1
< sup - <.
(k1,m)eZxR 2 (% + ‘k;?’ S 72NN NN 17} R R gy )

Supongamos k < 0y k — k; > 0. Entonces k; < k < 0 y por tanto

3 L
= (KPR = [k = kP = [k = k)

|2
< = Jy. 1
= kEZZ (1 — 2k3 — 2k + K} + Ky + 3k2ky — 3kK?) I (3:17)

Ademads, tenemos que

K] + k] = |k1]® = [ka| = kol — kol | = | — 26 — 2k + 2k + 2ky + 3Kk, — 3Kk |
kN2 15k? 15k2
2|k kl'[(lﬁ 4) ST 1]— 8

Asi, usando (3.13),

5k>
’T1—|—]€%+k’1‘ Z ?

Por tanto, del Lema 3.2.2,

1 1
— 1, <(C su
<7'1 + k:f + kl) t = (kl’TI)SZXR%; <7'1 — 2k53 — Qk‘ + 3]{32]{71 — 3kk% + kiﬂ + k'1>
1
<C sup o < C.
(k1 m)ezxr £ (% + ‘k:3 — 3k k4 3kk2 - Mk )

En consecuencia, de los estimativos anteriores vemos que existe C' > 0 tal que

B |k|?dT o
w;/ (o) oy =

Por lo tanto

15,2 < CHQH?%LZ Z/R |h(k:,7-)]2< Z /R |f(k2,7'2)|2d7'1>d7'

keZ ki1€Z
< OBy s NI
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Empleando argumentos andlogos podemos estimar Z(f, g, h) en el conjunto
R* = {(k,k1,7,m1) € Z* x R? : |o1] < |onf}
y concluir que para o, 01,02 como en el caso (C) tenemos que existe C' > 0 tal que

1Z(f,9, )| < Cllfllezz2llgllez 2 1Al e

Ahora, consideremos o, 01,09 como en el caso (C3). De la desigualdad de Cauchy-
Schwarz,

i = (3 [ orar) (3 [ (S [ S iimipelon) o)
< Wl 3 (Z [ 110, ma0t0,7) dﬁ) (Z [l

Demostremos que la expresion
S [ bt s [ e
(o) * (01)(02)

es acotada. Utilizando la desigualdad (1.8) en el Lema 1.2.1 tenemos que

/ dT1 < C
R AT0 = [F1 2 = [k [)(7 — 71+ Ko+ [Bal) = (K1l + || — 7 — [Ko|® — |Kaf)

Luego entonces probaremos que existe C' > 0 tal que

|2 1
<(C, en R;.
(T + K[>+ [K]) 2 (k> + k| =7 = [k = k1> — |k = Ra) — 1

Observemos la relacién

T+ kP + |k = [1 = [P = k1| + 72 + |Ka|® + [Rol]
= k> + |k 4+ |k + || — k2] — | k2. (3.18)

Notemos que si (k, k1, 7,71) € Ry, entonces tenemos que
72 + [kol” + [l < Iy — [Ru* — [Ral | < |7 + (K] + [
Asi, usando en (3.18) la desigualdad triangular obtenemos que

\mﬁ+wu¢mﬁ+mﬂ—mﬁhmbugmr+mﬁ+m” (3.19)
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Supongamos k; > 0y k — k; > 0. Entonces k > k; > 0 y por tanto, del Lema 3.2.2,

1
D o e e

k1
1
<
- klzeZ (T —2k3 — 2Ky + k3 + k — 3k2ky + 3kk?)
1
< sup o < C.

w1 oy TR = TR+l + 3k — 5 - B ]
Ademas vemos que

K[+ |K|+ [k + k1| = |kol® = kol | = |KP + b + K} + k1 — K5 — Ky

3k 15K2 2
_ 9ok 1)
(kl 116

15k2
>
-8

= 2|k |

En consecuencia, utilizado (3.19),
5k?
|7+ k> + k| > =

y por tanto

L
(7 + k[P + [K])

<C.

Supongamos k; < 0y k — ky < 0. Luego k < k; < 0y por tanto, usando el Lema 3.2.2,

1
Z<|/<?1|3 + k1| =7 — |k — ka]® — [k — Ky)

k1
<X :
= (T + 2k3 + 2k — k3 — k + 3k%ky — 3kk?)
1
< sup <C.

kmezxr oy (54 [K8 — SkR? + by + 3Rk + 5 — 5 — &])
Ademads, vemos que

KPP+ |K|+ [k + k1| — |ko]® = kol | = | — 2K3 — 2ky — 3k (k — ky))|

- B )
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De (3.19) tenemos que
5k? |k|?
y

— K=k > = — <.
I B g =
Supongamos k; > 0y k — k; < 0. Usando el Lema 3.2.1,
> 1
kP k] =7 = [k = kP = [k = k)
1
<
_lﬂzez(r—k3—k+3k2k1—3kkf>
1
<  sup <C.

wnezk {1 (e |8 — bhy — %+ 4 )
Ademas, si k > 0 entonces, usando (3.10),

|E[? + VK] + [k * + ks | = [Kal® — Kol | = |2K° + 2k — Bkky (k — ky)|
k’2
> 3|kki(k — k1)| = 37
Si k < 0 entonces
3 3 3 3]€2
||k'| + k| 4+ [k + [ka| = [ho|” — |k’2|| = 3lkki(k — k)| > -

En consecuencia, de (3.19),
k2
oo kP > S

y por consiguiente
L
<C.
(T + K[ + [K])

Supongamos k; < 0y k — k; > 0. Luego, usando el Lema 3.2.1,

1
,<;Zl<|/’<f1|‘r“r k| =7 — [k — k1]® — [k — K )

1
<
< (T + k3 + k — 3k2ky + 3kk2)

ki1€Z
1

< sup - <C.
e 2 (g + i~k 5+ 5+ 5]




3.2. Estimativos bilineales 85

Ademas, si k > 0 entonces

3k?
||k!3+|k|+|k1|3+]k1]—|k2|3 ykz\—3|k;k1(k; k1)|>7

Si k < 0 entonces
|E[* + [k] + [k [* + ke | = [Ral® — Kol | = |2° + 2k — Bk (k — ky)|

k’2

> 3|k (k — kr)| > 37

En consecuencia, usando (3.19),
k2 |/€‘2
+ kP + k|| > =

R IR ca T )

<C.

En consecuencia, de los estimativos anteriores tenemos que existe C' > 0 tal que

L o en
o) Z/ oy =

Por lo tanto

’S1|2 < CHhHﬁL? Z/L‘J ki, 1)l (Z/ | f(ka, 72)] dT)dTl

ki €L keZ
< CHfHeng||g||e§L3||hHeiL2'

De forma similar trabajamos con el término S,. De la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

= (i) (1 (5 A e o)
< llglizr2 Z/(Z/If by, 7o)k, 7) )(Z/ XR?"“'Q‘” )dﬁ.

Demostraremos que la expresion

Z/ XR2|k’2dT _ Z/XRQ‘k‘sz
01

es acotada. Utilizando la desigualdad (1.8) en el Lema 1.2.1 obtenemos que

dr C
< .
/]R (7 + KB+ BT — 70+ B2 4 [Ro]) = (o + |3+ K] = [K2f® — [kal)
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Por consiguiente probaremos que existe C' > 0 tal que

1 |k[*
<C, en Rs.
(r1 = [k = [Fal) Zk: (T + [k + [k] = [k = k1> = [k = k) — ’
Notemos que si (k, ki, 7,71) € Ry, entonces tenemos que
7 KPR < m= B = Rl 7 Rl kol | < |1 — [P = [Ral].

Asi, utilizando en (3.18) la desigualdad triangular obtenemos que

[EP 4 15|+ R + o] = el — [el | < 3lmy — [Raf® — [Rall. (3.20)

Supongamos k > 0y k — k; > 0. Por consiguiente

|k[? ||
Z 3 3 < Z 3 2 n J17
— (71 + K[>+ [k] = [k = k1 |® = [k — K4 ) (11 + k3 + ky + 3k2k; — 3kk2)

keZ
donde J; estd definido en (3.14). Ademas, si k1 > 0 entonces de (3.10),
B[P + |k| + [k + k1| — [kal® = kol | = |28 + 2k1 + 3kky(k — ky)|

3kn? 15k 15k2
— _oF 1} > .
2“‘”’[(’“1 4) AT

Si k1 < 0 entonces usando (3.10),

3k?
(16 K]+ [Fa|” + [Ra| = Rl — [kol | = Blkkr (k — k)| = =

En consecuencia, de (3.20) existe C' > 0 tal que
71— [Ea|® = K| > CK?

y por consiguiente, usando el Lema 3.2.1 obtenemos

1 1
J<C su
(i — [ka® = Tka]) ™" = (kl,n)G%*xR% (11 + k3 + ky + 3Kk2k; — 3kk?)
1
<C sup <C.

2
(k1,m1) €27 xR ez, <ﬁ + ‘kz —kki + - + %1 + %D
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Supongamos k < 0y k — k; < 0. Por tanto

3 |k[? <y |k [?
— (T KP4 K] = |k = Rl = |k = Ral) = &= (r1— k{ — by — 3K2ky + 3kkT)

= ‘]27

donde J; estd definido en (3.15). Ademas, si k; > 0 entonces usando (3.10),

3k?
[ 1]+ P+ [ = ol — [kl | = 3k (k= )] = =

y si k1 < 0 entonces,
B[P+ k| 4 |k + K| = [ko]® — |Kal| = |2K3 + 2k1 + 3Ky — 3Kk |

- ) B )

En consecuencia, de (3.20), existe C' > 0 tal que
1= [Ea* = [Ka| > CK?

y por tanto, del Lema 3.2.1 obtenemos

1 1

Jy < C  su
(r = [k = [al) ™ = (kl,n)e%*kaeZZ (r1 — k3 — ky — 3k%ky + 3kk3)
1
<C sup <C.

2 T1 k% 1
k —kkl—%-i-?—Fg

B

k1,m1)€Z* xR _1
( lTl) keZ <3|k‘1‘ _'_

Supongamos k > 0y k — k; < 0. Entonces k; > k > 0 y por tanto

3 [k
(T KPR = [k = R P = [k = k)

-y L
T & (T + 2K + 2k — 3Kk, + 3kkE — kY — k)

= JQ;

donde J; esta definido en (3.15). Ademas, tenemos que

&P + k| + k1| + |k | = [kof® — |Ko|| = |2K® + 2k — 3k>ky + 3Kk}

2
> bk (k — k)| > 2o
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Usando la desigualdad (3.20),

]{?2
’7—1 +k’?+k1‘ > 7

Por consiguiente, del Lema 3.2.2; concluimos que

e 3 !
e — su
M+ kS k)= (kl,n)gZxR (11 + 2k + 2k — 3k2ky + 3kKT — kY — ka)
1
<C sup " < (.
tmenn iy (L [k — Sh2ky + o+ S0k + 3 — 4 - &)

Supongamos k < 0y k — k; > 0. Entonces k; < k < 0 y por tanto

3 L
(KPR = [k = kP = [k = ki)

L
< prm—
= Z (11 — 2k3 — 2k + k3 + ky + 3k%ky — 3kk?) S

kEZ

donde J4 esta definido en (3.17). También, tenemos que

|[&J* + k| + k1] + |ka| = [kof® — |Ko|| = | — 2K° — 2k + 3k*ky — 3kk?

k2
> 3k (k — k)| > 37

Asi, usando (3.20), obtenemos que |1y + k3 + ky| > %2 En consecuencia, del Lema 3.2.2,

1

SR
(11 + k3 + k1) !
1
<(C su
= (,ﬂ,ﬁgmé (1 — 23 — 2k + k3 + k1 + 3k2k, — 3kED)
1
<C sup 3 < C.
(k1,m)E2XR 2 (% n ‘k?’ S T Y S B G G )

Por consiguiente, de los estimativos anteriores obtenemos que existe C' > 0 tal que

1 |k|2dT o
<o—1>§/ (o) omy = T
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Por tanto

522 < Clliye 3 [ 100000 (S [ 1600 ar
ki€zZ

keZ
< OHf”é%L%HgHE%LEHh”éiLﬁ‘
Anélogamente podemos estimar Z(f, g, h) en el conjunto
R ={(k,ky,7,71) € Z* xR? : |oy| < |0a]}
y concluir que para o, 01,09 como en el caso (C3) que existe C' > 0 tal que

1Z(f,9, M| < Cllfllezzllgllez 2 1Al e

A continuacién, consideremos o, o1, 09 como en el caso (C;). Entonces, usando el cambio
de variable (k, ki, 7,7) — —(k, k1,7, 71) tenemos que
kf(ko,12)g(k1, m1)h(k, kT)dTd™m
Z(f,g,h) = /
(Foh)= 3, g2 (7 — [K[® = [K[)Y2 (70 + [k P + [Ra[)1/2 (70 — [Ro|® — [Ra )1/

k.k1€Z
— Z / _kf k27_7_2) (_kh_Tl)h(_k,_T)deTl
2 o G TR+ IR0, — e — TRl V2, T Rl + Tl

entonces, la demostracién de la desigualdad (3.9) con o, 01,09 como en el caso (Cy) se
reduce a la prueba de (3.9) con 0,071,095 como en el caso (C3). Similarmente, usando
el cambio de variable (k,ky,7,7) — —(k, k1, 7,71), vemos que la prueba de (3.9) con
0,01,09 como en los casos (C5) y (Cg) puede ser reducida, respectivamente a la demos-
tracién de (3.9) con o, 01,09 como en los casos (Cy) y (Ch).

Finalmente, consideremos o, o1, 03 como en el caso (Cy). Usando los cambios de variable
To =T — T1, k’gzk—kl, (k,kQ,T,TQ)H_(k,kQ,T,TQ)

obtenemos que

Z(f,g,h)
_ Z/ kf(ko,10)g(k1, 1 )h(k, T)drdr
2 o TR DGy — [P — B} 720, + [ T} 2
B kf(ko,10)g(k — ko, 7 — T2)h(k, T)dTdTs
-2 / r = TRP = TR0 — 73 — o= ko = T — Fal)V2{r, + TRl % TR} 72

_ Z / _kf(_k% —72)9(k2 —k, 1o — T)h(—k, _7—>de7-2
N R2 7_ -+ ’k’g

vz HRDVYHT = 72+ [k = kol® + [k = ko) V2 (72 = [Raf* — [Ra )12
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y entonces la prueba se reduce al caso (C3).

Ahora, notemos que

102 @) (0: 1))

Ys+1,—1/2

o | 2 R Ir = )0 = )@~ a7 = ()

”hHﬂL2 L kkez

X h(k,T)drdr)|.
Entonces, definiendo
fky) = (7| = (k)2 (k) kD (R, 7),  filk,7) = (|7| = SR/ (k) kD1 (, 7),
tenemos que (ii) es equivalente a

[K(f, fu W< Cllflleg el fillgrzlihlle e, (3.21)

donde

K(f, fi,h)
B k(kY f(k — ki, 7 — 1) fi(ky, )h(k, ) drdm
=2 /Rz (k) (k — k(7| — ¢(k)V2(|71| — @(ka)) V2|7 — | = Sk — k)12

k,k1€Z

y por consiguiente la demostracion de (3.21) es andloga a la prueba de (3.9).

La demostracion de los siguientes estimativos es analoga a la prueba del Lema 3.2.3.

Lema 3.2.4. Sea s > 0. Entonces existe Cy > 0 tal que

(k) * [0 (10 ®)] (k1)
(i) H GE0)

< Calln|

2L

Xs,1/2 ”(p| ys+1,1/2,

|k| [(836 8x‘b1)]~(k77—)
(i) H (=6 (k)

< C14||¢)||Y5+1’1/2 ||(D1||Ys+1,1/2.

2L
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Demostracion. Primero notemos que

H (k)*[0:(n0®)]™ (k, T)

<|T| (’f)) 2L
- H Z/ k k177_7—1>k1®(k31,7'1)d7‘1

|7'| k =) 2Lt
o H Z/ (k kl,T—Tl)g(kl,Tl)dTl

|T| = Ja () (k= k) (m] = (k)2 (Ir = 1l — ok — k1)) 2l
= J(f, g),

donde

fky) = (7| = SN2 (k) Tk, 7), gk, ) = (7] = G(k))/* (k) kD (K, 7).

En vista de la desigualdad (3.2) demostraremos la desigualdad en (i) con Z(f, g) en lugar
de J(f,g) donde

fk‘277'2 k’l;ﬁ)dﬁ
Z(f.9) = H Z/ 2 ()12

kEZ

2Ll

Mas especificamente, estudiaremos la expresién

_ fk2,7'2 (K1, 71) X R, d71
H Z D12 (0,)1/2

con ky = k — ky,7» = 7 — 7y; 0,01,09 perteneciendo a uno de los casos (C7) — (Cg)
considerados en el Lema 3.2.3; y los conjuntos R, R;, Ry estan definidos por

[2L17 .]:1727
kT

R = {(ku kluTa 7_1) S Z’2 X RQ : |0-2| S |Jl|}7

Ry ={(k,ki,7,1) €ER : |on| <|o|} v Ro={(k,ki,7,7) € R : |o] <|oy|}.

Utilizando un argumento de dualidad vemos que

f kQaTZ klaTl)XR dm
Z1(f,9) HH Z/ N2 () /2 : p
k

ko f (o, 72)g(K1, 71 )R (k) xR, d7d
= 8sup ‘ZZ// f 27—2 1>z—/12)< (2>)172R Ton .

Ill 2=

7
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Considerando o, 07, 05 como en el caso (C7), obtenemos que

S g he]

<ol 3 / ( / F e, ) |dr)(z [ omi 2B

X 1|k;|261l7'd7'1
gugu?wZH 0 [ 1§k Z// i
k1 keZ

Demostremos que la expresion

Z//XRIWQCZTdﬁ Z|k‘|2/ </<)f:>l<d;1>)d7_

es acotada. En efecto si (k, ky,7,71) € Ry,

72+ [al” + ol < |7+ [kl o+ [Ral] < |7+ [KJ + [K]]. (3.22)
Por consiguiente, usando la desigualdad (1.8) en el Lema 1.2.1, tenemos para 0 < r < 1/4
que

1 dTl
(7 + [K° + |K[)? / (7 + [k P+ R} (72 + [Ral? + [Ro])

1 d7'1
(T [R[P  [R]2O) / (T |RP + [RD? (7 + | RaP 4 [Ra ) (72 + (Kol + [Ra)
< 1 / dT1
T AT RP RN S (7 R (R} (72 [ 4 [Raf)
C
< .
T TR A RN 4 [Ral? 4 R A (Rl + (ko)

Por tanto, para 0 < r < 1/4, probaremos que existe C' > 0 tal que

dr
;W/ (7 I - TR0 (7 P ] + aP o+ oy = 0 ™ F10
Mas adelante se notara la importancia de la elecciéon de r. Tenemos la relacién
T+ kP4 [k| = [ri4 [k [P+ [+ 7o+ Ko P+ Ko |] = [P+ K| = k[P = k1| — ko] — | kal. (3.23)
Utilizando la desigualdad triangular en (3.23) y la desigualdad (3.22) obtenemos que
KPP+ k] = [Ea® = [ki| = [Rol® — |Ra| < 3|7+ [&]® + [K]]. (3.24)
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Supongamos k; > 0y k — k; > 0. Entonces k > k; > 0 y por tanto
k> + k| — |k |® — |k1| — [ka|® + |k2| = 3kky(k — k1) > 0.
Asi, de (3.23) y (3.10) vemos que

k2
|7+ k> + k| > |kki(k — k)| > %7

y en consecuencia, para 0 < r < 1/4, tenemos que

Z|k|2/ dr
K (7 KPP+ [N 4 [k P+ [Ba| + |k = Ral® + [k = K[}
_ Wz/ dr
Zk (T+ k> + B2 + k3 + k4 (b — k)3 + (b — kp))'H7

<CYy.

keZ*

1 / dT
kP24 Jo (7 + k3 + k — 3k2ky 4 3kk2)1+

Supongamos k; < 0y k — k; < 0. Entonces k < k; < 0 y por consiguiente
1B + 1] = [kal* = K] = Kol + [kl | = 3[Ry (k — ka)].
Entonces, de la desigualdad (3.24) y la desigualdad (3.10) obtenemos que

3 Lk
|7 — k% — k| > |kki(k — k1)| > TR
Por tanto, para 0 < r < 1/4,

dr

zk: i (7 + KPP+ (B2 + |kl + K| + |k — B P + [k = k)1

1 dr
< .
— OZ |k|2_4r/]R <7—_k;3_’_3k2]€1_3kk%_k;>1+7’

keZ*

Supongamos k; > 0y k — k; < 0. Por tanto, si k > 0 entonces

kN2 15k2 15
K7 + Ikl = el = ol = [kal? = [kal| = 20k =kl [ (k1 = 5 )+ S35 + 1] = °

y si k < 0 entonces

3k:>2 n 15k2

15
[ k] = W = k] = kol = [kl = 20hal | (b = )"+ 6 +1] = F*
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Asi, de la desigualdad (3.24) tenemos que
3 5.9
7+ P+ [kl 2 282

y por tanto

Z|kj|2/ dT
p (7 + KPP+ (RO + |k + (R + |k — P + [k = k)1

<C).

keZ*

1 dr
F|2—4r /R (T + 2k3 + 2ky — k3 + 3k2ky — 3kk? — k)47

Supongamos k; < 0y k — ky > 0. En consecuencia, si k£ > 0 entonces

. 3k\2  15k? 15k2
[ 4 ] = hr [ = ] = [Ral® = ko] = 2la] | (2 = )+ - +1] = =

y si k < 0 entonces

kN2  15k? 15
[ 4 (K] = o = [ha] = kel = el | = 20k = ] | (R = )+ 3 +1] 2 22

Asi, usando (3.24),

o K+ Rl > 282

y por consiguiente

S [ i
" (74 K[+ (RO + (R P+ [Ba] + |k = R+ [k — K[y

<C).

keZ*

1 dT
k[2=r /R (T — 2k} — 2Ky + k3 — 3K%k; + 3kKT + k)1+7

Por lo tanto, para toda h € 3 tenemos que

|zﬁswma42NMW§1@ﬂ%ﬂWﬂ

keZ ki1€Z
< OISy ol 111
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A continuacién elegimos 1/2 < r < 3/4 y vemos que

o U e

k
CH |k| |f kQ’TQ k1771)|XR2d7—1
NEEICSEE 2L
|k f( k2,7—2 k1,7'1)|h(k T)X R, dTdT,
sup // |
Hh\usz 1 ZZ (1)1 (o)1

Ademas,

S et e
< “9H42L2Z/<2/|f kg, 72) (K, 7)) dT> (Z/ XR2|k|2dTU2>)dTl.

Demostremos que la expresion

Z/ XRQ‘k|2dT — ZU{P/ XRQdT
0'1 <O'2>

es acotada. Utilizando el Lema 1.2.1 tenemos que

dr C
< .

/R (7 P+ (RO (72 + Kol + [Ral) = (71 4 [K[P + K] = [k2f® — [Rof)>07)
Como en la demostracién del Lema 3.2.3, para 1/2 < r < 3/4 es posible probar que
existe C' > 0 tal que

P &
(14 1k + K l) o (ma + KP4 B = [k = Ea® = [k — Ky [)2077)

<C, en R,

Por lo tanto, para toda h € £2L? tenemos que

228 < Cllalfys (X [ ik

keZ
< ClIf Il L2191 2 llRlIE 2 -

/|f ko, 7o) d7’1>d7'>

k1€Z

El resto de la demostracién sigue manera analoga.
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Como consecuencia de los lemas anteriores tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2.5. Sea s > 0. Entonces existe Cs5 > 0 tal que

(i) ||1v0:(n0: )|

(1) [[9(02n)(02®1)lworr < C5[| @[y srrse [ @rlly e

zs < Cs|n|

Xs,1/2 H@‘ Yys+1,1/2,

3.3. Buen planteamiento en espacios perioédicos

El siguiente teorema es el resultado central de este capitulo.

Teorema 3.3.1. Sea s > 0. Entonces para todo (ny, ®y) € H*(T) x V¥TYT) existen un
tiempo T' = T(|[(n0, Po) || = (1) xvst+1(1)) > 0 y una inica solucion (n, ®) del problema de
Cauchy (3.1)-(3.2) tal que

neC(0,T] : H¥(T)NU; y ®€C(0,7] : VFT(T)) NVt

Ademds, para todo 0 < T" < T existe una vecindad V de (no, ®o) en H*(T) x VT1(T)
tal que la aplicacion dato-solucion es Lipschitz de V en la clase

C([0,T] : H*(T) x V**HT)) N (Us x V.

Demostracion. La demostracion de este teorema es analoga a la prueba del Teorema
1.3.1. Para (no, ®g) € H*(T) x V*T(T) consideremos el operador I' = (I';, T'y) donde

L )(6) = SO B0) = 5(0) | Si(t = 000) (0.000.), 50,07 (¢t

T )(6) = ¥()5(0) . 80) (1) | Salt = 1)000) (0, (00,9 S(0,0)7) (V).

Sea Zr la bola cerrada de radio M en U® x V**! centrada en el origen. Probaremos que
la aplicacién (n, @) — I'(n, @) aplica Zy; en Z); y define una contraccién si escogemos a
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M apropiadamente. En efecto, usando el Lema 3.1.3, el Lema 3.1.4 y el Corolario 3.2.5
obtenemos que

T3 01, @) = < Cull (0 @) s ryevessmy + CoCis (Il e[ @lysnne + 1@
< C1 | (10, o) | s (myxvs+1(ry + CoCs | (17, @) eyt
y también que
ITa(1, @) [lvssr < Cull (M0, Po)ll sy xvs+1(ry + CaCsl (1, @) I yrers
de donde
IT (1, @) |5 xvsrr < Cill (1m0, Po)l| s mysevstrry + CaCs|[ (1, @)oo -
Escogiendo M = 2C (0, o) || ms(ryxvs+1 (1) tal que
Ky = 4C1CoCs][ (00, Po) || s (myxvs+1emy < 1,
obtenemos que
06t < ol @)l ey 15y (1 + ACCCll oo, ) emeveon )

< 2C1||(m0, o)

He(T)xvs+i(T) = M.

Probemos ahora que I' es una contraccién. En efecto, si (9, ®), (1, ®1) € Z) entonces
tenemos que

T3 (n, ®)=T1(n1, 1)l
< O ([0, (10,® = A, @)1 2 + [V((0.2)? = (D,21)%) e )
< CoCs[[(n, @) = (1, 1) [[os v (11, @) s svsss + ([ (71, @) lrsvesr) -

De forma similar vemos que

[T2(n, @)=L (n1, ®1)|

Vs+1
< CoCs||(n, @) — (1, 1) s v+ ([(0, @) |lws s+t + [[(11, @o)|lussevsr) -
Asi concluimos que
IT(n, @) — T(ne, @1)|lus vt
< CoGs[(n, @) — (1, @o)|lus vt (11, P)[[wsxvser + || (01, P1) s svstr)

y por tanto
HF(U, (I)) - F(nla (I)I)HUSXVS-H < K1H(77, (I)> — (7]1, (I)l)HUSXVS'H-

El resto de la demostracion se sigue usando el mismo argumento de la prueba del Teorema
1.3.1.






Capitulo I

Controlabilidad interna

En este capitulo estudiamos el problema de controlabilidad interna asociado con el sis-

tema
n+ 020 — 920 + 0, (n0,®) =0, z€T, t>0,

(4.1)
O, +n—Pn+3(0,2)° =0, z€T, t>0.
Veremos que para T' > 0 y estados inicial y final
(10, ®o), (nr, ®7) € H*(T) x V*FI(T), s >0,

suficientemente pequenos, existe una funcién de control F' = (f1, f2) tal que el problema
de Cauchy

(4.2)

Oy 4+n—2n+ 3 (8,9)° = fo,
con condicién inicial
n(x,0) =no(x), P(z,0)=do(z), ze€T,
tiene una solucién (n, ®) € C([0,T] : H*(T) x V*T(T)) que satisiface
)

77<$7T) =7, qD([L’,T) = (I)T<x y T E T.

Para obtener el mencionado resultado, primero realizamos un analisis espectral del ope-
rador

0 —(I — 82)?
M =
—(I-8?) 0

T

99
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definido en el espacio H*(T) x V*™(T). Usando que el simbolo de Fourier para este
operador esta dado por

0 (14 k*)k?
Mk: - ;
—(1+k?) 0

probaremos para M la existencia de una descomposicion espectral, basandonos en el
hecho de que sus vectores propios generan una base de Riesz para H*(T)x V**1(T). Luego,
utilizando este andlisis espectral y el método de momentos demostramos un resultado
de controlabilidad lineal. Usando un argumento de punto fijo, probamos finalmente el
resultado de controlabilidad para el sistema (4.2).

4.1. Analisis espectral

6ikm 0
Eip = ( A Esy = 1gike |
k

para k € Z* = 7\ {0}. Si definimos

Counsideremos

0 (1+ k2)k? 0 (1+ k2)k
M, = , 2 = , kel
—(1+k?) 0 —(1+k)k 0

entonces podemos ver directamente que
My (Ev g, Bag) = (Evg, Bog)Xe, k€77

Ademas, tenemos que los valores propios para Y son

Ae =iV (1 +K2)2k2, Aop = —in/ (1 +K2)2k2, k€7,

con vectores propios correspondientes

~ 1 - 1 .
SWES M |y Cr=| xu |, kKEZ.
A+k2)k (1+k2)k
Por consiguiente,

M(E\ g, Ea) €1k, ak) = (Erk, Bog) k(€1 ks C2k)
= (Mix(Erk, Bag)err, ANok(Erv g, Eag)éar), k€77,
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lo que indica que A;j; y A2y son los valores propios para el operador M con vectores
propios correspondientes

Nik = (El,k7E2,k)éj,ka .] = ]-727 ke Za
donde

~ 1 - 0 1 0
Ao = A0 =0, €19= <O> y €20 = (1) , Ero= (0) , Eop = <1> .

De otro lado,
A1k

T T )R

lim (Erp, o) = (L L
fmyoo ' DRERRS T i g )

lim det(é’Lk, éng) =FN 7é 0.

k—o0

Dado que {FEy x, Fay : k € Z} forma una base ortogonal para H*(T) x V**1(T), entonces
siguiendo el trabajo [20] de S. Hansen vemos que {vy,v20, V1, Vor @ k € Z*} forma
una base de Riesz para el espacio H*(T) x V*T(T) donde

_ Tj.k
7l 1o

A2k

= A e

En consecuencia

y ademas

Vik

También, usando la definicién de v;, para j = 1,2 vemos que v;;, = bj,ke““” con

0< By <|lbjxll < By, k€Z, 5>0. (4.3)

De la discusion anterior tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.1.1. Sean A\, y ¢jr, j = 1,2 definidos respectivamente por
A = i sign(k)\/ (1 + k2)%2k2, k€ Z,

PO TS k=0,1,2,3,... by = V1 k=1,2,3,...
Y5 v, k=—1,-2,-3,..., T vak, k=0,-1,-2,-3,...

Entonces

(i) El espectro del operador M es o(M) = {\, : k € Z}, en el que cada \; es un
valor propio doble con vectores propios ¢11 y d2.k-
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(ii) El conjunto {¢1x, ¢, : k € Z} forma una base ortonormal para el espacio
H*(T) x V**Y(T) de manera que cualquier (n,®) € H*(T) x V*T(T) tiene la si-
guiente expansion

(777 (I)) = Z (al,k¢1,k + a27k¢2,k) y Ok = <(n7 ¢)7 ¢j,k>Q 3 j - 17 2a k S Z7

kEZ

donde Q = L*(T) x L*(T).

4.2. Controlabilidad lineal

En esta seccién estudiamos el problema de control para el sistema lineal
Nt —|—8£¢) - a;lq) = f17

‘bt‘i‘??—ai?? :f27

con la condicidn inicial

n(x,0) =no(x), P(x,0) = dy(x). (4.5)

Inicialmente demostramos el siguiente resultado de controlabilidad lineal con un solo
control, el cual actuara sobre la primera ecuacion.

Teorema 4.2.1. Supongamos que p; es es una funcion suave distinta de cero definida
en T. Sean s > 0 y T > 0. Entonces para todo nyg,nr € H*(T) existe una funcion
h € L*(0,T; H¥(T)) tal que si fi(z,t) = p1(x)h(z,t), el problema (4.4)-(4.5) con fo =
Oy = 0 tiene una solucion (n,®) € C ([0,T] : H*(T) x V¥TY(T)) que satisface

n(x,T) =nr(x), P(x,T)=0.

Ademds, existe C' = C(T') > 0 tal que

HhHB(o,T;HS(T)) <C (!|770| Hs(T) T HUTHHS(T)) .

Demostracion. Para cualquier funciéon h = h(x,t) definimos el operador de control L por

(Lh)(x,t) = p1(z)h(z, ).
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Si fy = Lhy fs =0, entonces reescribimos el problema (4.4)-(4.5) como el sistema lineal
de primer orden
ny _ n
(1) =3 (3) - o o

77(‘7:7 0) = UO(I)a (I)<$’ 0) =0, (47)

Lh
e ()
En este caso para h € L*(0,T; H*(T)) la solucién (n, ®) del problema lineal (4.6)-(4.7)
esta dada por

con condicién inicial

donde

(n(t), (1)) = S(t)(10,0) + / S(t — 7)Bh(r) dr.

Usando el analisis espectral para el operador M tenemos que

(n(t), @(t)) = Zeknt(almqﬁl,n"}_a?,nqb?,n)

nez

=S / M) (B () bn + Bon(T)2n) A, (438)

ne”L

donde ;. y Bjn, j = 1,2, n € Z, estan dados por
ajn = ((10,0), ¢j7n>Q7 Bjn(t) = (Bh, ¢j,n>Q' (4.9)
Dado que
<Bha (7% (I)»Q = <(Lh7 0)7 (7]’ cI)))Q = <Lh7 77>L2(']1‘) = <h7 Ln>L2('H‘)

entonces vemos que

= (10 00) o Balt) = (A0, LGD)

(T)

donde ¢™ denota la m componente de ¢.

El problema de control consiste en determinar h € L*(0,T; H*(T)) tal que
n(x7T> :nT(x)a (D(va) = 0.

Entonces, supongamos que (19,0) y (nr,0) tienen las siguientes descomposiciones

(10,0) = Z (1010 + Qond2n) = <Z (m,mbf% + 062,n¢§7)1) 70>7

nez nez
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(nT; O) = Z (Vl,nqﬁl,n + ’72,n¢2,n) = (Z (’Yl,n(ég%zl + 72,7192587)1) 7O> )

ne’ nez

donde v;,, = <77T, ¢§}Z>L2(T) . Utilizando (4.8) vemos que

(77($ T ZeA T O-/l ngbln + 65} n¢2 n)

ne”L

+ Z/ 61 n ()10 + Bon(T)P2n) dT

neL

En consecuencia, para 7 = 1,2, n € Z,

T
aj,n + /Ov 67)\”75]"”(7') dr = ’Yj}neiAnT. (410)

Ahora, de [21] tenemos que el conjunto P = {e*' : k € Z} es una base de Riesz para

Pr =genP en L?(0,T), con base de Riesz dual dada por £ = {q;, : k € Z} que satisface

T —
/ GO dt = 5, Lk e
0

Siguiendo el trabajo de D. Russel y B. Zhang [43] sobre la controlabilidad interna de la
ecuaciéon KdV, supongamos que f; es de la forma f; = Lh con h dada por la expansién

= > al) (enol) + eul(el) (@.11)

lEZ

donde los coeficientes ¢1; y co; deben determinarse de modo que la serie (4.11) sea
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convergente. Notemos que para j = 1,2, n € Z,

[ [ ), o
S ( /T h(y, T)md?J) i

(), [([ e rntwryar)etoay

(ze), [(Z / WM (e o) + eaik 6f) ) ay
(65)),
(¢

S—

(] &

0
ke
kEZ

(]

b
N

€ leZ

L

anL(qbf )+ o nL(qb( )) kY dy
)L

B
N

3
o (L
)

donde ( (gb(l))

I
o

A
(1)
()
(1) (1) (1) ()

) L(¢j,n)> + o <L( n)s L(¢]n)>L2(T),

L2(T)

<L(¢§1,)L)> (k). Luego entonces, utilizando (4.10),
k k)

L (LG L) o+ 2 (LA LG ), = g7
Por tanto, para n € Z, tenemos que ¢, y ¢2, deben satisfacer el sistema lineal
(fln a21) (Cl,n) _ (—041,n +’Yl,n€_)‘"T>
Q12 Q22 Con —Qa ., t 72,n€_)‘"T ’
donde aj; = < (qb(l)) (gbln)> . Usando el hecho de que L(¢; (1 )) y L(gb( )) son lineal-

mente independientes, obtenemos que

a a 1 1 1 1 2
Anzdet( ! aj;)=||L<¢§,2L>|@2(T)||L< sl = [(L(OLR), LA650)) o) | # 0.

Q12

Ademas, usando (4.3) tenemos que

LD = [ In@PloPde~ [P de= [Par=C >0, @12
T T
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donde A ~ B significa que existen constantes positivas by, by tales que 1B < A < by B.
También, dado que

inc an}\jn 2
1750 s = [l€™ e + HH—rﬂ)n?‘ Dot
2 —_—
— 25| i 2 i 2
= Do IR 4+ 3 R+ )| s | | (b
keZ kEZ
= C(1+ n])*
vemos que
\¢ < —; 20, n—oo, j=12
7T (L [nl)
y por consiguiente
(L@ L@)] ., <€ [160lefdz 20, ns oo (113)
T

En consecuencia, usando (4.12)-(4.13), existe € > 0 tal que |A,| > €. Concluimos asi que
Cin Y C2, estan dados por
—AnT AT
—Q1n + V1 p€ a1 aiy —Q1, + Yine
AT AT
—Q2n + V2,n€ a2 a1 —Q2pn + V2n€

Cin = A , Con = A . (414)

Finalmente demostremos que h definido por (4.11) y (4.14) pertenece a L(0,T; H*(T)),
siempre que 1y, nr € H*(T). Para hacer esto, escribamos

(¢(1)) Zaﬂkeikz, aj’lk = <L(¢§’1l))>k7 l, k’ - Z, j = 17 2

kEZ

Asi
h(l’,t) - hl(‘rat) + h2(xat)7

donde

- Z Z catimq(t)e™™, j=1,2.

l€Z keZ
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Por tanto

[ / SO+ RD] (g (- ), [

keZ
S D XIELR) SORERICIY
keZ leZ
_Z 1+ |k|)? / ‘Z@]lkcgl(ﬁ dt
kEZ leZ
<O (H D> lejul’lajul?
kEZ leZ
=Y el > (1 + kD> ajul,
lEZ keZ

donde la constante C' > 0 esta determinada por la base de Riesz £. Ahora, usando (4.3),
sipr = ez pl ™ tenemos que existe C' > 0 tal que

|a’]7lk’| - <L<¢J¥l ); € >L2(’J1‘ - ’ <p1¢j’l’ c >L2(T) )

_ (1) ima ik
N Z Prm <¢] ’ >L2(’IF) ’

meZ

_ ilx zmz ikx
N me<” € >L2(T)‘

meZ

< C’/ —iz(k—1) Zpl eima dl"

meZ

= C" / e~ k=l (1) dx‘ <C }p,lcfl‘ .
T

De lo anterior se deduce que

D RN lagul® < C Y (1+ kD> ol

kEZ kEZ
<O (L4 |k+1)*|pif
keZ
SO+ (1 + [k)>[pp )

kEZ
2s
= (L+[I)* Nloall7rs ()
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De otro lado, utilizando (4.12)-(4.14) vemos que

\01,112 < C(|CL22|2 + \a21|2) (\Oél,l|2 + \042,112 + |71,l|2 + |72,z|2)

1 1 1 2
= C(NL@SDNEaqe) + | (LA L), |) (nal + laaal® + nal? + heal?)
< C (Joa? + ey + [yal? + [real?) -

Similarmente,

1 1 1 2
ez < C(ILED ey + | (LD L) |, |[) (anal +laadl + sl + 1ot P?)
< C (Jon ] + | + yal® + 1aal?) -

Asi concluimos que

||h||2L2(0,T;Hs(1r)) < Cllp|

o(m) (Z(l )% (Jlowal® + oo * + [y * + |71,z|2)>

=
< Cllpallzs(xy ol s my + s () -

En el siguiente teorema demostramos el resultado de control con el control actuando
sobre la segunda ecuacién.

Teorema 4.2.2. Supongamos que py es una funcion suave distinta de cero definida
en T. Sean s > 0 y T > 0. Entonces para todo ®y, dr € VT(T) existe una funcién
h € L*(0,T;V¥TYT)) tal que si fo(z,t) = pa(x)h(z,t), el problema (4.4)-(4.5) con
f1 =m0 = 0 tiene una solucion (n,®) € C([0,T] : H*(T) x VTI(T)) que satisface
n(xaT> = 07 cD(CL’,T) = CI)T(I)
Ademds, existe C'= C(T') > 0 tal que
18]l 20541y < C ([Rollystrry + 1@ llvssaery) -

Demostracion. Dado que la demostracion es andloga a la del Teorema 4.2.1, inicamente
presentamos algunas ideas. La solucién del problema lineal

(), =34 (3) +50 ntnor=0. a0 =)
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con

(Bh)(z,t) = ((Lh)o(x,t)) N (02( )?z(x t>)

esta dada por

(n(t), ® ZeA” (1,010 + Q2 nP2,n) +Z/ MO (B (T) b1 + Bon (T)2m) dT

nez neZ

donde ;. y Bjn, j = 1,2, n € Z, estan definidas por
_ (2 _ _ (2)
5 = (0. 20), 500 = (B0 850) - Binl®) = (Bhobin)g = (0. L8 )

Si suponemos que (0, Pg) y (0, P7) tienen las siguientes descomposiciones

(0, @) = Z (@10 + Q2nd2n) = (07 Z (%,M?@L + az,n¢§?,)1)>,

nez nez
(0,®7) = Z (VLnP1n + V2nP2n) = (0, Z (71,7@9Z + ’72,n¢g?7)1>)7
nez nez

donde v;,, = <<I>T, ¢§?72>L2(T) , entonces obtenemos que
T
Ojn -+ / 67>\n7ﬁj7n(7') dr = "}/jm@i)\nT.
0

Ahora, consideremos el control A de la forma

ZQZ <01 1L(o 21)) + C2lL(¢2z))

IEZ

con T
/ qt)eNtdt = oF, 1 ke Z.
0

Entonces, para 7 = 1,2, n € Z tenemos que

/OT e T Bjn(T) dT = Z@Tm/; o AnT ( /T h(y, 7)e™ dy) dr

keZ

- % <L(¢§27)L)>k/qr (Cl n (¢1 n) + co nL(ﬁbg ))> kY dy

= cun (O L) o+ ean (LD LO) -

L2(T)
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Asi, los coeficientes ¢, y ¢, estan dados por

-y + ’Yl,ne_’\"T a1 an —Qin + e
—Qp + 72,n€_’\"T a9 a1z —Qan + Yone T
Cin = A y  Coam = A )
donde o o
2 2
4 = (L5 LOED)
y

2
A = L@ Z2 |1 LS5y — [(L(ST0), L(D5A)) pogoy |

Finalmente, escribamos
ikx 2 ik (2) S
P2 = ;pie : ’ L(¢§7l)) = ICGZZ aj,lk‘e 3 aj7lk == (L(¢],l ))k, l, k c Z, ] = 1, 2.
€

Por consiguiente

k ikx
E E 1001 16 (t ”+E E o102 15 qi(t)€"

leZ keZ l€EZ keZ

y ademas

Al ey = 3 5 2L+ 41 S et a

j=1 keZ I€Z
2

<O N el D O IRPA A+ (k) |agm)*.
j=1 leZ kez

Ahora, usando el hecho de que |a;i| < C'|p}_,|, obtenemos

> P+ kD> )

kEZ

S 2 S
SO Nk +1PA+ k1> |0]" < CUP @+ 11D lp2lless (-
k€EZ

Luego, utilizando que

‘Cj,l|2 <C (’@1,112 + Jag|® + |’Yl,z|2 + ’72,1\2) ;
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concluimos

12| 720 sy < Cllpe

%}sﬂ(qr) (Z 0+ (1) (Jona? + ezl + |yal® + ‘71,1’2)>

leZ

< Clloaliducscry (I1@olersr) + 107 3esaer) ) -

De los teoremas anteriores obtenemos el siguiente resultado de controlabilidad lineal.
Corolario 4.2.3. Supongamos que py y ps son funciones suaves distintas de cero defini-

das en T. Sean s > 0 y T > 0. Entonces para todo (o, ®o), (nr, ®7) € H*(T) x V*T(T)
existe una funcién H = (hy, hy) € L*(0,T; H*(T) x V**1(T)) tal que si

F= (fl(x7t)7f2($7t)) = (p1h1<x>t)7p2<x)h2(xat))
entonces el problema (4.4)-(4.5) tiene una solucion
(n,®) € C ([0,T] : H*(T) x V**/(T)),

que satisface
(@, T) =nr(x), @(7T)=Pr(z).

Ademds, eziste C' = C(T') > 0 tal que

IH || 20,715 myxvs+icry < C (1100, o) llazsysevsrery + | (17, o) s (myvstim) -

Observacion 4.2.4. Si T > 0y (no, Po), (nr, Pr) € H*(T) x V*T(T) con s > 0, entonces
el Corolario 4.2.3 implica que existe F' tal que

S(T) (0, @) + / S(T — 7)F(r) dr = (7. @),

Maés ain, existe C'= C(T') > 0 tal que

| F Nl 1o, xvst1y < C ([(00, o)l msxvstr + [ (07, o) || s xps+r) -
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4.3. Controlabilidad no lineal

Finalmente estudiamos la controlabilidad interna del sistema no lineal

(4.15)
(I)t + n— (9377 + % ((%@)2 = fg,

con la condicién inicial

77<$>0) = 770(‘7:)7 (I)(Z‘,O) - CI)()(I) (416)

El siguiente teorema es el resultado principal del capitulo.

Teorema 4.3.1. Sean s >0 yT > 0. Entonces existe 6 > 0 tal que para todo
(M0, @o), (nr, @1) € H*(T) x V**Y(T)

que satisfacen

(M0, @o) | s (mysvs+icry,  [1(07; o)l s (myxws+iery <6,

existe una funcién de control F = (fy, f2) € LY(0,T; H*(T)x V*TY(T)) tal que el problema
(4.15)-(4.16) tiene una solucién (n,®) € C ([0,T] : H*(T) x V*+Y(T)) N Uz x VT tal
que

n(z,T) =nr(z), @(,T)=or(z).

Demostracion. La demostracion de este teorema es similar a la prueba del Teorema 3.3.1.
Primero escribamos el problema (4.15)-(4.16) en la siguiente forma equivalente:

00, 8(0) = S(0) o) + [ 500~ 1))
_ /0 St 1) (0 (n0,2), %(axcb)?) (¥)dt. (4.17)
Ahora, para cualquier (n, ®) = (n(z,£), ®(x, 1)) definamos
wlln®).7) = [ S 0)(0.(000). § 0.0 ) 1)t

Entonces usando el Corolario 4.2.3 para (ng, ®), (nr, ®r) € H*(T) x V**(T), podemos
escoger
F = Fyae),
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tal que

S 80) + [ ST~ 0B )d = o, 00) 4 09,7
en la ccuacién (4.17), de modo que
(0(t), B(1)) = (1) (1o Do)
/ St —t)Fyet')d / St —t)(0,(n0,®), (8I<I>)2)(t’)dt’.

Ademas note que
(n(0), ©(0)) = (10, o)

(1), (T)) = ST, )+ [ S(T =) (1)

/ S(T —t) (namcb), % (8,P) ) (t")dt'
77T7 (I)T) + w((na (I))’ T) - w((77> CI))> T) = (77T7 (I)T)
Esto sugiere que consideremos la aplicacion
t t 1
I'(n, @) = 5(t)(no, ®o)+/ S(t—t") Fiye)(t)dt’ / S(t=t) (8:0(776&@), 5(8x<1>)2> (t')dt".
0 0

Si demostramos que la aplicacion I' es una contraccién en un espacio apropiado, entonces
su punto fijo (7, ®) es una solucién de (4.15)-(4.16) y satisface

(n(z,T), (2, T)) = (nr(x), Pr(z)).

Probaremos esto en el caso del espacio U* x V1. Como en el caso de la ecuacién KdV
(ver [43]), modificamos el operador I' = (I';, I'y) de la siguiente forma:

Ly(n, @)(t) = ¥1(t)S1(t)(no, Po) + 11 (t) /Ot S1(t — ") a(t) Fipp ) (t')dt’
() /0 1t — )n(t) (9, (10, ). 5 (8x<1))2)(t/)dt/’

La(n, @)(t) = 1()S2(t) (10, Po) + 91 () /Ot So(t — )b (t") Fiyy ) (2 dt!
() / Sa(t — )un(t) (9, (10, ®). 5 (8x<b)2>(t/)dt/’
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donde 9 es una funcién suave con soporte contenido en el intervalo (7' — 1,7 + 1) y
Y(t) = 1 para t € [-T,T], y ademds 1o es una funcién suave no negativa tal que
suppis C (=T — 1, T + 1) que satisface que 95(t) = 1 para cualquier ¢ en el soporte de
Y1

Sea Zy; la bola cerrada de radio M centrada en el origen en U* x V! Usando la
Observacién 4.2.4 y ligeras modificaciones de los resultados en los Lemas 3.1.1-3.1.5
tenemos que

lw((n, @), T)|

Hs XVS-‘y-l

- H /OT S(T —1) <3m (70, @), % (8,®)? ) () dt’

Hsxys+l

<sup [in(0) [ 10— 010t (22 0022) 5 (0.0 ) ¢

teR stvs+1
! 1
<C‘ B [ St = )0a(t) (0. (10.9), 5 (0.0)" ) (¢) ¥
<l [ st—ee)(o.00.9).5 @00 ) O]
< C ()19 (10:®) || 25 + || (9:®)? ||ws+1)
< C (Il xsarzl®llysrrnse + [l o111/2)
y también que
IT1(n, @)
< C(T) (I1(n0, ®o) |y evsrry + | Finoy s (myxv+1(my)
+ o0 (Il e [@lly s ae + [l ense)
< C(T) (I1(0, Po) | ezsmysvos1¢my + [ @)l s mysevr oy + 10, @)oo -
Ademas
T2 (1, @) [lys+1
< C(T) (1m0, o)l 2=y xvs+r(my + (77, @) || =y vs+rcmy + 1[0, @) | Fesevoss)
de lo cual
HF(??, q))| UsxVs+1

< C(T) (|1(n0, Bo)]

Escogiendo 6 > 0y M = 2C(T) (||(770,<1>o)|
que

Heyxver ) + 1z, @) | gsmyxvssicy + 110 @) 7o wyors) -

oyt + (0, 1) | (myxvoti(my) tal

2C*(T)M <1, 20(T)5 < M,
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entonces para cualquier (n, ®) € Z,; obtenemos que

IT(7, @) |7 sevs+a
< O(T) (1m0, @o) | azs (zy s 1y + [l (1, @)
< 2C(T) (|1(no, @o)]
< 20(T)5 < M,

HS(T)XVS+1(T)) (1 + 402<T)M)
memyxvs+ir) + || (07, D)

Ho(T)xvs+1(T))

siempre que
(70, ®o)]

y asi que I envia Z); en Z);. Ahora, usando el mismo tipo de calculos, tenemos qe I" es
una contraccién en Zyy, y en consecuencia, el Teorema de punto fijo de Banach garantiza
la existencia de un unico punto fijo (n, ®) de I' en Z);. Este punto fijo (n, ®) es la tinica
solucion del problema integral

Hs(T)xVs+1(T) + ||(77T7 q)T)l Hs(T)xVs+1(T) < 9,

(0(t), B(t)) = 1 () (1) (10 B) + ¢ (2) / S(t — Yo (t') Fypay (1)t
— (i) /0 S~ V() (0. (nd, ), % (0.:0)" ) (¢) .

En particular, para t € [0, 7],

(n(t), B(t)) = S(t) (10, Do) +/O S(t =) (t") Fipa () dt’
_ /0 st —1)(t) (0, (0. ). % (0,9)° ) (1)t .
Es decir, (n,®) € C ([0,T] : H*(T) x V**(T)) es solucién del sistema

cbt + n—- 8277 + % (azq))Q = f27
con las condiciones

77(% O) = 770<x>’ (I)(.I,O) = q)()(x)u U($=T> = nT(ZE)v @(QJ,T) = CI)T(J:)






Capitulo

Estabilidad orbital

En este capitulo estudiamos la estabilidad de soluciones de onda solitaria del sistema

ne + 0*® — 91® + 9, (n0,®) =0,
(5.1)
O, +n—Pn+3(0,2)° =0,

Mas exactamente, probaremos que un tipo especial de soluciones de onda solitaria deno-
minadas “ground state solitary wave solutions” (que serdan definidas més adelante) son
orbitalmente estables.

Notemos que, si (7, ®) es una solucién del sistema (5.1) de la forma
n(x7t) :U(Q?—Ct), (I)(xvt) :U(.I'—Ct),
donde ¢ denota la velocidad de onda, entonces (u,v) debe satisfacer el sistema
cu' +v" —v" — (w') =0,
(5.2)
u—u' —cv' + 3 (W) =0.

Luego, multiplicando el modelo (5.2) por una funcién de prueba (w,z) € H' x V? e
integrando por partes tenemos que (u,v) € H' x V? satisface

v’ 0" uz' wv' 2! B
/R [(uw . u’u/) —c <wv’) + (%w(v,)Q)] dr = 0. (5.3)

117
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En consecuencia, diremos que (u, v) es una solucién del modelo (5.2) si para todo (w, z) €
H' x V? el sistema (5.3) se satisface.

Ahora definamos en el espacio de energia H! x V?, el funcional J,. por
Je(u,v) = I.(u,v) + G(u,v),

donde los funcionales I, y G estén definidos en el espacio H' x V2 por
I.(u,v) = / [w* + (W) + (V) + (V") = 2cud] dz,  G(u,v) = /u(v')Qdas.
R R

Usando la definicién de I. y G podemos ver que I., G € C1(H' xV? : R) y sus derivadas
en (u,v) en la direccién de (w, z) estdn dadas por

(I'(u,v), (w,z)) = 2/ [uw + v’ + 02 4+ 0" — c(u 4+ wi')]d,
R

(G (u,v), (w, 2)) = / [2uv'w’ + w(v')?]dx. (5.4)

R

Como consecuencia de lo anterior, concluimos que J, € C'(H' x V? : R) y también que

<J¢/:(u7 U), (w7 Z)) = <]é(uv U)v (w’ Z)> + <G::(u’ U)’ (w’ Z))
= 2/ [uw + v'w' + "2 40" = (w2 + wv')|dx + / [2uv'w’ +w(v')?]da.

Siguiendo el trabajo [19] de M. Grillakis, J. Shatah y W. Strauss, consideramos el pro-
blema de minimizacion

inf {J.(u,v) : (u,v) € M.},
donde M. estd definido por

M. ={(u,v) € H' x V* : K (u,v) =0, (u,v)# 0},
y el funcional K. esta dado por
K.(u,v) = (J.(u,v), (u,v)).
Si existe (ug, vg) € M., (ug,vo) # 0 tal que
Je(uo, vo) = Inf {Jo(u,v) : (u,v) € M.},

entonces es posible demostrar que (ug,vg) es una solucién de onda solitaria del siste-
ma Boussinesq (5.1) (ver Lema 5.3.2); este tipo de soluciones se acostumbran a llamar
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“ground state solitary wave solutions”. Veremos que el analisis de la estabilidad de este
tipo de soluciones (ver Teorema 5.4.3 para el concepto de estabilidad) depende de la
convexidad de la funcién d(c) definida por

d(c) = inf{J.(u,v) : (u,v) € M.} (5.5)

Aplicando la misma técnica usada para diversos modelos dispersivos (ver [13], [14], [28],
[38], [46] por ejemplo) establecemos la existencia de soluciones de onda solitaria como
multiplos escalares de minimizadores del problema

T, = inf{I.(u,v) : (u,v) € H' x V* con G(u,v)=1}. (5.6)

Para tal efecto, usando el Principio de concentracion y compacidad y un resultado de
inclusién compacta, demostraremos que si {(u,,, Uy)}m €8 una sucesiéon minimizante
para Z., entonces existe una subsucesion de {(u,, vm)}m que después de una traslacién
converge fuertemente a un minimizador (ug,vg) de Z..

Luego, notando que si
K. (u,v) = 2I.(u,v) + 3G(u,v) =0

entonces

Je(u,v) = I(u,v) + G(u,v) = %Ic(u, v),

establecemos una relacion entre los problemas de minimizacion (5.5) y (5.6). Esta relacién
permitird probar algunas propiedades variacionales de la funcién d(c) y por lo tanto la
convexidad.

En este capitulo (Seccién 5.2) también mostraremos una relacion interesante entre las
soluciones de onda solitaria del sistema (5.1) y las soluciones de onda solitaria para un
modelo tipo KdV. Mostraremos que una familia renormalizada de soluciones de onda so-
litaria del modelo Boussinesq (5.1) converge a una onda solitaria de un modelo tipo KdV,
cuando la velocidad de onda c es cercana a 1. Este resultado ademés de ser interesante
en si mismo, también lo usaremos en la prueba de estabilidad.

5.1. Soluciones de onda solitaria

En esta seccién mostramos la existencia de soluciones de onda solitaria para el sistema
Boussinesq-Benney-Luke (5.1) con velocidad de onda ¢ (0 < |¢| < 1), via el Teorema
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de concentracién y compacidad, considerando el problema de minimizacién (5.6). Este
procedimiento es relativamente estandar.

Usando la definicién del funcional I. es sencillo demostrar el siguiente resultado.

Lema 5.1.1. El funcional I, es no negativo y existen Mi(c), Ms(c) > 0 tal que
M|, )7 e < Te(u, 0) < M| (u, 0)][F 0. (5.7)

Ademds, I, es finito y positivo.

También tenemos el siguiente teorema.

Teorema 5.1.2. Si (ug,vo) es un minimizador del problema (5.6), entonces tenemos
que (u,v) = —k(ug,vo) es una solucidn no trivial de (5.2) para k = 2Z..

Demostracion. Usando el Teorema de Lagrange tenemos que existe un multiplicador k
tal que para todo (w, z) € H' x V2,

<Ié(u07 UO)? (’LU, Z>> - k<G/c(u07 UO)? (w? Z)) =0.

En particular si (w, z) = (ug, vo), entonces utilizando (5.4), vemos que
2[C(U0, 'Uo) — 3]€G(U0,UQ) =0

y en consecuencia

3k
IC(UO, Uo) - ?G(UO,U()) = 0.

Por lo tanto, dado que (ug, vo) es un minimizador de (5.6), tenemos que k = 2Z.. Ademés

podemos ver que —k(ug,vp) es una solucién no trivial de (5.2), en el sentido de que se
satisface (5.3) para todo (w,z) € H' x V2 O

A continuacion presentamos el Teorema de concentracion y compacidad de P. L. Lions
(ver [30], [31]).

Teorema 5.1.3. Supongamos que {Vy, }m s una sucesion de medidas no negativas en R
tal que

lim dv,, = J.

m—0o0 R

Entonces eziste una subsucesion de {vy,}m (denotada de la misma forma) que satisface
solo una de las siguientes propiedades.
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Anulamiento. Para cualquier R > 0,

lim (sup/ dum) =0, (5.8)
m—00 CEER BR(.T)
donde Br(x) = (x — R,z + R).

Dicotomia. Eziste 0 € (0,7) tal que para cualquiery > 0, existen R > 0 y una sucesion
{Zm}m en R con la siguiente propiedad: dado R’ > R existen medidas no negativas v}, v2,
tales que

1. Oguﬂn—i-vfngym,
2. supp (v,) C Br(zm), supp (v5,) C R\ Bri(2m),

3. lmsup,, . (10 — [y dvh| + (T —6) — [ dvi]) <.

Compacidad. Ezxiste una sucesion {x,,}, en R tal que para cualquier v > 0, existe
R > 0 con la siguiente propiedad

/ AV > T — 7, para todo m. (5.9)
Br(zm)

Para aplicar este resultado a nuestro problema supongamos que {(uy,,vy)}, €s una
sucesiéon minimizante para Z, en H' x V2. Entonces definimos las medidas positivas
{Vm }m poOr dvyy, = ppdx, donde p, estd dado por

pm = v, + (Ul )2+ (v )+ (V1) — 2cunn),, (5.10)

que corresponde al integrando de I.(ty,, v,,). Usando el Teorema de concentracién y com-
pacidad tenemos que existe una subsucesiéon de {v,,},, (denotada de la misma forma)
que satisface sélo una de las siguientes propiedades: anulamiento, dicotomia o compa-
cidad. Veremos que las propiedades de anulamiento y dicotomia no pueden ocurrir, y
en consecuencia utilizando la compacidad y un resultado de inclusién local compacta,
demostraremos que la sucesién minimizante {(w,, vm)}m €s secuencialmente compacta
en H' x V? bajo traslacion.

Primero probamos algunos resultados técnicos. El primero esta relacionado con la carac-
terizacién de sucesiones tipo “vanishing” en H' x V2,
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Lema 5.1.4. Sean R > 0 y {(tm, vm) }m una sucesion acotada en H' x V? tal que

lim (Sup/ dl/m) = 0.

Entonces tenemos que

Im G (U, vm) = Hm [ w,(v))?dr = 0.

En particular, si {(tm,Vm)}m €s una sucesion minimizante para L., es decir, si

Hm I(tm,vm) =Ze Yy G, vy) =1,

m—00

entonces la propiedad de anulamiento no se cumple.

Demostracion. Sea Br = Br(x). Entonces usando la desigualdad (5.7) vemos que existe
C > 0 tal que

e+ Wi sy < C [ .
R

Luego, dado que la inclusién H'(Bg) < L*(Bg) es continua y utilizando la desigualdad
de Young, tenemos que

| ntetnde < (lunlin oy + el
R

1/2
< © (lunlBisin + VlBrio) ([ dom)
R

Ahora bien, R se puede cubrir con bolas de radio R de tal forma que cada punto de R
pertenece al menos a dos bolas. Luego entonces

1/2
[ e <20 (ol + 1) (su0 [ )
R zeR J By

1/2
< 2CT (U, V) (sup/ dym> )
z€R Br

En consecuencia, usando la hipdtesis vemos que

I G (U, v) = lim [ upy,(v),)?de = 0.
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Ahora, supongamos que {(ty,, Um)}m €s una sucesiéon minimizante para Z.. Entonces
tenemos que Gy, vy,) = 1, pero del hecho anterior obtenemos una contradiccién y por
lo tanto la propiedad de anulamiento no se cumple.

m
Nuestro objetivo ahora es demostrar que la propiedad de dicotomia no se cumple. Para
esto, sea ¢ € C§°(R : RT) con soporte en (—2,2) tal que ¢ =1 en (=1,1). SIR >0y
7o € R, entonces para (u,v) € H' x V? definamos
u=up+un y v=uvg+vg,
donde
up = upr, up=u(l—¢r), vp=(v—ar)or, vi=(v—ar)(l—¢r)+ar,

con

1

aQr = ——
2R Ag(z0)

U(C(])dl’, AR(ZL’()) = BQR(Z‘U) \ BR([L’()).

Notemos que la descomposicion de la funcién v no es estandar, lo que refleja la naturaleza
del espacio V2.

En el préximo resultado usaremos la siguiente desigualdad tipo Poincaré:

1/q 1/2
(/ v — aR|qdm) < CRY4 (/ |v'|2dx> : (5.11)
ARr(zo) ARg(zo)

donde 2 < ¢ < 0oy C no depende de R (ver [12], [42]).

Lema 5.1.5. Sean {R,,}m con Ry, > 0 y {xy, }m sucesiones en R. Definamos

Am) = Ar,(2a) ¥ onle) = o( 5.

lim sup (/ dl/m> =0, (5.12)
m—00 A(m)

entonces cuando m — oo tenemos que

St



124 Capitulo 5. Estabilidad orbital

(i) Ie(tUm, Vm) = Icu‘%m U;n) + IC(u%wU?n) +o(1),

(i1) G(Upm,vm) = G(ul ,vl) + G(u?,,v2) + o(1).

Demostracion. Primero notemos que el funcional I, se puede escribir como

I.(u,v) = I (u) + Is(v) + I3(u,v),

Ii(u) = / [w* + (u)?]dz, I(v) = / (V) + (v")?]dz,  I3(u,v) = —20/ uv'd.
R R R
Demostremos que
Ii(zm) = L;(2)) + L;(22) + o(1), cuando m — oo, (5.13)

donde z,,, = u,, para j =1, z,, = v, para j =2y z,, = (Um, V) para j = 3. En efecto,
primero observemos que

5(0)um = /]R [(Um)2 - (u11n)2 - (ufn)ﬂ dx = 2/,4( )¢m(1 - ¢m)(um>2dx

Entonces, utilizando la hipdtesis,

16 u,,| < C/

wal—%mwmmxgc/ Qv 5 0,
A(m) A(m)

Ahora,

=2 [ [0 (L= o)W+ (1 20, )ty — (6], )] do
A(m)
Luego entonces, usando la desigualdad de Young,

Funl <C [ [(un) + ()] dz < C / v — 0.
A(m) A(m)

Por tanto
lfm (11 (um) — I (up,) — Ii(u2,)] = 0.

m— 00
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A continuacion,
Fomi= [ 1607 = () = ()] da
= 2/ [(bm(l - ¢m)(7]:n)2 — (U — am>2(¢;n)2 + (1 - 2¢m)vin(vm - am)ﬁb;n] dz.
A(m)

Usando la desigualdad tipo Poincaré (5.11) tenemos que

/ o R CR,zn/ [v! |*dx.
A(m) A(m)

En consecuencia, utilizando que |¢),| < C'/R,,, obtenemos

m

2
0"0| < C/ {(U;n)z + (Um—;bm)} dr < C/ [v! [Pdw < C/ dvy, — 0.
A(m) R A(m) Am)

Ahora, si wy, = (U, — am)Ph, + 20], @), entonces vemos que
(03)" = V3B + W, (03)" = v (1 = b)) — Wi

Por consiguiente
Fomi= [ (6 = (0h)") = (03] da
_9 / (D1 — ) (V1) — w2, + (1 — 2y 0" ] d.
A(m)

Dado que |¢/| < C/R2, y usando la desigualdad tipo Poincaré (5.11) obtenemos que

11 " (Um B am>2 (UI )2
10" 0] < C/ {(vm)2 + +-——|dx <C dvy,.
A(m) R} R?n A(m)

Luego entonces
lfm [I(vy,) — Lo(vy,) — I(v2)] = 0.

m—00

Ahora demostremos el resultado para I5. Primero notemos que
5 = [ Tty = wh(0h) 1,2 da
R

_ /A . 126 (1 = )ttt + (1 = 26 Yt (00 — 1y0) @, ] dz,
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por tanto, usando de nuevo que |¢! | < C/R,,, la desigualdad de Young y la desigualdad
(5.11) obtenemos que

MWgC/ vy — 0.
A(m)

lo cual implica (5.13) y por consiguiente la igualdad en (i). Ahora probemos la afirmacién
(ii). Tenemos que

J A ORI AN

— / )2(1 — 20 ) UV (V= )DL+ 3D (1 — Gy ) (V)% — U (U — @ )*(@,))? | d
A(m)

m

(U — am)Q |Um — am|3
<C . {(um)2 + (V) + |um ]+ V)P + 7 + mRS dx

3/2
SC’[/ dum+</ dym)
A(m) A(m)

Entonces, cuando m — oo concluimos que

— 0.

G (U, Vi) = Gty V) + Gty V) + 0(1).

Usando el resultado anterior tenemos el siguiente lema.
Lema 5.1.6. Sea {(um, Vm)}m una sucesion minimizante para Z., entonces la propiedad

de dicotomia no se cumple.

Demostracion. Supongamos que se cumple la propiedad de dicotomia, entonces podemos
escoger sucesiones v,, — 0y R,, — oo tales que

supp (VL) C Br,,(tm), supp (V%) C R\ Bag,,(7,m) (5.14)

y también que

lim sup (‘9—/duﬁ1
m—oo R

De estos hechos tenemos que

+‘(IC—9)—/dy§
R

) —0. (5.15)

lim sup (/ dl/m> =0. (5.16)
m—00 A(m)
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En efecto, usando (5.14) y el hecho de que 0 < v} + 12 < v, obtenemos

m

Lo ([ o)
A(m) R BRr,, (xm) R\B2R,, (tm)
§/dym—/dyim—/dl/§1
R R R
< (/de—IC) —i—‘@—/du}n
R R

Utilizando (5.15) y el Lema 5.1.5 concluimos que

—i—‘(IC—Q)—/den :
R

lim [IC(umavm) - IC(uqlnv Urln) - Ic(uiwvfn)] =0,
m—00
lm [G (U, Um) — G(u11n7 Urln) - G(uiw qun)] =0.
m—0o0

Ahora, sea A\, ; = G(ul,,v! ), para i = 1,2. Pasando a una subsucesién si es necesa-
rio obtenemos que A; := lim,, .o A existe. A continuacién, demostremos que A; # 0.
Supongamos que lim,, o, Ay, 1 = 0; dado que {(wm,, U) }m €s una sucesién minimizante
para Z., entonces G(up,,vy,) = 1y en consecuencia tenemos lim,, .o Am2 = 1 (proce-
demos de forma similar en el otro caso). Por tanto A\, 2 > 0, para m suficientemente

grande. Luego consideremos

_1
(wm7 Zm) = m,32(u$n> UrQn)

Asi que
(Wi, 2m) € H' x V2 G(wWin, 2m) = 1.

Usando (5.15) y el hecho de que ¢g, =1 en Bg, (x,,) obtenemos una contradiccién ya
que

Z. = lm L(up,vm) = lm (L(u),,v),) + L(u, v5,))

m? - m m?-m
m—00 m—00

> lim /
mee BRm (zm)

2
> lim ( / dv} + Angc) =0+1T.
R

AV + A3 o T (Wi, zm)>

En otras palabras, |\, ;| > 0 para m suficientemente grande. Entonces podemos definir

% )

_1 .
(wm,i? zm,i) = )\mfz(uma Um)? = 17 2.
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Notemos que (W, i, 2mi) € H' X V2 'y G(Wpi, 2mi) = 1. De donde

7. = lim [[C(u}n, vin) + Ic(uzn,v2 )}

m
m—o0

- Hm <|)\m,1|%lc(wm,l7zm,1) + |)\m,2|%Ic(wm,27zm,2)>

m—0o0

> (1Al + ol ) 2.

Luego
2 2 2 2
1> M5 4+ A3 = (JM] + [A2])? = [Adr + A3 = 1

Por lo tanto, |A;| + |A2| = 1. Usando que Ay + Ag =1y \; # 0, tenemos que A; >0y

win

2 2
AP A = (A + A)E (5.17)

Pero de (5.17) obtenemos una contradiccién dado que para t € R* la funcién f(t) = t3

es estrictamente concava, es decir

f(tl + tg) < f(tl) + f(tg), para t1,ty > 0.

En consecuencia hemos probado que la propiedad de dicotomia no se cumple.

Ahora establecemos el resultado principal de esta seccion: la existencia de un minimiza-
dor para Z.. Usando los lemas anteriores y el Teorema de concentracion y compacidad,
tenemos que existe una subsucesién de {v,, },, (denotada de la misma forma) que satisface
la propiedad de compacidad.

Teorema 5.1.7. Si {(tm, V) }m €5 una sucesion minimizante para (5.6), entonces exis-
ten una subsucesion de {(Up, Vm) tm (denotada de la misma forma), una sucesion {xm, }m
en R y un minimizador (ug,vy) € H' x V* de (5.6), tal que las funciones trasladadas

(T, Um) = (Ui (- + T), U (- + Tim))

convergen fuertemente a (ug,v) en H' x V2

Demostracion. Sea {(tm, V) }m una sucesién minimizante para (5.6), es decir,

m I(tp,vm) =Zc Yy G, vy) = 1.

m—0o0
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Por compacidad, existe una sucesion {z,,}, en R tal que para v > 0 dado, existe R > 0
con la siguiente propiedad,

/ dvy, > I, —~, paratodo m € N. (5.18)
BR(xm)

Usando lo anterior, podemos localizar la sucesién minimizante {(ty,, v,) }m alrededor del
origen, definiendo

() = P+ 2m), (U, U ) (2) = (U, 0m) (T + T

En consecuencia tenemos la siguiente desigualdad

/ Pmdr = / dvy > I.— 7, paratodo m €N, (5.19)
Br(0) Br(zm)
y también que
G (U, Um) = G, ) =1, I (U, 0p) = Hm I(Up, V) = Ze. (5.20)
m—0o0 m—r0o0

Entonces, utilizando la desigualdad (5.7) vemos que { (@, Um )} €s una sucesiéon acotada
en H' x V2. De otro lado, dado que ,,,?), € H'(U) para cualquier conjunto abierto
acotado U y la inclusion H'(U) < L%(U) es compacta para q > 2, entonces existe una
subsucesion de { (U, ) b (la cual denotamos de la misma forma) y (ug,vg) € H' x V?
tal que

Upm —ug en H'(R), U, —~uy en L*R),

Um —v9 en V*R), o, —v, en L*(R)

y también tenemos que

Uy — Uy, Uy — vy en L7 (R).

loc

Ademas,
Upm — Ug, U, —> vy en casi toda parte.

Usando estos hechos demostraremos que existe una subsucesién de {(,, Um) }m (la cual
denotamos de la misma forma) que converge fuertemente en H! x V? a un minimizador
no trivial (ug,vy) de (5.6). Primero veamos que

Uy — ug, 0, — vy en L*(R). (5.21)

En efecto, usando (5.19)-(5.20) y la definicién de 1., tenemos que para vy > 0 existe R > 0
tal que para m suficientemente grande,

[ e > [ -2
Br(0) R
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Entonces obtenemos que

/|u0\2dx§h'minf/ |t | dz
R m—r0o0 R

< lim inf/ |t |2 d + 2y
Br(0)

m—ro0

= / |uo|2dx + 2y
Br(0)

< / |uo|*dx + 27.
R

Por tanto

1fminf/|am|2dx:/|uo|2dx.
m—0o0 R R

Luego entonces, existe una subsucesién de {u,}., tal que &, — ug en L*(R). Usando
un argumento similar probamos la otra afirmacion en (5.21). Ademds, también podemos

ver que
u, —up, o — vy en L*(R). (5.22)

Ahora, utilizando (5.21)-(5.22) y el hecho de que la inclusién H'(R) < L*(R) es continua
tenemos que
G(ug,vo) = lim G(Up,, Uy) = 1. (5.23)

—00

En efecto, usando la definiciéon del funcional G' vemos que
G (U, Om) — G(ug, vg) = /R [, (07,)% — wo(vp)?] da
— [ [ = o) @) a7 = (5]

Notemos que

/R(ﬂm — o) (U,)*dz < ([T — woll L2 |00 1y < Clltim — o]l 2105, 11 r)

< Cle(TUy, Um) ||, — w0 | L2(r) < C|thm — uol|L2(r) — 0,

y también que

/Ruo ((%)2 - (06)2) dz < ||V — v0)'[l2®) | (Um + v0)l| Loyl L)

< Cll(@m = vo) 2@ 1 (Um + vo) |1 @y luoll 1 ry

< Cl@m = 00) Nz (o By + 1o + 00) e
< CH(;Jm — UO)IHLQ(R) ([c(ﬂmaijm) + [C(UO, 'U())) — 0.
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Entonces obtenemos (5.23) y en consecuencia
(uo, vo) 7# (0,0).
De otro lado, usando ( 5.21)-(5.22) podemos ver que

m I.(Up, Up) = Le(ug,v0) =Z.,  lim 1.(Uy, — ug, Uy — vg) = 0.
m—00 m—ro0

Ademis, la sucesion { (U, Um) }m converge a (ug,v9) en H' x V? dado que
H(ﬂm — UO,/’Z\)/m — U(])Hiﬂxvz < Cfc(ﬂm — UO,gm — UO)-

Por lo tanto { (U, Um) }m converge a (ug, vo) en H' X V2 y (ug, vy) es un minimizador de
..

5.2. Relacion entre ondas solitarias del sistema
Boussinesq y un modelo KdV

En esta seccién probaremos que una familia de ondas solitarias del modelo (5.1) converge
a una onda solitaria de un modelo tipo KdV, bajo la suposicién de que la velocidad de
onda c es cercana a 1.

Es conocida la siguiente caracterizacién de ondas solitarias para el modelo KdV. La

prueba es similar a la demostracién del Teorema 5.1.7. Primero definamos el espacio de
Banach Z como la completacién de C§°(R) con respecto a la norma dada por

lullz = [ @) + @] s
También definamos los funcionales J°, G° en el espacio Z por
Pw) = [ (@) + 20207 dr, 6w = [ (@),
y consideremos el siguiente problema de minimizacién

J? =mf{J%(w) :w e Z, G'(w) = 1}.

Entonces tenemos el siguiente teorema (ver [11], [12]).
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Teorema 5.2.1. Sea {wy,}m una sucesién minimizante para J°. Entonces existe una
subsucesion de {wp }m (denotada de la misma forma) y una funcion no nula wy € Z tal
que

I (wo) = T°,
y existe una sucesion de puntos {xm,}tm en R tal que wy,( -+ ©,) = wy en Z. Ademds,
wy es una solucion de la ecuacion

—0%w + 202w + 27°0,wdiw = 0, (5.24)
y entonces w = — (%jo) Oz wo es una solucion de onda solitaria no trivial de la ecuacion
Opw — 203w + 3wdw = 0. (5.25)

Ahora, sean € > 0y ¢ = 1 — ¢. Entonces para (u,v) € H' x V? definamos las funciones
W'y z por 1
u(e) = et2(y), () = Huly), y= e (5.26)

En consecuencia tenemos que
Li(u) + Iy(v) = 6211’5(2) + 6%]2’5(10), I3(u,v) = I3 .(u,v) = eglg’e(z,w),

y también que .
Ic(e)(u7v) :egle(sz)v G(U,,'U) :Ge(zaw)a

donde I%€, 1%, %€, I¢ y G¢ estan definidos por
I(z,w) = I7(2) + I*(w) + I**(z,w),
o) = [ (2 @) Pow) = [ () ) dy
R R
I*(z,w) = —QC/E_Izw'dy, G(z,w) :/z(w')2 dy.
R R
Notemos que si 0 < |¢| < 1, entonces [¢(z,w) > 0 y existe una familia {(u., v.)}. tal que
I(ue,ve) =L, G(ue,ve) = 1.
Por consiguiente, si denotamos
Z¢:=if {I(z,w) : (z,w) € H' xV* con G (z,w) =1},
entonces existe una familia {(z¢, w®)}. tal que

I = [e(ze’we)’ G6(26>w6) = 17 Ic = 6%1-6 .
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Ademds, (2, w) es una solucién del sistema

cw" — w4 s o §€é1—c (zw’ )/ — 0,
(5.27)

7 r_1,4 ne _
z—e —cw' —zevZ. (w')” =0.

Estamos interesados en relacionar la familia {(2¢,w)}. cuando € tiende a cero con las
soluciones de onda solitaria de un modelo tipo KdV. Para esto, definamos en el espacio
V2 los funcionales

7w) = 1dow.0) = [

i [(w')2 +(2—¢) (w")z} dr,

K(w) = G(co,w,w) = c/(w’)3dx.

R
Observemos que si € es suficientemente pequeno, entonces el funcional J¢ es no negativo.
Asi, definimos el nimero J°€ por

J¢=mf{J(w) :weV?* con K(w)=1}
y establecemos el siguiente resultado.
Lema 5.2.2. Sea 0 < |¢| < 1. Entonces tenemos que

lim Z¢ = lim (2, w®) = J° > 0,

e—0t e—0+
lim G°(we) = lim K¢(w¢) = lim G(z¢. wf) = 1. 5.28
M GH(w) = lim K*(wf) = lim G(2,w) (5.28)

p , y . -l y
Ademds, para cualquier sucesion €; — 0, la sucesion {(Go(weﬂ)) sw“'ﬁ} es una sucesion
j
minimizante para J°.

Demostracion. Sea w € V? tal que [;(w')*dz = 1, entonces tenemos que

K(w) = c/(w')3d1: # 0.
R
Luego, para € > 0 suficientemente pequeno vemos que

I°<I° <ﬁ(cm’,w)> = [’ w) = i) (5.29)

cw', w Ge(cw',w)i  Ke(w)s
' 1 Jé(w)
. . _J(w
Je<J <—e(w)1/3w) = ) (5.30)
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De otro lado, usando que ¢ = 1 — €,

lim J(w) = lim I°(cw’,w) = lim [(w')2 +(2— e)(w")Q} dx

e—0t e—0+ =0t Jp

= [ [+ 20 de = ),

’ € I € / I N3 . N3 _
E1_1>]%1+K(11))—61_1>]%1+G(cw,w)—61_1>I(])f1+c/R(w)dx—/R(w)dx—l.

En consecuencia, si w € V? y [(w')?dz = 1 entonces, utilizando (5.29)-(5.30) y los
hechos anteriores, concluimos que

lmsupZ¢ < J°, limsupJ¢ < J°. (5.31)

e—0t e—0t+

Ademas, para e suficientemente pequeno tenemos que
e_%]c(uc,vc) =7°<27°.

Ahora, notemos que

e—0t

lim GO(uwf) = lim ¢ / () dz = Tim G=(c(wr), wf).
e—0T e—0t R

Queremos demostrar que
lim G°(wf) = 1.
e—0t
Dado que lim g+ G(2¢,w) = 1, entonces probaremos que
lim G(2,w) = lim G*(c(w®), we). (5.32)

e—0t e—0t

Para esto, es suficiente establecer el siguiente limite

Im [ (2° — c(w®)")((we)")*dz = 0. (5.33)

e—0t R

En efecto, de la segunda ecuacién de (5.27) tenemos que (z¢, w*) satisfece la ecuacion
1
z—cw =e" + §61/6Ic(w’)2. (5.34)

Usando un argumento de dualidad mostraremos que en L*(R) el lado derecho de (5.34)
es de orden O(1). Primero, utilizando que la sucesion {I¢(z¢, w*)}. es acotada, notemos
que

12N 22y = O(1), (1wl 2wy = O(1). (5.35)
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Entonces para todo ¢ € C§°(R) tenemos que
(5] < Y el 2wy < ClIZ°l L2y
En consecuencia, usando (5.34)-(5.35) obtenemos que
|2¢ = c(w)|| 2wy = O(e). (5.36)

Utilizaremos (5.36) en la demostracién del siguiente lema. Luego vemos que

/R(ZE — c(w)) (w))*dz| < Cl2° = e(w)'l| 2w | (W) I3 ) — O,
como deseabamos. Por consiguiente

Iim G%(w®) = lim K¢(w®) = lim G(z°,w°) = 1.

e—0t e—0t e—0t

Por lo tanto, para e suficientemente pequenio tenemos que G° (w°) # 0, y entonces

0 0 we JO(we)
Jo<o | ) = AW
(Go(wg)S) GO(we)s

Pero, cuando ¢ — 0,

J(we) — J°(we) = o(1), Iz w) — J(w) = o(1). (5.37)
Luego entonces
J° < liminf Z°. (5.38)
e—07t

Combinando (5.31) y (5.38) otenemos,

lim Z¢ = 7°.

e—0+

Ahora notemos que si K¢(w) = 1, entonces usando (5.29), tenemos que Z¢ < J(w) y
por consiguiente Z¢ < 7°¢. Por lo tanto

J% = lim Z¢ < liminf J¢.

e—0F e—0F
De (5.31) concluimos que

lim J° = J°,

e—0F

y la demostracién estéd completa.
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Ahora, presentaremos el resultado principal de esta seccion. Probaremos que una sub-
sucesion de la sucesion {(z¢, w¢)}. después de una traslacion converge a (zp,wy) que
satisface el sistema (5.2) y en consecuencia zg = J,wy es una solucién de una ecuacién

tipo KdV.

Lema 5.2.3. Sea 0 < |c| < 1. Entonces para toda sucesion {€;}; tal que ¢; — 07 existen
una sucesion trasladada de {(29,w%)}; (denotada de la misma forma) y funciones no
triviales wy € Z y 2o € HY(R) tales que cuando j — oo,

w9 —wy enZ, 29—0,w9 —0, 29—z en HY(R). (5.39)
Ademds, (zo,wp) es una solucion no trivial del sistema

2z = O,w
02w — 200w + 30,wd*w = 0. (5.40)

Es decir, zg = O,wy € HY(R), con d,wy siendo una solucion de la ecuacién de onda
solitaria para un modelo tipo KdV.

Demostracion. Sea {¢;}; una sucesién de nimeros positivos tal que ¢; — 0*. Entonces

1
del Lema 5.2.2 tenemos que < (G (w%))™ 3 w® } es una sucesién minimizante para J°
j

y también que G° (w%) — 1. Usando este hecho y el Teorema 5.2.1, tenemos que existen
una sucesién trasladada de {(z%,w%)}; (denotada de la misma forma) y una funcién no
nula wy € Z tal que w9 — wy en Z; ademds wy es una solucién de la ecuacién (5.24).
Entonces usando (5.36) tenemos que existe zg € H'(R) tal que 2% — 25 en H'(R). En
consecuencia obtenemos (5.39) y que 2y = 0, wo.

Ahora, notemos que el sistema de onda solitaria (5.27) se puede escribir, después de
derivar con respecto a x y multiplicar por ¢; la segunda ecuacién, en la forma

65 (e (29 = ()") + ()" 3T () (w4 () (o) ) =0,
(e (29) = Bw9)) = e(29)" = Fe, 0 (why (o)) =0.

Usando que c? = 1—¢; y restando la segunda ecuacion de la primera ecuacién, obtenemos
que

2
_ (ij)// + Cj(zej)/// + gcjl'ej ((wej)/(ij)//> —

— WOy = 229 (O + (YY) (54D
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Entonces, utilizando que Z% — Z° w% — wg en Z, 25 — z5 en HY(R), y 29 = 0, wy,
para cualquier funcién de prueba ¥ € C§°(R) tenemos que

Jj—00

2¢; 2
i (2575 (w0 (w9 + 579 @)Y ) = 22w )
En consecuencia

lim (—(w)" + ()" + 5(=9)", ) = (~uf + 20", ).

Jj—o0
Por lo tanto, de (5.41) concluimos que wy es una solucién no trivial de la ecuacién
—0%w + 202w + 27°0,w0%w = 0.
En particular, (2°,w") = — (37°) (20, wp) es una solucién no trivial del sistema (5.40).

En otras palabras, z° = 9,w" es una solucién para la ecuacién de onda solitaria de la
ecuacion KdV (5.25). O

5.3. Propiedades variacionales y convexidad de d(c)

Recordemos que la derivada del funcional J. en (u,v) en la direccién de (w, z) estd dada
por

(Je(w,v), (w, 2)) = ([(u,v), (w, 2)) + (Ge(u, ), (w, 2))

R R

En consecuencia tenemos que
K.(u,v) = (J.(u,v), (u,v)) = 2I.(u,v) + 3G (u,v) = 2J.(u,v) + G(u,v).

Usando la definiciéon de “ground state solution” vemos que el conjunto de este tipo
particular de soluciones del sistema (5.1) estd dado por

Ge = {(u,v) € Mc: d(c) = Je(u,v)},
donde la funcién d(c) y el conjunto M, fueron definidos anteriormente por

d(c) = inf{J.(u,v) : (u,v) € M.}

M. ={(u,v) € H' x V* : K(u,v) =0, (u,v) #0}.
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Entonces podemos ver que
1 9 1 1
G. = {(u,v) e H' x V\{0} : d() = 5L{u,v) = —§G<u,v)} — EC M.
En efecto, si (u,v) € G. entonces d(c) = J.(u,v) y K.(u,v) = 0. Asi obtenemos que
2J.(u,v) + G(u,v) =0, 2[.(u,v)+ 3G(u,v) =0,

de donde ) ]
d(c) = glc(u,v) = —§G(u,v).

Ademis, utilizando la definicién de G. vemos que (u,v) € H' x V?\ {0}. Por consiguiente
hemos probado que (u,v) € E. De otro lado, si (u,v) € E entonces tenemos que (u,v) €

H' x V*\ {0} y también que
K(u,v) = 21.(u,v) + 3G(u,v) = 0.

De donde (u,v) € M,. Adicionalmente, usando la definicién de J. y el hecho de que
d(c) = 5I.(u,v) = —3G(u, v) obtenemos que

1
Je(u,v) = I.(u,v) + G(u,v) = —EG(U, v) = d(c).
Por tanto (u,v) € G, lo cual concluye la demostracién de la afirmacion.
Al inicio de este capitulo se mencioné que el estudio de la estabilidad depende de algunas

propiedades de la funcién d(c). En el siguiente lema demostramos que d(c) es positiva y
caracterizamos esta funcién usando el funcional /. y la condicién K.(u,v) < 0.

Lema 5.3.1. Sea 0 < |¢| < 1. Entonces tenemos que

(i) d(c) existe y es positiva,
(it) d(c) = inf {31.(u,v) : K.(u,v) <0, (u,v) #0}.

Demostracion. (i) Sea (u,v) € M., entonces vemos que K (u,v) = 0y por consiguiente

1 1
glc(u,v) = —§G(u,v).

Luego, de la definicion del funcional J. tenemos que

1
Jo(u,v) = I.(u,v) + G(u,v) = glc(u,v) > 0.
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Por tanto d(c) existe. Ahora, usando la desigualdad de Young y el hecho de que la
inclusion H'(R) < LI(R) es continua para q > 2, vemos que existe C' > 0 tal que

|G (w, v)] < llull 2101 2sz) < Cllulla @10 @) < C(HuH?ﬂ(R) + HU/H?J’LF(R)>'

En consecuencia, utilizando la desigualdad (5.7) obtenemos que

[w

1 1
Te(w, ) = 1o, 0) = =5G(u,v) < Cfl(w,0) 31,02 < C (Tefu, )2

Luego entonces %Ic(u, v) > C'y por lo tanto d(c) > C > 0.
(i) Para (u,v) € H* x V*\ {0} tal que K.(u,v) < 0 tenemos que G(u,v) < 0. Definamos
a € 1[0,1) por
21.(u,v)
= — 7
3G (u,v)
Entonces obtenemos que K.(a(u,v)) = 2a*1.(u,v) + 3a3G(u,v) = 0. En otras palabras,
tenemos que a(u,v) € M.. Asi, dado que « € [0,1), obtenemos

2

d(c) < J.(a(u,v)) = %Ic(u, v) < = L(u,v).

W

En consecuencia
1
d(c) < inf {glc(u,v) 0 Ko(u,v) <0, (u,v) # O}.

Ahora, si (u,v) € M, entonces vemos que J(u,v) = 31.(u,v) y también que

{Jc(u,v) ©(u,v) € /\/lc} C {%]C(u,v) : K. (u,v) <0, (u,v) # 0}.
Por consiguiente
inf{%]c(u,v) s Ke(u,v) <0, (u,v) # 0} < inf{Jc(u,v) : (u,v) € ./\/lc} = d(c),
y por lo tanto hemos demostrado la afirmacién (ii) del lema.

]

En el siguiente resultado probamos la existencia de minimizadores del problema (5.5) y
establecemos cierta relacién entre los problemas (5.5) y (5.6).
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Lema 5.3.2. Sea 0 < |¢| < 1. Entonces tenemos que

(i)

(i)

Si { (U, V) b €S una sucesion minimizante para d(c), entonces existen una sub-
sucesion de {(Upy,, V) }m denotada de la misma forma, una sucesion {x,,}., en R
y (u¢,v) € H' x V2\ {0} tal que las funciones trasladadas

(U (- + T )s V(- + Tin))

convergen a (u°,v°) fuertemente en H' x V2, (u¢,v°) € M., d(c) = J.(u¢,v°) y
(u¢,v°) es una solucion de (5.2). Ademds,

4
d(c) = ﬁzg’, (5.42)

donde I, = inf {I.(u,v) : (u,v) € H* x V? con G(u,v) = 1}.
Sea { (U, Vm) }m una sucesion en H' x V? tal que

%Ic(um,vm) —d(c) v Je(um,vm) = di < d(c).

Entonces existen una subsucesion de {(ty,, vm)}m denotada de la misma manera,
una sucesion {xm,}m en Ry (uf,v°) € M, tal que las funciones trasladadas

(U (- + Tm), Vi (- + Tin))

convergen a (u®,v°) fuertemente en H' x V? y dy = d(c) = $1.(u®,v°).

Demostracion. Usando argumentos similares a los utilizados en la demostracion del Teo-
rema 5.1.7 tenemos la primera parte de la afirmacién en (i). Ahora probemos la igualdad
en (5.42). Sea (u,v) € H' x V?\ {0} tal que K.(u,v) = 0, entonces

I.(u,v) = —;G(u,v) = 3J.(u,v).

Consideremos (w, z) definido por

Entonces (w,z) € H' x V*\ {0} y ademds G(w, z) = 1. En consecuencia

1

T, < L(w,2) = muu,v) - (g)r (1, 0) = (g) (3u0)).
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Asi concluimos que

4 5
— < .
2710 < d(c)

Ahora, supongamos que (u,v) # 0 tal que G(u,v) = 1. Tomemos t tal que
K (tu,tv) = 0.

En este caso, 21 .(u,v) + 3t = 0. Por tanto
4
= —-I? :
9 C (u7 U)
Entonces obtenemos que
4
d(c) < J.(tu, tv) = *L.(u,v) + °G(u,v) = t* (I.(u,v) + 1) = 2—7]§(u, v).
De donde A
d(c) < —=1°.
(C) — 27 (&
Esto prueba (5.42). Ahora, demostremos la segunda parte del lema. Recordemos que

K. = 2I.+ 3G, entonces usando la hipétesis obtenemos que

1 1
gIc(uvam) — d(C), Jc(“mavm) = g (IC(un”mUm) + Kc(uma Um)) — dl S d(C)

y ademés para m suficientemente grande K.(u,,, v,;,) < 0. Asi tenemos que {(tm, Vm)}m
es una sucesién minimizante para d(c). Por tanto, usando la parte (i) tenemos que existen
una subsucesion de { (U, Vm)}m, la cual denotaremos de la misma forma, una sucesion
{Zm}m en Ry (uf,v°) € M. tal que

(Um( + ym); Um(' + ym)) — (UC,UC) en Hl X Vz.
En particular K.(u¢,v°) = 0y dy = d(c) = 3I.(u, v°). O

A continuacién mostramos algunas propiedes adicionales de la funcién d(c), utiles para
demostrar la convexidad de esta funcion para velocidad de onda ¢ cerca de 1.

Lema 5.3.3. Sea 0 < |¢| < 1. Entonces

(1) Si0 < ¢ <y <1y (uv) €., tenemos que d(c) y I3.(u,v) son funciones
uniformemente acotadas en [c1, 2.
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(ii) Sici <coy (ui,v%) € G, tenemos que

C —C1

d(c1) < d(c2) — ( ) I3, (u®?,v?) + o(ca — 1),

C2

Co—C

. > I3 o, (U, ) + o(ca — ¢1).
1

d(e2) < d(ep) + <

(i11) Si0 <cp <cy <1, (u,v%) €Ge ylse (u™,v) <0, entonces obtenemos que

(co—c1) 1

d(CQ) S d(Cl) -+ 13,01 (u ,1]01).
301

En particular, d es una funcion estrictamente decreciente en (cq,1).

Demostracidn. (i) Sean cy,cy tales que 0 < ¢ < ¢ < 1y sea (u,v) € H' x V? tal que
G(u,v) # 0. Definamos ¢, por
2 1.(u,v)

te = —.

- 3G(u,v)
Luego
K. (te(u,v)) = 2L.(t(u,v)) + 3G(t.(u,v)) = 2t21.(u,v) + 3t2G(u,v) = 0.
Por consiguiente (t.(u,v)) € M, y también
1 2

gIc(tC(uv U)) = _%G(tc(uv U))’ Jc(tc(uv U)) = Ic<tc(u’ U)) + G(tC(u7U)) = %Ic(u’ U)'

En consecuencia, usando la desigualdad (5.7), existe C' > 0 tal que para todo ¢ € ¢y, ¢,

— i[g(u,v) CH(uav)H?{lxvz
27 G*(u,v) G2(u,v)

d(C) S Jc(tc(uv U))

IN

Ahora, sea (w, z) € G., entonces vemos que 21.(w, z) + 3G(w, z) = 0. Ademas,
Mi(er, eo)l[(w, 2)[[Frieye < 20e(w, 2) = =3G(w, 2) < C||(w, 2) |31 42

Por tanto

[NIES

Mi(erse2) < 02l evn < Mter,ca) (3Lw.2)) ' = Malen ) )

Asi, hemos demostrado que
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Por consiguiente, si (u,v) € G. entonces obtenemos que I.(u,v) y G(u,v) son uniforme-
mente acotadas en [c1, co] ya que

d(c) %]c(u,v) _ —%G(u,m,

lo cual implica que I3.(u,v) es también uniformemente acotada dado que K.(u,v) =0
y existen C7, Cy > 0 tales que

C&H(U,U)H%nxvz < Il(u) + IQ(U) < CQH(U,U)H?'_le\;Q-

(ii) Sea (w,z) definida por (w, z) = t(u®,v?). Determinemos t tal que K., (w,z) = 0.
Usando la definicion de 1., I, y el hecho de que

13701 (u627 UCQ) - 213,02 (uC27 v )7
Co
vemos que

(c1 — c2)

I, (u®?,v?) = I;(u®?) + L(v?) + I3, (u®?,v?) = I, (u®,v?) + .
2

[3702 (UC2 s 'UC2 ) .

En consecuencia, dado que (u?,v%?) € G,, tenemos que
K., (w,2) = 2621, (u®,v®?) + 3t3G(u?, v?)

=¢? (2[02 (u?, v?) —

Co

2y —
= <3tG(uCQ, v?) — 3G (u?,v?) — (¢ 01)[3762@62’ UCQ)
C2
Luego entonces, t debe ser tal que
(e —
tG(uCQ, Ucz) _ G(UQ’Ucz) + (CZ 61)13762 (ucz’ Ucz)’
362
es decir,
R 2(ca — 1) (I5e,(u,v?) _ (ca —c1) (136, (u®?,v%?) ’
3¢y G(uc2,ve?) 3co d(cs)
donde usamos que d(cy) = 31, (u?,v?) = —1G(u®,v?) (note que (u2,v?) € G,).
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Entonces para este ¢ concluimos que K., (w, z) = 0. Ahora

d(cr) < Je, (w, 2) = 17 (L, (u?,07?) +1G(u,v?))

Cc1 —

— t2 Ic u02’ Ucz + C2 13 . uCz) 1)02 + tG ucz’vcz
2 ,C2

C2

J— 2 _ ] . C2’ c2
_ 42 <162<u62,1}02) + €1 02[3702(1182,1)62) + (1 + (02 Cl) 3, 2(“ v )) G(UCQ,UCQ))

Co 3¢y G(uc2,ve2)

=1? (162(uc2, v?) 4+ G(u?,v?) —

Co — (1

=12 (d(CQ) — I, (u”,v”)) :

Co

Pero sabemos que

— (1 _ (023;261) (]3702;?:’)2,@)))2

) () ).

Por tanto

2 (d(c2) — %JM (uCQ,UCQ)) = d(cy) — %JM (u,v°?) + O ((ca — ¢1)?)

y por consiguiente

Co— (1

d(cr) < d(e2) — ( ) I3 e, (u™,v?) 4+ 0(ca — c1).

Co

Ahora, sea (w, z) definido por (w, z) = t(u,v). Como antes, determinemos t tal que
K.,(w,z) = 0. En este caso,

2(ca — 1) (I3 (U, v) (co — 1) (130 (ur v)
=1- : =1 : .
t ( G(ucr, ver) * 3c1 d(cy)

Dado que K., (w, z) = 0, entonces vemos que

C—C

d(cy) < Jo,(w, 2) = t* <d(c1) + Ig,cl(uq,v“)> :

Usando argumentos similares a los anteriores tenemos que

2(62 — Cl) 13701 (ucl, Ucl)
361 d(Cl)

=1+

) +0 ((c2 — 1)?).
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En consecuencia
t* <d(cl) + @;Tcl)fg,qmca w)) = d(cy) + @I&Q (u,v) +0 ((ca — e1)?)
1 1
y por lo tanto

Co — (1

C1

d(ce) < d(ep) + ( ) I3 o (u, v) 4+ o(ca — 7).

(iii) Dado que (u®,v*) € G, entonces K., (u®,v) = 0. En consecuencia vemos que
G(u,v°) < 0. Ahora, si I3, (u,v) < 0 entonces para ¢; < ¢o tenemos que

K., (u o) =21, (u, v") 4+ 3G (u, v)

=21, (u™,v) + —2(626: Cl)Ig,’Cl(ucl,vcl) + 3G (ut, v)
= K., (u™,v") + —2(020: 01)[3’61 (ut,v) <0.
Por consiguiente
d(cz) < %I@(u“, a) = % (Icl(ucl, )+ @ c_ “a .73701(u'31,v‘31)>
< d(e1) 623;101 I3 o (U, 0)

Esto también implica que d(cy) < d(c;) siempre que 0 < ¢; < ¢ < 1y por lo tanto la
funcién d es estrictamente decreciente en (cq, 1).

]

Ahora probaremos que la funcién d es estrictamente convexa en (¢, 1) con ¢q > 0 cerca
de 1. Para tal propoésito, calcularemos d’ y analizaremos el comportamiento de d y d’
cerca de 1. Iniciemos determinando d'(c).

Lema 5.3.4. Si (u®,v°) € G, entonces tenemos que

[ Cc C
d(c) = el
C

(5.43)

Demostracion. Notemos que d’ se puede calcular tomando los limites apropiados en la
parte (ii) del Lema 5.3.3.
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Para realizar el estudio del comportamiento de las funciones d y d’ cerca de 1, usamos
los siguientes resultados.

Teorema 5.3.5. Sean 0 < |c| < 1 y (u¢,v°) € G.. Entonces tenemos que
lim d(c) =0 y I3.(u,v°) <0 parac cerca de 1™.
c—1—
Demostracion. Sabemos que existe una familia {(z¢, w®)}. tal que
T¢ = I°(25we), G(25uw) =1, I.= /5T
Ademas, de (5.42) vemos que

_i 3_i 5/67¢\3
= gle =7 (1)

Asi, dado que cuando € — 0, ¢ — 1~ entonces

d(c)
, 4 5 4 5/67€\3 _
cl—l>r{1* d<c> _ﬁcglllllzc _ﬁel—lg(l)1+ (6 I) =0

Ahora, usando la misma notacién de la Seccién 5.2 tenemos que

eI (25 w) = —20/ 2 (we) dr = —20/

R R

[ — c(w)] (w) dz — 202/ [(we)/}2 dx.

R

Por consiguiente, utilizando (5.35)-(5.36), obtenemos que

lim eI®€(2%, w) < 0,
e—07F

lo cual implica que cuando ¢ — 17,

I3 . (u®,0°) < 0.

]

Teorema 5.3.6. Sea 0 < |c| < 1. Entonces existe 0 < ¢o < 1 cerca de 1 tal que d es una
funcion decreciente en (co, 1). Ademds, tenemos que lim._,,- d'(c) = 0.

Demostracion. Usando el Lemma 5.3.4 y el Teorema 5.3.5 tenemos que d es una funcién
decreciente para c cerca de 1~ ya que
 I3.(uf,0°)

d(c) = 252 <o,
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Ademas, utilizando el Teorema 5.3.5 obtenemos que lim. ;- d(¢) = 0. Asi vemos que

lim,_,1- || (u, v)|| g1xy2 = 0 para cualquier (u,v¢) € H' x V? tal que d(c) = %[c(uc, V),

dado que
1, ) I3 e < Cle)Le(u,0%) = Cle)d(e).

En consecuencia, de (5.43) y la definicién de I5. concluimos que
()] < ClO) w2 | (v) 2@y < CO)ll(u®, v) 72
Por lo tanto

lim d'(¢) = 0.

c—1—

De los resultados anteriores tenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.3.7. La funcion d es estrictamente convexa para ¢ cerca de 1.

5.4. Estabilidad de onda solitaria

En esta seccion demostramos el resultado principal de este capitulo. Para esto, prime-
ro consideremos el sistema modulado asociado con (5.2), es decir, supongamos que la
solucién (n(z,t), ®(z,t)) del sistema Boussinesq (5.1) tiene la forma

n(x,t) = u(x —ct,t), ®(x,t) =v(x — ct,t).
Entonces vemos que (u,v) satisface el sistema

uy — cOpu + 0%v — v + 0, (udv) =0,
(5.44)
v — €Dy +u — 02u + 3 (9,0)F = 0.

Notemos que el Hamiltoniano para este sistema tiene la forma
1 1
He(u,v) = §Jc(u,v) = H(u,v) + 5[376('&, v).
También observemos que H. es conservado en tiempo sobre las soluciones ya que
uy = OyHe(u,v) = cOpu + Otv — 020 — 0, (ud,v),

1
—vy = Oy He(u,v) = —cOpv +u — OPu + 5(89;1))2.
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Si definimos las regiones R', i = 1,2, en el espacio de energfa H' x V? por
1 142 1 1
R, =1 (u,v) € H xV* : Hc(u,v) < id(c), glc(u,v) <d(c) ¢,

R? = {(u,v) cH' xV? : H(u,v) < %d(@? %]C(u,v) > d(c)},

tenemos el siguiente resultado.

Lema 5.4.1. R}, R? son regiones invariantes bajo el flujo del modelo (5.44).

Demostracidn. Sea (ug,vy) € RL. Supongamos que (u(t),v(t)) satisface el sistema (5.44)
con condicién inicial
u(0) = ug, v(0) = vp.

Usando la caracterizacién de d(c) dada en el Lema 5.3.1 y la definicién de R}, demos-
tremos que

KC(U(), Uo) > 0.

Ademds, si (u(t),v(t)) € R! para algiin ¢t > 0, entonces tenemos que K.(u(t),v(t)) >
Ahora, utilizando la continuidad de K., existe un minimo ¢y, > 0 tal que K.(u(t),v(t)) >
para t € [0,t) y Kc(u(to),v(to)) = 0. Luego, de la caracterizacién de d(c) obtenemos
que

En efecto, supongamos que K.(ug, v9) < 0. Del Lema 5.3.1 vemos que d(c) < $1.(uo, vo)
),

() < 51 (ulto), (1))
< timint (31.(u(0),o0) + Fufult) o(0)
_ litniti;f To(u(t), v(t))
— 9 litrétigf M (u(t), v(t))

S QHC(UO, UO)
< d(c),

lo cual es una contradiccién. Por tanto K.(ug,vg) > 0. De otro lado,

d(c) > 2H.(u(t),v(t))
1 1 1
= 2H.(uo, vo) = Je(uo, vo) = gfc(uofUO) + ch(UmUo) > gfc(uov?fo),
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lo cual muestra que R! es invariante bajo el flujo del sistema (5.44). De forma similar
tenemos que R? es invariante bajo el flujo de (5.44).

El siguiente lema sera usado para obtener el resultado de estabilidad. En adelante usare-
mos la notacién U¢ = (u°, v°) para “ground state solution”, es decir que d(c) = J.(U°).

Lema 5.4.2. Sea 0 < ¢y < 1 cerca de 1. Si U(t) = (n(t),P(t)) es una solucion del
problema de Cauchy asociado con el sistema Boussinesq (5.1) con condicion inicial
U(0) = Uy € H' x V2, entonces para cada M, existe 6(M) tal que si

lUg — U|| gixyz < 0(M)

entonces t@nemOS
d + < -1 (U(i&)) <d t>0
Co 7‘ ,— = 3 co = Co 7‘ ’— ) Z Y-

Demostracion. Sea M > 0 fijo y definamos ¢; = ¢y — ﬁ y o = ¢o + ﬁ Ahora, sea
(u'(t),v'(t)) definida por

n(z,t) = u'(x —ct,t), ®(z,t) =0 (x —ct,t), i=1,2.

Entonces (u'(t),v'(t)) satisface (5.44) con condicién inicial

Para esta solucién tenemos que el Hamiltoniano es conservado en tiempo, es decir,
He,(U(t)) = He, (U(0)).
Ahora, usando la hipétesis concluimos para d pequeno que

1,(U*) = I,(U(0)) + O(3).

T

Dado que d es una funcién estrictamente decreciente tal que d(co) = $1.,(U), entonces
podemos escoger ¢ suficientemente pequeno de tal manera que

d(cy) < %ICO(U(O)) <dcy).
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También, utilizando el Lema 5.3.4, tenemos que

Je,(U(0)) = J,(U*) + O(5)

¢ — Co

= Joy(U®) +

. I3 ., (U*) + O(0)
= d(co) + (¢; — co)d'(co) + O(9).

Ademas tenemos que

d(ci) = d(co) + (ci — o) (co) + %@i ~ co)2d"(co),

donde estamos empleando la expansion de Taylor en ¢q. Asi, reemplazando en la igualdad
anterior, vemos que

T (U(0)) = d(e:) — 5ci — co)d"(eo) + O(8)
Luego, escogiendo 0 suficientemente pequeno tal que
56— co)d"(e0) + O(8) < 0,
obtenemos que

Entonces, usando el Lema 5.4.1, tenemos para todo t € R que

M., (U(t)) < %d(ci), d(co + %) < %Ico (U(t) < d(co . %)

Finalmente establecemos el resultado principal de este capitulo.

Teorema 5.4.3. Sea 0 < ¢y < 1 cerca de 1. Entonces las soluciones de onda solitaria
U (ground state solitary wave solutions) del sistema (5.1) son orbitalmente estables en
el siguiente sentido: para cada ¢ > 0, existe () > 0 tal que si Uy € H* x V? con la
condicion

[Uo = U r1xa2 < d(e),
se tiene que la solucion U(t) = (n(t),®(t)) del problema de Cauchy asociado con el
modelo Boussinesq (5.1) con condiciéon inicial Uy satisface que

erngfco JU(t) = Ve <&, t>0.
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Demostracion. Argumentaremos por contradiccién. Supongamos que existen g > 0y
sucesiones {t;}r en Ry {UF}, en H! x V2, tales que

M ([Ug = U112 = 0, Vlengfo 1U* () = Vlmxvz > eo,

donde U* denota la tinica solucién del sistema (5.1) con condicién inicial U*(0) = UE.
Luego, del Lema 5.4.2, dado m > 0 tenemos que existen §(m) > 0 y una subsucesion

{km }m tal que
1UG™ = U[rxv2 < 0(m),
y también

d(co n %) < %ICO (U (1)) < d(co - ki)

m m

lo que significa que existe una subsucesién de {U*(;,) }x, la cual denotaremos de la misma
manera, tal que

d<Co + %) < %Ico (U*(tr)) < d<Co - %)

En particular, tenemos que

1
5100 (U*(ty)) — d(co) cuando k — oo.

Ahora, consideremos ¢; = ¢ + 1 y VF*(t,z) definida por U*(t,z) = VF2(t,z — cot).

Entonces como en la demostracién del lema anterior (ver (5.45)), obtenemos que

WHey (UH(11)) = Joy (UH(1)) < d(e) < o) < d{eo - %)

De otro lado,

Jey (UF(tr)) = Joy (UF(tr)) + (Cz C_O CO) I (UF(th))

= Jo, (U*(t1)) + (i) Iy, (UF(th)) -

0

Pero 1 C
lim [l (UF(t))] < Jim —[|U*(t8) 5 = 0.

k—oo KC

En consecuencia

Jeo (UF(tr)) — di < d(co).

Entonces por el Lema 5.3.2, tenemos que existe U, € G, tal que

1
Uk(ty) — Uy, en  H' x V2, 3oy (UF(ty)) — d(co) = di,  k — o0,
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y también que J., (U*(t),)) — d(co). Pero esto contradice la suposicién de inestabilidad

erngfco ”Uk(tk> — VHH1><V2 > £9.



Capitulo

Conclusiones y trabajos futuros

6.1. Conclusiones

En el Capitulo 1 demostramos que el problema de Cauchy asociado con el sistema
Boussinesq-Benney-Luke (2) es localmente bien planteado en el espacio de tipo Sobolev
H$ x V™1 para s > 0. Para la demostracién del resultado usamos un argumento de
punto fijo combinado con estimaciones lineales y bilineales en espacios tipo Bourgain.

El Capitulo 2 esta dedicado a establecer un resultado de continuacién unica para el
sistema Boussinesq (2). Probamos que si (7, ®) = (n(z,t), ®(x,t)) es una solucién del
modelo (2) con

n € L2(_T7 T; Hl%)c(R»? S L2<_T7 T; Hfoc(R))v M, (I)t € LQ(_T7 T; L2 (R))

loc

y (7, ®) = 0 en un subconjunto abierto 2 de R xR, entonces (1, ®) = 0 en la componente
horizontal de €2. La herramienta principal para obtener el resultado es un estimativo tipo
Carleman para un operador diferencial £ asociado con el sistema Boussinesq (2).

En el Capitulo 3 probamos un resultado de buen planteamiento local para el problema de
Cauchy asociado con el sistema (2) en el espacio de Sobolev periédico H*(T) x V*+1(T),
con s > 0. Para tal fin usamos estimativos lineales y no lineales, y algunos resultados
auxiliares.

En el Capitulo 4 estudiamos el problema de controlabilidad interna asociado al modelo

153
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Boussinesq (2). Para datos iniciales y finales (19, ®q), (nr, @) suficientemente pequenos
probamos que existen controles f; y fo tales que el problema de Cauchy asociado con el
sistema

ne + 02® — 91® + 9, (17890@) = fi,
(6.1)
®,+n— 02+ 1 (0,0)° = fo,
con la condicién inicial

n(x,0) = mno(x), ®(x,0) = Po(z) (6.2)

tiene una solucion (n(x,t), ®(x,t)) que satisface

(@, T) = nr(x), &, T) = Pr(x).

Finalmente en el Capitulo 5 establecemos la estabilidad orbital de un tipo especial de
soluciones de onda solitaria para el sistema Boussinesq (2) denominadas “ground state
solitary wave solutions”. Para tal propdsito utilizamos métodos variacionales combinados
con resultados de compacidad. Adicionalmente mostramos que una familia renormalizada
de soluciones de onda solitaria del sistema (2) converge a una onda solitaria de un modelo
tipo KdV.

6.2. Trabajos futuros

A partir del trabajo desarrollado en esta tesis de doctorado, surgen de manera natural
algunos problemas que aboraderemos en el futuro.

6.2.1. Controlabilidad global

Intentaremos extender el resultado de controlabilidad local (ver Toerema 4.3.1) para
el sistema Boussinesq (2) a un resultado de controlabilidad global. Mas exactamente,
queremos probar un resultado como el siguiente.

Teorema 6.2.1. Sean s > 0 y R > 0. Entonces existe un tiempo T > 0 tal que si

| (10, Po)|

eziste una funcion de control F = (fy, f) € L*(0,T; H*(T) x V**(T)) tal que el problema
(6.1)-(6.2) tiene una solucion (n,®) € C ([0,T] : H*(T) x VTY(T)) tal que

(@, T) = nr(x), @z, T) = or(z).

msmyxvsim < Ry (07, @) || gs(myxvstin) < R,
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6.2.2. Controlabilidad en un dominio acotado

Pretendemos estudiar el problema de control asociado con el sistema
(0 + 020 — 040 + 0, (00, ) =0, (x,t)€(0,L)x (0,T), L >0,
O+ — 020+ 5 (0.9)° =0, (x,t)€(0,L)x(0,T), L>0,

(6.3)
77(0>t) =0, U(Lvt) = fl(t)v te (O,T),

(5(0,6) =0, ®(L.t)= folt), 1€(0,7),

Es decir, dados T' > 0 y estados inicial (g, ®g) y final (97, r) en un espacio de funciones
adecuado, queremos probar que existen controles f y fo tales que el sistema (6.3) tiene
una solucién (n(z,t), ®(x,t)) que satisface

77(9370> = To, (I)(QS,O) = Dy, 77(937T) = nT(x)v CI)(x?T) = (I)T(x)

6.2.3. El problema de Cauchy periodico en espacios de indice
negativo

Queremos probar que el problema de Cauchy periédico

n+ 020 — 1P +0,(n0,®) =0, z€T, teR
(6.4)
O, +n—0n+1(0,0)° =0, v€T, teR,

con la condicion inicial

n(x,0) =mno(x), @(z,0) = Po(x) (6.5)

es localmente bien planteado, para —1/2 < s < 0, en el espacio de tipo Sobolev periddico
H*(T) x V**1(T). Usando argumentos similares al caso s > 0 y algunas desigualdades
auxiliares cuando s = —1/2, debemos establecer los estimativos bilineales de la Seccién
3.2 con indice —1/2 < s < 0 y demostrar el Teorema 3.3.1 cuando —1/2 < s < 0. En
este problema hemos avanzado en un alto porcentaje.
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