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4. Resultados numéricos 79

4.1. Resumen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
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Capı́tulo 1
Introducción

Dada F : Rn → Rn, F (x) = (F1(x), . . . , Fn(x))T continuamente diferen-
ciable, el Problema de Complementariedad No Lineal, PCNL(F ), consiste
en encontrar un vector x ∈ Rn que satisfaga las tres condiciones siguientes,

x ≥ 0, F (x) ≥ 0, xTF (x) = 0. (1.1)

En este contexto, un vector z ∈ Rn satisface que z ≥ 0 si y solo si
zi ≥ 0 para cada i = 1, . . . , n. La tercera condición en el planteamiento
del PCNL(F ), exige que los vectores x y F (x) sean ortogonales, por ello,
es llamada condición de complementariedad, la cual trae consigo impĺıci-
tamente la búsqueda de un equilibrio entre la variable x y F (x). Aśı, el
concepto de complementariedad es equivalente al concepto de sistema en
equilibrio.

La motivación para el desarrollo investigativo del PCNL no solo desde
el punto de vista teórico si no algoŕıtmico, radica en las numerosas apli-
caciones que surgen en problemas de ingenieŕıa, como son los equilibrios
de tráfico [10], en f́ısica, en problemas de contacto f́ısico de estructuras
mecánicas [24], en problemas de lubricación elasto-hidrodinámicas [2], aśı
como en problemas relacionados con modelos de equilibrio económicos[25].
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En la literatura sobre este tema, existen dos formas de afrontar este pro-
blema, estos son:

1. Como un sistema de ecuaciones no lineales, mediante el uso de ciertas
funciones de complementariedad [40].

2. Como un problema de minimización usando las funciones de mérito
[37, 28].

Estas reformulaciones se pueden resolver mediante diferentes métodos,
como por ejemplo, redes neuronales [5], tipo Newton o tipo cuasi-Newton
no diferenciables [57, 59, 8, 42, 43, 4], tipo Levenberg-Marquardt [20, 17].

Los métodos mencionados anteriormente tienen una desventaja, el pun-
to inicial debe estar cerca de la solución, es decir, son métodos locales.
Por eso, una de las caracteŕısticas deseables en los métodos numéricos
iterativos es la convergencia global, es decir, sin importar donde se tome
el punto inicial el método converge. A razón de esto se aborda el PCNL
como un problema de minimización y para este, las dos estrategias más
usadas para globalizar un algoritmo local que resuelve (1.1) son búsqueda
lineal y región de confianza.

La mayoŕıa de algoritmos que existen la literatura del PCNL han aplicado
la estrategia de búsqueda lineal, que se describe a continuación:

1. Búsqueda direccional, el algoritmo elige una dirección de descenso dk
según el caso (Gradiente, Newton y cuasi-Newton).

2. Partiendo desde el iterante actual, buscamos a lo largo de esa direc-
ción un nuevo punto en el cual la función objetivo decrezca de manera
suficiente, para ello se puede utilizar la condición de Armijo [31], la
condición de Goldstein[18, 31] o condiciones libres de derivadas [41].

3. Finalmente, se actualizan los valores y se repite el proceso.
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La segunda estrategia de globalización es la ya mencionada región de
confianza, donde destacamos los siguientes procesos del método:

1. A partir de la función objetivo G, se construye un modelo cuadrático
qk por medio de una aproximación de Taylor.

2. Como el modelo qk puede no ser una buena aproximación deG cuando
x está lejos de xk, restringimos la búsqueda del siguiente punto en
un región de confianza, donde esperamos que la aproximación del
modelo sea aceptable.

Es decir, encontramos el candidato dk resolviendo de manera apro-
ximada el siguiente subproblema:

dk := mı́n qk(d)

‖d‖ ≤ ∆k

3. Si la solución aproximada no produce un decrecimiento suficiente en
G, se concluye que la región de confianza es demasiado grande y debe
reducirse, para después resolver el nuevo subproblema asociado.

Desde la introducción del Problema de Complementariedad No Lineal en
1964 por Cottle [14] hasta la actualidad, se han escrito una gran cantidad
de art́ıculos y libros sobre el tema. Se puede ordenar en una ĺınea de
tiempo, las herramientas que han permitido resolver este problema de la
siguiente manera:

En 1973 Clark presentó en su tesis doctoral el concepto de Jacobiano
generalizado y algunas de sus propiedades, este concepto de análisis es
fundamental para la construcción de los métodos siguientes [11].

Posteriormente en 1976, Mangasarian demuestra que el PCNL es equi-
valente a resolver un sistema de ecuaciones no lineales, no diferenciable
[46].
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Es importante mencionar que dentro la literatura del problema, las funcio-
nes de Complementariedad más usadas por los investigadores se han ido
introduciendo desde 1991, donde Pang reformula el PCNL como un sis-
tema de ecuaciones no lineales usando la función de complementariedad
mı́nimo, además proponen un método tipo Newton generalizado donde,
demuestra convergencia superlineal y convergencia global [51].

Después, en 1992 Fischer presenta de manera impĺıcita la función de com-
plementariedad ahora conocida como la función de Fischer-Burmeister,
es de aclarar que los autores desde 1985 ya hab́ıan trabajado con esta
función [26].

En 1994, Gabriel y Pang desarrollan y analizan la convergencia de un
método de región de confianza para el problema de complementariedad
no lineal [28] y en este mismo año Kanzow establece seis funciones de
complementariedad para la reformulación del PCNL como un sistema de
ecuaciones no lineales [35].

En 1996, De Luca, Facchinei y Kanzow propone una forma de elegir
elementos del Jacobiano generalizado, además usan la función de Fischer-
Burmeister para la reformulación del PCNL y presentan un algoritmo tipo
Newton, donde demuestran su convergencia local y global [15].

En 1997, Pérez y Mart́ınez introducen una familia de métodos secantes
para el PCNL mediante la reformulación como un sistema de ecuaciones no
lineales usando tanto la función de mı́nimo como la función de Fischer-
Burmeister, además demuestran convergencia superlineal y comparan las
dos reformulaciones teórica y numéricamente [43].

En el año de 1998, Kanzow y Kleinmichel presentan varios resultados im-
portantes, entre ellos, introducen la familia uniparamétrica de funciones
de complementariedad, y presentan una investigación detallada de las pro-
piedades del operador de la ecuación no lineal, aśı como de la función de
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mérito correspondiente, otro de los resultados de suma importancia es que
caracteriza el C-subdiferencial de una función localmente Lipschitz conti-
nua. Además proponen un algoritmo tipo Newton, y por último muestran
los resultados numéricos obtenidos [38].

En el mismo año, Houyuan y Fukushima propone un algoritmo no monótono
de región de confianza usando la función de Fischer-Burmeister para la
reformulación del problema generalizado de complementariedad, demues-
tra convergencia global, superlineal y cuadrática [34], con base en esto,
Kanzow propone un algoritmo inexacto de región de confianza para el
PCNL usando la familia de funciones uniparamétricas de complementa-
riedad para la reformulación del problema, demuestra convergencia global,
superlineal y cuadrática, además realiza una comparación numérica entre
su método y el método propuesto por Fukushima [39].

En 2010, Shou-Qiang y Gao muestran dos algoritmos tipo Levenberg-
Marquardt no monótonos usando la técnica de región de confianza, utili-
zan la función de Fischer-Burmeister para la reformulación del problema
como un sistema de ecuaciones no lineales y además demuestran que son
globalmente convergentes [17].

En el año de 2015, Arenas, Mart́ınez y Pérez presentan un método cuasi
Newton no diferenciable para resolver el PCNL usando la familia unipa-
ramétrica de funciones de complementariedad para la reformulación como
un sistema no lineal, desarrollan su teoŕıa de convergencia local y presen-
tan ciertas propiedades dicha función [4].

En 2016, con base al art́ıculo presentado en [4] Arias, Mart́ınez y Pérez
proponen un algoritmo cuasi Newton global para resolver el PCNL, me-
diante su reformulación como un problema de minimización de la función
de mérito mediante la técnica de búsqueda lineal y desarrollan la teoŕıa
de convergencia global del algoritmo [6].
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Recientemente, en [20], los autores proponen un algoritmo tipo Levenberg-
Marquardt no monótono combinando las técnicas de región de confianza
y búsqueda lineal para resolver el Problema de Complementariedad No
Lineal usando la función de complementariedad de Fischer-Bermeinster
para la reformulación del sistema no lineal y obtienen convergencia global,
superlineal y cuadrática, además realizan una comparación numérica con
el algoritmo propuesto en [45].

Motivados por los resultados obtenidos en [20], buscamos proponer un
método h́ıbrido que permita resolver Problemas de Complementariedad
no Lineal que sea eficiente y eficaz. Es por esto que; en este trabajo de
investigación, proponemos un algoritmo h́ıbrido que utiliza región de con-
fianza y búsqueda lineal, utilizando en cada paso el método de Levenberg-
Marquardt y para la reformulación del sistema no lineal usamos la familia
uniparamétrica presentada por [38].

Este documento se ha organizado de la siguiente forma: En el Caṕıtulo 2
presentamos algunos resultados teóricos que son útiles en el desarrollo de la
teoŕıa de convergencia del algoritmo que proponemos. En el Caṕıtulo 3,
presentamos un algoritmo h́ıbrido para el PCNL, el algoritmo combina las
técnicas de región de confianza y búsqueda lineal. Además, demostraremos
la convergencia global del método propuesto y bajo ciertas hipótesis, la
convergencia q-superlineal y q-cuadrática. En el Caṕıtulo 4, presentamos
lo resultados numéricos, al comparar nuestro algoritmo con otros métodos
que resuelven el PCNL(F ) (1.1), en la segunda parte de este caṕıtulo
realizamos una comparación con el algoritmo propuestos por los autores en
[20], para ello determinamos un λ ∈ (0, 4) óptimo para el algoritmo 1 y aśı
comparar estos dos métodos. Por ultimo en el Caṕıtulo 5, presentamos
comentarios finales sobre los resultados numéricos y algunas propuestas
que motivan futuros trabajos en el tema.



Capı́tulo 2
Preliminares

En la literatura relacionada con problemas de complementariedad no li-
neal, una de las estrategias más utilizadas consiste en reformular el PCNL
como un sistema de ecuaciones no lineales, no diferenciales. Luego, me-
diante métodos que resuelven este tipo de sistemas se encuentran las so-
luciones al problema, si estas existen.

2.1. Existencia de soluciones

Partiendo de la importancia del PCNL, queremos saber ¿cuando el pro-
blema tiene solución?, ¿para qué casos existe única solución? y ¿en qué
casos tiene múltiples soluciones?.

Para el caso del Problema de Complementariedad No Lineal, la existencia
y unicidad están ligadas a algunas condiciones suficientes que debe cumplir
la función que define el problema (1.1). Los autores en [53], realizan el
estudio anaĺıtico del problema de existencia y unicidad de soluciones para
el PCNL(F ).

11



2.1. Existencia de soluciones 12

Nosotros, con la intención de ilustrar la existencia de la solución en estos
problemas, vamos a analizar geométricamente el problema (1.1) para el
caso en que, F : R2 −→ R2 donde

F (x, y) =

(
F1(x, y)
F2(x, y)

)
.

Para ello, vemos necesario presentar la siguiente definición en forma ge-
neral.

Definición 2.1. Un vector x ∈ Rn es factible para el PCNL(F ), si x ≥ 0
y F (x) ≥ 0, y estrictamente factible, si x > 0 y F (x) > 0. Además, al
conjunto de puntos factibles para el PCNL(F ) se le llamara región factible
y lo denotaremos por Γ.

Observemos que si restringimos el problema a 2 dimensiones, las tres con-
diciones del problema nos permiten inferir lo siguiente:

Si existe la solución, esta debe ser un punto en el primer cuadrante,
por la primera condición.

Las restricciones F1(x, y) ≥ 0 y F2(x, y) ≥ 0 definen regiones en el
plano cartesiano.

Si la intersección entre estas regiones es vaćıo, el problema no tie-
ne solución; en caso contrario, los puntos de dicha intersección que
están en el primer cuadrante son los candidatos a ser soluciones del
problema.

La restricción de complementariedad permite determinar cual o cua-
les de esos puntos es o son soluciones.

A continuación presentamos algunos ejemplos que describen lo anterior.
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Ejemplo 2.1. Dada la función F (x, y) y su gráfica como en la Figura
(2.1), se tiene que los posibles casos para la solución de PCNL(F), pueden
ser los cortes con los ejes coordenados y el origen, es decir A, B, C y O.

F1

F2

O

A

C

B

�

�

�� x

y

Figura 2.1: El PCNL(F ) no tiene solución.

Observemos que al evaluar el punto A ≥ 0, se tiene que la función com-
ponente F1(A) < 0, es decir, A no cumple la segunda condición, por tanto
A no es una solución para el PCNL(F ), de igual manera se puede veri-
ficar que para los puntos B ≥ 0, C ≥ 0 y O ≥ 0 al evaluarlos se tiene
F2(B) < 0, F1(C) < 0 y F1(O) < 0. De ah́ı que, B, C y O no cumplen la
segunda condición, por tanto el PCNL(F ) no tiene solución, esto ocurre
cuando la intersección entre las dos regiones es vaćıa.

Ahora, para la función

F (x, y) =

(
F1(x, y)
F2(x, y)

)
,

como lo muestran las Figuras 2.2, 2.3, 2.4 y 2.5; se ha ilustrado distintas
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intersecciones con el fin analizar las posibles soluciones para el PCNL,
estas pueden ser cortes con los ejes coordenados, el punto de intersección
de las dos gráficas y el origen, es decir A = (0, y1), B = (a, b), C = (0, y2)
y O = (0, 0).

O

C

A B

Γ

F1

F2

�

�

� �

x

y

Figura 2.2: Solución única B

Ejemplo 2.2. La región factible que definen el PCNL(F ) está dada como
lo muestra la Figura 2.2; se tiene que la condición primera del problema
se cumple para los puntos A, B, C y O por estar en el primer cuadrante.
Luego, para la segunda condición, al evaluar los puntos en las funciones
componentes, se tiene que:

F1(A) < 0, F2(A) = 0, F1(C) = 0, F2(C) < 0, F1(O) > 0, F2(A) < 0,
es decir A, C y O no cumplen la segunda condición, por tanto A, C, O
no son soluciones para el PCNL(F ). Por otro lado, se tiene que B es tal
que:

F (B)T = (0, 0) ≥ 0 y F (B)TB = 0,

cumple la segunda y tercera condición del problema, por tanto B es la
única solución para el PCNL(F ).
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O

C

A B

Γ

F1

F2

�

�

� �

x

y

Figura 2.3: Dos soluciones B y A

Ejemplo 2.3. La región factible que define el PCNL(F ) se muestra en
la región doblemente sombreada de la Figura 2.3; el mismo argumento del
ejemplo anterior, nos implica que los puntos A, B, C y O cumplen la
primera condición del problema. Para el punto A se tiene que F2(A) = 0,
y existe un r > 0, tal que F1(A) = r, además

F (A)TA =
(
r 0

)( 0
y1

)
= 0,

con lo cual, A cumple también la segunda y tercera condición del problema;
con respecto al punto B, tenemos que F (B)T = (0, 0) ≥ 0, y F (B)TB = 0,
aśı que B también cumple las tres condiciones del problema, por tanto, A
y B son soluciones para el PCNL(F ).

Por otra parte, se puede observar que F1(O) < 0, F2(O) < 0, F1(C) = 0,
F2(C) < 0, es decir O y C no cumplen la condición segunda, de ah́ı que
O y C no son soluciones para el PCNL(F ).
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O

C

A B

Γ

F1

F2

�

�

� �

x

y

Figura 2.4: Dos o tres soluciones para el PCNL(F )

Ejemplo 2.4. La región factible que definen el PCNL(F ) está dado como
lo muestra la Figura 2.4. Como ya sabemos, los puntos A, B, C y O

cumplen la condición primera del problema. Luego, al verificar la segunda
condición para los puntos A y C se tiene que F1(A) < 0, F2(A) = 0,
F1(C) = 0, F2(C) > 0, es decir A no cumple la segunda condición, de
ah́ı que A no es solución para el PCNL(F ), además F (C) ≥ 0, pero para
r > 0, con F2(C) = r se tiene

F (C)TC =
(
0 r

)( 0
y2

)
= ry2 6= 0,

es decir, C no cumple la tercera condición del problema, por tanto C no
es solución.

Podemos observar que si la posición de las funciones componentes de F
se invierten, se tiene una función diferente; pero la región factible es la
misma, la nueva función es de la forma:

F̃ (x, y) =

(
F2(x, y)
F1(x, y)

)
,
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entonces, C seria solución para el PCNL(F̃ ), por tanto dar un inter-
pretación geométrica sobre las soluciones sin conocer expĺıcitamente las
funciones componentes que definen a F puede llevar a cometer errores.

Por último, se tiene que F1(O) > 0, F2(O) > 0, y F (B)T = (0, 0) ≥ 0,
es decir son puntos factibles, cumplen la condición primera y segunda del
problema. Además, F (B)TB = 0 = F (O)TO por tanto, las soluciones para
el PCNL(F ) son O y B.

O

C

A B

Γ

F1

F2

�

�

� �

x

y

Figura 2.5: Dos o tres soluciones para el PCNL(F )

Ejemplo 2.5. La región factible que definen el PCNL(F ) está dado como
lo muestra la Figura 2.5.

Como antes, solo basta con verificar la segunda y tercera condición del
problema, esto es F1(A) > 0, F2(A) = 0, F1(B) = 0, F2(B) = 0, F1(C) =
0, F2(C) > 0, F1(O) < 0, F2(O) > 0. De ah́ı que O no es es solución,
ahora verifiquemos si A, B, C cumplen la tercera condición, F (A)TA = 0,
F (B)TB = 0 y F (C)TC 6= 0, por tanto A y B son las únicas soluciones
para el PCNL(F ).

De acuerdo a lo anterior, se puede caracterizar las soluciones para PCNL(F )
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cuando F : R2 −→ R2, estas soluciones se encuentran en la frontera del
cuadrante positivo, o son las ráıces no negativas de F .

A continuación presentaremos un ejemplo para una función en particular,
en él se determinará los posibles candidatos a ser solución del problema, y
entre ellos verificaremos cuales cumplen las tres condiciones del problema
(1.1), además se ilustra en la Figura (2.6) la región factible.

Ejemplo 2.6. Sea F : R2 → R2 una función continuamente diferenciable,
la cual definimos de la siguiente manera,

F (x, y) =

(
y + x− 1

2

ex − 2y

)
.

En la Figura 2.6, los posibles puntos en los cuales se puede encontrar

B

A

C

Γ

F2

F1

�

�

�

�

x

y

Figura 2.6: Dos soluciones A y C

la solución al PCNL(F ) son; A = ( 0, 1/2), B = (0, 0), C = ( 1/2, 0),
los cuales provienen de los cortes con los ejes coordenados, el origen, o el
punto de intersección de las dos gráficas.

Al evaluar el punto B ≥ 0, se tiene que F1(B) < 0 es decir, no cumple la
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condición de no negatividad de su imagen. Además, se tiene que el punto
A que es la intersección entre las curvas y C que es la intersección con la
frontera del cuadrante positivo, son soluciones del PCNL(F ).

Puesto que A y C son mayores o iguales a cero, donde al evaluarlos se
cumple F (A)T = (0, 0), F (C)T = (0, e

1
2 ), además, también satisfacen la

condición de complementariedad,

CTF (C) =
(

1
2 0

)( 0

e
1
2

)
= 0 = ATF (A) =

(
0 1

2

)(0
0

)

entonces, C y A son soluciones para el problema.

2.2. Reformulación del PCNL

Para la reformulación del problema (1.1) como un sistema de ecuaciones
no lineales, no diferenciables, se considera ciertas funciones especiales,
llamadas funciones de complementariedad [65].

Definición 2.2. Sea ϕ : R2 → R, ϕ es una función de complementariedad
si cumple:

ϕ(a, b) = 0⇔ a ≥ 0, b ≥ 0, ab = 0. (2.1)

En la literatura sobre el problema de complementariedad no lineal, como
ya se hab́ıa mencionado anteriormente existen numerosas funciones de
complementariedad, entre las más usadas se encuentran:

La función mı́nimo [52],

ϕmı́n (a, b) = mı́n(a, b) =
(a+ b)− |a− b|

2
,
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la cual no es diferenciable en los puntos de la forma (a, a).

La función de Fischer-Bermeinster [26], definida como

ϕFB(a, b) =
√
a2 + b2 − a− b,

donde la no diferenciabilidad se presenta en (0, 0).

Por último en 1998, Kanzow y Kleinmichel [37], presentaron la familia
uniparamétrica de funciones de complementariedad ϕλ, definida por

ϕλ(a, b) =

√
(a− b)2 + λab− a− b, λ ∈ (0, 4) (2.2)

donde la no diferenciabilidad se presenta en (0, 0), además es fácil verificar
que para λ = 2, ϕλ se reduce a la función de Fischer–Bermeinster y
cuando λ converge a cero, ϕλ tiende a un múltiplo de la función mı́nimo.

Luego, para reformular el problema de complementariedad no lineal (1.1),
como un sistema de ecuaciones no lineales, consideremos una función de
complementariedad ϕ, definamos Φ : Rn → Rn como,

Φ (x) =

 ϕ(x1, F1(x))
...

ϕ(xn, Fn(x))

 (2.3)

y el sistema de ecuaciones no lineales,

Φ (x) = 0, (2.4)

que debido a la falta de suavidad de ϕ, se tiene que (2.4) es un sistema de
ecuaciones no lineal, no diferenciable, aspecto clave para tener en cuenta
a la hora de resolverlo.

Nuestro interés se centra en utilizar la familia uniparamétrica de funcio-
nes de complementariedad (2.2) en la función (2.3) a la cual llamaremos
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Φλ(x), y es de la forma,

Φλ(x) =

 ϕλ(x1, F1(x))
...

ϕλ(xn, Fn(x))

 . (2.5)

Ahora, para el Ejemplo 2.6, si reformulamos el PCNL(F ) como el siste-
ma de ecuaciones no lineales (2.4) usando la familia uniparamétrica de
funciones de complementariedad se tiene lo siguiente,

Ejemplo 2.7. Dada la función

F (x, y) =

(
x+ y − 1

2

ex − 2y

)
,

se tiene que la reformulación está dada como sigue,

Φλ(x) =

(
ϕλ(x1, F1(x))

ϕλ(x2, F2(x))

)

=

(
ϕλ(x, x+ y − 1

2)

ϕλ(y, e
x − 2y)

)
.

Luego,

Φλ(x) =

 √
(1

2 − y)2 + λx(x+ y − 1
2)− 2x− y + 1

2√
(3y − ex)2 + λy(ex − 2y) + y − ex

 .

Es decir el sistema Φλ(x) = 0, es de la siguiente forma:
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 √
(1

2 − y)2 + λx(x+ y − 1
2)− 2x− y + 1

2√
(3y − ex)2 + λy(ex − 2y) + y − ex

 =

(
0

0

)
. (2.6)

Las curvas de la Figura 2.7 representan las ecuaciones (2.6) trazadas con
λ = 2.

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

1

2

3

A

C

ϕ2(x2, F2(x)) = 0ϕ2(x1, F1(x)) = 0

�

�

�

x

y

Figura 2.7: Funciones componentes de Φ2(x)

En la Figura 2.7, se puede observar la gráfica de las funciones componentes
de Φ2(x) = (ϕ2(x1, F1(x)), ϕ2(x2, F2(x))), la función Φ2 es no diferencia-
ble; esto no cambia al variar λ, aunque las curvas si cambian levemente.
Además, los puntos A y C que corresponden a las intersecciones entre las
dos gráficas, son las soluciones para el PCNL(F ).

Las gráficas 2.6 y 2.7 representan problemas diferentes que tiene la misma
solución, es más, estos dos problemas son equivalentes como se demuestra
en la siguiente proposición.

Proposición 2.1. Un vector x∗ ∈ Rn resuelve el sistema (2.4), si y sólo
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si, x∗ resuelve el PCNL( F )(1.1).

En efecto, supongamos que x∗ resuelve (2.4), esto es que para todo i =
1, 2, . . . , n, se cumple la siguiente equivalencia,

Φ (x∗) = 0 ⇐⇒ ϕ(x∗i , Fi(x
∗)) = 0,

⇐⇒ x∗i ≥ 0, Fi(x
∗) ≥ 0, x∗iFi(x

∗) = 0,

⇐⇒ x∗ ≥ 0, F (x∗) ≥ 0, x∗F (x∗) = 0,

⇐⇒ x∗ resuelve el PCNL(F ).

Para resolver sistemas de ecuaciones no lineales, y diferenciales de la forma
G(x) = 0, el método más utilizado es el método de Newton, el cual en
cada iteración se resuelve el sistema lineal de la forma,

J(xk)sk = −G(xk) (2.7)

donde J es la matriz Jacobiana de G en el punto xk.

Cuando una función G no es diferenciable, como es el caso de la función Φ,
hablar de “la matriz Jacobiana” no tiene sentido, en su lugar se utiliza el
concepto de Jacobiano generalizado presentado por Clark [12]. Para ello,
es necesario recordar la siguiente definición.

Definición 2.3. Sea Ω un subconjunto abierto de Rn, una función G, es
una función Lipschitz continua en Ω, si para todo x,y ∈ Ω, existe un
K > 0 tal que:

‖G(x)−G(y)‖ ≤ K‖x− y‖.

Si la función G es Lipschitz en una vecindad B(x, ε) con ε > 0, se dice que
G es Lipschitz en x. Ahora, la función G es locamente Lipschitz continua
en una vecindad V ⊆ Ω de x0, si para todo x,y ∈ V , existe un K > 0 tal
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que:
‖G(x)−G(y)‖ ≤ K‖x− y‖.

Se dice que G es Lipschitz continua (localmente Lipschitz continua) con
constante Lipschitz K.

Definición 2.4. Sea G : Rn → Rn una función localmente Lipschitz
continua, se define B-Jacobiano generalizado de G en x como:

∂BG(x) =
{

ĺım
k→∞

G′(xk) ∈ Rn×n : ĺım
k→∞

xk → x, xk ∈ DG

}
, (2.8)

donde DG es el conjunto de todos los puntos de Rn donde G es diferen-
ciable, y definimos el Jacobiano generalizado de G en x como el siguiente
conjunto

∂G(x) = conv {∂BG(x)} , (2.9)

donde conv {A} representa la envolvente convexa de A, se ha demostrado
que este conjunto es no vaćıo, convexo y compacto, los detalles de la
demostración se encuentra en [12]. Es de notar, para el caso en que G es
diferenciable en el punto x, el conjunto ∂G(x) tiene un único elemento,
la matriz Jacobiana de G en x, esto es G′(x).

El siguiente ejemplo ilustra cual es el Jacobiano generalizado para una
función que no es diferenciable en un punto,

Ejemplo 2.8. Consideremos la función F (x) = |x| la cual es Lipschitz
continua, dado que:

|f(x)− f(y)| = ||x| − |y|| ≤ |x− y|, para todo x, y ∈ R

de ah́ı que, podemos determinar ∂F (0) de la siguiente forma.

Al calcular la derivada de F , esto es F ′(x) =
x

|x|
se puede observar que

no está definida para x = 0, por tanto el Jacobiano generalizado de F en
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x = 0, se puede determinar como sigue

∂F (0) = conv
{

ĺım
k→∞

F ′(xk) ∈ R : ĺım
k→∞

xk → 0, xk ∈ DF

}
donde

ĺım
k→∞

F ′(xk) =

{
−1 si xk < 0

1 si xk > 0

De ah́ı que,

∂F (0) = conv
{

ĺım
k→∞

F ′(xk) : ĺım
k→∞

xk → 0, xk ∈ DF

}
= conv {−1, 1}
= {y ∈ R : y = t− 1(1− t), t ∈ [0, 1]}
= {y ∈ R : y = 2t− 1, t ∈ [0, 1]}
= [−1, 1]

Por lo general, el conjunto ∂G(x) es dif́ıcil de calcular. La Proposición
2.6.2 (e) Clarke [13] proporciona una subestimación de ∂G dada por,

∂G(x)T ⊆ ∂G1(x)× ∂G2(x)× . . .× ∂Gn(x).

Motivado por lo anterior Qi [57], define el conjunto

∂CG(x)T := ∂G1(x)× ∂G2(x)× . . .× ∂Gn(x).

Llamado el C-subdiferencial de G en x; el cual es un conjunto de matrices
de Rn×n con la i− ésima columna dada por el gradiente generalizado de
la i− ésima componente de la función G.

Arenas, en [4] presenta algunas propiedades importantes de ϕλ y del opera-
dor Φλ, aśı como también los autores en [53]. Presentamos a continuación
las más relevantes para este documento.
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2.3. Propiedades del operador ϕλ

Proposición 2.2. La función ϕλ definida en (2.2) está bien definida [53].

Lema 2.1. Sea λ ∈ (0, 4). La función Gλ : R2 → R definida por

Gλ(a, b) =
√

(a− b)2 + λab

Es una norma en R2 [3].

Observemos que la familia uniparamétrica de funciones de complementa-
riedad puede ser representada por:

ϕλ(a, b) = Gλ(a, b)− (a+ b). (2.10)

donde para cualquier vector no nulo en R2, el vector gradiente de ϕλ está
definido por,

∇ϕλ(a, b) =


2(a− b) + λb

2Gλ(a, b)
− 1

−2(a− b) + λa

2Gλ(a, b)
− 1


en forma compacta,

∇ϕλ(a, b) = ∇Gλ(a, b)−

(
1

1

)
. (2.11)

Además, se denotarán las derivadas parciales de Gλ en (a, b) por,

χ(a, b) =
∂Gλ

∂a
=

2(a− b) + λb

2Gλ(a, b)
,

ψ(a, b) =
∂Gλ

∂b
=
−2(a− b) + λa

2Gλ(a, b)
.

(2.12)
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El siguiente lema nos proporciona la una constante Lipschitz para la fa-
milia uniparamétrica de funciones de complementariedad

Lema 2.2. [53] La familia uniparamétrica de funciones de complemen-
tariedad es Lipschitz continua con constante 4

√
2. Es decir, para todo

x,y ∈ R2

|ϕλ(x)− ϕλ(y)| ≤ 4
√

2|x− y|.

Además, se han determinado cotas superiores para las derivadas parciales.

Lema 2.3. [53] Sea λ ∈ (0, 4). Las derivadas parciales de Gλ definidas en
(2.12) satisfacen las siguientes desigualdades

|χ(a, b)| ≤ 1 y |ψ(a, b)| ≤ 1, (2.13)

para todo (a, b) 6= (0, 0).

La proposición siguiente es importante, pues esta nos garantiza la exis-
tencia del Jacobiano generalizado para el operador Φλ.

Proposición 2.3. La función Φλ es una función locamente Lipschitz con-
tinua.

Demostración. Sea x,y ∈ Rn, demostremos que existe un K > 0 tal que:

‖Φλ(x)− Φλ(y)‖∞ ≤ K‖x− y‖∞.

Sabemos por el Lema 2.2, que ϕλ es Lipschitz continua, por tanto para
algún i ∈ {1,2 . . . , n} se tiene que:

‖Φλ(x)− Φλ(y)‖∞ = |ϕλ(xi, Fi(x))− ϕλ(yi, Fi(y))|

≤ K1

∥∥∥∥( xi − yi
Fi(x)− Fi(y)

)∥∥∥∥
∞

= K1máx {|xi − yi|, |Fi(x)− Fi(y)|}
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Luego, tenemos los dos casos:

1. Si máx {|xi − yi|, |Fi(x)− Fi(y)|} = |xi − yi|, por otro lado se tiene
que: |xi − yi| ≤ ‖x− y‖∞ entonces se cumple que para K = K1,

‖Φλ(x)− Φλ(y)‖∞ ≤ K‖x− y‖∞.

2. Si máx {|xi − yi|, |Fi(x)− Fi(y)|} = |Fi(x)−Fi(y)| y dado que F es
una función continuamente diferenciable, entonces F es localmente
Lipschitz [58].

Si denotemos a K2 como la constante Lipschitz de F , luego se tiene
que,

|Fi(x)− Fi(y)| ≤ ‖F (x)− F (y)‖∞ ≤ K2‖x− y‖∞,

basta tomar K = máx {K1, K1K2} para que se cumpla,

‖Φλ(x)− Φλ(y)‖∞ ≤ K‖x− y‖∞.

De (1) y (2) se concluye que Φλ(x) es localmente Lipschitz.

Por tanto el jacobiano generalizado ∂Φλ(x) existe. Esto es que,

∂Φλ(x) = conv
{

ĺım
k→∞

Φ′λ(xk) ∈ Rn×n : ĺım
k→∞

xk → x, xk ∈ DΦλ

}
, (2.14)

existe.

Ejemplo 2.9. Consideremos la función F (x) = |x| y determinemos ∂Φλ(0).

Se tiene que,

Φλ(x) = ϕλ(x1, F1(x))

= ϕλ(x, |x|)
=
√

(x− |x|)2 + λx|x| − x− |x|
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observemos los dos casos siguientes:

1. Si x > 0 entonces,
Φλ(x) =

√
λx2 − 2x

= (
√
λ− 2)x

Luego,

Φ′λ(x) =
√
λ− 2

de ah́ı que, H1 = ĺım
k→∞

Φ′λ(xk) =
√
λ− 2, para cualquier sucesión {xk} .

2. Si x < 0 entonces,

Φλ(x) =
√

4x2 − λx2

= −(
√

4− λ)x

Luego,

Φ′λ(x) = −
√

4− λ

de ah́ı que, H2 = ĺım
k→∞

Φ′λ(xk) = −
√

4− λ, para cualquier sucesión {xk} .

De otro lado, sabemos por (2.14) que

∂Φλ(x) = conv
{

ĺım
k→∞

Φ′λ(xk) ∈ R : ĺım
k→∞

xk → x, xk ∈ DΦλ

}
por tanto,

∂Φλ(0) = conv
{

ĺım
k→∞

Φ′λ(xk) ∈ R : ĺım
k→∞

xk → 0, xk ∈ DG

}
= conv {H1, H2}

=
{
y ∈ R : y = t(

√
λ− 2)− (1− t)

√
4− λ, t ∈ [0, 1]

}
= [−

√
4− λ,

√
λ− 2].
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Observemos que cuando λ −→ 0, se tiene que ∂Φλ(0) −→ −2 y cuando
λ −→ 4, ∂Φλ(0) −→ 0; para el caso en que λ = 2, el Jacobiano gene-
ralizado de Φλ en x = 0 es el segmento de recta [−

√
2,
√

2 − 2]. En la
Figura (2.8) podemos ver el comportamiento del Jacabiano generalizado
para distintos valores de λ.

1 2 3 4

−3

−2

−1

1

∂Φ2(0)

λ

Figura 2.8: Jacobiano generalizado (∂Φλ(0)) al variar λ.

Ahora, para la construcción de las matrices Hk, usaremos la estrategia
presentada en [53].

Supongamos que x∗ es una solución para el problema (1.1), se tiene el
siguiente conjunto de ı́ndices asociados a la solución del PCNL(F ).

α := {i : x∗i > 0, Fi(x
∗) = 0}, (2.15)

β := {i : x∗i = 0, Fi(x
∗) = 0}, (2.16)

γ := {i : x∗i = 0, Fi(x
∗) > 0}. (2.17)
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Cuando β 6= ∅ entonces la solución x∗ se denomina solución degenerada.

Con el fin de construir matrices en ∂BΦλ, se considera una sucesión de
vectores {yk} en Rn que convergen a x, tal que Φ′λ(yk) existe, para ello,
se considera la siguiente sucesión

yk = x + εkz

donde, {εk} es una sucesión de números positivos tales que εk −→ 0 cuando
k −→∞ y el vector z se elige de tal forma que zi 6= 0 cuando i ∈ β.

Este novedoso método fue propuesto por De Luca [15], además es claro
que yk −→ x cuando k −→∞ de ah́ı que la componente Hi de la matriz
H ∈ ∂BΦλ es de la forma,

Hi =

{ (
χ(zi,∇Fi(x)Tz)− 1

)
eTi +

(
ψ(zi,∇Fi(x)Tz)− 1

)
∇Fi(x)T si i ∈ β

(χ(xi, Fi(x))− 1) eTi + (ψ(xi, Fi(x))− 1)∇Fi(x)T si i /∈ β
(2.18)

donde,

χ(zi,∇Fi(x)Tz) =
2(zi −∇Fi(x)Tz) + λ∇Fi(x)Tz

2
√

(zi −∇Fi(x)Tz)2 +∇ziFi(x)Tz

ψ(zi,∇Fi(x)Tz) =
−2(zi −∇Fi(x)Tz) + λzi

2
√

(zi −∇Fi(x)Tz)2 +∇ziFi(x)Tz

χ(xi, Fi(x)) =
2(xi − Fi(x)) + λFi(x)

2
√

(xi − Fi(x))2 + λxiFi(x)

ψ(xi, Fi(x) =
−2(xi − Fi(x)) + λxi

2
√

(xi − Fi(x))2 + λxiFi(x)

Para resolver el sistema de ecuaciones no lineales, no diferenciables (2.4)
el cual es de la forma G(x) = 0, usando matrices del conjunto (2.8). Se
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presentan cuatro métodos importantes:

Qi-Liqun [56] propone el llamado método de Newton generalizado el cual,
en cada iteración, resuelve un sistema lineal de la forma,

Hksk = −G(xk) (2.19)

donde Hk ∈ ∂G(xk).

De igual manera, para problemas de complementariedad no lineal, también
se han propuesto métodos cuasi-Newton 1 no diferenciable [4, 6]. donde
se debe resolver un sistema lineal de la forma,

Bksk = −G(xk) (2.20)

donde Bk ≈ Hk ∈ ∂G(xk).

Como un aporte de la teoŕıa de mı́nimos cuadrados no lineales, considere-
mos el método Gauss-Newton [5], donde se debe resolver en cada iteración
el sistema lineal de la forma,(

HT
k Hk

)
sk = −HTG(xk) (2.21)

con Hk ∈ ∂G(xk).

Este método generalmente es usado para matrices no cuadradas de rango
completo, observemos que si Hk es de rango completo, al resolver HT

k Hk

seŕıa una matriz invertible.

Para el caso particular en el que estamos trabajando, matrices cuadradas
de orden n, si la matriz Hk no es invertible, entonces HT

k Hk no es inverti-

1Para evitar el cálculo del elemento Hk en el Jacobiano generalizado, se pueden utilizar alternativas
que reduzcan ese cálculo, entre estas alternativas se conoce los métodos cuasi-Newton, porque aproximan
la matriz Hk por medio de otra, para ello usan varias estrategias, como por ejemplo: métodos secantes
(donde las actualizaciones más exitosas de estos métodos se encuentra, actualización Broyden buena, y
Broyden mala, entre otras).
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ble, puesto que Rank(Hk) = Rank(HT
k Hk), pero se trae a mención, dado

que el método que se utilizará en este documento es una modificación del
método Gauss-Newton.

El método de Levenberg-Marquardt [20, 17], publicado por primera vez
en el año de 1944 por Kenneth Levenberg 2 y posteriormente, en 1963,
Donald Marquardt 3 realizó una modificación del algoritmo, este método
es conocido actualmente como el método Levenberg-Marquardt, presenta
una ligera modificación del método de Gauss-Newton. En cada iteración,
se debe resolver el siguiente sistema lineal,(

HT
k Hk + µkIn

)
sk = −HT

k G(xk) (2.22)

con Hk ∈ ∂G(xk) y µk es un parámetro que se actualiza en cada itera-
ción, en la Sección 2.4.2 hablaremos de una propuesta para selección del
parámetro µk.

En general, los métodos vistos anteriormente para resolver sistemas de
ecuaciones no lineales (2.4) garantizan, bajo ciertas condiciones, una tasa

2Kenneth Levenberg: Nació el 6 de agosto de 1919, fue un estad́ıstico estadounidense y autor
original del algoritmo de ajuste de mı́nimos cuadrados no lineales ampliamente utilizado, mejorado
más tarde por Donald Marquardt, conocido actualmente como el algoritmo de Levenberg-Marquardt.
Levenberg publicó por primera vez el algoritmo en 1944 mientras trabajaba en el Frankford Arsenal.
Más tarde trabajó para Boeing, donde desarrolló modelos matemáticos utilizados para diseñar el Boeing
737 . Terminó su carrera en el departamento de matemáticas de la Universidad de Hawaii, Hilo y murió
en Hawaii en 1973. uno de los reconocimientos más grandes de su carrera fue en el año de 1970 cuando
fue incluido en American Men of Science.

3Donald W. Marquardt: Nació el 13 de marzo de 1929, Ciudad de Nueva York, fue un estad́ıstico
estadounidense, el redescubridor del algoritmo de ajuste por mı́nimos cuadrados no lineales, conocido
como el algoritmo de Levenberg-Marquardt . Marquardt se educó en la Universidad de Columbia con
una licenciatura en 1950 en f́ısica y matemáticas, luego en 1956 en la Universidad de Delaware realizó
una maestŕıa en matemáticas y estad́ıstica. En 1953 se incorporó a DuPont y trabajó alĺı durante 39
años. También fundó y dirigió el Centro de Tecnoloǵıa y Gestión de Calidad de DuPont. En 1963 publicó
su famoso art́ıculo “algoritmo para la estimación por mı́nimos cuadrados de problemas no lineales”en
la revista SIAM. Marquardt desarrolló su algoritmo para resolver el ajuste de modelos qúımicos no
lineales a datos de laboratorio. Dentro de los reconocimientos mas destacados se encuentra que en año
de 1975 fue elegido miembro de la Asociación Estadounidense de Estad́ıstica, Ganó la medalla Shewhart
en 1986, y murió de un infarto a la edad de 68 años.
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de convergencia q-cuadrática siempre y cuando el punto inicial del algorit-
mo esté suficientemente cerca de la solución del sistema, esto quiere decir
que son métodos locales [16].

Una de las propiedades deseables en muchos algoritmos (iterativos) di-
señados para resolver el PCNL(F ) dado en (1.1) es la convergencia global.
Esta propiedad garantiza que el método propuesto converge a la solución
del problema independientemente del punto inicial que se escoja. Aśı pues,
la técnica de globalización del algoritmo local respectivo, se basa el uso
de las funciones de mérito [49]. Para el caso del sistema de ecuaciones no
lineales G(x)) = 0, la función de mérito más utilizada es R : Rn −→ R,
definida por R(x) = ‖G(x)‖2

2. Teniendo en cuenta como base esta fun-
ción, una nueva iteración en un algoritmo global será aceptada siempre
y cuando el valor de la función R decrezca con respecto a la iteración
actual del mismo; este requerimiento conduce a resolver el problema de
minimización [6, 49].

Minimizar g(x) =
1

2
‖G(x)‖2

2. (2.23)

x ∈ Rn

con cero el valor óptimo, y el factor 1
2 es introducido por conveniencia

algebraica; además, en caso de que la función g(x) > 0, se tiene que los
minimizadores locales de (2.23) no necesariamente son ráıces de G.

Si consideremos la reformulación del PCNL(F ), Φλ(x) = 0, se tiene que
una función de mérito está dada por,

Ψλ(x) :=
1

2
Φλ(x)TΦλ(x) =

1

2
‖Φλ(x)‖2

2. (2.24)

Con esta nueva función, se puede reformular nuevamente el sistema de
ecuaciones no lineales, no diferenciables (2.5) como el problema de mini-
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mización siguiente,

Minimizar Ψλ(x) . (2.25)

x ∈ Rn

Entonces, cualquier solución de (1.1) es un minimizador global de Ψλ y
cualquier minimizador global de Ψλ resuelve (1.1), esto si (1.1) es solucio-
nable. Un resultado importante dado por Kanzow y Kleinmichel, en 1998
[38], ellos demuestran que Ψλ es continuamente diferenciable, además su
gradiente está dado por,

∇Ψλ(x) = HTΦλ(x), (2.26)

Otro resultado, que se considera importante para el estudio del tipo de
convergencia para nuestro algoritmo, radica en determinar bajo que con-
diciones, la norma de las matrices Hk(matrices del Jacobiano generalizado
de Φλ), es acotada.

Lema 2.4. Sea M ∈ ∂BΦλ(x), entonces existe una constante L = L(x)
tal que:

‖M‖2 ≤ L.

Demostración. Consideremos la matriz M definida como en 2.18, se tiene
que

‖M‖∞ = máx {‖Mi‖1} , (2.27)

y supongamos que el máximo en (2.27) se alcanza en la fila j, entonces se
tienen los dos casos siguientes:

Si j /∈ β, entonces xj 6= 0 o F (xj) 6= 0, aśı se tiene por Lema 2.3
que:

| (χ(xj, Fj(x))) | ≤ 1 y | (ψ(xj, Fj(x))) | ≤ 1,
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de otro lado,

‖M‖∞ =
∥∥(χ(xj, Fj(x))− 1) eTj + (ψ(xj, Fj(x))− 1)∇Fj(x)T

∥∥
∞

≤ ‖(χ(xj, Fj(x))− 1)‖∞ + ‖(ψ(xj, Fj(x))− 1)‖∞
∥∥∇Fj(x)T

∥∥
∞

≤ 2 + 2‖∇Fj(x)T‖∞.

Para el caso en que j ∈ β, el proceso es análogo, y se concluye que

‖M‖∞ ≤ 2 + 2‖∇Fi(x)T‖∞,

de ah́ı que, si tomamos η = 2 + 2‖∇Fi(x)T‖∞, entonces

‖M‖∞ ≤ η,

Pero por propiedades de las normas matriciales [30],

‖M‖2 ≤
√
n‖M‖∞

de esta manera, tomando L = η
√
n se concluye que

‖M‖2 ≤ L.

2.4. Estrategias de globalización

En general, el problema
mı́n G(x),

x ∈ Rn
(2.28)

donde, G : Rn −→ R y G ∈ C2, se puede resolver utilizando métodos
como: el método del gradiente, tipo Newton y cuasi-Newton, entre otros;
estos dos últimos métodos coinciden en que una iteración básica requiere
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resolver un sistema de ecuaciones lineales para posteriormente, generar la
iteración siguiente; además, tienen excelentes propiedades de convergen-
cia; sin embargo, todos estos métodos son locales, es decir, solo se puede
garantizar la convergencia si el punto inicial está cerca de la solución; es
por ello que se necesita una estrategia de globalización que permita lograr,
a partir de un punto inicial no necesariamente cercano a la solución, la
convergencia del algoritmo.

Las estrategias de globalización más usadas son región de confianza y
búsqueda lineal, de ellas hablaremos en las secciones 2.4.1 y 2.4.3
respectivamente. Particularmente, para la solución del problema de op-
timización (2.25), es decir, la técnica de reformulación de (1.1) como un
problema de minimización (2.25), en las secciones 2.4.2 y 2.4.4 intro-
ducimos estas estrategias de globalización.

2.4.1. Región de confianza para un problema de minimización
sin restricciones

La estrategia de globalización, conocida como región de confianza, la des-
cribimos de la siguiente manera; a partir de un punto inicial xk se fija
un tamaño de paso inicial. Luego, resolvemos un subproblema de minimi-
zación restringido a la vecindad del punto inicial xk, donde la función a
minimizar es un modelo que está relacionado con el método a implementar
y aproxima la función objetivo G, en particular para el método de Newton
el modelo es:

qk(d) = G(xk) +∇G(xk)
Td +

1

2
dTBkd, (2.29)

donde Bk = ∇2G(xk) es la matriz Hessiana de G en xk, para los métodos
cuasi-Newton en el modelo (2.29) se debe cambiar Bk por Bk ≈ ∇2G(xk),
y bajo un criterio se acepta o rechaza la actualización del iterante. si
rechaza, entonces se reduce el tamaño de paso y se repite el proceso; si
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se acepta, entonces el tamaño del paso se puede conservar o aumentar, y
repetimos el proceso.

Para reforzar esta noción, describimos los pasos a continuación:

1. A partir de la función objetivo G, donde G : Rn → R, se construye
una función modelo qk(d) que aproxime la función objetivo G(xk+d)
cerca del punto de iteración actual xk.

2. Como el modelo qk puede no ser una buena aproximación de G cuan-
do ‖d‖ sea muy grande, restringimos la búsqueda del siguiente punto
a una bola cerrada que llamaremos región de confianza, donde espe-
ramos que la aproximación del modelo sea aceptable, esto es, resolver
el subproblema.

mı́n qk(d)

‖d‖ ≤ ∆k

, (2.30)

donde ∆k se le denomina radio de confianza.

3. Si la solución del subproblema (2.30) no es “aceptada”, se concluye
que la región de confianza es demasiado grande y debe reducirse ∆k,
para después resolver el subproblema (2.30) nuevamente.

4. Si la solución del subproblema (2.30) es “aceptada”, se calcula el
nuevo iterante y se decide conservar o aumentar el radio de confianza
∆k y se repite el proceso [16, 49].

El siguiente lema (para el modelo cuadrático) nos garantiza la existencia
de una solución del subproblema (2.30).

Lema 2.5. [49] Sea G : Rn −→ R dos veces diferenciable, Bk ∈ Rn×n,
simétrica y definida positiva. La solución del problema (2.30) es

s(α) = − (Bk + αI)−1∇G(xk) (2.31)
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para un único α ≥ 0 tal que ‖s(α)‖ = ∆k, a menos que ‖s(0)‖ ≤ ∆k,
en tal caso s(0) es la solución. Para cualquier α ≥ 0, s(α) define una
dirección de descenso para G desde xk.

El lema anterior no nos da una forma explicita para calcular el α, sin em-
bargo nos da una idea de como aproximar la solución del problema (2.30);
de esta forma se construyen los métodos numéricos para el subproblema de
región de confianza conocidos como Newton, Levenberg-Marquardt, el pun-
to de Cauchy, Dogleg, doble Dogleg, Hook entre otros [16, 18, 39, 44, 45];
a continuación explicamos para qué parámetros se obtienen los métodos
más conocidos en región de confianza.

Paso de Newton de región de confianza
Se puede observar en (2.31) que si ‖s(0)‖ ≤ ∆k, entonces

s(0) = −(Bk)
−1∇G(xk), (2.32)

es la solución del subproblema (2.30). Si Bk es la matriz Hessiana de
G en xk y es definida positiva, s(0) es el paso de Newton. Si Bk es
una aproximación a la matriz Hessiana de G y es definida positiva,
s(0) es el paso Cuasi-Newton.

Paso del gradiente para región de confianza
Además en (2.31), si α toma un valor muy grande, el paso tiende a
un múltiplo escalar de −∇G(xk), es decir

s(α) ≈ − 1

α
∇G(xk), (2.33)

es la solución para el subproblema (2.30).

Paso de Levenberg-Marquardt para región de confianza A
partir de (2.31), si ‖s(0)‖ > ∆k, entonces ‖s(αk)‖ = ∆k es la solución,
dado que determinar el valor de α de manera exacta es dificil (costoso
computacionalmente), se aproxima αk por un valor tal que Bk + αkI
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sea suficientemente definida positiva, de esta forma una aproximación
a la solución de (2.30) es

sLMk = − (Bk + αkI)−1∇G(xk) (2.34)

donde ‖sLMk ‖ = ∆k y Bk es la matriz Hessiana de G en xk.

Una vez se obtiene una aproximación de la solución del subproblema
(2.30), mediante los algunos de los métodos ya mencionadas anteriormen-
te, se determinará si es el paso es aceptado o será rechazado usando el
siguiente criterio [49, 16]: sean ρ1 ∈ (0, 1), ρ2 ∈ (ρ1, 1) y

ρ̃k =:
Aredk
Predk

,

donde,

Aredk = G(x)−G(x + dk),

P redk = qk(0)− qk(dk) = −∇G(xk)
Tdk −

1

2
dTkBkdk.

Si ρ̃k ≥ ρ1 el paso es aceptado, de lo contrario es rechazado.

Luego de clasificar si el punto es aceptado o rechazado, procedemos a
decidir si aumentamos el radio de la región de la confianza, lo disminuimos
o lo dejamos igual, para ello en [49, 16] usan el siguiente criterio:

∆k+1 =


1
2∆k si ρ̃k ≤ ρ1

∆k si ρ̃k ∈ (ρ1, ρ2)
mı́n {2∆k,∆máx} si ρ̃k ≥ ρ2

(2.35)
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Rechazado Aceptado Aceptado

0 ρ1 ρ2 1

∆k+1 = 1
2∆k ∆k+1 = ∆k ∆k+1 = mĩn {2∆k,∆máx}

� � � �

Figura 2.9: Franja de aceptación y rechazo del paso para ρ̃k

La estructura anterior es conocida como la región de confianza tradicio-
nal o convencional, en la mayoŕıa de los problemas funciona de manera
eficaz; el algoritmo tiene convergencia global fuerte, es decir todo punto
de acumulación es un punto estacionario, sin embargo, para algunos casos
puede tener convergencia débil [66, 22], es decir, existe al menos un punto
de acumulación que es un punto estacionario.

Con el fin de superar esta dificultad, la doctora Jin-Yan Fan en [22],
propuso un nuevo algoritmo tipo Levenberg-Maquardt basado en la
técnica de región de confianza, este método está diseñado para resolver
sistemas de ecuaciones no lineales R(x) = 0, donde Jk = R′(xk) y la
relación ρ̃k entre la reducción real y la reducción prevista juega un papel
clave en la decisión de aceptar el paso de prueba dk y cómo actualizar el
parámetro de Levenberg-Maquardt.

Primero, se resuelve el sistema de ecuaciones lineales(
JTk Jk + µkIn

)
d = −JTk R(xk), (2.36)

para obtener dk, después se determina

ρ̃k =
Ared

Pred
,

y se determina si el paso es acepto o rechazado, luego se calcula la actua-
lización del parámetro de L.M, para facilitar su lectura lo describimos a
continuación.
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sean ρ1 ∈ (0, 1), ρ2 ∈ (ρ1, 1), 0 < τ1 < 1 < τ2 y

βk+1 =


τ2βk si ρ̃k ≤ ρ1

βk si ρ̃k ∈ (ρ1, ρ2)
máx {τ1βk,∆min} si ρ̃k ≥ ρ2

(2.37)

se define
µk+1 = βk+1‖R(xk)‖,

en virtud al lema (2.31), se puede decir que dk es una aproximación a la
solución del subproblema.

mı́n
1

2
‖R(x) + Jkd‖2

2

s.a ‖d‖2 ≤ ∆k =: ‖
(
JTk Jk + µkIn

)−1
JTk R(xk)‖2.

(2.38)

Observemos de la ecuación (2.46) que cuando el paso es rechazado, el va-
lor de βk se aumenta y de esa forma también aumenta µk, rećıprocamente
cuando el paso es aceptado µk se reduce, aśı que es natural hacerse la pre-
gunta. ¿Este método tipo Levenberg-Maquardt usa realmente la estrategia
de región de confianza?.

La respuesta a esta pregunta es si, en el año 1978 Moré [48] mostró la
relación entre el radio de confianza y el parámetro de Levenberg-Maquardt,
a continuación realizamos un esquema del argumento que lo llevo a dicha
relación, para facilitar la lectura denotamos Jk = J , µk = µ y R(xk) = R

y de (2.38), tenemos que:

∆ = ‖
(
JTJ + µIn

)−1
JTR‖2,

y sea J = UΣV T la descomposición en valores singulares de J , con U y



2.4. Estrategias de globalización 43

V matrices ortogonales, entonces

∆ =
∥∥∥[JTJ + µIn

]−1
JTR

∥∥∥
2

=
∥∥∥[(UΣV T )T (UΣV T ) + µIr

]−1
(UΣV T )TR

∥∥∥
2

=
∥∥∥[V Σ2V T + µV V T

]−1
(V ΣUT )R

∥∥∥
2

=
∥∥∥[V (Σ2 + µIr)V

T
]−1

(V ΣUT )R
∥∥∥

2

=
∥∥V (Σ2 + µIr)

−1V T (V ΣUT )R
∥∥

2

=
∥∥V [(Σ2 + µIr)

−1ΣUTR
]∥∥

2
,

por la invarianza de la norma 2 bajo transformaciones ortogonales, se tiene
que

∆ =
∥∥(Σ2 + µIr)

−1ΣUTR
∥∥

2

Por otro lado, definamos z = UTR, Rank(J) = r ≤ n y σ1, . . . , σr los
valores singulares de la matriz J , de ah́ı que

∆ = ‖diag
(

1
σ2
1+µ

, . . . , 1
σ2
r+µ

)
diag (σ1, . . . , σr) z‖2

= ‖diag
(

σ1
σ2
1+µ

, . . . , σr
σ2
r+µ

)
z‖2

=

[
r∑
i=1

(
σizi
σ2
i + µ

)2
] 1

2

por tanto,

∆2 =
r∑
i=1

(
σizi
σ2
i + µ

)2

, (2.39)

la anterior relación, puede ilustrarse con el gráfico de la figura (2.10).
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µ

∆2

Figura 2.10: Relación entre parámetro L.M y radio de confianza

Es decir, si aumentamos el parámetro de µ, se está reduciendo el radio
de confianza y viceversa si reducimos el tamaño del parámetro µ entonces
estamos aumentado el radio de confianza.

En [21], usan τ1 = 1
4 y τ2 = 4, el resto de parámetros son los mismos

escogidos en el método de región de confianza tradicional, donde ∆min > 0
se escoge de tal forma que µk no sea demasiado pequeño; motivados por los
resultados de esta nueva propuesta, los autores Bin Fan et al, proponen
una nueva actualización [20], usan τ1 = 1

10 , τ2 = 10 y definen,

µk+1 = βk+1‖R(xk)‖2. (2.40)

la cual usaremos también, en este documento.

El método (2.36), del cual existen varias versiones que vaŕıan según la
estrategia para escoger µk, fue sugerido por Levenberg en (1944) y luego
por Marquardt en (1963), en [64] usan µk = ‖R(xk)‖2, en [22] usan µk =
mı́n(‖R(xk)‖, ‖JTk R(xk)‖).

2.4.2. Región de Confianza para el PCNL(F )

Sean Φλ la función dada por (2.5) la cual está asociada al PCNL(F )
(1.1) [46], y Ψλ la función de merito asociada a Φλ (2.14) [19]. Como ya
mencionamos anteriormente, se debe resolver el problema de minimización
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sin restricciones (2.25), para ello, usaremos un método tipo Newton, como
en la sección 2.3, recordemos que estos métodos son locales, por ello, para
globalizar dicho método se puede usar la estrategia de región de confianza.
Como se explicó al inicio de esta sección; primero redefinamos el modelo
cuadrático (2.29) el cual está dado de la siguiente forma.

qk(xk + d) =:
1

2
‖Φλ(xk) +Hkd‖2

2 (2.41)

donde Hk ∈ ∂Φλ(xk), observe que qk en (2.41) se puede escribir como una
cuadrática, esto es:

qk(xk + d) =
1

2
‖Φλ(xk)‖2

2 + [Φλ(xk)THk]d +
1

2
dT [HT

k Hk]d, (2.42)

lo que es equivalente,

qk(xk + d) = Ψλ(xk) +∇Ψλ(xk)Td +
1

2
dT [HT

k Hk]d, (2.43)

Dado el radio ∆k = ‖
(
HT
k Hk + µkIn

)−1
HT
k Φλ(xk)‖2, se resuelve el sub-

problema,
mı́n qk(xk + d)

‖d‖2 = ∆k

(2.44)

Los autores en [23, 20, 62] proponen un método tipo Levenberg-Marquardt
(2.34) para resolver el subproblema (2.44) de manera aproximada. Es de-
cir, resuelven el sistema lineal:(

HT
k Hk + µkIn

)
dk = −HT

k Φλ(xk), (2.45)

donde Hk ∈ ∂BΦλ(xk). En [20] toman µk = βk‖ΦFB(xk)‖2, en nuestro
algoritmo usaremos µk = βk‖Φλ(xk)‖2.

Si ρ̃k ≤ ρ1, el paso es rechazado, de lo contrario es aceptado, en cualquier
caso se actualiza el parámetro µk según el criterio escogido, en el algoritmo
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propuesto usaremos el siguiente.

βk+1 =


τ2βk si ρ̃k ≤ ρ1

βk si ρ̃k ∈ (ρ1, ρ2)
máx {τ1βk,∆min} si ρ̃k ≥ ρ2

(2.46)

y definamos,
µk+1 = βk+1‖Φλ(xk)‖2.

Por último, se actualiza el iterante xk+1 = xk +dk y se repite el proceso.

El siguiente diagrama nos ilustra, la estructura de un algoritmo tipo
Levenberg-Marquardt que utiliza solo región de confianza.
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PCNL(F )

x ≥ 0, F (x) ≥ 0, F (x)Tx = 0

Reformulación

mı́n Ψλ(x)
x ∈ Rn

‖∇Ψλ(xk)‖ > ε

F

V

Subproblema

mı́n 1
2
‖Φλ(xk) +Hkd‖2

‖d‖ ≤ ∆k

Paso de Levenberg-Marquart(
HT
k Hk + µkIn

)
dk = −∇Ψλ(xk)

Se

acepta dk

VF

xk = xk
βk = τ2βk ρ̃k ≥ ρ2

VF

xk = xk + dk
βk = máx {τ1βk,∆min}

xk = xk + dk
βk = βk

Actualizar

Hk; k = k + 1; µk = βk‖Φλ(xk)‖2

Fin

Figura 2.11: Diagrama de flujo del algoritmo de región de confianza L.M.
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2.4.3. Búsqueda lineal para un problema de minimización sin
restricciones

Como ya se hab́ıa mencionando anteriormente, muchos algoritmos globa-
les usan la estrategia de búsqueda lineal para resolver el problema (2.28),
es por ello que destacamos los siguientes procesos que consideramos rele-
vantes:

1. Búsqueda direccional, el algoritmo elige una dirección de descenso dk

según el caso(Gradiente, Newton o cuasi-Newton).

2. Partiendo desde el iterante actual xk, buscamos a lo largo de esa
dirección un nuevo punto en el cual la función que define el problema
(2.28) decrezca de manera suficiente, para ello utilizamos la condición
de Armijo [31] o la condición de Goldstein[18, 31]. Finalmente, se
actualiza el vector xk+1 y se repite el proceso.

2.4.4. Búsqueda lineal para el PCNL(F )

Esta es una de las estrategias más usadas para la implementación de
los algoritmos globales que resuelven el PCNL(F ), donde el problema a
resolver está dado como en (2.25).

1. A partir de la dirección dada en (2.45).

2. Para un δ ∈ (0, 1) fijo, se busca un αk tal que

Ψλ(xk + αkdk) ≤ Ψλ(xk) + δαk∇Ψλ(xk)Tdk

Actualizar, xk+1 = xk + αkdk

Se repite el proceso.
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2.4.5. Combinación de las técnicas de globalización región de
confianza y búsqueda lineal para PCNL(F )

Las técnicas de globalización mencionadas en las anteriores secciones, po-
seen ventajas y desventajas; por ejemplo, con los métodos Cuasi New-
ton de región de confianza; estos se catalogan como robustos, estables
y tienen excelentes propiedades de convergencia. Sin embargo, resolver
el subproblema de región de confianza es computacionalmente costoso,
especialmente para problemas grandes.

Por otro lado, los métodos tipo Newton, Cuasi Newton, método del gra-
diente de búsqueda lineal requieren pocos cálculos para determinar un
nuevo punto iterativo, pero dichos métodos tiene algunas desventajas.
Por ejemplo, cuando la búsqueda direccional, en el algoritmo de búsqueda
lineal es casi ortogonal a la dirección máximo descenso se tiene que el ta-
maño de paso es muy pequeño; en algunos casos, los errores de redondeo
pueden hacer que falle la búsqueda lineal [61]. Observando las ventajas
de estos dos métodos, han surgido nuevos de algoritmos que combinan las
dos estrategias. En el años de 1998 Nocedal y Yuan proponen nuevo algo-
ritmo el cual conserva la buenas propiedades de convergencia del método
de región de confianza pero que es más económico(costo computacional)
cuando el tamaño de las variables sean muy grandes [50]. De ah́ı que,
motivados por los resultados obtenidos en [50, 61, 20], construimos un al-
goritmo h́ıbrido en el cual; si se rechaza un paso de prueba del método de
región de confianza, se pueda usar un método de búsqueda de ĺınea para
obtener el siguiente punto iterativo, además que comparta las ventajas de
estos dos métodos, es decir, que sea eficiente y eficaz. El nuevo algorit-
mo h́ıdrido que propondremos está diseñado especialmente para resolver
problemas de complementariedad no lineal. Ahora, con el fin de darnos
una idea de como funciona el algoritmo que proponemos, realizamos el
siguiente diagrama flujo; en él, se ve de forma explicita como se combinan
las técnicas región de confianza y búsqueda lineal.
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PCNL(F )

x ≥ 0, F (x) ≥ 0, F (x)Tx = 0

Reformulación

mı́n Ψλ(x)
x ∈ Rn

‖∇Ψλ(xk)‖ > ε

F

V

Subproblema

mı́n 1
2
‖Φλ(xk) +Hkd‖2

‖d‖ ≤ ∆k

Paso de Levenberg-Marquart(
HT
k Hk + µkIn

)
dk = −∇Ψλ(xk)

Se

acepta dk

VF

Búsqueda lineal

xk = xk + αkdk
βk = τ2βk

ρ̃k ≥ ρ2

VF

Región de confianza

xk = xk + dk
βk = máx {τ1βk,∆min}

Región de confianza

xk = xk + dk
βk = βk

Actualizar

Hk; k = k + 1; αk; µk = βk‖Φλ(xk)‖2

Fin

Figura 2.12: Diagrama de flujo del algoritmo h́ıbrido de región de confianza y búsqueda lineal (LMHIB)
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2.5. Teoremas para el análisis de la convergencia del

algoritmo

En esta sección, presentamos algunas definiciones como también teoremas
que se asocian con el problema (1.1), estos son de suma importancia para
análisis sobre la convergencia global, superlineal y cuadrática de nuestro
algoritmo.

Es importante establecer condiciones suficientes para la no singularidad de
las matrices del Jacobiano generalizado en una solución del problema (1.1).
Por ello, para desarrollo de la teoŕıa de convergencia de los algoritmos que
resuelvan el PCNL, se introduce el concepto de regularidad.

Definición 2.5. Sea x∗ una solución del PCNL(F ).

1. Si todas las matrices H ∈ ∂BΦλ(x
∗) son no singulares, x∗ es llamada

una solución BD-regular.

2. Si la submatriz F ′(x∗)αα
4 es no singular y el complemento de Shurt,

F ′(x∗)ββ − F ′(x∗)βαF
′(x∗)−1

ααF
′(x∗)αβ

es una P-matriz 5, x∗ es llamada una solución R-regular, donde
α, β, γ están das por 2.15, 2.16, 2.17.

Una condición suficiente para garantizar la no singularidad de los ele-
mentos del Jacobiano generalizado de Φλ en una solución del PCNL, fue
presentada por Kanzow y Kleinmichel [38] dada en el siguiente teorema.

Teorema 2.1. [36] Si x∗ ∈ Rn es una solución R-regular del PCNL,

4Dada una matriz A = (aij) de tamaño m× n y conjuntos de ı́ndices η y τ , la matriz Aητ es aquella
con componentes aij tal que i ∈ η y j ∈ τ .

5Una matriz M ∈ Rn×n es una P −matriz, si para cualquier vector no nulo y ∈ Rn, existe un ı́ndice
i0 = i0(y) ∈ {1, . . . , n}, tal que yio[My]io > 0.
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entonces las matrices en el Jacobiano generalizado ∂Φλ(x
∗) son no sin-

gulares.

Por tanto, una consecuencia inmediata del anterior teorema es que toda
solución R-regular del PCNL, es una solución BD-regular.

Ahora, queremos ver bajo qué hipótesis se garantiza la semisuavidad y
fuerte semisuavidad de la función Φλ, para ello, recordemos las siguientes
definiciones.

Definición 2.6. Sea G : Rn → Rn una función localmente Lipschitz conti-
nua, se dice que G es semisuave en x ∈ Rn, si G en x es direccionalemente
diferenciable y,

G(x + h)−G(x)−Hh = o(‖h)‖)

para todo H ∈ ∂CG(x + h) cuando h −→ 0.

Definición 2.7. Sea G : Rn → Rn una función localmente Lipschitz con-
tinua, se dice que G es fuertemente semisuave en x ∈ Rn, si G en x es
direccionalemente diferenciable y,

G(x + h)−G(x)−Hh = O(‖h)‖2)

para todo H ∈ ∂GC(x + h) cuando h −→ 0.

La demostración del siguiente teorema se puede verificar en [38, 57] . Este
resultado se usa para comprobar la convergencia superlineal y cuadrática
de los algoritmos que resuelven PCNL.

Teorema 2.2. Si {xk} ⊂ Rn es una sucesión convergente con punto limite
x∗ ∈ Rn, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Si la función Φλ es semisuave, implica que para cualquier Hk ∈
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∂CΦλ(xk),

‖Φλ(xk)− Φλ(x
∗)−Hk(xk − x∗)‖ = o(‖xk − x∗‖).

2. Si F ′(x) es Lipschitz continua, entonces la función Φλ es fuertemente
semisuave, lo que implica que para cualquier Hk ∈ ∂CΦ(xk),

‖Φλ(xk)− Φλ(x
∗)−Hk(xk − x∗)‖ = O(‖xk − x∗‖2).

La demostración de la Proposición 2.4 es análoga a la demostración de
la proposición 3.1 en [57].

Proposición 2.4. Si para todo H ∈ ∂G(x) es no singular, entonces existe
una vecindad N(x) de x y una constante C tal que para cualquier y ∈
N(x) y para todo H ∈ ∂G(y), H es no singular y ‖H−1‖ ≤ C.

Ahora, el siguiente lema nos garantiza una cota para la norma de la matriz
inversa de la matriz H.

Lema 2.6. Supongamos que x∗ es la solución del sistema no lineal Φλ(x) =
0, y cualquier H∗ ∈ ∂BΦλ(x

∗) no singular. Entonces existe una vecindad
B(x∗, r) y una constante ν > 0 talque

‖H−1‖ ≤ ν ∀H ∈ ∂BΦλ(x),∀x ∈ B(x∗, r)

Demostración. En efecto, dado que si x∗ es la solución Φλ(x) = 0 y se
tiene que todas las matrices H∗ ∈ ∂BΦλ(x

∗) son no singulares, se hace
uso de la Proposición 2.4, y con ello se garantiza la demostración.

Definición 2.8. Sea G : Rn → R se dice que es una función SC1, si G
es continuamente diferenciable y su gradiente es semisuave.

El siguiente resultado presenta una caracteŕıstica particular de la función
de mérito, la cual se quiere minimizar, su demostración recoge el hecho



2.5. Teoremas para el análisis de la convergencia del algoritmo 54

de que la función de mérito, la podemos ver como una composición de
funciones de clase SC1 [39].

Teorema 2.3. Sea F : Rn → Rn, una función continuamente diferencia-
ble, sea Φλ la función dada en (2.5) asociada a el problema (1.1) y Ψλ la
función de merito asociada a Φλ. Si para todo i = 1, . . . , n, la función Fi
es de clase SC1, entonces Ψλ es también de clase SC1.

Demostración. En efecto, se tiene que las funciones componentes de Φλ

están dadas como sigue

Φλi(x
∗) = (ϕλi (x∗i , Fi(x

∗))) para todo i = 1, 2, . . . , n.

Dado que las funciones componentes de F son de clase SC1, entonces ϕλi
es de clase SC1, esto para todo i = 1, 2, . . . , n.

Por otro lado se tiene que,

Ψλ(x) =
1

2

n∑
i=1

(ϕλi (xi, Fi(x)))2 ,

además dado que composición y suma de funciones SC1 sigue siendo de
clase SC1 [27], se puede concluir que Ψλ es de clase SC1.



Capı́tulo 3
Algoritmo y Teoŕıa de convergencia

En este caṕıtulo, proponemos un algoritmo h́ıbrido (1) que utiliza región
de confianza y búsqueda lineal, para resolver el PCNL(F ) (1.1), el cual ha
sido reformulado como un problema de minimización mediante la familia
uniparamétrica presentada por [38], utilizando en cada paso el método de
Levenberg-Marquardt [45], además desarrollamos la teoŕıa de convergencia
global del algoritmo.

3.1. Algoritmo

El algoritmo en forma de diagrama de flujo presentado en el anterior
caṕıtulo (Figura 2.12) nos da una idea general de como es el proceso
de selección y aceptación del paso, aśı como actualizaciones del radio de
confianza, parámetro de Levenberg-Marquardt y paso. Ahora, incluiremos
todos los parámetros que intervienen en el algoritmo, es por ello que a
continuación lo escribimos en el ambiente de algoritmo.

55
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Algoritmo 1 Algoritmo Hı́brido de Levenberg-M.

Entrada: Sea x0 ∈ Rn , 0 < ρ1 < ρ2 < 1, 0 < τ1 < 1 < τ2, β0 = µ0 > ∆min > 0,
δ ∈ (0, 1) , t ∈ (0, 1) , λ ∈ (0, 4) k := 0 .

1: ∇Ψλ(xk)← HT
k Φλ(xk), donde Hk ∈ ∂Φλ(xk).

2: dk ← −
(
HT
k Hk + µkIn

)−1∇Ψλ(xk).
3: mientras ‖∇Ψλ(xk)‖ < 10−6 y k < 200 hacer
4: ρ̃k ← Aredk/Predk.

donde,
Predk ← −∇Ψλ(xk)

Tdk −
1

2
dTkH

T
k Hkdk

Aredk ← Ψλ(xk)−Ψλ(xk + dk)
5: si ρ̃k ≤ ρ1 entonces
6: Calcular αk := máx

{
tl|l = 0, 1, . . .

}
tal que

Ψλ(xk + αkdk) ≤ Ψλ(xk) + δαk∇Ψλ(xk)
Tdk

7: xk ← xk + αkdk; βk ← τ2βk
8: si no
9: si ρ̃k ≥ ρ2 entonces

10: xk ← xk + dk; βk ← máx {τ1βk,∆min}
11: si no
12: xk ← xk + dk; βk ← βk
13: fin si
14: fin si
15: actualizar,
16: µk ← βk‖Φλ(xk)‖2,

17: ∇Ψλ(xk)← HkΦλ(xk),

18: dk ← −
(
HT
k Hk + µkIn

)−1∇Ψλ(xk).
19: k ← k + 1.
20: fin mientras
21: Salida: xk+1.

Después de calculado ρ̃k, se decide como actualizar xk, si la disminución
de la función Ψ es por lo menos una fracción (ρ1) de la disminución de la
función modelo qk, simplemente sumamos a xk el vector dk y aumentamos
βk; en caso contrario en vez de rechazar el punto, se utiliza búsqueda lineal,
como lo muestra el paso 6, además, en el paso 10, se puede observar que
∆min > 0 es una constante de valor pequeño, esto con el fin de evitar dar
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pasos muy grandes cuando estamos cerca de la solución del problema, y
por ende evita que el parámetro µk sea demasiado pequeño, es decir ∆min

es una cota inferior, cuando k es lo suficientemente grande.

En la siguiente sección, nos ocuparemos de demostrar que el Algorit-
mo 1 propuesto anteriormente está bien definido, aśı como también la
convergencia global del algoritmo.

3.2. Convergencia global

Para comenzar, debemos garantizar que la sucesión generada por el Algo-
ritmo 1 está bien definida y una parte importante de esto es demostrar
que el paso de Levenberg-Marquardt (L.M) está bien definido, para ello
basta demostrar la siguiente proposición:

Proposición 3.1. Sean Hk ∈ ∂Φλ(xk) y µk > 0 (parámetro Levenberg-
Marquardt). Si B = HT

k Hk + µkI entonces B es una matriz simétrica
definida positiva.

Demostración. Primero demostraremos la simetŕıa de la matriz B, es decir
verifiquemos que BT = B, observemos que:

BT =
(
HT
k Hk + µkI

)T
=
(
HT
k Hk

)T
+ (µkI)T

= HT
k Hk + µkI

= B,

por último, demostremos que la matriz B es definida positiva, es decir
verifiquemos que xTBx > 0, para todo x ∈ Rn no nulo. En efecto,
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xTBx = xT
(
HT
k Hk + µkI

)
x

= xT
(
HT
k Hk

)
x + xT (µkI)x

= (Hkx)T Hkx + µkx
Tx

= ‖Hkx‖2
2 + µk ‖x‖2

2 > 0

En seguida, consideremos las siguientes observaciones, aśı como también
el Lema 3.1 que serán de gran ayuda para demostrar que el paso 4 en el
Algoritmo 1 está bien definido.

Observación 1:

a) De ahora en adelante, la norma Euclidiana, o la norma matricial ‖.‖2

la denotaremos de la siguiente forma ‖.‖, en caso que utilicemos otra
norma la vamos a especificar.

b) Dado que HT
k Hk+µkI es una matriz definida positiva, en el Algoritmo

1, el paso 2 tiene solución para todo k.

c) Si suponemos que el algoritmo no termina en un número finito de
iteraciones, entonces se tiene que

‖∇Ψλ(xk)‖ 6= 0, para todo k ≥ 0 (3.1)

d) Dado que el algoritmo combina el método de región de confianza y
búsqueda lineal, se define los siguientes conjuntos de indices.

I = {k : ρk ≥ ρ1} ,

es decir, es el conjunto de indices donde se aceptó el paso usando el
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método de región de confianza y

J = {k : ρk < ρ1} ,

es el conjunto de indices donde se utiliza búsqueda lineal.

El siguiente lema es un resultado famoso de Powell [55], el cual nos indica
que la función modelo tiene un decrecimiento, es decir dk es un minimi-
zador en la región de confianza.

Lema 3.1. [20, 39] Sean Hk ∈ ∂Φλ(xk), dk como en el paso 2 del algo-
ritmo 1, para todo k ≥ 0 se cumple

Predk ≥
1

2
‖∇Ψλ(xk)‖mı́n

{
‖dk‖,

‖∇Ψλ(xk)‖
‖HT

k Hk‖

}
.

Ahora, vamos a verificar que efectivamente la función objetivo está decre-
ciendo en cada paso, para ello basta probar el Lema 3.2; su demostración
es análoga a la presentada en [20].

Lema 3.2. Supongamos que la sucesión {xk} es generada por el Algo-
ritmo 1, entonces

Ψλ(xk+1) < Ψλ(xk), para todo k > 0. (3.2)

Demostración. Para esta demostración, consideramos dos casos, los cuales
dependen si k ∈ I o k ∈ J :

1. Si k ∈ I entonces ρ̃k ≥ ρ1,

Ψλ(xk)−Ψλ(xk+1) ≥ ρ1Predk,

luego por el Lema 3.1 se tiene que

Ψλ(xk)−Ψλ(xk+1) ≥ 1

2
ρ1‖∇Ψλ(xk)‖mı́n

{
‖dk‖,

‖∇Ψλ(xk)‖
‖HT

k Hk‖

}
≥ 0.
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Por tanto,
Ψλ(xk+1) ≤ Ψλ(xk)

2. Si K ∈ J , es decir ρ̃k < ρ1, usamos el método de búsqueda lineal
dado en el paso 8 del Algoritmo 1; esto es, se busca αk tal que:

Ψ(xk + αkdk) ≤ Ψ(xk) + δαk∇Ψ(xk)
Tdk

Pero se puede observar que por el paso de L.M.[
HT
k Hk + µkI

]
dk = −∇Ψλ(xk)

dk
T
[
HT
k Hk + µkI

]
dk = −dk

T∇Ψλ(xk) (3.3)

luego, por la proposición 3.1, inferimos que

dk
T∇Ψλ(xk) < 0 (3.4)

en consecuencia, existe αk tal que:

Ψ(xk + αkdk) ≤ Ψ(xk) + δαk∇Ψλ(xk)Tdk

o lo que es equivalente,

Ψ(xk + αkdk)− δαk∇Ψλ(xk)Tdk ≤ Ψ(xk),

además, dado que δαk > 0 y ∇Ψλ(xk)Tdk < 0 para todo k, entonces
se tiene que −δαkdk

TBdk > 0, de ah́ı que:

Ψλ(xk+1) < Ψλ(xk).

Por tanto, por 1 y 2, se garantiza la desigualdad (3.2).

Por último, nos falta garantizar que el paso 8 en el Algoritmo 1 se
termina en un número finito de iteraciones. Todo esto se resume en la
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demostración del siguiente lema.

Lema 3.3. Supongamos que el Algoritmo 1 genera una sucesión infinita
{xk}, entonces el algoritmo esta bien definido, esto es: el paso 2 esta bien
definido, Predk > 0 y el proceso de búsqueda del tamaño del paso con
búsqueda lineal se logra en un número finito de pasos (no se quedará en
un ciclo infinito).

Demostración. Primero vamos a demostrar que Predk > 0.

Partiendo de la ecuación (3.3), se infiere que:

dk
THT

k Hkdk + dk
Tµkdk = −∇Ψλ(xk)Tdk, (3.5)

en consecuencia

µk‖dk‖2 = −∇Ψλ(xk)Tdk − dk
THT

k Hdk

≤ −∇Ψλ(xk)Tdk −
1

2
dk

THT
k Hdk

= Predk

es decir,
µk‖dk‖2 ≤ Predk (3.6)

Pero dado que, µk‖dk‖2 > 0, entonces concluimos que Predk > 0.

Ahora, resta garantizar que para cada k existe un entero l, tal que

Ψ(xk + tldk) ≤ Ψ(xk) + δtl∇Ψ(xk)
Tdk

Por la desigualdad (3.4), dk es una dirección de descenso, entonces
por Proposición 5.2 [54], se garantiza que existe un entero lk para
cada k tal que se verifica

Ψ(xk + tlkdk) ≤ Ψ(xk) + δtlk∇Ψ(xk)
Tdk
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es decir la búsqueda lineal presentada en el Algoritmo 1 termina en
un número finito de pasos.

Lo anterior, demuestra que el algoritmo está bien definido.

Ahora, para demostrar la convergencia global del Algoritmo 1 vamos a
definir el conjunto de nivel inferior.

Definición 3.1. Sea x0 ∈ Rn, se define el conjunto de nivel inferior de
Ψλ en x0 como:

ζ(x0) = {x ∈ Rn : Ψλ(x) ≤ Ψλ(x0)} . (3.7)

Además, en este contexto necesitamos suponer algunas hipótesis que usan
para el estudio del análisis de convergencia de nuestro algoritmo.

H.1 El conjunto de nivel ζ(x0) es un conjunto cerrado y acotado,
además ∇Ψλ(xk) es semisuave en ζ(x0).

H.2 Φλ(x) es Lipschitz continua en ζ(x0), es decir existe un K > 0
talque:

‖Φλ(x)− Φλ(y)‖ ≤ K‖x− y‖ ∀x,y ∈ ζ(x0)

H.3 Existe una constante ν1 > 0 tal que

dk
T
[
HT
k Hk

]
dk ≥ ν1‖d‖2 para todo k ≥ 0.

Observación 2: A modo de resumen, tenemos las siguientes afirmaciones:

a) Si F es una P-función uniforme 1 o F (x) = Mx + q, donde q ∈ Rn

1Sea G : Rn −→ Rn; se dice que es una P-función uniforme en un conjunto S si existe un κ > 0 tal
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y M ∈ Rn×n es una P0-Matriz2, entonces el conjunto de nivel ζ(x0)
definido (3.7) es acotado [20].

b) Si Φλ es una función SC1, entonces ∇Ψλ es una función semisuave[39].

c) [20, 21] Para todo x ∈ ζ(x0), se cumple en virtud al lema 2.4.

‖H‖ ≤ L, ∀H ∈ ∂BΦλ(x). (3.8)

Los Lemas 3.4 y 3.5 serán de utilidad para la demostración de la con-
vergencia global; el primero garantiza que la sucesión generada por el
Algoritmo 1 converge en el conjunto de nivel inferior (3.7), y con ello
garantiza que {Ψλ(xk)} converge; el segundo garantiza que la sucesión
generada por {µk} (parámetro L.M) es acotada; para la demostración de
los Los Lemas 3.4 y 3.5 y el Teorema 3.1 nos basamos en las ideas
propuestas por [20].

Lema 3.4. Sea {xk} la sucesión generada por el Algoritmo 1, entonces
{xk} permanece en ζ(x0), además la sucesión {Ψλ(xk)} es una sucesión
convergente.

Demostración. En primer lugar, demostremos que todos los puntos de
la sucesión {xk} se encuentran en el conjunto de nivel ζ(x0), para ello,
usaremos el principio de inducción matemática sobre k.

Si k = 0, entonces es claro que x0 ∈ ζ(x0), puesto que Ψλ(x0) ≤ Ψλ(x0).

Ahora, asumamos que xm ∈ ζ(x0) para todo m = 1, 2, · · · , k y demostre-
mos que xk+1 ∈ ζ(x0), en efecto: dado que,

xm ∈ ζ(x0), m = 1, 2, · · · , k.
que para todo x,y ∈ S,

máx
1≤i≤n

(xi − yi)(Gi(x)−Gi(y)) ≤ κ‖x− y‖2

2Sea M ∈ Rn×n; se dice que M es una P0-Matriz si todos sus menores principales son positivos.
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se tiene que:
Ψλ(xk) ≤ Ψλ(x0),

pero por (3.2) sabemos que,

Ψλ(xk+1) ≤ Ψλ(xk) ,

por tanto,
Ψλ(xk+1) ≤ Ψλ(x0),

es decir,
xk+1 ∈ ζ(x0).

Ahora, probemos que {Ψλ(xk)} es una sucesión convergente, dado que Ψλ

es una función continua, basta probar que la sucesión {xk} converge en
el conjunto de nivel, en efecto:

Dado que {xk} es una sucesión de puntos de ζ(x0) ⊂ Rn el cual es un
conjunto cerrado y acotado, es decir es compacto, por el teorema Bolzano-
Weierstrass, se tiene que existe una subsucesión

{
xkj

}
convergente, es

decir xkj −→ x cuando j → ∞, de ah́ı que Ψλ(xkj
) −→ Ψλ(x) cuando

j →∞. Por tanto, {Ψλ(xk)} es una sucesión convergente.

Lema 3.5. Supongamos que se cumplen las hipótesis H.1, H.2, H.3 y que
el Algoritmo 1 genera una sucesión infinita {xk}, entonces la secuencia
{µk} es acotada.

Demostración. Supongamos que se {µk} no es acotada. Luego, observemos
que por (3.6) se infiere:

Predk ≥ ‖dk‖2
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Además, dado que se cumplen las hipótesis H.1, H.2, H.3 se tiene que:

|Aredk − Predk| =

∣∣∣∣Ψλ(xk)−Ψλ(xk+1) +∇Ψλ(xk)
Tdk +

1

2
dTkH

T
k Hkdk

∣∣∣∣
≤
∣∣Ψλ(xk)−Ψλ(xk+1) +∇Ψλ(xk)

Tdk
∣∣+

1

2
dTkH

T
k Hkdk

≤ O(‖dk‖2) + ‖dk‖2 ‖Hk‖2 .

luego,

|ρ̃k − 1| =
|Aredk − Predk|

Predk

≤ O(‖dk‖2) + ‖dk‖2 ‖Hk‖2

µk ‖dk‖2

=
O(‖dk‖2)

µk ‖dk‖2 +
‖Hk‖2

µk
,

luego, cuando k −→∞, se tiene que

O(‖dk‖2)

µk ‖dk‖2 −→ 0,
‖Hk‖2

µk
−→ 0,

de ah́ı que, ρ̃k −→ 1 cuando k −→ ∞. Esto quiere decir que a partir de
un z ∈ Z+, se cumple ρ̃k > ρ2, para todo k ≥ z luego por el paso 11 del
Algoritmo 1 se tiene:

βk = máx {βk−1τ2,m} , para todo k ≥ z,

si definimos C = máx {βk−1τ2} para todo s = 1, 2, · · · , k − 1, entonces
existe M > máx {C,m} tal que:

βk < M para todo k. (3.9)
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Por otro lado, por el paso 12 del Algoritmo 1 y desigualdad (3.9).

µk = βk‖Φλ(xk)‖2

= βk2Ψλ(xk)

≤ 2Ψλ(x0)M

Luego, cuando k −→ ∞ se tiene que µk ≤ M̃ , donde M̃ = 2Ψλ(x0)M , lo
cual es una contradicción. Por tanto la sucesión {µk} es acotada.

La convergencia global de Algoritmo 1, el cual soluciona el problema
(1.1), básicamente se resume en demostrar que todo punto de acumulación
de la sucesión generada por dicho algoritmo, es un punto estacionario de
la función de mérito Ψλ asociada a la reformulación Φλ en (2.5).

Teorema 3.1. Supongamos que se cumple las hipótesis H.1, H.2, H.3 y
que el Algoritmo 1 genera una sucesión infinita {xk}, entonces

ĺım
k→∞
‖∇Ψλ(xk)‖ = 0. (3.10)

Demostración. Actuando por contradicción, supongamos que

ĺım
k→∞
‖∇Ψλ(xk)‖ 6= 0,

por el Lema 3.1, se cumple la siguiente desigualdad:

n∑
k=0

[Ψλ(xk)−Ψλ(xk+1)] ≥
n∑
k=0

[
1

2
ρ1‖∇Ψλ(xk)‖mı́n

{
‖dk‖,

‖∇Ψλ(xk)‖
‖HT

k Hk‖

}]
luego, cuando n −→∞ tenemos que,

∞∑
k=0

[Ψλ(xk)−Ψλ(xk+1)] ≥
∞∑
k=0

[
1

2
ρ1‖∇Ψλ(xk)‖mı́n

{
‖dk‖,

‖∇Ψλ(xk)‖
‖HT

k Hk‖

}]
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Sea Sk = Ψλ(x0)−Ψλ(xk+1) entonces,

∞∑
j=0

[Ψλ(xj)−Ψλ(xj+1)] = ĺım
k−→∞

k∑
j=0

[Ψλ(xj)−Ψλ(xk+1)]

= ĺım
k−→∞

Sk

= Ψλ(x0)−Ψλ(x)

La última igualdad se cumple por el Lema 3.4, de ah́ı que la serie,

∞∑
k=0

[Ψλ(xk)−Ψλ(xk+1)] ,

es convergente, por tanto la serie

∞∑
k=0

[
1

2
ρ1‖∇Ψλ(xk)‖mı́n

{
‖dk‖,

‖∇Ψλ(xk)‖
‖HT

k Hk‖

}]
,

también es convergente, esto implica que

ĺım
k−→∞

[
1

2
ρ1‖∇Ψλ(xk)‖mı́n

{
‖dk‖,

‖∇Ψλ(xk)‖
‖HT

k Hk‖

}]
= 0,

esto ocurre si y solo si
ĺım
k→∞
‖dk‖ = 0. (3.11)

Por otro lado se tiene que,[
HT
k Hk + µkI

]
dk = −∇Ψλ(xk),
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en consecuencia,

‖∇Ψλ(xk)‖ =
∥∥[HT

k Hk + µkI
]
dk

∥∥
≤
∥∥[HT

k Hk + µkI
]∥∥ ‖dk‖

≤
[∥∥HT

k Hk

∥∥+ µk
]
‖dk‖

≤ (ν2 + M̃) ‖dk‖ .

Luego, cuando k −→ ∞, se tiene que ‖∇Ψλ(xk)‖ −→ 0, por (3.11), lo
cual es una contradicción.

Por tanto se tiene que ĺım
k→∞
‖∇Ψλ(xk)‖ = 0.

Corolario 3.1. Todo punto de acumulación de la sucesión {xk} generada
por el Algoritmo 1 es un punto estacionario de Ψλ.

Demostración. Supongamos que x∗ es un punto de acumulación de la
sucesión {xk}, además dado que ζ(x0) es compacto y xk ⊂ ζ(x0), existe
una subsucesión

{
xkj

}
que converge a x∗.

De otro lado, por el Teorema (3.1) y dado que ∇Ψλ es semisuave, se
tiene que:

ĺım
j→∞
‖∇Ψλ(xkj

)‖ = 0 ⇐⇒ ĺım
j→∞
∇Ψλ(xkj

) = 0

⇐⇒ ∇Ψλ( ĺım
j→∞

xkj
) = 0

⇐⇒ ∇Ψλ(x
∗) = 0,

es decir, x∗ es un punto estacionario de Ψλ.

El siguiente lema es útil para la demostración de la convergencia global
del Algoritmo 1 el cual resuelve el PCNL.
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Lema 3.6. Supongamos que se cumplen las hipótesis H.1, H.2, H.3 y que
el Algoritmo 1 genera una sucesión infinita {dk}, entonces se cumple
que:

ĺım
k→∞
‖dk‖ = 0. (3.12)

Demostración. Partiendo de la ecuación (3.5) se tiene

|∇Ψλ(xk)Tdk| = dkHkHkdk + dkµkdk

Luego, por H.2 existe un ν > 0 tal que:

|∇Ψλ(xk)Tdk| ≥ ν‖dk‖2 + µk‖dk‖2

= (ν + µk)‖dk‖2

en consecuencia,

(ν + µk)‖dk‖2 ≤ |∇Ψλ(xk)Tdk|

≤ ‖∇Ψλ(xk)‖‖dk‖,

es decir,

‖dk‖ ≤
1

(ν + µk)
‖∇Ψλ(xk)‖, (3.13)

por último, usando el resultado del Teorema 3.1 se concluye que

ĺım
k→∞
‖dk‖ = 0.

La siguiente definición se incluye con el fin de dar claridad a un término
aparentemente contradictorio en el Teorema 3.2.

Definición 3.2. Sea Ω el conjunto de puntos de acumulación de la suce-
sión {xk}. Decimos que x∗ ∈ Ω es un punto de acumulación asilado, si
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x∗ es un punto aislado en Ω; es decir, si existe δ > 0 tal que

B(x∗, δ) ∩ Ω = {x∗} .

Para finalizar la sección de la convergencia global del algoritmo propuesto
en este documento, el siguiente teorema nos dice cuando un punto de
acumulación es solución para el PCNL(F ).

Teorema 3.2. Si x∗ es un punto de acumulación aislado de la sucesión
generada por el Algoritmo 1, entonces la sucesión converge a x∗.

Usando el resultado del Lema 3.6, la demostración del Teorema 3.2 es
de manera análoga a la presentada en el Teorema 3.2 en [6].
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3.3. Convergencia q-superlineal y q-cuadrática

En esta sección, estudiaremos el tipo de convergencia del Algoritmo 1,
para ello agregamos las siguientes hipótesis :

H.4 Sea x∗ ∈ Rn una solución del sistema no lineal, Φλ(x) = 0.

H.5 Supongamos que x∗ es una solución BD-regular, entonces cual-
quier Hk ∈ ∂BΦλ(x

∗) es no singular.

El lema siguiente nos indica que el Algoritmo 1 a partir de un cierto
entero, solo utiliza el método de región de confianza.

Lema 3.7. Supongamos que se cumplen las hipótesis H.1, H.2, H.3 y
H.4 , entonces existe un entero positivo K1, talque ρ̃k ≥ ρ2 para todo
k ≥ K1, donde, ρk = Aredk/Predk y el parámetro ρ2 ∈ (0, 1) esta dado
en el Algoritmo 1.

Demostración. Sea dk ∈ Rn tal que satisface (2.45) y definamos

Qk(d) =
1

2
‖Φλ(xk) +Hkd‖2 +

1

2
µk‖d‖2 (3.14)

entonces, dk también es solución del problema

mı́n Qk(d)

d ∈ Rn

Por el Lema 3.5, se tiene que {µk} es acotada, además sabemos que
∂BΦλ(xk) ⊂ ∂CΦλ(xk).

De otro lado,

Qk(x
∗ − xk) =

1

2
‖Φλ(x

∗ − dk) +Hk[x
∗ − xk]‖2 +

1

2
µk ‖dk‖2
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en consecuencia,

Qk(x
∗ − xk) ≥ 1

2
µk ‖dk‖2

2Qk(x
∗ − xk)

µk
≥ ‖dk‖2 ,

por (3.14) se tiene que la anterior desigualdad es equivalente a

‖dk‖2 ≤ 2

µk
Qk(x

∗ − xk)

=
2

µk

[
1

2
‖Φλ(xk) +Hk(x

∗ − xk)‖2 +
1

2
µk‖x∗ − xk‖2

]
=

1

µk
‖Φλ(xk) +Hk(x

∗ − xk)‖2 + ‖x∗ − xk‖2

Luego, dado que Φλ es semisuave, por Teorema 2.2 y Φλ(x
∗) = 0 se

cumple;

‖dk‖2 ≤ 1

µk
‖Φλ(xk)− Φλ(x

∗)−Hk(xk − x∗)‖2 + ‖xk − x∗‖2

=
o(‖xk − x∗‖2)

µk
+ ‖xk − x∗‖2

Por consiguiente, cuando k −→∞, se tiene que:

o(‖xk − x∗‖2)

µk
−→ 0 y ‖xk − x∗‖2 −→ 0

es decir,
‖dk‖2 −→ 0, (3.15)

de otro lado,

Aredk − ρ2Predk = Ψλ(xk)−Ψλ(xk + d)− ρ2Predk,

Usando el polinomio de Taylor de segundo orden, de la funciónn Ψλ al
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rededor del punto xk y si definimos Aredk − ρ2Predk = R, se tiene que:

R = Ψλ(xk)−Ψλ(xk + dk)− ρ2Predk

= −∇Ψλ(xk)Tdk −
1

2
dk

THT
k Hkdk + o(‖dk‖2)− ρ2Predk

= Predk − ρ2Predk + o(‖dk‖2)

= (1− ρ2)Predk + o(‖dk‖2)

=
(1− ρ2)

2
2Predk + o(‖dk‖2)

luego,

R =
(1− ρ2)

2

[
−2∇Ψλ(xk)Tdk − dk

THT
k Hkdk

]
+ o(‖dk‖2)

=
(1− ρ2)

2

[
2dk

THT
k Hkdk + 2µk‖dk‖2 − dk

THT
k Hkdk

]
+ o(‖dk‖2)

=
(1− ρ2)

2

[
dk

THT
k Hkdk + 2µk‖dk‖2

]
+ o(‖dk‖2)

≥ (1− ρ2)

2

[
ν1‖dk‖2 + 2µk‖dk‖2

]
+ o(‖dk‖2)

= ‖dk‖2

[
(1− ρ2)ν

2
+ (1− ρ2)µk +

o(‖dk‖2)

‖dk‖2

]
en consecuencia,

Aredk − ρ2Predk ≥ ‖dk‖2

[
(1− ρ2)ν

2
+ (1− ρ2)µk +

o(‖dk‖2)

‖dk‖2

]
Luego, para K1 ∈ Z+ lo suficientemente grande, se tiene que

‖dk‖2

[
(1− ρ2)ν

2
+ (1− ρ2)µk +

o(‖dk‖2)

‖dk‖2

]
−→ 0,

es decir, existe un entero positivo K1, tal que para todo k ≥ K1 se cumple
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que:
Aredk ≥ ρ2Predk,

lo que es equivalente,
Aredk
Predk

≥ ρ2.

Lo que indica que, ρk ≥ ρ2 para todo k ≥ K1.

A continuación, se presenta el Lema de Banach, el cual ya esta demos-
trado en [16].

Lema 3.8. Sean A, E ∈ Rn×n y A un matriz no singular tal que ‖A−1E‖ <
σ < 1, entonces A+E es no singular y satisface la siguiente desigualdad

‖(A+ E)−1‖ ≤ ‖A−1‖
1− ‖A−1E‖

(3.16)

Para cualquier xk, definimos

Bk = HT
k Hk + µkI, (3.17)

el siguiente lema, nos indica que las matrices definidas B−1
k están acotadas

a partir de un cierto número entero.

Lema 3.9. Supongamos que se cumplen las hipótesis H.1, H.2, H.3, H.4
y H.5, entonces existe un entero positivo K y una constante ν > 0 tal que

‖B−1
k ‖ ≤ 2ν2, para todo k ≥ K. (3.18)

Demostración. Por el Lema 2.6, entonces existe una vecindad B(x∗, r)
y una constante ν > 0 tal que

‖H−1‖ ≤ ν ∀H ∈ ∂BΦλ(x), ∀x ∈ B(x∗, r).

Por otro lado, por el Lema 3.7 y el paso 11 del Algoritmo 1, sabemos
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que existe un entero positivo K1 y una constante M > m > 0 tal que

µk = βk‖Φλ(xk)‖2

≤ M‖Φλ(xk)‖2 −→ 0 para todo k ≥ K1

Esto implica que, para todo ε > 0, existe K2 ∈ Z+ tal que:

µk ≤M‖Φλ(xk)− Φλ(x
∗)‖2 < ε, para todo k > K2

en particular para ε =
1

2Mν2
,

µk ≤
1

2ν2
, para todo k > K2,

dado que {xk} converge a x∗, entonces existe un entero positivo K3 tal
que:

xk ∈ B(x∗, r), para todo k > K3

luego, si definimos K = máx {K1, K2, K3} entonces tenemos que∥∥∥µk [HT
k Hk

]−1
∥∥∥ = µk

∥∥∥[HT
k Hk

]−1
∥∥∥

≤ 1

2ν2
(ν2)

=
1

2
para todo k ≥ K,
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luego, por el Lema3.8, se tiene que:∥∥B−1
k

∥∥ =
∥∥∥(HT

k Hk + µkI
)−1
∥∥∥

≤

∥∥∥(HT
k Hk

)−1
∥∥∥

1−
∥∥∥[HT

k Hk

]−1
µkI
∥∥∥

≤ ν2

1− 1
2

= 2ν2

Por tanto,
‖B−1

k ‖ ≤ 2ν2 para todo k > K.

Para la demostración de la convergencia q-superlineal y q-cuadrática va-
mos a suponer la siguiente hipótesis:

H.6 F ′(x) Lipschitz continua en Rn.

Teorema 3.3. Supongamos que se cumplen las hipótesis H.1, H.2, H.3,
H.4 y H.5, sea {xk} una sucesión infinita generada por el Algoritmo
1, tal que {xk} converge a x∗, entonces:

a) {xk} converge a x∗ superlinealmente, esto es:

‖xk+1 − x∗‖ = o(‖xk − x∗‖)

b) {xk} converge a x∗ cuadráticamente si se cumple H.6, esto es:

‖xk+1 − x∗‖ = o(‖xk − x∗‖2)

Demostración. Primero vamos a demostrar el inciso:



3.3. Convergencia q-superlineal y q-cuadrática 77

a) Si se asume como verdaderas las hipótesis H.1, H.2, H.3, H.4 y H.5 se
tiene que por el Lema 3.9 existe un entero positivo K y una constante
ν > 0 tal que:

xk+1 = xk + dk, y
∥∥B−1

k

∥∥ ≤ 2ν2, para todo k > K.

Por otro lado, por la hipótesis H.2 y (3.9) , existen constantes C >
m > 0 y L1 constante Lipschitz tal que:

µk = βk ‖Φλ(xk)‖2

≤ C ‖Φλ(xk)− Φλ(x
∗)‖2

≤ CL2
1 ‖xk − x∗‖2 para todo k > K.

Luego, por la ecuación (2.45) y (3.8) se deduce que para todo k > K.

‖xk+1 − x∗‖ = ‖xk + dk − x∗‖
=
∥∥xk − x∗ −B−1

k ∇Ψλ(xk)
∥∥

=
∥∥xk − x∗ −B−1

k HT
k Φλ(xk)

∥∥
=
∥∥B−1

k Bk (xk − x∗)−B−1
k HT

k Φλ(xk)
∥∥

≤
∥∥B−1

k

∥∥∥∥Bk (xk − x∗)−HT
k Φλ(xk)

∥∥
Luego, por (3.17) tenemos

‖xk+1 − x∗‖ ≤
∥∥B−1

k

∥∥∥∥HT
k Hk (xk − x∗) + µk (xk − x∗)−HT

k Φλ(xk)
∥∥

=
∥∥B−1

k

∥∥∥∥HT
k [Hk (xk − x∗)− Φλ(xk)] + µk (xk − x∗)

∥∥
≤
∥∥B−1

k

∥∥{∥∥HT
k

∥∥ ‖Hk (xk − x∗)− Φλ(xk)‖+ µk ‖xk − x∗‖
}
,

además por (3.8) y la desigualdad triangular se cumple,

‖xk+1 − x∗‖ ≤ 2ν2
{
L ‖Hk (xk − x∗)− Φλ(xk) + Φλ(x

∗)‖+ 2ν2µk ‖xk − x∗‖
}

en consecuencia,

‖xk+1 − x∗‖ ≤ 2ν2L ‖Φλ(xk)− Φλ(x
∗)−Hk (xk − x∗)‖+2Cν2L2

1 ‖xk − x∗‖3 .
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Como, ∂BΦλ(x
∗) ⊂ ∂CΦλ(x

∗), por la Teorema 2.2, se tiene:

‖xk+1 − x∗‖ = o(‖xk − x∗‖) +O(‖xk − x∗‖3)

= o(‖xk − x∗‖),

esto indica que {xk} converge a la solución de (2.5) superlinealmente.

b) Para el caso en que F ′(xk) Lipschitz continua en Rn, por la Teorema
2.2 se tiene que:

‖xk+1 − x∗‖ = O(‖xk − x∗‖2) +O(‖xk − x∗‖3)

= O(‖xk − x∗‖2),

esto indica que {xk} converge a la solución de (2.5) cuadráticamente.



Capı́tulo 4
Resultados numéricos

En este caṕıtulo, iniciamos analizando numéricamente el Algoritmo 1
propuesto en el capitulo anterior, para la selección de λ se utiliza dos
técnicas; una es dejar λ = 2 fijo, y la otra es dejar λ dinámico como en
[38, 6], está última la describimos en el Algoritmo 2. Para tal fin, vamos
a comparar su desempeño numérico con otros cuatro algoritmos los cuales
los llamaremos de la siguiente manera:

LM: Algoritmo de región de confianza usando el método de
Levenberg-Marquardt como en la Figura 2.11.

LMHIB: Algoritmo h́ıbrido de Levenberg-Marquardt, que combina región
de confianza y búsqueda lineal (Algoritmo 1).

LMHDIN: Algoritmo h́ıbrido de Levenberg-Marquardt, que combina región
de confianza y búsqueda lineal con λ dinámico.

NG: Algoritmo Newton Global [33].

NGDIN: Algoritmo Newton Global con λ dinámico [38].

79
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Algoritmo 2 Parámetro λ dinámico

Entrada: Sean λ0 = 2, γ1 = 10−2, γ2 = 10−4, c1 = 10, c2 = 10−8.

si Ψλ(xk) ≤ γ1 entonces
λ←− Ψλ(xk)

si no
λ←− mı́n {c1Ψ(xk), λ}

fin si

si Ψλ(xk) ≤ γ2 entonces
λ←− mı́n {c2, λ}

fin si
Salida: λ

Los códigos para los algoritmos y funciones de prueba fueron desarrolla-
dos en el software Matlabr . Los experimentos numéricos se realizaron
en un computador con procesador Intel(R) Core(TM) de 2.50 GHz Los
parámetros utilizados en los algoritmos son los siguientes:

Región de confianza ρ1 = 0.25, ρ2 = 0.75, τ1 = 0.1, τ2 = 10,
∆min = 10−5, β0 = µ0 = 10−4, λ = 2

Búsqueda lineal λ = 2, t = 0.5, δ = 0.25

Para λ dinámico λ0 = 2

Se resolvieron 100 experimentos con distintos puntos iniciales, donde di-
chos puntos son vectores aleatorios tomados de la N − esfera1, de radio
r y centro en la solución del problema x∗ esto es, N(x∗; r).

Para las pruebas numéricas, consideramos 9 problemas de complementa-
riedad no lineal y que son considerados problemas “dif́ıciles”, en lo que

1Definimos N − esfera centrada en z ∈ RN y radio r > 0 como

N(z, r) =: {x : ‖z − x‖ = r} ,

el cual es el conjunto de todos los puntos x ∈ RN tales que están a una distancia r de z
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respecta a convergencia. Estos problemas están asociados respectivamente
a las siguientes funciones:

Problema 4.1. Kojima Shindo (Koj-Shi) [52] dimensión n = 4. Sea
F : R4 → R4 definido por,

F (x) =


3x2

1 + 2x1x2 + 2x2
2 + x3 + 3x4 − 6

2x2
1 + 2x2

2 + x1 + 10x3 + 2x4 − 2

3x2
1 + x1x2 + 2x2

2 + 2x3 + 9x4 − 9

x2
1 + 3x2

2 + 2x3 + 3x4 − 3

 .

Este problema tiene una solución degenerada x∗ =
(√

6
2 0 0 1

2

)T
y una

solución no degenerada x∗ = (1 0 3 0)T .

Problema 4.2. Kojima Josephy (Koj-Jo)[32] dimensión n = 4.

Sea F : R4 → R4, definido por,

F (x) =


3x2

1 + 2x1x2 + 2x2
2 + x3 + 3x4 − 6

2x2
1 + 2x2

2 + x1 + 3x3 + 2x4 − 2
3x2

1 + x1x2 + 2x2
2 + 2x3 + 3x4 − 9

x2
1 + 3x2

2 + 2x3 + 3x4 − 3



Este problema tiene una única solución x∗ =
(√

6
2 0 0 1

2

)T
.

Problema 4.3. Mathiesen-Modificado (Math mod)[47] dimensión n =
4.

Sea F : R4 → R4 definido por,
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F (x) =



−x2 + x3 + x4

x1 − 0.9

(
5x3 + 3x4

x2 + 1

)
5− x1 − 0.1

(
5x3 + 3x4

x2 + 1

)
3− x1


.

Este problema tiene infinitas soluciones de la forma x∗ = (a 0 0 0)T ,
con a ∈ [0, 3] .

Problema 4.4. Mathiesen (Mathiesen)[52] dimensión n = 4.

Sea F : R4 → R4 definido por

F (x) =



−x2 + x3 + x4

x1 − α
(
b1x3 + b2x4

x2

)
b1 − x1 − (1− α)

(
b1x3 + b2x4

x3

)
b2 − x1


.

Para encontrar una solución con x1 > 0, x2 > 0 y x2 + x3 + x4 = 1 ,
donde b1, b2 > 0 y α ∈ (0, 1) son constantes asociadas a esta función, se
tiene que la solución para el problema de complementariedad no lineal es:

a) Si αb1 > b2 , para cualquier τ > 0,

x∗ =

(
b2 τ

R

S
τ τ

(
R

S
− 1

))T
,
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donde R =
b1 − b2

b2
, S =

1− α
α
·

b) Si αb1 < b2 entonces para cualquier τ > 0,

x∗ =
(
αb1

τ

2

τ

2
0
)T

.

Problema 4.5. Billups (Billups) [7] dimensión n = 1.

Sea F : R→ R definido por,

F (x) = (x− 1)2 − 1.1.

Solución: x∗ = 1 +
√

1.1

Problema 4.6. Nash-Cournot (Nash Co) [32] dimensión n = 5 y n =
10.

Sea F : Rn
+ → Rn definido por,

Fi(x) = g′i(xi)− h

(
n∑
j=1

xi

)
− xih′

(
n∑
j=1

xi

)
, i = 1, . . . , n,

donde

g(xi) = cixi +
bi

1 + bi
l

1

bi
i x

1 +
1

bi
i , h (Q) = 5000

1

γQ
−

1

γ .

Los valores ci, li, bi son positivos y γ > 0. lo anterior se puede escribir
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en forma compacta como sigue:

F (x) = c +
1

e + b
L

1

bx

1

b −

 5000
n∑
i=1

xi


1

γ
e− 1

γ
n∑
i=1

xi

x

 ,

donde c = (c1 · · · cn)T , b = (b1 · · · bn)T , L = (l1 · · · ln)T , e =
(1 · · · 1)T .

Para este problema, se harán pruebas numéricas, con n = 5 y n = 10.
Los parámetros son tomados de [32, 20], es decir:

Para n = 5, el problema Nash-Cournot,

c = (10 8 6 4 2)T

b = (1.2 1.1 1 0.9 0.8)T

L = (5 5 5 5 5)T

e = (1 1 1 1 1)T

γ = 1.1,

la solución a este problemas es x∗ = (15.429 12.499 9.6635 7.1651 5.1326)T .

Para n = 10, el problema Nash-Cournot,

c = (5 3 8 4 5 1 3 7 4 6 3)T

b = (1.2 1 0.9 0.6 1.5 1 0.7 1.1 0.95 0.75)T

L = (10 10 10 10 10 10 10 10 10 10)T

e = (1 1 1 1 1 1 1 1 1 1)T
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y γ = 1.2 , la solución asociado a este problema es:

x∗ = (7.4415 4.0978 2.5906 0.9354 · · ·
17.9490 4.0978 1.3047 5.5901 3.2222 1.6771)T .

Problema 4.7. Geiger y Kanzow (Geiger-Kanzow) [29], dimensión
n = 10 y n = 256.

Sea F : Rn → Rn definido por

F (x) = Mx + q,

donde

M =



4 −1 0 · · · 0 0
−1 4 −1 · · · 0 0
0 −1 4 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · 4 −1
0 0 0 · · · −1 4


, q = (−1 − 1 · · · − 1)T .

Para n = 10, se tiene que la solución para el problema de complementa-
riedad lineal anterior es:

x∗ = (0.3660 0.4641 0.4904 0.4974 · · · 0.4974 0.4904 0.4641 0.3660)T .

Para el caso en que n = 256, la solución es:

x∗ = (0.3660 0.4641 0.4904 0.4974 0.4993 0.4998 0.5 · · ·
0.5 0.4998 0.4993 0.4974 0.4904 0.4641 0.3660)T .

Problema 4.8. Ahn (Ahn) [9]. F : Rn → Rn definido por,
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F (x) = Mx + q,

donde

M =



4 −2 0 · · · 0 0
1 4 −2 · · · 0 0
0 1 4 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · 4 −2
0 0 0 · · · 1 4


, q = (−1 − 1 · · · − 1)T .

Para n = 10, se tiene que la solución para el problema de complementa-
riedad lineal anterior es:

x∗ = (0.4081 0.3162 0.3366 0.3312 · · ·
0.3308 0.3272 0.3197 0.3031 0.2660 0.1835)T .

Para el caso en que n = 100, la solución es:

x∗ = (0.4082 0.3165 0.3371 0.3325 0.3335 0.3333 0.3333 · · ·
0.3332 0.3331 0.3328 0.3321 0.3306 0.3272 0.3197 0.3031 0.2660 0.1835)T .

Problema 4.9. Función casi Lineal de Brown (Brown) [60] dimen-
sión n = 100, 200, 400, 600 y n = 1000.

Sea F : Rn → Rn definida por,

Fi(x) =

{
fi(x)− fi(x∗) + 1, si i es impar,

fi(x)− fi(x∗), en otro caso.

donde,

x∗ = (0 1 0 1 . . .)T , y la función vectorial f = (f1, f2, . . . , fn) está definida
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como sigue:

fi(x) =


−(n+ 1) + xi +

n∑
j=1

xj, i = 1, 2, 3, . . . , n− 1,

−1 +
n∏
j=1

xj, i = n.

Se tiene que el vector x∗ es una solución no degenerada para el problema.

Para dar mayor claridad a los resultados numéricos obtenidos, declaramos
convergencia si ‖Ψ(xk)‖2 ≤ 10−6 y divergencia si el número de iteraciones
excedió las 200. Además, cuando haya convergencia se dice que hubo éxito;
en esos casos medimos el tiempo y número de iteraciones.

Para la implementación de los algoritmos, es importante mencionar que
para cada radio r = 0.1, 0.2, . . . , 100, se resolvieron 100 experimentos. Es
decir, se realizaron 100.000 experimentos por cada problema.

Las gráficas siguientes son el resultado de nuestros experimentos, en los
cuales estudiaremos el promedio de: número de éxitos, número de itera-
ciones y tiempo en el que el algoritmo determina la solución del problema
(tiempo de ejecución). Aśı como también, diremos que un algoritmo es
efectivo cuando alcanza un porcentaje alto de éxitos en un numero mı́ni-
mo de iteraciones, y eficiente cuando determina la solución en un tiempo
relativamente bajo.

Es por ello que analizaremos en conjunto: el número de éxitos respecto al
número de iteraciones y el número de éxitos con el tiempo en el que tarda
cada método en encontrar la solución del problema (tiempo de ejecución).
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Figura 4.1: Problema Khojima-Shindo, n=4, exp=100
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Figura 4.2: Problema Khojima-Shindo, n=4, exp=100
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Figura 4.3: Problema Khojima-Shindo, n=4, exp=100

De las Figuras 4.1 y 4.2 podemos observar el comportamiento de los al-
goritmos NG, NGDIN, LMHIB y LMHDIN, donde su porcentaje de
éxitos supera el 60 %, y el promedio de iteraciones oscila entre 30 y 45
iteraciones a medida que el radio aumenta. Además, a pesar de que el
método LM tiene un porcentaje alto de iteraciones, se observa que a me-
dida que el radio aumenta el promedio de éxitos se mantiene por encima
de 80 %, superando al resto de métodos. Es importante mencionar que el
parámetro de λ dinámico no aporta mucho, pues no refleja menor número
iteraciones ni mayor número de éxitos, para este problema. Para finalizar,
nuestro algoritmo LMHIB a pesar de que el número de iteraciones dis-
minuye, el porcentaje de éxitos se mantiene en un 60 % y 70 %, es decir
por debajo del resto de métodos.

En cuanto al tiempo de ejecución, analizando la figura 4.3, nos permi-
te concluir lo eficiente de los métodos NG y NGDIN, sin descartar el
método LM, pues el tiempo de convergencia es pequeño. Respecto al al-
goritmo LMHIB se puede ver lo eficiente que es cuando este encuentra
la solución.
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Figura 4.4: Problema Khojima-Josephy, n=4, exp=100
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Figura 4.5: Problema Khojima-Josephy, n=4, exp=100
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Figura 4.6: Problema Khojima-Josephy, n=4, exp=100

En las Figuras 4.4 y 4.5, se ve como los algoritmos NG y NGDIN, tiene
problema de convergencia, esto debido a la singularidad de las matrices
Hk. Además, a pesar que el algoritmos LM tiene un promedio de itera-
ciones entre 20 y 30, el alto porcentaje de convergencia, lo hace efectivo
respecto al resto de algoritmos. Por otro lado, se tiene que los algoritmos
LMHIB y LMHDIN para radios entre 5 y 30, el promedio de éxitos
no supera el 55 por ciento y para radios mayores a 40, se tiene que el
promedio de éxitos se mantiene entre 45 y 55 por ciento.

En cuanto al tiempo en determinar la solución, se observa como el algo-
ritmo LM es eficiente. Los métodos LMHIB y LMHDIN convergen, lo
hacen más rápido que el algoritmoLM.
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Figura 4.7: Problema Mathiesen, n=4, exp=100
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Figura 4.8: Problema Mathiesen, n=4, exp=100
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Figura 4.9: Problema Mathiesen, n=4, exp=100

De las Figuras 4.7 y 4.8, queremos resaltar que los algoritmos no superan
el 60 % de éxitos. Ademas, los algoritmo LMHIB y LMHDIN tiene
un comportamiento similar en cuanto al número de éxitos respecto al
número de iteraciones es menor el algoritmo LMHDIN. Por otro lado,
los algoritmos NG y NGDIN son los que mejor se posicionan en las
gráficas, pues el promedio de iteraciones oscila entre 10 y 15 iteraciones,
respecto al número de éxitos, se mantiene por encima del 35 %, para todos
los radios.

Queremos aclarar que durante los experimentos numéricas, para diver-
sos radios, la matriz H resultó mal condicionada, para dichos casos se
perturbo la matriz.

Por último, el tiempo de convergencia: en la Figura 4.9 se puede observar
que no hay una diferencia relevante, pero quienes mejores se comportan
son los algoritmos que solo usan búsqueda lineal es decir NG y NGDIN.
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Figura 4.10: Problema Mathiesen Modificado, n=4, exp=100
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Figura 4.11: Problema Mathiesen Modificado, n=4, exp=100
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Figura 4.12: Problema Mathiesen Modificado, n=4, exp=100

De la Figura 4.11, podemos observar que el número de éxitos de los algo-
ritmos, disminuye a medida que el radio aumenta. El porcentaje de éxitos
del algoritmo que solo usa región de confianza (LM) no supera el 60 %,
aśı como también se puede ver que el algoritmo LMHIB y LMHDIN
son los que mejor se comportan, respecto al número de éxitos, de otro
lado se puede observar que en la Figura 4.10 y 4.11, como el parámetro λ
dinámico hace que el los algoritmos desmejoren en cuanto al porcentaje
de número de éxitos y número de iteraciones.

Para finalizar, podemos observar en este problema, que los métodos LMHIB
y LMHDIN tiene un mejor comportamiento que los métodos NG, NG-
DIN y LM; esto, sin desmeritar el hecho que los métodos NG y NGDIN
cuando hallan la solución lo hacen con pocas iteraciones.

Respecto al tiempo de convergencia, como se observa en la Figura 4.12,
no hay una diferencia relevante, pero destacamos los métodos LMHIB
y LMHDIN por su porcentaje de éxitos.
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Figura 4.13: Problema Billups, n=1, exp=100
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É
x
it

os

NG NGDIN LM LMHDIN LMHIB

Figura 4.14: Problema Billups, n=1, exp=100
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Figura 4.15: Problema Billups, n=1, exp=100

La Figura 4.14 nos permite observar que los algoritmos NG y NGDIN
tiene un bajo porcentaje de éxitos, en cuanto a los otros tres métodos, se
puede observar que tiene un 100 % de éxito, por tanto para determinar
que método es mejor para este problema, podemos considera la Figuras
4.13 y 4.15: primero se observa como el algoritmo de LMHIB es quien
tiene menor número de iteraciones. Aśı como también, sigue siendo el al-
goritmo que tarda menos tiempo en determinar la solución al problema,
esto respecto a los otros dos algoritmos restantes. Sin embargo, no im-
plica que los otros sean malos, pues gráficamente se puede ver que estos
dos métodos LMHIB y LMHDIN resuelven el problema 4.5 de manera
eficiente y efectiva.
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Figura 4.16: Problema Nash-Cournot, n=5, exp=100
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Figura 4.17: Problema Nash-Cournot, n=5, exp=100
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Figura 4.18: Problema Nash-Cournot, n=5, exp=100

Podemos observar por las Figuras 4.16 y 4.17, los algoritmos NG y NG-
DIN son los que tienen menor número de iteraciones, pero su porcentaje
de éxitos disminuye considerablemente cuando el radio aumenta. Por otro
lado, los algoritmos LMHDIN y LMHIB son los que tiene un mejor
comportamiento, alcanzado un 100 % de éxito para radios r inferiores a
40, y el algoritmo de LM también tiene un buen comportamiento en
cuanto éxitos, pero claramente por la Figura 4.18 tiene mayor número de
iteraciones.

En cuanto al tiempo de convergencia, no hay un diferencia relevante que
se deba tener en consideración, a pesar que la gráfica tiene algunos saltos,
no hacen gran diferencia, es por ello que para este problema destacamos
el buen comportamiento de los algoritmos LMHDIN y LMHIB.
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Figura 4.19: Problema Nash-Cournot, n=10, exp=100
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Figura 4.20: Problema Nash-Cournot, n=10, exp=100
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Figura 4.21: Problema Nash-Cournot, n=10, exp=100

Para el problema de Nash-Cournot de dimensión n = 10, cuando el radio
aumenta. Las Figuras 4.19, 4.20 y 4.21 nos permiten ver el buen com-
portamiento de los algoritmos LMHDIN y LMHIB respecto al resto de
algoritmos. Donde, para los mencionados algoritmos es visible que tienen
un mayor porcentaje de éxito y un menor número de iteraciones.

Además el tiempo de convergencia es menor que el algoritmo LM, res-
pecto a los algoritmos NG y NGDIN podemos decir que es eficiente
cuando converge a la solución del problema, pero en general tiene un bajo
porcentaje de éxitos.
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Figura 4.22: Problema Geiger and Kanzow, n=10, exp=100
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Figura 4.23: Problema Geiger and Kanzow, n=10, exp=100
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Figura 4.24: Problema Geiger and Kanzow, n=10, exp=100

Para este problema de complementariedad lineal, podemos ver por la fi-
gura 4.23 que los métodos tienen un 100 % de éxito, es por ello que nos
centraremos en la figura 4.22 y 4.24.

Primero destacamos que todos los métodos resuelven el problema en un
número pequeño de iteraciones, además el paramento λ dinámico permite
que los algoritmos NGDIN y LMHDIN tengan menor número de ite-
raciones, de otro lado, respecto al tiempo que se demoran en determinar
la solución del problema claramente se observa que todos los métodos son
eficientes.
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Figura 4.25: Problema Geiger and Kanzow, n=128, exp=100
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Figura 4.26: Problema Geiger and Kanzow, n=128, exp=100
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Figura 4.27: Problema Geiger and Kanzow, n=128, exp=100

Respecto a las Figuras 4.25, 4.26 y 4.27 se puede deducir que cuando
aumentamos la dimensión para el problema de complementariedad lineal,
vemos que el comportamiento en cuanto al número de éxitos e iteraciones
se mantiene igual que para la dimensión n = 10.

Respecto al tiempo en que tarda los algoritmos en determinar la solución,
se ve con mayor claridad el buen comportamiento de los métodos NG y
NGDIN, además se puede observar que el parámetro λ dinámico ayuda
a disminuir el número de iteraciones y el tiempo de convergencia.
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Figura 4.28: Problema Ahn, n=10, exp=100
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Figura 4.29: Problema Ahn, n=10, exp=100
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Figura 4.30: Problema Ahn, n=10, exp=100

Los resultados numéricos para este problema de complementariedad lineal,
al igual que el anterior problema, nos permiten inferir el buen comporta-
miento de todos los algoritmos respecto porcentaje de número de éxitos,
número de iteraciones y promedio de tiempo.
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Figura 4.31: Problema Ahn, n=100, exp=100
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Figura 4.32: Problema Ahn, n=100, exp=100
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Figura 4.33: Problema Ahn, n=100, exp=100

Cuando aumentamos la dimensión para el problema Ahn, podemos ver dos
cambios relevantes, el primero fue el tiempo en que tarda los algoritmos
en determinar la solución, pero que se ajusta dado al tamaño de la matriz
que define el problema de complementariedad lineal, el segundo lo efectivo
que son los métodos (NG y NGDIN).

4.1. Resumen

Observando los resultados numéricos que se obtuvieron para los nueve
problemas presentados en este caṕıtulo, se evidencia lo eficiente de los
métodos que usan la estrategia de búsqueda lineal; es decir, cuando el
algoritmo determina una solución para el PCNL, el tiempo de ejecución es
considerablemente pequeño; en contraste, los algoritmos que usan región
de confianza nos proporciona mayor número de éxitos, por lo tanto el
usar la combinación de las dos estrategias (región de confianza y búsqueda
lineal) permitió conseguir un equilibrio entre eficiencia y eficacia.

El bajo porcentaje de éxitos de los algoritmos que usaron solo búsqueda
lineal en la mayoŕıa de los casos se debe a la singularidad de la matriz Hk.
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Por otro lado, el costo computacional que genera la estrategia de región
de confianza, se produce por la veces que se repite el proceso de resolver
un sistema lineal cada vez que se rechaza un iterante.

Respecto a los algoritmos (NG y NGDIN ) los cuales usaron el paso
de Newton, esperábamos que obtuvieran un mayor rapidez de convergen-
cia, respecto a los los algoritmos que usaron el paso de L.M (LMHIB
y LMHDIN), pero esta no fue en gran proporción. Adicional a esto, se
observo que el método LM genera un alto número de iteraciones pero
con un buen porcentaje de éxitos, para la mayoria de problemas nuestro
algoritmo h́ıbrido(LMHIB) ayudo a disminuir el número de iteraciones
y aumento el porcentaje de éxitos.

Por último, se propuso usar el parámetro λ dinámico con el fin de obser-
var mejor compartimiento de los algoritmo NG y LMHIB en cuanto al
número de éxitos, pero los resultados numéricos obtenidos no presentan
diferencias significativas en cuanto tiempo, número de iteraciones o éxitos
con respecto a λ = 2, posiblemente una nueva propuesta para variar el λ
dinámicamente puede generar mejores resultados.

4.2. Comparación numérica

En esta sección, vamos a hacer una comparación numérica entre el Al-
goritmo 1 y el algoritmo propuesto por Fan [20] el cual llamaremos
NMLMHIB, observemos que para λ = 2 el algoritmo Algoritmo 1 es
la versión monótona del algoritmo NMLMHIB (Algoritmo 3).
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Algoritmo 3 Algoritmo Hı́brido no monótono de Levenberg-M.

Entrada: Sea x0 ∈ Rn , 0 < ρ1 < ρ2 < 1, 0 < τ1 < 1 < τ2, β0 = µ0 > ∆min > 0,
δ ∈ (0, 1) , t ∈ (0, 1) , λ = 2 ηk = 0.15 k := 0 .

1: ∇ΨFB(xk)← HkΦFB(xk), donde Hk ∈ ∂ΦFB(xk).

2: dk ← −
(
HT
k Hk + µkIn

)−1∇ΨFB(xk).

3: mientras ‖∇Ψλ(xk)‖ < 10−6 y k < 200 hacer

4:
Predk ← −∇Ψλ(xk)

Tdk −
1

2
dTkH

T
k Hkdk

Aredk ← Ck −ΨFB(xk + dk)

donde,

Ck ←

{
ΨFB(xk) si k = 0

(ηkQk−1Ck−1 + ΨFB(xk))/Qk si k ≥ 1

Qk ←

{
1 si k = 0

(ηkQk−1 + 1)Qk si k ≥ 1

ρ̃k ← Aredk/Predk.

5: si ρ̃k ≥ ρ1 entonces
6: xk ← xk + dk

7: si no
8: Calcular αk := máx

{
tl|l = 0, 1, . . .

}
tal que

Ψλ(xk + αkdk) ≤ Ψλ(xk) + δαk∇Ψλ(xk)
Tdk

9: xk ← xk + αkdk
10: fin si
11: actualizar,

βk+1 ←


τ2βk si ρ̃k ≤ ρ1

βk si ρ̃k ∈ (ρ1, ρ2)
máx {τ1βk,∆min} si ρ̃k ≥ ρ2

12: µk ← βk‖Φλ(xk)‖2

13: ∇ΨFB(xk)← HkΦFB(xk),

14: dk ← −
(
HT
k Hk + µkIn

)−1∇ΨFB(xk).

15: k ← k + 1
16: fin mientras
17: Salida: xk+1.
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Es importante mencionar que este Algoritmo 3 es eficiente y robusto,
por ello, con base en los resultado de la anterior sección, consideramos
que se debe buscar un λ ∈ (0, 4) apropiado para que nuestro algoritmo sea
competitivo. Para ello, realizamos pruebas respecto a los Problemas 4.1,
4.3, 4.6, 4.8, 4.9, para distintos λ desde λ = 10−3 hasta λ = 3.998 con
incrementos de 10−3 y registramos la convergencia, número de iteraciones
y tiempo en hallar la solución del problema; con estos resultamos se quiere
determinar un λ ∈ (0, 4), que llamaremos λopt para el cual se obtiene el
menor número de iteraciones y menor tiempo de ejecución.

En cuanto a los vectores iniciales, consideramos los tomados en [20], según
el experimento numérico a realizar. Con el objetivo de hacer referencia
rápida, los enumeramos a continuación:

x1 = (2 2 2 2)T x9 = (−5 − 5 − 5 − 5)T

x2 = (5 0 5 0)T x10 = (5 5 5 5 5 5 5 5 5 5)T

x3 = (10 10 10 10)T x11 = (10 10 10 10 10 10 10 10 10 10)T

x4 = (103 103 103 103)T x12 = (1 2 3 4 5 6 7 8 9 10)T

x5 = (−10 − 10 − 10 − 10)T x13 = (5 4 3 2 1 6 7 8 9 10)T

x6 = (0.5 0.5 0.5 0.5)T x14 = (7 4 3 1 18 4 1 6 3 2)T

x7 = (1 2 1 2)T xn0 = (0 · · · 0)T

x8 = (100 100 100 100)T xn1 = (0.5 · · · 0.5)T

Los experimentos que se muestran en la Figura 4.34, nos permiten observar
que para algunos puntos iniciales, en relación con el menor tiempo y menor
número de iteraciones, el parámetro λ es el mismo, a dicho parámetro le
llamaremos λopt.
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(a) Problema Koj-Shi (b) Problema Math mod

(c) Problema Nash Co (d) Problema Ahn

(e) Problema Browm

Figura 4.34: λopt para el PCNL(F )
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En la siguiente tabla, encontramos los resultados obtenidos al resolver
los problemas anteriormente mencionados con los algoritmos LMHIB
y NMLMHIB, donde cada una de las columnas contiene la siguiente
información:

Problema: Nombre del problema.

λopt : λ optimo.

n: Dimensión del problema.

x0 : Punto inicial.

Método: Nombre del algoritmo.

k: Número de iteraciones.

Ψλ(x
∗) la función Ψλ evaluada en la solución del problema.

Tiempo: Tiempo CPU (en segundos).

Problema λopt n x0 Método k Ψλ(x
∗) Tiempo

Koj-Shi
3.955

4 x1
LMHIB 6 9.395e-15 0.00039

2 NMLMHIB 16∗ 1.605e-16 0.00120

Koj-Shi
3.965

4 x2
LMHIB 4 3.029e-14 0.00033

2 NMLMHIB 7 2.043e-24 0.00039

Koj-Shi
3.887

4 x3
LMHIB 6 2,089e-21 0.00052

2 NMLMHIB 17∗ 1.015e-16 0.00036

Koj-Shi
3.056

4 x4
LMHIB 6 2,641e-16 0.00017

2 NMLMHIB 13 5.39e-23 0.00036

Koj-Shi
0.239

4 x5
LMHIB 8 4,125e-25 0.00017

2 NMLMHIB 14∗ 6.953e-15 0.00027
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Problema λopt n x0 Método k Ψλ(x
∗) Tiempo

Math mod
0.710

4 x6
LMHIB 4∗ 9.000e-30 0.00069

2 NMLMHIB 4∗ 7.572e-24 0.00034

Math mod
3.911

4 x7
LMHIB 3 5.920e-14 0.00098

2 NMLMHIB 5 1.734e-17 0.00028

Math mod
3.913

4 x1
LMHIB 4∗ 5.423e-16 0.00047

2 NMLMHIB 4 6.393e-16 0.00028

Math mod
0.235

4 x8
LMHIB 4∗ 5,106e-14 0.00034

2 NMLMHIB 6∗ 1.570e-16 0.00038

Math mod
0.032

4 x9
LMHIB 4∗ 1,135e-13 0.00008

2 NMLMHIB 7∗ 0.100e-24 0.00022

Nash Co
0.074

10 x10
LMHIB 8 9.910e-28 0.00130

2 NMLMHIB 9 3.0310e-18 0.00183

Nash Co
1.154

10 x11
LMHIB 8 1.212e-25 0.00058

2 NMLMHIB 13 1.494e-17 0.00117

Nash Co
0.001

10 x12
LMHIB 8 6.060e-28 0.00044

2 NMLMHIB 10 5.810e-28 0.00073

Nash Co
0.070

10 x13
LMHIB 8 2.970e-28 0.00048

2 NMLMHIB 9 1.331e-16 0.00053

Nash Co
0.560

10 x14
LMHIB 5 2.408e-24 0.00028

2 NMLMHIB 6 4.915e-026 0.00038

Ahn
0.001

64 x56
0

LMHIB 2 3.889e-21 0.00216
2 NMLMHIB 5 7.520e-23 0.00380

Ahn
0.001

128 x128
0

LMHIB 2 7.842e-21 0.00798
2 NMLMHIB 5 1.516e-22 0.01603

Ahn
0.002

256 x256
0

LMHIB 2 9.431e-19 0.01703
2 NMLMHIB 5 3.043e-22 0.04070

Ahn
0.004

512 x512
0

LMHIB 2 1.167e-16 0.13078
2 NMLMHIB 5 6.100e-22 0.26298

Ahn
0.001

1024 x1024
0

LMHIB 2 6.319e-20 0.59541
2 NMLMHIB 5 1.2222e-21 1.48756

Brown
0.002

200 x200
1

LMHIB 2 1.711e-20 0.01989
2 NMLMHIB 5 5.182e-25 0.06695

Brown
0.002

400 x400
1

LMHIB 2 3.447e-20 0.07286
2 NMLMHIB 5 8.038e-26 0.17856

Brown
0.002

600 x600
1

LMHIB 2 4.782e-20 0.16194
2 NMLMHIB 5 2.684e-23 0.35405

Brown
0.002

800 x800
1

LMHIB 2 1.711e-20 0.32897
2 NMLMHIB 5 1.963e-24 0.71559

Brown
0.001

1000 x1000
1

LMHIB 2 1.886e-21 0.47225
2 NMLMHIB 5 2.727e-22 1.21139

Tabla 4.1: Resultados numéricos de los algoritmos LMHIB y NMLMHIB
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El asterisco (∗) denota que el punto ĺımite generado por los algoritmos es
la solución degenerada, de lo contrario es la solución no degenerada.

Con el objetivo de comparar el desempeño global del algoritmo 1, lo
comparamos con el algoritmo NMLMHIB propuesto en [20]. Para cada
punto inicial se realizaron 1000 experimento y el tiempo (CPU) es su
tiempo promedio en segundos.

Los resultados consignados en la tabla 4.1 muestran que para todos los pro-
blemas evaluados en los distintos puntos iniciales, tanto el número de ite-
raciones como el tiempo de ejecución del Algoritmo 1 (LMHIB) es con-
siderablemente menor que los reportados por el algoritmo NMLMHIB
[20]. Otro aspecto importante a tener en cuenta es que el Algoritmo 1,
para todos los problemas, usa en la mayoŕıa de pasos región de confianza.

Por otro lado, destacamos los resultados que obtuvo el algoritmo LMHIB
para el problema de Ahn, pues el número de iteraciones y el tiempo en
el cual determina la solución del problema son notablemente pequeño,
respecto al número de iteraciones es menor que el algoritmo NMLMHIB.

4.3. Comentarios finales

El enfoque tradicional para para resolver el PCNL(F ) (1.1) implica re-
formular el problema, como un problema de optimización[37, 28, 63, 1] o
como un sistema no lineal, no diferenciable [46, 68, 67]. Nuevos métodos
surgen para resolver el problema de optimización, los cuales se basan en
la clase de métodos de región de confianza [39, 34] y también, métodos
h́ıbridos de región de confianza y búsqueda lineal [20, 44, 45].

Motivados por los resultados obtenidos en [20], quienes resolvieron el
PCNL (1.1), a través de la reformulación como un problema de minimi-
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zar la función de mérito 2.23 usando la función de complementariedad de
Fischer-Burmeister en la reformulación del sistema no lineal (2.3), en este
trabajo de investigación, propusimos un algoritmo h́ıbrido que combina
las técnicas de búsqueda lineal y región de confianza, donde cada paso se
usa el método de Levenberg-Marquardt, además para la reformulación co-
mo un problema de minimización (2.24), usamos la familia uniparamétrica
de funciones de complementariedad (2.2). Desarrollamos la teoŕıa de con-
vergencia del método y realizamos pruebas numéricas para analizar su
desempeño.

Los experimentos nos llevaron a proponer un λopt para el cual se obtuvie-
ron ventajas notorias respecto al número de éxitos y en cuanto al tiempo
de ejecución del método. Además, para posteriores trabajos creemos que
es posible incorporar una estrategia que permita elegir el parámetro λ con
el objetivo de mejorar la efectividad del algoritmo 1.

Para trabajos futuros, creemos que la combinación no monótona de la
búsqueda lineal y región de confianza (NMLMHIB) proporcionará una
alta efectividad en cuanto a la convergencia del algoritmo, es por ello que el
Algoritmo 1 pueda ser mejorado usando la técnica no monótona, además
si se escoge un λopt proporcionaŕıa mayor rapidez de convergencia.
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