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Directora
Dra. Rosana Pérez Mera
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Capı́tulo 1
Introducción

Dada F : Rn → Rn, F (x) = (F1(x), . . . , Fn(x)) continuamente diferenciable, el Pro-
blema de Complementariedad No Lineal (PCNL(F)) consiste en encontrar un vector
x ∈ Rn que satisfaga las tres condiciones siguientes,

x ≥ 0, F (x) ≥ 0, xTF (x) = 0. (1.1)

En este contexto, decimos que un vector es no negativo, si todas sus componentes lo son.
La tercera condición en (1.1) exige que los vectores x y F (x) sean ortogonales, por
ello, es llamada condición de complementariedad.

El Problema de Complementariedad no Lineal surge en diversas aplicaciones de F́ısica,
Ingenieŕıa y Economı́a [2] [21] [9] [14]. Su importancia se debe a que el concepto de
complementariedad es sinónimo de la noción de sistema en equilibrio.

Una técnica, quizá la más popular, para resolver el problema consiste en reformularlo
como un sistema de ecuaciones no lineales mediante una función de complementariedad
ϕ : R2 → R tal que

ϕ(a, b) = 0⇐⇒ a ≥ 0, b ≥ 0, ab = 0. (1.2)

Ejemplos de este tipo de funciones son las siguientes:

Función mı́nimo [28].
ϕ(a, b) = mı́n {a, b} .
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Función de Fischer [15].

ϕ(a, b) =
√
a2 + b2 − a− b.

Familia uniparamétrica de funciones de complementariedad [19].

ϕλ(a, b) =

√
(a− b)2 + λab− a− b, λ ∈ (0, 4) . (1.3)

Clase de funciones de complementariedad [18]

ϕν(a, b) = a+ b−
√
ν (a− b)2 + (1− ν) (a2 + b2), ν ∈ [0, 1] . (1.4)

Observemos que ϕλ se reduce a la función de Fischer cuando λ = 2 y tiende a un
múltiplo de la función mı́nimo cuando λ tiende a cero. Por otra parte, ϕν se reduce a
la función de Fischer cuando ν = 0. Vale la pena mencionar que a pesar que existen
numerosas funciones de complementariedad las funciones mı́nimo y Fischer han sido las
más utilizadas en la reformulación del problema de complementariedad no lineal [19].

Para reformular el PCNL(F) como un sistema de ecuaciones no lineales, se considera
una función de complementariedad ϕ, una función Φ: Rn → Rn y se define el sistema
de ecuaciones no lineales

Φ (x) =

 ϕ(x1, F1(x))
...

ϕ(xn, Fn(x))

 = 0, (1.5)

el cual, debido a la falta de suavidad de ϕ, es un sistema no diferenciable. De la definición
de función de complementariedad dada en (1.2), se deduce que un vector x∗ resuelve el
sistema (1.5) si, y solo si, x∗ resuelve el PCNL(F).

Para resolver (1.5) y con ello, resolver el PCNL(F), se han propuesto algoritmos tipo
Newton no suaves [31] [34], también llamados de Newton generalizados; tipo cuasi Newton
generalizados [6] [22] [23], entre otros [1] [7] [13] [24] [29] [33]. Para globalizar estos
métodos, se resuelve el problema de minimización

Minimizar Ψ(x), (1.6)

x ∈ Rn
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donde la función de mérito natural [27] Ψ: Rn → R es definida por

Ψ(x) =
1

2
‖Φ(x)‖2

2.

Por otra parte, en los métodos tipo Newton generalizados es necesario acudir al concepto
de jacobiano generalizado [11], definido para G : Rn → Rn, Lipschitz continua, en un
punto x, como el conjunto

∂G(x) = conv
{

ĺım
k→∞

G′(xk) ∈ Rn×n : ĺım
k→∞

xk → x, xk ∈ DG

}
, (1.7)

donde DG es el conjunto de todos los puntos de Rn donde G es diferenciable y conv {A}
representa la envolvente convexa de A. Este conjunto es no vaćıo, convexo y compacto
[12]. Usualmente, el conjunto (1.7) es dif́ıcil de calcular, en especial cuando n > 1.
Por ello, una alternativa para su implementación práctica es utilizar la subestimación
propuesta en [12]:

∂G(x)T ⊆ ∂G1(x)× · · · × ∂Gn(x),

donde el lado derecho, denotado en [20] por ∂CG(x)T y llamado el C-subdiferencial
de G en x, es el conjunto de matrices en Rn×n con la i-ésima columna dada por el
gradiente generalizado de la i-ésima componente de la función G.

Otra estrategia para resolver (1.5) es la de suavización del jacobiano propuesta en [10] y
llamada aśı, en [20]. La idea general de los métodos que usan esta estrategia, es aproximar
la función Φ por una función suave Φµ : Rn → Rn, donde µ > 0 denota el parámetro
de suavización, para posteriormente resolver una sucesión de sistemas de ecuaciones no
lineales suavizados,

Φµ(x) =

 ϕµ(x1, F1(x))
...

ϕµ(xn, Fn(x))

 = 0, (1.8)

con µ tendiendo a cero y ϕµ una suavización de la función de complementariedad ϕ
usada en la reformulación (1.5). El sistema (1.8) se resuelve, en cada iteración, mediante
la solución del sistema de ecuaciones lineales (ecuación de Newton h́ıbrida),

Φ
′

µ(xk)sk = −Φ(xk), (1.9)

donde Φ
′
µ(xk) es la matriz jacobiana de la función Φµ en xk. Asociada al sistema

suavizado (1.8). En [20], los autores consideran la función de mérito relacionada con la
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función Ψ previamente definida

Ψµ(x) =
1

2
‖Φµ(x)‖2

2,

en la globalización de su algoritmo.

En [20], los autores presentan un nuevo algoritmo basado en la estrategia de suaviza-
ción del jacobiano para resolver problemas de complementariedad no lineal, mediante su
reformulación como un sistema de ecuaciones no lineales usando la función de Fischer-
Burmeister y muestran un buen desempeño numérico de su algoritmo. Motivados por
los resultados obtenidos en [20] con la función de Fischer y teniendo en cuenta que, esta
función es un caso particular de la familia (1.3), cuando λ = 2, en el presente trabajo de
investigación, usamos dicha familia de funciones de complementariedad en conexión con
la estrategia del jacobiano suavizado para proponer un nuevo algoritmo para resolver el
PCNL(F) mediante su reformulación como un sistema no lineal no diferenciable. Este
algoritmo, puede verse como una generalización del propuesto en [20] para cualquier
miembro de la familia ϕλ con λ en (0, 4).

Por otra parte, nos gustaŕıa mencionar que finalizando nuestra investigación, conocimos
de la publicación de un nuevo algoritmo tipo Newton suavizado para resolver problemas
de complementariedad no lineal [36], el cual considera la familia de funciones de com-
plementariedad (1.4) y una suavización de la misma, propuesta en [35]. Este algoritmo
usa una técnica tipo Levenberg-Marquard (usada para resolver problemas de mı́nimos
cuadrados no lineales [13]) para aproximar la matriz hessiana de la función de mérito,
respectiva. Con ello, también controlan la no singularidad de dicha matriz. Teniendo en
cuenta lo novedoso de su estrategia, que también usan una familia de funciones de com-
plementariedad (diferente de la que usamos nosotros, pero familia, al fin) y los buenos
resultados del desempeño de su algoritmo, decidimos incluir este algoritmo en la com-
paración numérica que realizamos en nuestra investigación. Los resultados numéricos
muestran que nuestro algoritmo, en general, presenta un mejor desempeño (medido con
la norma 2).

El presente documento está organizado de la siguiente forma.

En el Caṕıtulo 2, presentamos detalladamente la estrategia de suavización del jaco-
biano aplicada a la función Φλ, describimos expĺıcitamente la matriz jacobiana de su
suavización, que corresponde a la matriz de coeficientes de los sistemas lineales (1.9)
y encontramos una cota superior del parámetro µ que será de gran importancia en la
propuesta algoŕıtmica.



9

En el Caṕıtulo 3, presentamos algunos resultados teóricos preliminares que serán uti-
lizados en el desarrollo de la teoŕıa de convergencia del algoritmo propuesto.

En el Caṕıtulo 4, proponemos un algoritmo con jacobiano suavizado para resolver
problemas de complementariedad no lineal que generaliza el algoritmo presentado en
[20] a todos los miembros de la familia ϕλ, con λ ∈ (0, 4). Además, demostramos que
el algoritmo está bien definido.

En el Caṕıtulo 5, desarrollamos la teoŕıa de convergencia global del método propuesto.

En el Caṕıtulo 6, bajo ciertas hipótesis, demostramos que el Algoritmo 4.1 converge
local y, q-súperlinealmente o q-cuadráticamente a una solución del problema de comple-
mentariedad.

En el Caṕıtulo 7, analizamos el desempeño numérico del algoritmo propuesto. Para
ello, exploramos su comportamiento cuando variamos el parámetro λ y comparamos los
resultados con los obtenidos en [4] [20] [36], para otras propuestas algoŕıtmicas. Además,
mostramos la bondad de tener un algoritmo global frente a uno local.

Finalmente, el Caṕıtulo 8, contiene algunos comentarios finales sobre lo realizado y
trabajos futuros.



Capı́tulo 2
La estrategia de suavización del jacobiano
aplicada a Φλ(x) = 0.

En este caṕıtulo describimos detalladamente, la estrategia del jacobiano suavizado para
resolver el problema de complementariedad no lineal usando su reformulación (1.5), con
ϕ definida por (1.3) y su suavización definida recientemente en [3]. Complementamos
esta descripción con la deducción de la forma expĺıcita de la matriz jacobiana de la
suavización y presentamos algunos resultados teóricos útiles en desarrollos posteriores.

En primer lugar, consideramos la reformulación (1.5) del PCNL(F) como el sistema de
ecuaciones no lineales, no diferenciable,

Φλ (x) =

 ϕλ(x1, F1(x))
...

ϕλ(xn, Fn(x))

 = 0, (2.1)

donde ϕλ es la familia de funciones de complementariedad (1.3).

Recordemos que, un método de Newton generalizado para resolver el sistema (2.1), debe
resolver, en cada iteración, el sistema de ecuaciones lineales

Hksk = −Φλ(xk), (2.2)

donde Hk ∈ ∂Φλ(xk) o Hk ∈ ∂CΦλ(xk). Vale la pena mencionar que, en este documento
usaremos matrices Hk ∈ ∂CΦλ(xk).

10
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Con el propósito de definir un método de jacobiano suavizado para (2.1), seguimos la idea
básica de la estrategia del jacobiano suavizado dada en [20] y consideramos la suavización
de ϕλ propuesta en [3] definida por

ϕλµ(a, b) =
√

(a− b)2 + λab+ (4− λ)µ− a− b, (2.3)

para todo λ ∈ (0, 4) y µ > 0.

Para simplificar notación en cálculos posteriores, usaremos la notación propuesta en [3],
para el primer sumando del lado derecho en (2.3), es decir,

Gλµ(a, b) =
√

(a− b)2 + λab+ (4− λ)µ. (2.4)

Observemos que el problema de la no diferenciabilidad de ϕλ se soluciona con su suavi-
zación ϕλµ, la cual es una función continuamente diferenciable para todo (a, b) ∈ R2.
Además, es claro que a medida que µ tiende a cero, ϕλµ, se acerca a ϕλ.

Como es de esperarse, la distancia entre la función de complementariedad ϕλ y su suavi-
zación ϕλµ está acotada superiormente por una constante que depende de los parámetros
λ y µ. Esto, es un caso particular de la siguiente proposición, la cual será de utilidad
en la pruebas de convergencia que presentamos en un caṕıtulo posterior.

Proposición 2.1. La función ϕλµ satisface la desigualdad

|ϕλµ1(a, b)− ϕλµ2(a, b)| ≤
√

4− λ|√µ1 −
√
µ2|,

para todo (a, b) ∈ R2 y todo µ1, µ2 ≥ 0. En particular, tenemos

|ϕλµ − ϕλ| ≤
√

4− λ√µ,

para todo (a, b) ∈ R2, λ ∈ (0, 4) y todo µ ≥ 0.
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Demostración. Sean (a, b) ∈ R2, µ1 y µ2 no negativos, tales que µ1 6= µ2.

|ϕλµ1(a, b)− ϕλµ2(a, b)| = |Gλµ1(a, b)−Gλµ2(a, b)|

=

∣∣∣∣G2
λµ1

(a, b)−G2
λµ2

(a, b)

Gλµ1(a, b) +Gλµ2(a, b)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ (µ1 − µ2)(4− λ)

Gλµ1(a, b) +Gλµ2(a, b)

∣∣∣∣
Ahora, observemos que Gλµ(a, b) ≥

√
µ(4− λ) , luego

1

Gλµ1(a, b)
≤ 1
√
µ1

√
4− λ

|ϕλµ1(a, b)− ϕλµ2(a, b)| ≤
|(µ1 − µ2)(4− λ)|

(
√
µ1 +

√
µ2)
√

4− λ
de ah́ı que

|ϕλµ1(a, b)− ϕλµ2(a, b)| ≤ |
√
µ1 −

√
µ2|
√

4− λ.

En particular, cuando µ1 = µ y µ2 = 0, se obtiene

|ϕλµ − ϕλ| ≤
√

4− λ√µ.

A partir de (2.3), definimos la función Φλµ : Rn → Rn de la siguiente forma,

Φλµ(x) =


ϕλµ(x1, F1(x))

ϕλµ(x2, F2(x))

...

ϕλµ(xn, Fn(x))

 · (2.5)

Como consecuencia de la Proposición 2.1 tenemos la siguiente proposición que, en
particular, da una cota superior para la distancia entre Φλ y su aproximación Φλµ.

Proposición 2.2. Las siguientes desigualdades se tienen para la función Φλµ

i) ‖Φλµ1 − Φλµ2‖ ≤ κ|√µ1 −
√
µ2|.
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2i) ‖Φλµ − Φλ‖ ≤ κ
√
µ.

para todo x ∈ Rn, y µ, µ1, µ2 ≥ 0, donde κ =
√
n(4− λ).

Demostración.

‖Φλµ1(x)− Φλµ2(x)‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥


ϕλµ1(x1, F1(x))
ϕλµ1(x2, F2(x))

...
ϕλµ1(xn, Fn(x))

−


ϕλµ2(x1, F1(x))
ϕλµ2(x2, F2(x))

...
ϕλµ2(xn, Fn(x))


∥∥∥∥∥∥∥∥∥ .

Usando la definición de la norma dos y la Proposición 2.1, tenemos que,

‖Φλµ1(x)− Φλµ2(x)‖ =

√√√√ n∑
i=1

[ϕλµ1(xi, Fi(x))− ϕλµ2(xi, Fi(x))]2

≤

√√√√ n∑
i=1

[
(
√
µ1 −

√
µ2)
√

4− λ
]2

=

√
n
[
(
√
µ1 −

√
µ2)
√

4− λ
]2

=
√
n(4− λ)|√µ1 −

√
µ2|.

La segunda parte de la proposición se obtiene eligiendo µ1 = µ y µ2 = 0.

Con la información anterior, tenemos que, una iteración del método con jacobiano sua-
vizado para resolver (2.1), es de la forma:

Φ′λµ(xk)sk = −Φλ(xk) (2.6)

xk+1 = sk + xk,

donde Φ′λµ(xk) es la matriz jacobiana de Φλµ en xk.

De (2.2) y (2.6), podemos inferir que un método de suavización del jacobiano trata de
resolver directamente la reformulación Φλ(x) = 0, reemplazando la matriz Hk en el
conjunto ∂CΦλ(x), por una aproximación Φ′λµk(xk) de dicha matriz. Desde este punto
de vista, podemos interpretar los métodos de jacobiano suavizado como métodos tipo,
cuasi-Newton generalizados.
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La matriz jacobiana Φ′λµ(x) juega un papel central en el método de jacobiano suavizado
que propondremos. Una forma general de la matriz jacobiana de Φλµ está dada por:

Φ′λµ(x) =


∇ϕλµ(x1, F1(x))T

∇ϕλµ(x2, F2(x))T

...

∇ϕλµ(xn, Fn(x))T

 . (2.7)

Con el fin de describir expĺıcitamente cada una de las filas de Φ′λµ(x), usamos la función
definida en (2.4) para la cual, su gradiente esta dado por,

∇Gλµ(a, b) =


2(a− b) + λb

2Gλµ(a, b)

−2(a− b) + λa

2Gλµ(a, b)

 :=

 αλµ(a, b)

βλµ(a, b)

 . (2.8)

De (2.3) y (2.8) tenemos que, para cualquier (x, y) ∈ R2,

∇ϕλµ(a, b) = ∇Gλµ(a, b)−

 1

1

 =

 αλµ(a, b)− 1

βλµ(a, b)− 1

 . (2.9)

Para mayor claridad en la lectura de este documento definimos las variables auxiliares
u y v por, u = x1 y v = F1(x). Aśı, usando la regla de la cadena tenemos que,

∇ϕλµ(x1, F1(x)) = ∇ϕλµ(u, v) =



∂ϕλµ
∂u

∂u

∂x1

+
∂ϕλµ
∂v

∂v

∂x1

∂ϕλµ
∂u

∂u

∂x2

+
∂ϕλµ
∂v

∂v

∂x2
...

∂ϕλµ
∂u

∂u

∂xn
+
∂ϕλµ
∂v

∂v

∂xn


,
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con lo cual,

∇ϕλµ(u, v) =



(αλµ(u, v)− 1) 1 + (βλµ(u, v)− 1)
∂F1(x)

∂x1

(αλµ(u, v)− 1) 0 + (βλµ(u, v)− 1)
∂F1(x)

∂x2

...

(αλµ(u, v)− 1) 0 + (βλµ(u, v)− 1)
∂F1(x)

∂xn


= (αλµ(u, v)− 1) e1 + (βλµ(u, v)− 1)∇F1(x).

Luego, la primera fila de la matriz (2.7) es dada por

∇ϕλµ(x1, F1(x))T = (αλµ(x1, F1(x))− 1) eT1 + (βλµ(x1, F1(x))− 1)∇F1(x)T ,

y de forma análoga, la fila i -ésima de la matriz Φ′λµ(x) está dada por,

∇ϕλµ(xi, Fi(x))T = (αλµ(xi, Fi(x))− 1)eTi + (βλµ(xi, Fi(x))− 1)∇Fi(x)T .

Por lo tanto, una forma matricial de la expresión Φ′λµ(x) es:

Φ′λµ(x) =


(αλµ(x1, F1(x))− 1)eT1 + (βλµ(x1, F1(x))− 1)∇F1(x)T

(αλµ(x2, F2(x))− 1)eT2 + (βλµ(x2, F2(x))− 1)∇F2(x)T

...

(αλµ(xn, Fn(x))− 1)eTn + (βλµ(xn, Fn(x))− 1)∇Fn(x)T

 ,

en forma compacta,

Φ′λµ(x) = diag(A1(x), . . . , An(x)) + diag(B1(x), . . . , Bn(x))F ′(x), (2.10)

donde para todo, i = 1, . . . , n,

Ai(x) = αλµ(xi, Fi(x))− 1,

Bi(x) = βλµ(xi, Fi(x))− 1.
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La siguiente proposición [3], garantiza que cuando el parámetro µ tiende a cero entonces
la distancia entre Φ′λµ(x) y el conjunto ∂CΦλ(x), también tiende a cero, lo cual hace
que tenga sentido reemplazar la iteración de Newton generalizada (2.2) por (2.6).

Proposición 2.3. Sean x ∈ Rn y µ > 0, arbitrario pero fijo. Entonces

ĺım
µ→0

dist(Φ′λµ(x), ∂CΦλ(x)) = 0.

Como consecuencia de esta proposición, para cada δ > 0 existe µ̄ = µ̄(x, δ) > 0 tal que,

dist(Φ′λµ(x), ∂CΦλ(x)) ≤ δ,

para todo 0 < µ ≤ µ̄.

Para obtener una expresión expĺıcita para µ̄, de gran importancia en el algoritmo que
propondremos, ya que da una cota superior para µ, procedemos en forma análoga a lo
hecho en [20], como se verifica en la siguiente proposición.

Proposición 2.4. Sea x ∈ Rn arbitrario. Suponga que x no es una solución del pro-
blema de complementariedad no lineal y

γ(x) =
1

2
máx
i/∈β(x)

{‖ [2(xi − Fi(x)) + λFi(x)] ei + [−2(xi − Fi(x)) + λxi]∇Fi(x)‖}

y
α(x) = mı́n

i/∈β(x)

{
(xi − Fi(x))2 + λxiFi(x)

}
> 0,

con definido por β(x) = {i : xi = 0 = Fi(x)} . Sea δ > 0, defina

µ(x, δ, λ) :=


1 si

nγ(x)2

δ2
− α(x) ≤ 0

α(x)2

4− λ

(
δ2

nγ(x)2 − δ2α(x)

)
otro caso.

Entonces
distF (Φ′λµ(x), ∂CΦλ(x)) ≤ δ,

para todo µ tal que 0 < µ < µ(x, δ, λ).
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Demostración. Dado que x no es solución del PCNL(F), {1, . . . , n} \ β(x) 6= ∅, con lo
cual, α(x) > 0 . Además

distF (Φ′λµ(x), ∂CΦλ(x)) = distF (∇Φλµ(x), ∂CΦ(x)T )

=

√√√√ n∑
i=1

[dist2([∇Φλµ(x)]i, ∂Φλ,i(x))]2. (2.11)

Por la Proposición 3.2, es suficiente considerar la distancia entre las i-ésimas columnas
de ∇Φλµ(x) y ∂CΦT

λ (x) . De la forma matricial en (2.7) y de la Proposición 3.6
sabemos que las columnas están dadas respectivamente por

[∇Φλµ(x)]i = (αλµ(xi, Fi(x))− 1)ei + (βλµ(xi, Fi(x))− 1)∇Fi(x)

y

∂Φλ,i(x) =

{
(αλ(xi, Fi(x))− 1)ei + (βλ(xi, Fi(x))− 1)∇Fi(x) si i ∈ β(x)

(σi − 1)ei + (ρi − 1)∇Fi(x) si i /∈ β(x)

donde (σi, ρi) ∈ R2 y ‖(σi, ρi)‖ ≤
√
cλ, cλ ∈ (0, 2).

Para el análisis de la distancia entre las columnas, es necesario considerar dos casos

Caso 1: Si i ∈ β(x) entonces (xi, Fi(x)) = (0, 0),

[∇Φλµ(x)]i = −ei −∇Fi(x),

que coincide con ∂Φλ,i(x) para (σi, ρi) = (0, 0), por lo tanto,

dist2([∇Φλµ(x)]i, ∂Φλ,i(x)) = 0 (2.12)

y cualquier δ > 0 sirve.

Caso 2: Si i /∈ β(x) entonces el Jacobiano generalizado está formado por un solo
elemento, la matriz jacobiana de Φλ(x). La distancia D = dist2

(
[∇Φ′λµ(x)]i, ∂Φλ,i(x)

)
esta dada por:
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D =
∥∥[∇Φλµ(x)]i −∇Φλ,i(x)

∥∥
=

∥∥∥∥(2(xi − Fi(x)) + λFi(x)

2Gλµ(xi, Fi(x))
− 1

)
ei +

(
−2(xi − Fi(x)) + λxi

2Gλµ(xi, Fi(x))
− 1

)
∇Fi(x)

−
(

2(xi − Fi(x)) + λFi(x)

2Gλ(xi, Fi(x))
− 1

)
ei −

(
−2(xi − Fi(x)) + λxi

2Gλ(xi, Fi(x))
− 1

)
∇Fi(x)

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥1

2
(2(xi − Fi(x)) + λFi(x))

(
1

Gλµ(xi, Fi(x))
− 1

Gλ(xi, Fi(x))

)
ei

+
1

2
(−2(xi − Fi(x)) + λxi)

(
1

Gλµ(xi, Fi(x))
− 1

Gλ(xi, Fi(x))

)
∇Fi(x)

∥∥∥∥
=

1

2

(
1

Gλ(xi, Fi(x))
− 1

Gλµ(xi, Fi(x))

)
‖(2(xi − Fi(x)) + λFi(x))ei

+ (−2(xi − Fi(x)) + λxi)∇Fi(x)‖

Usando la definición de γ(x), tenemos que

D = dist2
(
[∇Φ′λµ(x)]i, ∂Φλ,i(x)

)
≤
(

1

Gλ(xi, Fi(x))
− 1

Gλµ(xi, Fi(x))

)
γ(x)

y por la definición α(x) tenemos que, α(x) ≤ (xi − Fi(x))2 + λxiFi(x), para todo i.
Además, por el Lema 3.1 tenemos que

h(α(x)) ≥ h((xi − Fi(x))2 + λxiFi(x)),

es decir,

1

Gλ(xi, Fi(x))
− 1

Gλµ(xi, Fi(x))
≤ 1√

α(x)
− 1√

α(x) + (4− λ)µ
,

por lo tanto,

dist2
(
[∇Φ′λµ(x)]i, ∂Φλ,i(x)

)
≤

(
1√
α(x)

− 1√
α(x) + (4− λ)µ

)
γ(x)

≤

( √
(4− λ)µ√

α(x)
√
α(x) + (4− λ)µ

)
γ(x).
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Ahora demostremos que,( √
(4− λ)µ√

α(x)
√
α(x) + (4− λ)µ

)
γ(x) ≤ δ√

n
, (2.13)

para todo 0 < µ < µ(x, δ, λ).

Si γ(x) = 0 la desigualdad se satisface trivialmente para todo µ > 0. Supongamos que,
γ(x) > 0 y consideremos la expresión equivalente a (2.13)

α(x)2 ≥ (4− λ)µ

(
nγ(x)2

δ2
− α(x)

)
.

Si
nγ(x)2

δ2
−α(x) ≤ 0 entonces la desigualdad se satisface para todo µ > 0, en particular

para µ ∈ (0, 1]. En otro caso, se tiene que

µ ≤ α(x)2

4− λ

(
δ2

nγ(x)2 − δ2α(x)

)
= µ(x, δ, λ)

por tanto, para todo 0 < µ < µ(x, δ, λ),

dist2
(
[∇Φ′λµ(x)]i, ∂Φλ,i(x)

)
≤ δ√

n
, (2.14)

por (2.11), (2.12) y (2.14) concluimos que,

distF
(
Φ
′

λµ(x), ∂CΦλ(x)
)
≤

√
n∑
i=1

δ2

n
= δ,

para todo 0 < µ < µ(x, δ, λ).

Dado que nuestra propuesta es un algoritmo global para resolver el PCNL(F), indirec-
tamente a través de su reformulación (2.1), consideramos la función de mérito natural
para el problema (2.1), Ψλ : Rn → R, definida por,

Ψλ(x) =
1

2
Φλ(x)TΦλ(x). (2.15)

Aśı, la idea es resolver el PCNL(F) minimizando la función de mérito Ψλ. Un problema a
tener en cuenta al considerar ese método de minimización es que la dirección encontrada
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en (2.6) no necesariamente es una dirección de descenso para Ψλ en el punto xk.
Siguiendo lo hecho en [20], una alternativa, es usar dicha dirección para reducir la función
de mérito relacionada

Ψλµ(x) =
1

2
Φλµ(x)TΦλµ(x). (2.16)

Además, para garantizar que el algoritmo este bien definido para un PCNL(F) arbitrario,
usamos un paso del gradiente para la función de mérito Ψλ cuando (2.6) no tenga
solución o dé una dirección con poco descenso para Ψλµ.



Capı́tulo 3
Preliminares

En este caṕıtulo presentamos algunas definiciones, proposiciones y lemas relacionados con
la teoŕıa de complementariedad no lineal que serán de gran utilidad para el desarrollo
de la teoŕıa de convergencia de nuestra propuesta algoŕıtmica.

Para claridad en su lectura organizamos la presentación de los resultados de la siguiente
forma: primero definiciones, luego proposiciones y lemas.

Definición 3.1. Sea A ∈ Rn×n. La norma de Frobenius de A se define por,

‖A‖F =

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

|aij|2 =
√

traza(ATA).

Definición 3.2. Sea A ∈ Rn×n y M es un subconjunto no vaćıo de matrices de tamaño
n× n. Se define la distancia entre A y M como,

dist(A,M) = ı́nf
B∈M

{‖A−B‖} ,

donde ‖ · ‖ es alguna norma matricial.

21
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Definición 3.3. Sea {tk} ⊆ R, si existe un número real U que satisface las siguientes
condiciones:

i) Para cada ε > 0 existe un entero N tal que k > N implica

tk < U + ε.

2i) Dado ε > 0 y m > 0, existe un entero k > m tal que

tk > U − ε

entonces U se llama ĺımite superior de {tk} y se escribe

U = ĺım sup
k→∞

tk.

Asociados a la solución, x∗, del PCNL(F) tenemos los siguientes conjuntos de ı́ndices

α̂ := {i : x∗i > 0 = Fi(x
∗)},

β̂ := {i : x∗i = 0 = Fi(x
∗)}, (3.1)

γ̂ := {i : x∗i < 0 = Fi(x
∗)}.

Cuando β 6= ∅ entonces la solución x∗ se denomina solución degenerada.

Definición 3.4. Sea x∗ una solución del PCNL(F).

1. Si todas la matrices H ∈ ∂BΦλ(x
∗) son no singulares, x∗ es llamada una solución

BD-regular.

2. Si la submatriz1 F ′(x∗)α̂α̂ es no singular y el complemento de Schur

F ′(x∗)β̂β̂ − F
′(x∗)β̂α̂F

′(x∗)−1
α̂α̂F

′(x∗)α̂β̂

es una P-matriz2, x∗ es llamada una solución R-regular.

1Dada una matriz A = (aij) de tamaño m× n y los conjuntos de ı́ndices η y τ , la matriz Aητ es
aquella con componentes aij tales que i ∈ η y j ∈ τ.

2Una matriz M ∈ Rn×m es llamada una P-matriz, si para cualquier vector no nulo y ∈ Rn, existe
un ı́ndice i0 = i0(y) ∈ {1, 2, . . . , n} tal que yi0 [My]i0 .
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Definición 3.5. Dadas dos sucesiones {αk} y {βk} tales que βk ≥ 0 para todo k,
escribimos

αk = O(βk),

si existe una constante M > 0 tal que |αk| ≤Mβk para todo k. Escribimos

αk = o(βk) cuando k →∞,

si
ĺım
k→∞

αk
βk

= 0.

El siguiente resultado garantiza, bajo ciertas hipótesis, la suavidad y semisuavidad fuerte
de Φλ y cuya demostración es básicamente la presentada en [19] usando elementos de
C-subdiferenciabilidad [30].

Proposición 3.1. Suponga que {xk} ⊆ Rn es una sucesión que converge a x∗ ∈ Rn.
Entonces se cumple lo siguiente:

1. La función Φλ es semisuave, aśı que

‖Φλ(x
k)− Φλ(x

∗)−Hk(x
k − x∗)‖ = o(‖xk − x∗‖),

para cualquier Hk ∈ ∂CΦλ(x
k).

2. Si F es continuamente diferenciable con jacobiano localmente Lipchitz, entonces
Φλ es fuertemente semisuave aśı que

‖Φλ(x
k)− Φλ(x

∗)−Hk(x
k − x∗)‖ = O(‖xk − x∗‖2),

para cualquier Hk ∈ ∂CΦλ(x
k).

Proposición 3.2. [20] Sea x ∈ Rn y µ > 0 arbitrario pero fijo. Entonces

[
distF (∇Φλµ(x), ∂CΦ(x)T )

]2
=

n∑
i=1

[dist2([∇Φλµ(x)]i, ∂Φλ,i(x))]2 .

La siguiente proposición tomada de [26], es un resultado general para cualquier tipo de
sucesión.
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Proposición 3.3. Supongamos que x∗ ∈ Rn es un punto de acumulación aislado3 de la
sucesión

{
xk
}
⊆ Rn tal que

{
‖xk+1 − xk‖

}
L
→ 0 para cualquier subsucesión

{
xk
}
L

converge a x∗. Entonces la sucesión
{
xk
}

converge a x∗

Proposición 3.4. [19] Sea G : Rn −→ Rn localmente Lipschitz y x∗ ∈ Rn con G(x∗) =
0 tal que todas las matrices en ∂G(x∗) son no singulares y suponga que hay dos suce-
siones {xk} ⊆ Rn y {dk} ⊆ Rn con

ĺım
k→∞

xk = x∗ y ‖xk + dk − x∗‖ = o
(
‖xk − x∗‖

)
.

Entonces
‖G(xk + dk)‖ = o

(
‖G(xk)‖

)
.

La siguiente proposición será útil posteriormente, para mostrar que el algoritmo pro-
puesto en este trabajo de investigación, está bien definido.

Proposición 3.5. Si x y z son vectores de Rn tales que

‖x− z‖ ≤ α ‖x‖, α ∈ (0, 1).

entonces
xT (x− z) ≤ α ‖x‖2.

Demostración. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que:

xT (x− z) ≤ |xT (x− z)| ≤ ‖x‖‖x− z‖ ≤ α‖x‖2.

La siguiente proposición tomada de [19] caracteriza el C-subdiferencial de Φλ en x.

Proposición 3.6. Sea x ∈ Rn arbitrario, entonces

∂CΦλ(x) = Da(x) +Db(x)F ′(x) (3.2)

donde Da = diag(a1(x), . . . , an(x)), Da = diag(b1(x), . . . , bn(x)) son matrices diagona-
les en Rn×n.

3Si Ω es el conjunto de puntos de acumulación de {xk}, se dice que x∗ ∈ Ω es un punto de
acumulación aislado si existe δ > 0 tal que B(x; δ) = {x∗}
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Si (xi, F (xi)) 6= (0, 0) entonces

ai(x) =
2(xi − Fi(x)) + λFi(x)

2
√

(xi − Fi(x))2 + λxiFi(x)
− 1 := αλ(xi, Fi(x))− 1

bi(x) =
−2(xi − Fi(x)) + λxi

2
√

(xi − Fi(x))2 + λxiFi(x)
− 1 := βλ(xi, Fi(x))− 1.

Si (xi, F (xi)) = (0, 0) entonces

ai(x) = σi − 1

bi(x) = ρi − 1,

para cualquier (σi, ρi) ∈ R2 tal que ‖(σi, ρi)‖ 6
√
cλ, cλ ∈ (0, 2).

La demostración de este teorema se sigue de la Proposición 2.5 en [19] y la definición
de C-subdiferencial.

En [19], los autores demuestran la siguiente proposición que garantiza la diferenciabilidad
de la función de mérito Ψλ y da una expresión para su gradiente.

Proposición 3.7. La función de mérito Ψλ es continuamente diferenciable y

∇Ψλ(x) = V TΦλ(x),

para cualquier V ∈ ∂CΦλ(x).

El siguiente lema técnico, cuya demostración aparece en [20], se usará posteriormente
para encontrar cotas que garanticen la convergencia del algoritmo que se propondrá en
este trabajo.

Lema 3.1. Sean µ > 0 y λ ∈ (0, 4) . La función h : (0,∞)→ R definida por

h(t) =
1√
t
− 1√

t+ (4− λ)µ
,

es estrictamente decreciente para todo t > 0.
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Finalizamos los preliminares con un lema en el cual, consideramos la función de mérito
Ψλµ que definimos en el Caṕıtulo 2. A pesar de que la demostración es similar al Lema
2.6 en [20] la incluimos aqúı, pues es un resultado nuevo de nuestra investigación.

Lema 3.2. Sea {xk} ⊆ Rn y {µk} ⊆ R dos sucesiones tales que {xk} → x∗ para
algún x∗ ∈ Rn y {µk} → 0. Entonces

ĺım
k→∞
∇Ψλµk(xk) = ∇Ψλ(x

∗) (3.3)

y
ĺım
µ→0

Φ′λµk(xk)Φλ(x
k) = ∇Ψλ(x

∗). (3.4)

Demostración. Observe que la función Ψλµ(x) es continuamente diferenciable para todo
µ > 0 y se tiene que

∇Ψλµk(xk) = ∇
(

1

2
Φλµk(xk)TΦλµk(xk)

)
=

1

2

(
Φ′λµk(xk)TΦλµk(xk) + Φ′λµk(xk)TΦλµk(xk)

)
= Φ′λµk(xk)TΦλµk(xk)

=
n∑
i=1

ϕλµk(xki , Fi(x
k))
[
∇Φλµk(xk)

]
i
,

donde
[
∇Φλµk(xk)

]
i

denota la i-ésima fila de la matriz jacobiana de Φλµk(xk) . Por otro
lado, para un elemento arbitrario V ∈ ∂CΦλ(x

∗) , de la Proposición 3.7 se sigue que

∇Ψλ(x
∗) = V TΦλ(x

∗) =
n∑
i=1

ϕλ(x
k
i , Fi(x

k))
[
V T
]
i
,

donde
[
V T
]
i

denota la i-ésima fila de la matriz V T . Para calcular el ĺımite (3.3) debemos

considerar dos casos, para lo cual tenemos en cuenta el conjunto β̂ definido en (3.1).

Caso 1. Si i /∈ β̂ entonces ϕλ es continuamente diferenciable en (x∗i , Fi(x
∗)) , y por

tanto, la i-ésima columna V T consta de un solo elemento, [∇Φλ(x
∗)]i , esto se sigue de

la Proposición 3.6.

Ahora, dado que ϕλ es continua y F es continuamente diferenciable en x∗, tenemos lo
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siguiente

ĺım
k→∞
∇Ψλµk(xk) = ĺım

k→∞
ϕλµk(xki , Fi(x

k))[∇Φλµk(xk)]i

= ϕλ(x
∗
i , Fi(x

∗)) ĺım
k→∞

[∇ϕλµk(xki , Fi(x
k))]i

= ϕλ(x
∗
i , Fi(x

∗)) ĺım
k→∞

[(αλµk(xi, Fi(x
k))− 1)ei + (βλµk(xki , Fi(x

k)− 1))∇Fi(xk)]

= ϕλ(x
∗
i , Fi(x

∗))[(αλ(x
∗
iFi(x

∗))− 1)ei + (βλ(x
∗
i , Fi(x

∗)− 1)∇Fi(x∗)]

= ϕλ(x
∗
i , Fi(x

∗))∇ϕλ(x∗i , Fi(x∗))

= ϕλ(x
∗
i , Fi(x

∗))[∇Φλ(x
∗)]i

= ϕλ(x
∗
i , Fi(x

∗))[V T ]i.

Por tanto,
ĺım
k→∞
∇Ψλµk(xk) = ∇Ψλ(x

∗).

Caso 2. Si i ∈ β̂. Probemos que

∂ϕλµ
∂a

(a, b) ∈ (−2, 0) y
∂ϕλµ
∂b

(a, b) ∈ (−2, 0) .

En efecto, partimos de una desigualdad trivial y mediante algunas manipulaciones algébri-
cas tenemos:

−λb2 < 4µ

−λb2(4− λ) < 4µ(4− λ)

4(a− b)2 + 4λab− λb2(4− λ) < 4((a− b)2 + λab+ µ(4− λ))

(2(a− b)2 + λb)2 < 4G2
λµ(a, b)

|2(a− b) + λb| < 2Gλµ(a, b),

donde Gλµ(x, y) esta dada en (2.4) y aśı,
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−2 <
2(a− b) + λb

2Gλµ (a, b)
− 1 < 0

−2 <
∂ϕ(a, b)

∂a
< 0,

para todo (a, b) en R2, λ ∈ (0, 4) y µ > 0. De forma análoga se prueba que la derivada
parcial de ϕλµ respecto a la segunda variable pertenece al intervalo (−2, 0). Luego, la
sucesión {

[
∇Φλµk(xk)

]
i
} es acotada para k →∞ . Por tanto,

ĺım
k→∞

ϕλµk(xki , Fi(x
k)) = ϕλ(x

∗
i , Fi(x

∗)) = 0,

Con lo cual,

ĺım
k→∞

ϕλµk(xki , Fi(x
k))
[
∇Φλµk(xk)

]
i

= 0.

También tenemos que ϕλ(x
∗
i , Fi(x

∗))V T
i = 0, para todo i ∈ β̂, luego (3.3) se sigue de

los casos 1 y 2. Para demostrar (3.4) multiplicamos (3.3) por Ψλ(x
k) y repetimos un

procedimiento similar al anterior.

A continuación mostramos un lema técnico, el cual se utilizará en el análisis de la con-
vergencia global

Lema 3.3. [20] Sea {xk}, {dk} ⊆ Rn y {tk} ⊆ R sucesiones con xk+1 := xk + tkd
k

tal que xk → x∗, dk → d∗ y {tk} → 0 para ciertos vectores x∗, d∗ ∈ Rn. Además
{µk} ⊆ R una sucesión tal que {µk} → 0. Entonces

ĺım
k→∞

Ψλµk(xk + tkd
k)−Ψλµk(xk)

tk
= ∇Ψλ(x

∗)Td∗.

El resultado que sigue, demostrado en [10], se usará posteriormente para probar la con-
vergencia del algoritmo propuesto.
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Lema 3.4. Si existe un escalar

ω ∈
[

1

2
− (1− α− 2σ)2

2(2 + α)2
,

1

2

]

tal que
Ψλ(y) ≤ Ψλ(x

k)− 2ωΨλ(x
k), (3.5)

para algún k ∈ K y y ∈ Rn entonces se tiene

Ψλµk(y) ≤ Ψλµk(xk)− 2σΨλ(x
k), (3.6)

donde µk es el parámetro de suavización en el k-ésimo paso.



Capı́tulo 4
Algoritmo propuesto

En este caṕıtulo proponemos un nuevo algoritmo para resolver el problema de comple-
mentariedad no lineal. Básicamente, la propuesta es una generalización del método de
jacobiano suavizado propuesto en [20], y su iteración básica está dada por (2.6).

Con el fin de garantizar que el algoritmo esté bien definido y sea aplicable a cualquier pro-
blema de complementariedad no lineal, se introduce un paso del gradiente de la función
de mérito Ψλ cuando el sistema lineal (3.7) no tiene solución o esta sea una dirección
de poco decrecimiento de Ψλ. Con la introducción de este paso cobra importancia la
Proposición 3.7 que garantiza la diferenciabilidad de Ψλ y da una expresión para su
gradiente.

El algoritmo propuesto es el siguiente.

Algoritmo 4.1. ( Método con jacobiano suavizado)

P0. Valores iniciales.

x0 ∈ Rn; θ, α, η y ρ ∈ (0, 1) , γ > 0, σ ∈
(
0, 1−α

2

)
; p > 2 y ε ≥ 0. Sean

β0 = ‖Φλ(x
0)‖, κ =

√
(4− λ)η, µ0 =

(
α
2κ
β0

)2
y k = 0.

P1. Criterio de parada.

Si ‖∇Ψλ(x
k)‖ ≤ ε entonces el algoritmo se detiene.

30
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P2. Cálculo de la dirección.

Encontrar dk ∈ Rn resolviendo el sistema de ecuaciones lineales,

Φ′λµk(xk)dk = −Φλ(x
k). (4.1)

Si (4.1) no tiene solución o no se cumple la condición

Φλ(x
k)TΦ′λµk(xk)dk ≤ −ρ‖dk‖p (4.2)

entonces
dk = −∇Ψλ(x

k). (4.3)

P3. Búsqueda lineal.

Encuentre el menor mk ∈ {0, 1, 2, . . .} tal que

Ψλµk(xk + θmkdk) ≤ Ψλµk(xk)− 2σθmkΨλ(x
k) (4.4)

siempre que dk este dado por (4.1) y tal que

Ψλ(x
k + θmkdk) ≤ Ψλ(x

k)− σθmk‖dk‖2 (4.5)

siempre que dk este dado por (4.3).

Defina
tk = θmk y xk+1 = xk + tkd

k.

P4. Actualización de parámetros.

Si

‖Φλ(x
k+1)‖ ≤ máx

{
ηβk,

1

α
‖Φλ(x

k+1)− Φλµk(xk+1)‖
}

(4.6)

entonces
βk+1 = ‖Φλ(x

k+1)‖

y escoja µk+1 tal que

0 < µk+1 ≤ mı́n

{( α
2κ
βk+1

)2

,
µk
4
, µ̄
(
xk+1, γβk+1

)}
. (4.7)
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Si (4.6) no se cumple y dk = −∇Ψλ(x
k) entonces

βk+1 = βk.

y escoja µk+1 tal que

0 < µk+1 ≤ mı́n

{( α
2κ
‖Φλ(x

k+1)‖
)2

,

(
‖Φλ(x

k)‖ − ‖Φλ(x
k+1)‖

2κ

)2

,
µk
4

}
. (4.8)

Si ninguna de las condiciones anteriores se satisface entonces

βk+1 = βk, y µk+1 = µk.

P5. Actualización

Actualizar k = k + 1 y regresar a P1.

Antes de iniciar las pruebas de convergencia y demás detalles técnicos, se hacen algunos
comentarios sobre los pasos del algoritmo. En los valores iniciales (P0) se introducen
los parámetros constantes e inicializamos las variables. En el criterio de parada (P1) es
natural pensar que el algoritmo se detenga cuando el gradiente de la función de mérito
se haga muy pequeño. Sin embargo en la implementación se adicionarán otros criterios
clásicos de parada, como el máximo número de iteraciones permitidas y un criterio de
aceptación de la dirección para evitar que el algoritmo se estanque en la búsqueda de un
tamaño de paso adecuado.

El cálculo de la dirección de descenso en (P2) es quizá el paso central en el algoritmo.
Aqúı se encuentra la dirección dk mediante la ecuación mixta de Newton (4.1) y se
introducen condiciones de tal forma que se garantice encontrar una dirección de descenso.
En caso de que el sistema (4.1) no tenga solución o que la dirección no cumpla el criterio
de descenso (4.2), se utiliza la dirección menos el gradiente de la función de mérito (4.3),
con ello, además de garantizar una dirección de decrecimiento de Ψλ también le da el
carácter global al algoritmo.

Una vez encontrada la dirección de descenso se procede a la globalización del algoritmo.
Para ello, la estrategia usada es una búsqueda lineal (P3), que claramente dependerá
de la dirección encontrada en el paso anterior. Si la dirección de descenso se obtiene con
la ecuación de Newton (4.1) entonces se hace la búsqueda lineal mediante la condición
(4.4), la cual es usada por [10] como una estrategia de globalización. Por otra parte, si
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al dirección de descenso es la del gradiente (4.3) entonces la búsqueda lineal dada por
(4.5), es de tipo Armijo [13].

La actualización de parámetros (P4) más precisamente de µk, se inicia con la condición
(4.6) utilizada en [10]. Si esta es satisfecha entonces se actualiza el parámetro µk por
(4.7). Esta condición garantiza primero, que la distancia entre el C-subdifencial y el ja-
cobiano suavizado es pequeña, con el fin de asegurar convergencia a la solución; segundo,
hacer que µk tienda a cero. Por otra parte, si (4.6) no se cumple entonces se actualiza
µk mediante (4.8). Aśı mismo las condiciones (4.8) y (4.6) son esenciales para garantizar
que el algoritmo esta bien definido y su convergencia global.

Para el análisis posterior de la convergencia del algoritmo es necesario definir el siguiente
conjunto, el cual está motivado en la condición (4.6),

K = {0} ∪ {k ∈ N : ‖Φλ(x
k)‖ ≤ máx

{
η βk−1,

1

α
‖Φλ(x

k)− Φλµk−1
(xk)‖

}
. (4.9)

Este conjunto lo podemos expresar como la unión de tres conjuntos disjuntos

K = {0} ∪K1 ∪K2,

donde
K1 =

{
k ∈ K : ηβk−1 ≥ 1

α
‖Φλ(x

k)− Φλµk−1
(xk)‖

}
K2 =

{
k ∈ K : ηβk−1 <

1
α
‖Φλ(x

k)− Φλµk−1
(xk)‖

}
.

La siguiente proposición será de gran utilidad para probar que nuestro algoritmo está
bien definido, su demostración es similar a la dada en [20].

Proposición 4.1. Las siguientes afirmaciones son válidas

a) Para todo k ≥ 0,

‖Φλ(x
k)− Φλµk(xk)‖ ≤ α‖Φλ(x

k)‖, (4.10)

b) Para todo k ∈ K con k ≥ 1,

distF (Φ′λµk(xk), ∂CΦλ(x
k)) ≤ γ‖Φλ(x

k)‖ (4.11)

A continuación se demuestra que el algoritmo propuesto está bien definido, es decir
termina en un número finito de pasos.
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Proposición 4.2. El Algoritmo 4.1 está bien definido.

Demostración. La prueba es esencialmente la seguida en [10]. Para demostrar que el
algoritmo esté bien definido se reduce a probar en P3, que mk es finito para todo
k ∈ N, más precisamente en las ecuaciones (4.4) y (4.5). En efecto, si la dirección de
descenso esta dada por (4.3) entonces la condición tipo Armijo garantiza que mk es
finito.

Por otra parte, supongamos que la dirección es dada por (4.1). Tendiendo en cuenta que
Ψλµk es continuamente diferenciable y su gradiente es dado por

∇Ψλµk(xk) = Φ′λµk(xk)Φλµ(xk),

Por el Teorema de Taylor tenemos que,

Ψλµk(xk+1)−Ψλµk(xk) = t∇Ψλµk(xk)Tdk + o(t)

= t
(
Φ′λµk(xk)Φλµ(xk)

)T
dk + o(t)

= tΦλµk(xk)TΦ′λµk(xk)dk + o(t). (4.12)

Usando la dirección de Newton (4.1) en 4.12,

tΦλµk(xk)TΦ′λµk(xk)dk + o(t) = −tΦλ(x
k)TΦλµk(xk) + o(t)

= −tΦλ(x
k)T
(
Φλµk(xk)− Φλ(x

k) + Φλ(x
k)
)

+ o(t)

= −tΦλ(x
k)TΦλ(x

k) + tΦλ(x
k)T
(
Φλµk(xk)− Φλ(x

k)
)

+ o(t)

≤ −2tΨλ(x
k) + 2tαΨλ(x

k) + o(t)

= −2t(1− α)Ψλ(x
k) + o(t), (4.13)

donde la última desigualdad se deduce de las Proposiciones 3.5 y 4.1. Por otro lado,
se tiene que

σ <
1

2
(1− α) < 1− α. (4.14)

Por tanto, de (4.12), (4.13) y (4.14),

Ψλµk(xk+1)−Ψλµk(xk) ≤ −2tσΨλ(x
k) + o(t).

Esto permite concluir que existe un entero no negativo mk tal que (4.4) es satisfecha.



Capı́tulo 5
Convergencia global

En este caṕıtulo presentamos los resultados de convergencia del algoritmo propuesto,
básicamente se muestra que todo punto de acumulación de la sucesión generada por el
Algoritmo 4.1 es un punto estacionario de la función Ψλ. Estos resultados generalizan
a los presentados en [20] para el algoritmo que usa la función de Fischer-Burmeister,
los cuales a su vez se basan en la teoŕıa desarrollada por [10] para métodos tipo Newton
suavizados.

Iniciamos el estudio de la teoŕıa de convergencia con dos lemas cuyas demostraciones se
basa en las reglas de actualización del Algoritmo 4.1.

Lema 5.1. Supongamos que una sucesión generada por el Algoritmo 4.1 tiene un
punto de acumulación x∗, el cual es solución del PCNL(F). Entonces el conjunto de
ı́ndices K definido en (4.9) es infinito y la sucesión {µk} converge a cero.

Demostración. La demostración se sigue por contradicción suponiendo que el conjunto
K es finito, de esto y la regla de actualización (4.6), existe un entero k0, tal que βk = βk0 ,
además

‖Φλ(x
k+1)‖ > ηβk0 para todo k ≥ k0.

lo anterior contradice el hecho de que x∗ sea solución del PCNL(F).

Lema 5.2. Las siguientes afirmaciones se cumplen
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a) Si dk es dado por (4.1) entonces

‖Φλµk(xk+1)‖ < ‖Φλµk(xk)‖.

b) Si dk = −∇Ψλ(x
k) y µk es actualizado por (4.8), entonces

‖Φλµk+1
(xk+1)‖ ≤ ‖Φλµk+1

(xk)‖.

Demostración. La parte (a) se verifica utilizando la regla de actualización (4.4). La parte
(b) se cumple si (4.6) es satisfecha, además se hace uso del Corolario 2.2 y algunas
manipulaciones algebraicas tales como sumar y restar términos adecuados.

El siguiente corolario es una consecuencia importante del resultado anterior

Corolario 5.1. Si k /∈ K, entonces

‖Φλµk(xk)‖ ≤ ‖Φλµk(xk−1)‖.

Los dos resultados siguientes son lemas técnicos que proporcionan algunas cotas que
usaremos en la demostración de la Proposición 5.1.

Lema 5.3. Suponga que el conjunto K definido en (4.9) está ordenado de la siguiente
manera k0 = 0 < k1 < k2 < . . . . Sean k ∈ N, arbitrario pero fijo y kj el entero más
grande en K tales que kj ≤ k entonces

‖Φλ(x
k)‖ ≤ βkj + 2κ

√
µkj . (5.1)

Demostración. Por la hipótesis del lema y usando reglas de actualización de los paráme-
tros dadas en el paso P4 del algoritmo, tenemos las siguientes desigualdades:

µk ≤ µkj

βk = βkj .
(5.2)

Si kj = k, entonces de la condición (4.6) en el paso P4 del algoritmo se tiene que
βkj = ‖Φλ(x

kj)‖ y trivialmente se cumple que

‖Φλ(x
k)‖ ≤ βkj + 2κ

√
µkj .
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Si kj < k es decir, k /∈ K y por Corolario 5.1 tenemos que

‖Φλµl(x
l)‖ ≤ ‖Φλµl(x

l−1)‖,

para todo, kj < l < kj+1. Dado k < kj+1 se tiene que

‖Φλµl(x
l)‖ ≤ ‖Φλµl(x

l−1)‖,

para todo, kj < l ≤ k, equivalentemente

‖Φλµl+1
(xl+1)‖ ≤ ‖Φλµl+1

(xl)‖,

para todo l tal que kj ≤ l ≤ k − 1, Además, para estos ı́ndices l, por el Corolario
5.1, tenemos que,

‖Φλµl+1
(xl+1)‖+ κ

√
µl+1 ≤ ‖Φλµl+1

(xl)‖+ κ
√
µl+1.

Mediante operaciones algebraicas y utilizando la Proposición 2.2, tenemos

‖Φλµl+1
(xl)‖+ κ

√
µl+1 ≤ ‖Φλµl+1

(xl)− Φλµl(x
l) + Φλµl(x

l)‖+ κ
√
µl+1

≤ ‖Φλµl+1
(xl)− Φλµl(x

l)‖+ ‖Φλµl(x
l)‖+ κ

√
µl+1

≤ ‖Φλµl(x
l)‖+ κ|√µl+1 −

√
µl|+ κ

√
µl+1

≤ ‖Φλµl(x
l)‖+ κ(

√
µl −

√
µl+1) + κ

√
µl+1

≤ ‖Φλµl(x
l)‖+ κ

√
µl.
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Usando repetidamente la desigualdad anterior y por el Corolario 2.2, se sigue que

‖Φλ(x
k)‖ ≤ ‖Φλ(x

k)− Φλµk(xk)‖+ ‖Φλµk(xk)‖
≤ ‖Φλµk(xk)‖+ κ

√
µk

≤ ‖Φλµk−1
(xk−1)‖+ κ

√
µk−1

...

≤ ‖Φλµkj
(xkj)‖+ κ

√
µkj

≤ ‖Φλ(x
kj)‖+ ‖Φλµkj

(xkj)− Φλ(x
kj)‖+ κ

√
µkj

≤ ‖Φλ(x
kj)‖+ κ

√
µkj + κ

√
µkj

= βkj + 2κ
√
µkj ,

lo cual, prueba la desigualdad (5.1), para todo k ∈ N.

Lema 5.4. Suponga que el conjunto K definido en (4.9) está ordenado de la siguiente
manera k0 = 0 < k1 < k2 < . . . . Sean k ∈ N, arbitrario pero fijo y kj el entero más
grande en K tales que kj ≤ k entonces

√
µkj ≤

1

2j+1

α

κ
‖Φλ(x

0)‖ (5.3)

y
βkj ≤ rj‖Φλ(x

0)‖, (5.4)

donde

r = máx

{
1

2
, η

}
. (5.5)

Demostración. Para j = 0, tenemos que k0 = 0. Usando la definición de los parámetros
iniciales µ0 y β0, siguen las siguientes igualdades,

√
µk0 =

√
µ0 =

α

2κ
‖Φλ(x

0)‖

βk0 = β0 = r0‖Φλ(x
0)‖,

Supongamos que, j ≥ 1 entonces del paso P.4. del algoritmo y por (5.2),

βkj ≤ βkj−1 = ηβkj−1
≤ rβkj−1

, (5.6)
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para todo kj ∈ K1.

De (5.6) y nuevamente, por el Corolario 2.2,

βkj ≤
1

α
‖Φλ(x

kj)− Φλµkj−1(xkj)‖

≤ 1

α
κ
√
µkj − 1 ≤

1

α
κ
√
µkj−1

≤ 1

α
κ

√( α
2κ
‖Φλ(xkj)‖

)2

=
1

2
‖Φλ(x

kj−1)‖ =
1

2
βkj−1

≤ rβkj−1
,

para todo kj ∈ K2. En forma análoga, obtenemos que

µkj ≤ µkj−1 ≤
1

4
µkj−1

. (5.7)

Usando la definición de µ0 y β0 tenemos que

√
µkj ≤

1

2j
√
µ0 ≤

1

2j+1

α

κ
‖Φλ(x

0)‖ (5.8)

y
βkj ≤ rjβ0 = rj‖Φλ(x

0)‖, (5.9)

lo cual, completa la demostración.

Usando los resultados anteriores demostraremos, que las iteraciones xk permanecen en
un mismo conjunto de nivel . Esto es importante porque estamos minimizando diferentes
funciones de mérito y el decrecimiento de una, no implica el decrecimiento de la otra.
Dicho conjunto puede hacerse arbitrariamente cercano al conjunto de nivel Ψλ(x

0) .

Proposición 5.1. La sucesión generada por el Algoritmo 4.1 permanece en el conjunto
de nivel

L0 =
{
x ∈ Rn : Ψλ(x) ≤ (1 + α)2Ψλ(x

0)
}
. (5.10)

Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad, que el conjunto K definido en
(4.9) está ordenado de la siguiente forma k0 = 0 < k1 < k2 < . . . , lo cual, no indica que
el conjunto sea infinito. Consideremos k ∈ N, arbitrario pero fijo y kj el entero más
grande en K de tal forma que kj ≤ k.
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Usando los Lemas 5.3 y 5.4 tenemos que,

‖Φλ(x
k)‖ ≤ βkj + 2κ

√
µkj ≤ rj ‖Φλ(x

0)‖+
α

2j
‖Φλ(x

0)‖,

donde r está definido por (5.5). Es decir que,

‖Φλ(x
k)‖ ≤ rj(1 + α)‖Φλ(x

0)‖ (5.11)

luego,
‖Φλ(x

k)‖ ≤ (1 + α)‖Φλ(x
0)‖,

Por lo tanto, xk ∈ L0.

Una consecuencia de la desigualdad (5.11) es la siguiente proposición.

Proposición 5.2. Sea {xk} una sucesión generada por el Algoritmo 4.1 y suponga
que el conjunto K es infinito. Entonces todo punto de acumulación de la sucesión {xk}
es una solución del PCNL(F).

Proposición 5.3. Sea {xk} una sucesión generada por el Algoritmo 4.1 y sea {xk}L
una subsucesión que converge a un punto x∗ ∈ Rn. Si dk = −∇Ψλ(x

k) para todo k ∈ L,
entonces x∗ es un punto estacionario de Ψλ.

Demostración. Inicialmente consideramos la cantidad de elementos del conjunto de ı́ndi-
ces K. Si este conjunto es infinito, por la Proposición 5.2 se concluye que el punto de
acumulación x∗ es solución del PCNL(F) y aśı, este seŕıa un mı́nimo global y por tanto,
un punto estacionario de la función Ψλ.

Si K es finito, sin pérdida de generalidad podemos suponer que K ∩ L = ∅ puesto que
la sucesión tiene una cantidad infinita de elementos. Por lo anterior, se tiene que regla de
actualización (2.9) se satisface para todo k ∈ L, y con ello, la sucesión {µk} converge
a cero.

Dado que K es finito, existe el elemento más grande en dicho conjunto, que llamare-
mos k̂. Usando las reglas de actualización definidas en el paso P4 del Algoritmo 4.1,
tenemos las siguientes desigualdades,

µk ≤ µk̂, βk = βk̂ = ‖Φλ(x
k̂)‖, (5.12)
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‖Φλ(x
k)‖ > η βk−1 = η ‖Φλ(x

k̂)‖ > 0. (5.13)

α‖Φλ(x
k)‖ > ‖Φλ(x

k)− Φλµk−1
(xk)‖. (5.14)

Ahora de (5.13), tenemos que

Ψλ(x
k) > η2Ψλ(x

k̂) > 0 (5.15)

para todo k > k̂.

Supongamos, por contradicción que x∗ es un punto estacionario de Ψλ. Es decir,
∇Ψλ(x

∗) 6= 0. En primer lugar, demostraremos que

ĺım inf
k∈L

tk = 0.

Para lo cual, supongamos que ĺım inf
k∈L

tk = t∗ > 0. Dado que dk = −∇Ψλ(x
k) para todo

k ∈ L, obtenemos por la regla de Armijo (4.5) que,

Ψλ(x
k+1)−Ψλ(x

k) ≤ −σtk‖∇Ψλ(x
k)‖2 ≤ − c

2
, (5.16)

para todo k ∈ L suficientemente grande, donde c := σ t∗ ‖∇Ψλ(x
k)‖2 > 0.

Dado que {µk} converge a cero, el Corolario 2.2 garantiza que

|Ψλµk(xk+1)−Ψλ(x
k+1)| ≤ c

4

y

|Ψλµk(xk)−Ψλ(x
k)| ≤ c

4
,

para todo k ∈ N, suficientemente grande.

Usando nuevamente, el hecho que la sucesión {µk} converge a cero; teniendo en cuenta
que la sucesión {‖Φλ(x

k)‖} es acotada; recordando que K es finito entonces por la
Proposición 5.1, tenemos que

2κ
√
µk ‖Φλ(x

k)‖+ 2κ2µk ≤
c

4
, (5.17)

para todo k ∈ N, suficientemente grande.
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Supongamos ahora, que L = {l0, l1, . . . }, entonces para todo lj, suficientemente grande,
tenemos en forma análoga a la Proposición 5.1 y usando (5.17) que,

Ψλ(x
lj+1) = 1

2
‖Φλ(x

lj+1)‖
≤ 1

2
(‖Φλ(x

lj+1)‖+ 2κ
√
µlj+1)2

= Ψλ(x
lj+1) + 2κ

√
µlj+1 ‖Φλ(x

lj+1)‖+ 2κ2µlj+1

≤ Ψλ(x
lj+1) +

c

4
·

(5.18)

Por (5.16) y (5.18), obtenemos que

Ψλ(x
lj+1)−Ψλ(x

lj) = [Ψλ(x
lj+1)−Ψλ(x

lj+1)] + [Ψλ(x
lj+1)−Ψλ(x

lj)] ≤ − c
4
,

para todo lj, suficientemente grande. Luego, la sucesión {Ψλ(x
lj)} → −∞ cuando

j →∞, lo que contradice el hecho de que Ψλ(x) ≥ 0 para todo x ∈ Rn. Aśı,

ĺım inf
k∈L

tk = 0.

Si es necesario, a partir de una subsucesión, podemos suponer que ĺımk∈L tk = 0.

Debido a que ĺımk∈L tk = 0, un tamaño del paso completo nunca es aceptado para todo
k ∈ L, suficientemente grande. Aśı, a partir de la regla de Armijo (4.5) obtenemos

Ψλ(x
k + λmk−1dk) > Ψλ(x

k)− σθmk−1‖dk‖2

o equivalentemente,

Ψλ(x
k + λmk−1dk)−Ψλ(x

k)

θmk−1
> −σ‖dk‖2. (5.19)

Tomando el ĺımite cuando k → ∞ sobre L, De (5.19) por la diferenciabilidad de la
función Ψλ, dk = −∇Ψλ(x

k) para todo k ∈ L y el hecho que θmk−1 → 0 cuando
k →∞, en L, obtenemos

−∇Ψλ(x
∗)T∇Ψλ(x

∗) ≥ −σ∇Ψλ(x
∗)T∇Ψλ(x

∗).

Esto implica que σ ≥ 1, lo cual, es claramente una contradicción con la elección inicial
de σ. Por tanto,

∇Ψλ(x
∗) = 0.
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Los dos lemas siguientes son resultados útiles para la demostración del teorema principal
de convergencia, Teorema 5.1, relacionados con la dirección de Newton. En ambos
resultados se considera el caso particular en el que K es un conjunto finito y una
subsucesión de una sucesión generada por el algoritmo propuesto.

Lema 5.5. Sea {xk} una sucesión generada por el Algoritmo 4.1 y sea {xk}L una
subsucesión que converge a un punto x∗ ∈ Rn . Si dk es la dirección de Newton para todo
k ∈ L, y el conjunto de ı́ndices K es finito entonces la sucesión {‖dk‖}L es acotada,
es decir, existen constantes m y M tales que

0 < m ≤ ‖dk‖ ≤ M, ∀ k ∈ L. (5.20)

Demostración. Supongamos que dk es la dirección de Newton para todo k ∈ L, aśı,
para estos ı́ndices se verifica que,

‖Φλ(x
k)‖ = ‖Φ′λµk(xk)dk‖ ≤ ‖Φ′λµk(xk)‖‖dk‖. (5.21)

Si {‖dk‖}L̂ → 0 en un subconjunto L̂ ⊆ L, entonces por (5.21) se tendŕıa que
{‖Φλ(x

k)‖}L̂ → 0, puesto que la sucesión {‖Φ′λµk(xk)‖}L̂ es acotada sobre la suce-

sión convergente {xk}L̂ . La continuidad de Φλ implicaŕıa que Φλ(x
∗) = 0 y por el

Lema 5.1, K seŕıa infinito, contradiciendo la hipótesis de que K es finito.

Por otra parte, de (4.2) tenemos que para todo k ∈ L,

−‖Φ′λµk(xk)TΦλ(x
k)‖‖dk‖ ≤ Φλ(x

k)TΦ′λµk(xk)dk ≤ −ρ‖dk‖p. (5.22)

Dado que la sucesión {Φ′λµk(xk)TΦλ(x
k)}L es convergente (ya sea por el Lema 3.2

o porque µk es constante, para k suficientemente grande) y por tanto acotada, luego
existe una constante C > 0 tal que

‖Φ′λµk(xk)TΦλ(x
k)‖ ≤ C

para todo k ∈ L. De lo anterior y (5.22) tenemos

ρ‖dk‖p ≤ ‖Φ′λµk(xk)TΦλ(x
k)‖‖dk‖ ≤ C‖dk‖ (5.23)

para todo k ∈ L . Dado que p > 1 esto muestra que {‖dk‖}L es acotada, lo cual
garantiza (5.20).
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Lema 5.6. Sea {xk} una sucesión generada por el Algoritmo 4.1 y sea {xk}L una
subsucesión que converge a un punto x∗ ∈ Rn. Si dk es la dirección de Newton para
todo k ∈ L, y el conjunto de ı́ndices K es finito entonces

ĺım inf
k∈L

tk = 0.

Demostración. Supongamos que ĺım infk∈L tk = t∗ > 0. Entonces de (5.15) y de la
búsqueda lineal (4.4), tenemos que para todo k ∈ L suficientemente grande:

Ψλµk(xk+1)−Ψλµk(xk) ≤ −2σtkΨλ(x
k) ≤ −σt∗η2Ψλ(x

k̂) < 0. (5.24)

Sea c = t∗η
2Ψλ(x

k̂).

Dado que la sucesión {µk} es monótonamemte decreciente y acotada inferiormente, ella
converge a algún µ∗ ≥ 0. Consideramos dos casos.

Caso 1: si {µk} → µ∗ > 0. En este caso, por la regla de actualización del paso P.4 del
algoritmo, µk es constante, para k lo suficientemente grande, k ∈ N . Aśı, µk = µ∗.

De la regla de actualización (5.24) para todo k ∈ L suficientemente grande:

Ψλµ∗(x
k+1)−Ψλµ∗(x

k) = Ψλµk(xk+1)−Ψλµk(xk) ≤ −c (5.25)

Dado que µk es eventualmente constante, la actualización (4.8) excluye la existencia de
un paso del gradiente para k ∈ N suficientemente grande.

Si L = {l0, l1, . . .} obtenemos de la primera parte del Lema 5.2 que para todo, lj
suficientemente grande,

Ψλµ∗(x
lj+1)−Ψλµ∗(x

lj) = Ψλµ∗(x
lj+1)−Ψλµ∗(x

lj) ≤ −c.

lo cual, implica que Ψλµ∗(x
lj) → −∞, para j → ∞. Esto contradice el hecho

Ψλµ∗(x) ≥ 0, para todo x ∈ Rn

Caso 2: si {µk} → 0. En este caso, el Corolario 2.2 garantiza que:

|Ψλµk(xk+1)−Ψλµk+1
(xk)| ≤ c

4
y |Ψλµk(xk)−Ψλ(x

k)| ≤ c

4
, (5.26)

para todo k suficientemente grande. Nuevamente, si L = {l0, l1, . . .} entonces de (5.24)
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y (5.26), se cumple que,

Ψλ(x
lj+1)−Ψλ(x

lj) = −(Ψλµlj
(xlj+1)−Ψλ(x

lj+1)) + (Ψλµlj
(xlj)−Ψλ(x

lj))

+(Ψλµlj
(xlj+1)−Ψλµlj

(xlj))

≤ |Ψλµlj
(xlj+1)−Ψλ(x

lj+1)|+ |Ψλµlj
(xlj)−Ψλ(x

lj)|

+Ψλµlj
(xlj+1)−Ψλµlj

(xlj)

≤ − c
2
· (5.27)

La prueba continúa en forma análoga a lo hecho en demostración de la Proposición 5.3.
En particular para lj, suficientemente grande, se cumplen las siguientes desigualdades
que son esencialmente las mismas de la Proposición 5.3 (Para esto puede ver (5.18) y
recordar que K es finito),

Ψλ(x
lj+1) ≤ Ψλ(x

lj+1) +
c

4
· (5.28)

De (5.27) y (5.28) se sigue que

Ψλ(x
lj+1)−Ψλ(x

l
j) = Ψλ(x

lj+1)−Ψλ(x
lj+1) + Ψλ(x

lj+1)−Ψλ(x
l
j)

≤ c

4
− c

2
= − c

4
·

Esto implica que Ψλ(x
l
j) → −∞ cuando j → ∞, lo que contradice el hecho que

Ψλ(x) ≥ 0, para todo x ∈ Rn. Dado que en los Casos 1 y 2 se llegó a una contradicción,
se sigue que

ĺım inf
k∈L

tk = 0.

El siguiente teorema es el principal resultado de convergencia para el algoritmo propuesto.

Teorema 5.1. Sea {xk} una sucesión generada por el Algoritmo 4.1. Entonces todo
punto de acumulación de la sucesión {xk} es un punto estacionario de Ψλ.

Demostración. Si el conjunto de ı́ndices K es infinito, la proposición (5.2) garantiza la
conclusión del teorema.

Si K es un conjunto finito y k̂ denota su ı́ndice más grande entonces las desigualdades
(5.12) a (5.15) se satisfacen, para todo k ≥ k̂.
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Por otra parte, sea x∗ un punto de acumulación de la sucesión {xk} , entonces existe
una subsucesión {xk}L de {xk} que converge a x∗. Si dk = −∇Ψλ(x

k) para una
cantidad infinita de ı́ndices k ∈ L, la Proposición 5.3 garantiza que x∗ es un punto
estacionario de Ψλ.

Por lo anterior, sin pérdida de generalidad supongamos que dk es la dirección de Newton
para todo k ∈ L. Dado que K es finito podemos suponer para todo k ∈ L, se cumple
que, k /∈ K, con lo cual, las reglas de actualización (4.7) y (4.8) no se verifican, para
dichos ı́ndices.

Procedemos por contradicción y suponemos que x∗ no es un punto estacionario de Ψλ.
Es decir, Ψλ(x

∗) 6= 0.

Por el Lema 5.6
ĺım inf
k∈L

tk = 0.

Sea L0 una subsucesión de L tal que {tk}L0 converge a 0 . Entonces, mk > 0 para
todo k ∈ L0, suficientemente grande, donde mk ∈ N denota el exponente de la búsqueda
lineal en (4.4). Luego,

−2σ θmk−1 Ψλ(x
k) < Ψλµk(xk + θmk−1dk)−Ψλµk(xk),

para todo k ∈ L0, suficientemente grande. Dividiendo ambas desigualdades por θmk−1,
obtenemos

−2σΨλ(x
k) <

Ψλµk(xk + θmk−1dk)−Ψλµk(xk)

θmk−1
·

Sea µ∗ el ĺımite de la sucesión {µk}. Si µ∗ = 0 entonces escribimos ∇Ψλµ∗(x
∗) para

el gradiente de la función no perturbada Ψλ en el punto ĺımite x∗.

De (5.20) podemos asumir (se puede extraer una subsucesión) que {dk}L0 → d∗ 6= 0.
Tomando el ĺımite cuando k →∞ tenemos que

−2σΨλ(x
∗) ≤ ∇Ψλ(x

∗)Td∗. (5.29)

Para µ∗ = 0 lo anterior se verifica por el Lema 3.3. Si µ∗ > 0, entonces µk = µ∗ para
k suficientemente grande, luego, (5.29) se sigue del Teorema del valor medio.
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Usando (4.1), (5.14) y el Corolario 2.2 tenemos que para todo k ∈  L0,

∇Ψλµk(xk)Tdk = −Φλ(x
k)TΦλµk(xk)

= −2Ψλ(x
k) + Φλ(x

k)T (Φλ(x
k)− Φλµk(xk))

≤ −2Ψλ(x
k) + ‖Φλ(x

k)‖‖Φλ(x
k)− Φλµk−1

(xk)‖
+‖Φλ(x

k)‖‖Φλµk−1
(xk)− Φλµk(xk)‖

≤ −2Ψλ(x
k) + 2αΨλ(x

k) + κ‖Φλ(x
k)‖(√µk−1 −

√
µk)

= −2(1− σ)Ψλ(x
k) + κ‖Φλ(x

k)‖(√µk−1 −
√
µk),

tomando ĺımite, cuando k → ∞, k ∈ L0 , obtenemos de (5.29) (y del Lema 3.2, si
µ∗ = 0 ),

−2σΨλ(x
∗) ≤ ∇Ψλµ∗(x

∗)Td∗ ≤ −2(1− α)Ψλ(x
∗), (5.30)

Por la Proposición 5.1, {Ψλ(x
k)} es acotada. Además, (

√
µk−1 −

√
µk )→ 0, puesto

que {µk} converge. Tenemos que Ψλ(x
∗) > 0, ya que en otro caso, se tendŕıa que K

seŕıa infinito. Por lo tanto, de (5.30) σ ≥ (1 − α) lo cual, contradice que σ < (1 − α) .
Esto completa la prueba del teorema.



Capı́tulo 6
Convergencia local

En este caṕıtulo demostraremos, bajo ciertas hipótesis, que el algoritmo propuesto con-
verge local y q-superlineal o q-cuadráticamente. Para esto, presentamos inicialmente,
algunos resultados preliminares. En particular, el primero de ellos, está basado en la
Proposición 3.3, da una condición suficiente para la convergencia de una sucesión
generada por el Algoritmo 4.1.

Teorema 6.1. Sea
{
xk
}

una sucesión generada por el Algoritmo 4.1. Si uno de
sus puntos de acumulación, x∗, es una solución aislada del PCNL(F) entonces

{
xk
}

converge a x∗.

Demostración. Sea x∗ una solución aislada del PCNL(F). Luego, por el Lema 5.1, el
conjunto de ı́ndices K definido en (4.9) es infinito y {µk} converge a cero y por tanto,
la Proposición 5.2 garantiza que cada punto de acumulación de la sucesión

{
xk
}

es
también una solución del PCNL(F). Aśı x∗ debe ser un punto de acumulación aislado
de
{
xk
}
.

Supongamos que
{
xk
}
L

es una subsucesión arbitraria de
{
xk
}

que converge a x∗.
Usando la regla de actualización del paso P.3 del Algoritmo 4.1 tenemos,

‖xk+1 − xk‖ = θmk‖dk‖ ≤ ‖dk‖. (6.1)

Teniendo en cuenta la desigualdad (6.1), es suficiente probar que
{
dk
}
L
→ 0. Dado

que Ψλ es continuamente diferenciable y que la solución del PCNL(F), x∗, es un punto

48
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estacionario de Ψλ, tenemos que{
∇Ψλ(x

k)
}
L
→ ∇Ψλ(x

∗) = 0. (6.2)

Si la sucesión
{
dk
}
L

tiene solo una cantidad finita de direcciones de Newton entonces

ella converge a cero. Por ello, supongamos que existe una subsucesión
{
dk
}
L0

de
{
dk
}
L

tal que dk es la solución del sistema 4.1, para todo k ∈ L0.

De (4.3),

ρ‖dk‖p ≤ −
(
Φ′λµk(xk)TΦλ(x

k)
)T

dk ≤ ‖Φ′λµk(xk)TΦλ(x
k)‖‖dk‖,

para todo k ∈ L0 , de donde,

‖dk‖ ≤

(
‖Φ′λµk(xk)TΦλ(x

k)‖
ρ

) 1

p− 1
(6.3)

puesto que p > 1 . Además, recordando que {xk} → x∗ y {µk} → 0, con k ∈ L0 el
Lema 3.2 permite concluir que,

ĺım
k→∞, k∈L0

Φ′λµk(xk)TΦλ(x
k) = ∇Ψλ(x

∗) = 0,

lo que a su vez implica que, el lado derecho de (6.3) converge a cero, con lo cual, {dk}L0

también converge a cero. De (5.24), se infiere que {dk}L\L0 → 0, si L \ L0 es infinito.
Aśı, de (6.1) tenemos que, {

‖xk+1 − xk‖
}
L
→ 0

y por tanto, por la Proposición 3.3 se concluye que
{
xk
}

converge a x∗.

Los dos siguientes resultados son lemas técnicos que serán usados en la demostración
del Teorema 6.2. El primero de ellos garantiza que, para todo k ∈ K, las matrices
Φ′λµk(xk) son no singulares y sus inversas están acotadas, mientras que, en el segundo
resultado se tiene que, para k ∈ K, con k suficientemente grande, la dirección de Newton
satisface la condición de descenso (4.2).

Lema 6.1. Sea {xk} una sucesión generada por el Algoritmo 4.1. Si uno de sus
puntos ĺımite, x∗, es una solución R-regular del PCNL(F) entonces para todo k ∈ K,
suficientemente grande las matrices Φ′λµk(xk) son no singulares y sus inversas satisfacen
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‖Φ′λµk(xk)−1‖ ≤ 2c, (6.4)

para cierta constante positiva c.

Demostración. Por hipótesis, x∗ es una solución R-regular del PCNL(F) entonces todas
las matrices del C-subdiferencial ∂CΦλ(x

∗) son no singulares [19]. Además, por la Pro-
posición 2.5 en [31] y la Proposición 3.1, x∗ es una solución aislada de Φλ(x) = 0
y por ello, una solución del PCNL(F). Por tanto, del Teorema 6.1 tenemos que la su-
cesión {xk} converge a x∗. En este caso, el conjunto K definido en (4.9) es infinito
puesto que x∗ es una solución del PCNL(F). En particular, {xk}K → x∗.

Por la convergencia {xk} → x∗, la R-regularidad y semicontinuidad del C-subdiferencial
tenemos que, para todo k ∈ N suficientemente grande las matrices Vk ∈ ∂CΦλ(x

k) son
no singulares con ‖V −1

k ‖ ≤ c, para alguna constante positiva c. Veamos que lo anterior
también se cumple para las matrices Φ′λµk(xk).

De [19] se tiene que el conjunto ∂CΦλ(x
k) es no vaćıo y compacto, por ello podemos

considerar Hk ∈ ∂CΦλ(x
k), tal que

distF
(
Φ′λµk(xk), ∂CΦλ(x

k)
)

= ‖Φ′λµk(xk)−Hk‖F

de lo anterior y por (4.11), tenemos que,

‖Hk − Φ′λµk(xk)‖ ≤ ‖Hk − Φ′λµk(xk)‖F ≤ γβk, (6.5)

para todo k ∈ K. Aśı

‖I −H−1
k Φ′λµk(xk)‖ ≤ ‖H−1

k ‖‖Hk − Φ′λµk(xk)‖ ≤ γβkc. (6.6)

Dado que K es infinito y la regla de actualización en el paso P.4 del Algoritmo
4.1 tenemos que βk → 0. Por tanto, para k ∈ K suficientemente grande tal que
βk ≤ (2 γ c)−1,

‖I −H−1
k Φ′λµk(xk)‖ ≤ 1

2
·

Del Teorema 3.1.4 en [13] tenemos que Φ′λµk(xk) es no singular para todo k ∈ K
suficientemente grande, además

‖Φ′λµk(xk)−1‖ ≤ 2‖H−1
k ‖ ≤ 2c. (6.7)

Entonces el sistema (4.1) tiene solución para todo k ∈ K, suficientemente grande.



51

Lema 6.2. Bajo las hipótesis del Lema 6.1, sea k ∈ K suficientemente grande, la
solución del sistema lineal (4.1) satisface la condición descenso (4.2).

Demostración. Del lema anterior tenemos que el sistema (4.1) tiene una única solución
dk, para k ∈ K suficientemente grande y además, las matrices Φ′λµk(xk) son no sin-
gulares y sus inversas están acotadas superiormente por la constante positiva 2c. Aśı, a
partir de (4.1) tenemos la siguiente desigualdad:

‖dk‖ ≤ ‖Φ′λµk(xk)−1‖‖Φλ(x
k)‖ ≤ 2c ‖Φλ(x

k)‖,

de donde
−‖Φλ(x

k)‖2 ≤ − ρ1 ‖dk‖2 (6.8)

con, ρ1 = (4 c2)−1.

Por otra parte, multiplicando (4.1) por Φλ(x)T y usando (6.8), tenemos que

Φλ(x)TΦ′λµk(x)dk = −‖Φλ(x
k)‖2 ≤ − ρ1 ‖dk‖2, (6.9)

para todo k ∈ K suficientemente grande. Con lo cual se demuestra que dk satisface la
condición descenso (4.2), con ρ1 = (4 c2)−1.

En la demostración del lema anterior, se garantiza que {‖dk‖} → 0, con lo cual se puede
ver que, (4.2) se sigue eventualmente a partir de (6.9), para cualquier ρ > 0 y p > 2.
Por tanto, para todo k ∈ K suficientemente grande, la dirección dk siempre está dada
por (4.1).

El siguiente lema garantiza que los ı́ndices de las iteraciones xk permanecerán en el
conjunto K. La repetición de este argumento garantizará que k ∈ K y tk = 1 para
todo, k ∈ N suficientemente grande.

Lema 6.3. Asuma las hipótesis del Lema 6.1. Existe un ı́ndice k̂ ∈ K, tal que para
todo k ≥ k̂, el ı́ndice k + 1 también pertenece a K y xk+1 = xk + dk.

Demostración. Por el Lema 6.1 tenemos que, existe una constante positiva c tal que
‖Φ′λµk(xk)−1‖ ≤ 2c, para todo k ∈ K suficientemente grande. Además, para estos k,
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por el Algoritmo 4.1 y por (6.5) se tiene que,

‖xk + dk − x∗‖ = ‖xk − x∗ − Φ′λµk(xk)−1Φλ(x
k)‖

= ‖Φ′λµk(xk)−1(Φ′λµk(xk)(xk − x∗)− Φλ(x
k) + Φλ(x

∗))‖

≤ ‖Φ′λµk(xk)−1‖(‖(Φ′λµk(xk)−1 −Hk)(x
k − x∗)‖

+‖Hk(x
k − x∗)− Φλ(x

k) + Φλ(x
∗)‖)

≤ 2c(γβk‖xk − x∗‖+ ‖Hk(x
k − x∗)− Φλ(x

k) + Φλ(x
∗)‖),

(6.10)
aqúı, Hk ∈ ∂CΦλ(x

k) es tal que (al igual que en Lema 6.1)

distF (Φ′λµk(xk), ∂CΦλ(x
k)) = ‖Φ′λµk(xk)−Hk‖F .

Usando la Proposición 3.1 y teniendo en cuenta que βk → 0, se sigue que

‖xk + dk − x∗‖ = o(‖xk − x∗‖), (6.11)

para k ∈ K con k →∞. Lo anterior y la Proposición 3.4 muestran que

‖Φλ(x
k + dk)‖ = o(‖Φλ(x

k)‖), (6.12)

para k ∈ K con k →∞.

Sea

ω := máx

{
1

2
− (1− α− 2σ)2

2(2 + α)2
,
(1− η)2

2

}
,

donde α, η y σ son las constantes definidas en el Algoritmo 4.1. A partir de (6.12),
existe un ı́ndice k̂ ∈ K tal que

Ψλµk(xk + dk) ≤ Ψλµk(xk)− 2ωΨλ(x
k), (6.13)

para todo k ∈ K con k ≥ k̂. Luego, por el Lema 3.4 concluimos que

Ψλµk(xk + dk) ≤ Ψλµk(xk)− 2σΨλ(x
k), (6.14)

para todo k ∈ K con k ≥ k̂. Lo que indica que, el paso completo será aceptado para

todo k ≥ k̂, k ∈ K. En particular, xk̂+1 = xk̂ + dk̂. Además, de (6.13) y usando la
definición de ω, se obtiene que

‖Φλ(x
k̂+1)‖ ≤

√
1− 2ω‖Φλ(x

k̂)‖ ≤ η ‖Φλ(x
k̂)‖ = ηβk̂,
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lo cual, implica que k̂ + 1 ∈ K. Repitiendo el proceso anterior, se demuestra que para
todo k̂ ≥ k se cumple que k ∈ K y xk+1 = xk + dk.

En siguiente teorema da condiciones suficientes para la tasa de convergencia de una
sucesión generada por el Algoritmo 4.1.

Teorema 6.2. Sea {xk} una sucesión generada por el Algoritmo 4.1. Si uno de sus
puntos ĺımite, x∗, es una solución R-regular del PCNL(F) entonces {xk} converge a x∗

por lo menos q-superlinealmente a x∗. Si F : Rn −→ Rn es continuamente diferenciable
con matriz jacobiana localmente Lipschitz entonces la convergencia es q-cuadrática.

Demostración. El Lema 6.3 garantiza que, para k ∈ N suficientemente grande, k ∈ K
y tk = 1. Luego la convergencia q-superlineal se obtiene de (6.11). Por otro lado, si
F : Rn −→ Rn es continuamente diferenciable con matriz jacobiana localmente Lipchitz
entonces la Proposición 3.1 garantiza que

‖Hk(x
k + dk)− Φλ(x

k) + Φλ(x
∗)‖ = O(‖xk − x∗‖2).

Dado que Φλ es localmente Lipchitz, se tiene que

βk = ‖Φλ(x
k)‖ = ‖Φλ(x

k)− Φλ(x
∗)‖ = O(‖xk − x∗‖).

Usando estas dos igualdades en (6.10), se tiene que,

‖xk + dk − x∗‖ = O(‖xk − x∗‖2),

Por lo tanto, la sucesión {xk} converge q−cuadráticamente a x∗.



Capı́tulo 7
Pruebas numéricas

En este caṕıtulo analizamos numéricamente el desempeño del Algoritmo 4.1, propuesto
en el Caṕıtulo 4. Realizamos diversas pruebas numéricas variando el parámetro λ en el
intervalo (0, 4 ) en forma dinámica [4] y en forma aleatoria, respectivamente. También
consideramos el caso λ = 2 que reduce nuestra algoritmo al propuesto en [20]. Con lo
anterior tenemos tres versiones del Algoritmo 4.1.

Otro punto clave en las comparaciones es el de los puntos iniciales ya que el carácter global
de un algoritmo está asociado con su convergencia desde puntos iniciales arbitrarios.
En este sentido, consideramos en primer lugar, puntos tomados de la literatura sobre
problemas de prueba para algoritmos de complementariedad no lineal y posteriormente,
generamos puntos iniciales aleatorios.

Comparamos el desempeño numérico de nuestra propuesta algoŕıtmica con tres métodos
globales que resuelven problemas de complementariedad lineal, propuestos en [4], [20]
y recientemente en [36]. El primero de estos de tipo cuasi-Newton, el segundo, de tipo
Newton con Jacobiano suavizado y el tercero, tipo Levenberg- Marquardt [13].

Finalizamos el caṕıtulo con algunas pruebas numéricas que ilustran la ventaja de tener
un algoritmo global frente a uno local. Para esto, implementamos una versión local de
nuestra propuesta algoŕıtmica.

54
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7.1. Problemas de prueba, puntos iniciales y valores

de los parámetros

Para las pruebas numéricas consideramos diez problemas de complementariedad no lineal
asociados a las siguientes funciones. En cada caso, reportamos el nombre con el que
haremos referencia del problema en la tablas de resultados y, la solución(es) del problema.

Problema 7.1. Kojima Shindo (Koj-Shi) [28]. F : R4 → R4, definido por,

F (x) =


3x2

1 + 2x1x2 + 2x2
2 + x3 + 3x4 − 6

2x2
1 + 2x2

2 + x1 + 10x3 + 2x4 − 2
3x2

1 + x1x2 + 2x2
2 + 2x3 + 9x4 − 9

x2
1 + 3x2

2 + 2x3 + 3x4 − 3

 .

Soluciones: x∗1 =
(

1
2

√
6 0 0 1

2

)T
y x∗2 = (1 0 3 0)T . La solución x∗1 es una degene-

rada, mientras que x∗2 es no degenerada.

Problema 7.2. Kojima Josephy (Koj-Jo) [17]. F : R4 → R4, definido por,

F (x) =


3x2

1 + 2x1x2 + 2x2
2 + x3 + 3x4 − 6

2x2
1 + 2x2

2 + x1 + 3x3 + 2x4 − 2
3x2

1 + x1x2 + 2x2
2 + 2x3 + 3x4 − 9

x2
1 + 3x2

2 + 2x3 + 3x4 − 3



Solución única: x∗ =
(

1
2

√
6 0 0 1

2

)T
.

Problema 7.3. Mathiesen Modificado (Math mod) [25]. F : R4 → R4 definido por,

F (x) =



−x2 + x3 + x4

x1 − 0.9

(
5x3 + 3x4

x2 + 1

)
5− x1 − 0.1

(
5x3 + 3x4

x2 + 1

)
3− x1


.
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Infinitas soluciones de la forma x∗ = (a 0 0 0)T , con a ∈ [0, 3] .

Problema 7.4. Mathiesen (Mathiesen) [28]. F : R4 → R4 definido por,

F (x) =



−x2 + x3 + x4

x1 − α
(
b1x3 + b2x4

x2

)
b1 − x1 − (1− α)

(
b1x3 + b2x4

x3

)
b2 − x1


.

Donde las constantes b1, b2 > 0 y α ∈ (0, 1) . Para el problema asociado a esta función,
se desea encontrar una solución con x1 > 0, x2 > 0 y x2 + x3 + x4 = 1. La solución al
problema de complementariedad es:

i) Si αb1 > b2 , para cualquier τ > 0,

x∗ =

(
b2 τ

R

S
τ τ

(
R

S
− 1

))T
,

donde R =
b1 − b2

b2

, S =
1− α
α
·

ii) Si αb1 < b2 entonces para cualquier τ > 0,

x∗ =
(
αb1

τ

2

τ

2
0
)T

,

Problema 7.5. Billups (Billups) [5]. F : R→ R definido por,

F (x) = (x− 1)2 − 1.1.

Solución: x∗ = 2.048808849324785.

Problema 7.6. Nash Cournot (Nash Co). [17] F : Rn
+ → Rn definido por,

Fi(x) = g′i(xi)− h

(
n∑
j=1

xi

)
− xih′

(
n∑
j=1

xi

)
, i = 1, . . . , n,
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donde

g(xi) = cixi +
bi

1 + bi
l

1

bi
i x

1 +
1

bi
i , h (Q) = 5000

1

γ Q
−

1

γ .

Los valores ci, li, bi son positivos y γ > 0. O en forma más compacta

F (x) = c +
1

e + b
L

1

bx

1

b −

 5000
n∑
i=1

xi


1

γ
e− 1

γ

n∑
i=1

xi

x

 ,

donde c = (c1 · · · cn)T , b = (b1 · · · bn)T , L = (l1 · · · ln)T , e = (1 · · · 1)T .

Haremos dos pruebas numéricas de este problema, con n = 5 y n = 10. Los parámetros
son tomados de [17], para mayor claridad en la lectura del documento, los incluimos a
continuación.

Para n = 5, llamaremos el problema Nash Co (5 ),

c = (10 8 6 4 2)T

b = (1.2 1.1 1 0.9 0.8)T

L = (5 5 5 5 5)T

e = (1 1 1 1 1)T

y γ = 1.1. La solución es x∗ = (15.429 12.499 9.6635 7.1651 5.1326)T .

Para n = 10, llamaremos el problema Nash Co (10 ),

c = (5 3 8 4 5 1 3 7 4 6 3)T

b = (1.2 1 0.9 0.6 1.5 1 0.7 1.1 0.95 0.75)T

L = (10 10 10 10 10 10 10 10 10 10)T

e = (1 1 1 1 1 1 1 1 1 1)T

y γ = 1.2. Solución:

x∗ = (7.4415 4.0978 2.5906 0.9354 17.9490 4.0978 1.3047 5.5901 3.2222 1.6771)T .
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Problema 7.7. Hock Schittkowski (HH 66 ) [36]. F : R8 → R8 definido por,

F (x) =



−0.8 + x4e
x1 + x6

−x4 + x5e
x2 + x7

0.2− x5 + x8

x2 − ex1
x3 − ex2
100− x1

100− x2

10− x3


.

Solución: x∗ = (0.1841 1.2022 3.3273 0.6655 0.2 0 0 0)T .

Problema 7.8. Geiger Kanzow (Geiger-Kanzow) [16] F : Rn → Rn definido por

F (x) = Mx + q,

donde

M =



4 −1 0 · · · 0 0
−1 4 −1 · · · 0 0
0 −1 4 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 4 −1
0 0 0 · · · −1 4


, q = (−1 − 1 · · · − 1)T .

Con n = 500, la solución es:

x∗ = (0.3660 0.4641 0.4904 0.4974 0.4993 0.4998 0.5 · · ·
0.5 0.4998 0.4993 0.4974 0.4904 0.4641 0.3660)T .

Problema 7.9. Ahn (Ahn) [8]. F : Rn → Rn definido por,

F (x) = Mx + q,

donde la matriz M y el vector q están dados, respectivamente, por,
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M =



4 −2 0 · · · 0 0
1 4 −2 · · · 0 0
0 1 4 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 4 −2
0 0 0 · · · 1 4


, q = (−1 − 1 · · · − 1)T .

Con n = 3000, la solución es:

x∗ = (0.4082 0.3165 0.3371 0.3325 0.3335 0.3333 · · ·
0.3333 0.3332 0.3331 0.3328 0.3321 0.3306 0.3272 0.3197 0.3031 0.2660 0.1835)T .

Para escribir el código del Algoritmo 4.1 y de las funciones de prueba usamos el software
Matlabr y realizamos las pruebas en un computador con procesador Intel (R) Celeron
(R) de 1.5 GHz.

En cuanto a los vectores iniciales, consideramos algunos fijos, tomados de [4] [36], y otros
aleatorios, según el experimento numérico a realizar. Con el objetivo de hacer referencia
rápida, posterior de los puntos iniciales fijos, los enumeramos a continuación.

x1 = (1 1 1 1)T x12 = (1 0 0 0)T

x2 = 1 x13 = (1 1 1 1 0 0)T

x3 = (10 10 10 10 10)T x14 = 0

x4 = (10 10 · · · 10)T x15 = (1 1 1 1 1)T

x5 = 10 x1 x16 = (100 · · · 100)T

x6 = (−1 · · · − 1)T x17 = −2 x1

x7 = 6 x1 x18 = (1 4 4 1)T

x8 = (1 2 3 4)T x19 = 3 x1

x9 = (2 − 3 − 3 2)T x20 = (0 · · · 0)T

x10 = 100 x1 x21 = (−1 · · · − 1 1 · · · 1)T

x11 = (1 0 1 0)T

Los parámetros requeridos fueron tomados de [20], a saber:

ρ = 10−18, p = 2.1 θ = 0.5 σ = 10−4, γ = 30, α = 0.95 η = 0.9.

ε1 = 10−12, ε2 = 10−6, kmáx = 300, tmı́n = 10−16,
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donde ε1, ε2 son las tolerancias tomadas para Φλ(xk) y ‖∇Ψλ(xk)‖, respectivamente,
y tmı́n indica el tamaño mı́nimo del paso en la búsqueda lineal.

7.2. Pruebas numéricas

Teniendo en cuenta que el parámetro λ del Algoritmo 4.1 puede tomar valores en el
intervalo (0, 4) , iniciamos las pruebas numéricas variando este valor en dicho intervalo y
considerando, en primer lugar puntos iniciales fijos (tomados [4] [36]), y posteriormente,
otros generados aleatoriamente. Dicha variación de λ la haremos de tres formas (con las
cuales tendremos tres versiones de nuestro algoritmo) que describimos a continuación.

Método 1. Usamos λ = 2. En este caso, la familia de funciones de complementariedad
se reduce a la función de Fisher y nuestro algoritmo coincide con el propuesto en
[20].

Método 2. Usamos la escogencia dinámica para el parámetro λ utilizada en [4], es
decir,

1. λ = 2

2. Si Ψλ(xk) ≤ γ1 entonces λ = Ψλ(xk)

Si no λ = mı́n {c1Ψ(xk), λ}

3. Si Ψ(xk) ≤ γ2 entonces λ = mı́n {c2, λ} ,

donde γ1 = 10−2, γ2 = 10−4, c1 = 10, c2 = 10−8.

Esta estrategia combina la eficiencia de la función de Fisher lejos de la solución,
con la de la función mı́nimo, cerca de la misma.

Método 3. Variamos aleatoriamente el parámetro λ de forma uniforme en (0, 4) .

Los resultados obtenidos en cuanto a número de iteraciones, criterio de parada y número
de pasos de Newton, es decir, cuando t = 1, partir de puntos iniciales fijos con las
tres variantes del parámetro λ descritas anteriormente son presentados en la Tabla
7.1, cuyas columnas contienen la siguiente información: nombre del problema de prueba
(Problema), dimensión del mismo (Dim), número de iteraciones (k), punto inicial (x0 ),
solución encontrada (x∗ ), valor de la función Ψλ en x∗ (Ψλ(x

∗)), valor de la norma
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del gradiente de Ψλ en x∗ (‖∇Ψλ(x
∗)‖) y número de pasos completos en la búsqueda

monótona (np).

Problema x0 Método Dim k Ψλ(x
∗)

∥∥∇Ψλ(x
k)
∥∥ np

Koj-Shi x1

1 4 7 9.2e-17 9.1e-08 3
2 4 7 3.6e-17 1.3e-07 3
3 4 7 1.9e-14 2.9e-07 3

Koj-Jo x1

1 4 6 3.7e-13 7.4e-06 3
2 4 6 1.9e-21 9.2e-10 3
3 4 6 1.7e-13 2.5e-06 3

Math mod x1

1 4 4 6.8e-18 3.7e-09 4
2 4 4 5.6e-32 6.3e-16 4
3 4 4 1.3e-27 9.4e-14 4

Billups x2

1 1 4 2.6e-15 1.5e-07 3
2 1 5 1.2e-17 2.0e-08 4
3 1 4 1.8e-18 7.4e-10 4

Nash Co (5 ) x3

1 5 6 3.1e-16 4.0e-07 5
2 5 6 5.1e-27 3.3e-12 5
3 5 7 2.3e-15 5.4e-07 6

Nash Co (10 ) x4

1 10 11 2.1e-22 7.2e-10 4
2 10 10 1.8e-19 4.3e-08 3
3 10 11 5.4e-23 3.9e-10 4

Mathiesen x5

1 4 7 8.3e-14 5.8e-07 6
2 4 6 4.9e-15 3.0e-07 5
3 4 8 5.1e-21 1.6e-10 8

HH 66 x6

1 8 9 1.6e-15 1.4e-07 8
2 8 8 1.7e-16 1.1e-07 7
3 8 9 4.0e-23 3.5e-11 8

Geiger-Kanzow x6

1 500 5 1.7e-17 2.4e-08 5
2 500 4 7.0e-17 9.5e-08 4
3 500 5 9.6e-20 2.5e-09 5

Ahn x1

1 3000 6 9.9e-22 1.4e-10 5
2 3000 5 1.4e-16 9.9e-08 4
3 3000 6 9.1e-22 1.3e-10 5

Tabla 7.1: Algoritmo 4.1 variando λ con puntos iniciales fijos.

Cabe mencionar que en todos los casos, el Algoritmo 4.1 usó la dirección de Newton,
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lo cual es por supuesto deseable pues hace su convergencia más rápida. Cabe mencionar
que nuestro algoritmo encontró la solución no degenerada del problema Koj-Shi y se
encontraron soluciones distintas en el caso del problema Math mod con las tres variantes
de λ.

Por otra parte, la Tabla 7.1 permite observar que el criterio de parada, Ψλ(xk) < 10−12,
impuesto al algoritmo fue alcanzado en todos los casos, es decir hubo convergencia en
dichos casos. Se observa además, que el criterio impuesto sobre

∥∥∇Ψλ(x
k)
∥∥ también se

alcanzó en prácticamente todos los casos.

Observemos que, en el 77 % de las pruebas numéricas, el número de pasos de Newton
completos (np) en la búsqueda monótona, supera o es igual a la mitad de iteraciones
( k/2 ), lo que explica la rápida convergencia que tiene nuestro algoritmo, para este con-
junto inicial de experimentos. Además, refleja lo mostrado teóricamente en el Caṕıtulo
6, donde se demostró que cerca de la solución el paso de Newton es completo ( tk = 1 ).

En cuanto a las diferentes formas de elegir λ (Métodos 1, 2 y 3), se observa que el
número de iteraciones no vaŕıa mucho. Por otro lado, en las pruebas para los problemas
Math mod, Nash Co (5 ), Mathisen, Geiger-Kanzow y Ahn, con alguno de los métodos,
el número de pasos de Newton es igual al número de iteraciones, es decir, no se usa la
búsqueda lineal o en otros términos, el algoritmo se comporta como un algoritmo local.
Esta aparente ventaja nos motiva a hacer pruebas numéricas variando el punto inicial.

Continuando con las pruebas numéricas y con el propósito de analizar la convergencia
global del Algoritmo 4.1, generamos 100 vectores aleatorios iniciales para cada uno de
los problemas de complementariedad no lineal con cada método de elección de λ.

Los resultados de estos experimentos los presentamos en la Tabla 7.2 que además del
problema y métodos utilizados, contiene el tiempo promedio de ejecución medido en
segundos ( t ); número promedio de iteraciones ( k ) y porcentaje de éxito obtenido en el
experimento numérico (Exito ( %)), es decir, número de veces en las que el algoritmo
encuentra la solución del problema.

De la columna Éxito ( %), observamos que el Algoritmo 4.1 encontró una solución
para la mayoŕıa de los experimentos con una tasa de éxito del 100 % a diferencia del
problema Math mod que no convergió para aproximadamente el 15 % de las pruebas.
Es decir, nuestro algoritmo tiene un buen comportamiento global para este conjunto de
experimentos.

Como se mencionó anteriormente, la Tabla 7.1 no refleja gran diferencia en el número de
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iteraciones entre los métodos, esto podŕıa hacer pensar que la elección del parámetro λ no
juega un gran papel en la convergencia del nuestro algoritmo, sin embargo, los resultados
obtenidos en la Tabla 7.2 dejan ver que no es aśı, pues el número de iteraciones con el
Método 3 es muy superior a los demás, en la mayoŕıa de experimentos.

Problema Método k t (seg) Éxito ( %)

Koj-Shi
1 15.79 0.0137 99
2 14.87 0.0141 99
3 12.85 0.0055 97

Koj-Jo
1 15.95 0.0161 100
2 14.66 0.0170 100
3 24.06 0.0101 100

Math mod
1 10.3165 0.0104 79
2 9.5135 0.0123 74
3 8.8028 0.0066 71

Billups
1 15.85 0.0048 100
2 17.65 0.0093 100
3 38.65 0.0040 61

Nash Co (5 )
1 8.22 0.0095 100
2 8.09 0.0148 100
3 8.36 0.0096 100

Nash Co (10 )
1 12.54 0.0252 100
2 12.02 0.0325 100
3 12.71 0.0398 100

Mathiesen
1 9.29 0.0052 100
2 10.91 0.0129 99
3 10.91 0.0056 100

HH 66
1 11.82 0.0107 100
2 10.54 0.0128 100
3 12.1 0.0096 100

Geiger-Kanzow
1 7 1.25 100
2 6 1.342 100
3 6.61 1.179 100

Ahn
1 6 128.804 100
2 − − −
3 − − −

Tabla 7.2: Algoritmo 4.1 variando λ con puntos iniciales aleatorios.
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Se observa además, que para el problema Ahn, los Métodos 2 y 3,

Con el objetivo de analizar el desempeño global del Algoritmo 4.1, lo comparamos con
tres métodos globales que resuelven problemas de complementariedad lineal. El primero
de estos algoritmos, que llamaremos Algoritmo 5.2, propuesto en [4], es de tipo cuasi
Newton no diferenciable.

El segundo, propuesto en [20], es de tipo jacobiano suavizado, el cual a diferencia de
nuestra propuesta usa una suavización de la función de Fischer (un caso particular
de la familia de funciones de complementariedad considerada en nuestro trabajo) para
reformular el problema de complementariedad no lineal. Llamaremos a este algoritmo,
Algoritmo 5.3.

El tercero, que llamaremos Algoritmo 5.4, de tipo Newton suavizado fue propuesto
recientemente en [36], usa la familia de funciones de complementariedad (1.4) y la sua-
vización presentada en [35], para la reformulación del problema de complementariedad
no lineal. Su propuesta algoŕıtmica difiere considerablemente de la nuestra: ellos aproxi-
man la parte que contiene la información de segundo orden en la matriz hessiana de la
función de mérito, por un múltiplo de la matriz identidad (tipo algoritmos Levenberg-
Marquardt, para mı́nimos cuadrados no lineales [13]), lo que hace que puedan garantizar
la no singularidad de la matriz del sistema lineal a resolver en cada iteración, evitando
aśı el uso de la dirección del gradiente de la función de mérito.

Previo a la comparación de los algoritmos, procedemos de la siguiente forma: consi-
deramos el problema de complementariedad no lineal asociado a cada una de las diez
funciones descritas al inicio del caṕıtulo, hacemos pruebas numéricas del Algoritmo 4.1
con vectores iniciales fijos usados en [4] y [36] y variando λ con los Métodos 1,2 y 3.
Medimos el promedio de iteraciones, tiempo promedio de ejecución del algoritmo y el
porcentaje de éxito en el experimento numérico. Los resultados obtenidos los reportamos
en la tabla Tabla 7.3, a continuación.

Problema Método x0 t̄ (seg) k̄ Éxito ( % )

Koj-Shi 1 x7 0.0090 14.00 100
Koj-Shi 2 x7 0.0064 11.00 100
Koj-Shi 3 x7 0.0062 11.82 95
Koj-Shi 1 x8 0.0062 11.00 100
Koj-Shi 2 x8 0.0069 12.00 100
Koj-Shi 3 x8 0.0081 13.92 97

Continua en la siguiente página
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Continuación de la página anterior

Problema Método x0 t̄ (seg) k̄ Éxito ( %)
Koj-Shi 1 x9 0.0057 10.00 100
Koj-Shi 2 x9 0.0062 10.00 100
Koj-Shi 3 x9 0.0412 30.56 93
Koj-Jo 1 x10 0.0354 31.00 100
Koj-Jo 2 x10 0.0360 31.00 100
Koj-Jo 3 x10 0.0381 32.58 99
Koj-Jo 1 x11 0.0025 6.00 100
Koj-Jo 2 x11 0.0027 6.00 100
Koj-Jo 3 x11 0.0026 6.08 100
Koj-Jo 1 x12 0.0041 10.00 100
Koj-Jo 2 x12 0.0046 10.00 100
Koj-Jo 3 x12 0.0044 10.31 100
Math mod (4 ) 1 x10 0.0129 9.00 100
Math mod (4 ) 2 x10 0.0130 9.00 100
Math mod (4 ) 3 x10 0.0094 10.68 96
Math mod (4 ) 1 x1 0.0017 4.00 100
Math mod (4 ) 2 x1 0.0018 4.00 100
Math mod (4 ) 3 x1 0.0016 3.84 100
Math mod (4 ) 1 x11 0.0017 4.00 100
Math mod (4 ) 2 x11 0.0015 3.00 100
Math mod (4 ) 3 x11 0.0015 3.64 100
Billups 1 x14 0.0092 20.00 100
Billups 2 x14 0.0097 19.00 100
Billups 3 x14 0.0065 16.62 100
Billups 1 x2 0.0005 4.00 100
Billups 2 x2 0.0008 5.00 100
Billups 3 x2 0.0005 3.99 100
Nash Co (5 ) 1 x15 0.0097 8.00 100
Nash Co (5 ) 2 x15 0.0103 8.00 100
Nash Co (5 ) 3 x15 0.0095 8.50 100
Nash Co (5 ) 1 x3 0.0069 6.00 100
Nash Co (5 ) 2 x3 0.0081 6.00 100
Nash Co (5 ) 3 x3 0.0070 6.07 100
Nash Co (5 ) 1 x16 0.0117 9.00 100
Nash Co (5 ) 2 x16 0.0131 9.00 100
Nash Co (5 ) 3 x16 0.0118 9.24 100

Continua en la siguiente página
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Continuación de la página anterior

Problema Método x0 t̄ (seg) k̄ Éxito ( %)
Nash Co (10 ) 1 x17 0.0120 8.00 100
Nash Co (10 ) 2 x17 0.0117 7.00 100
Nash Co (10 ) 3 x17 0.0109 7.82 100
Nash Co (10 ) 1 x18 0.0181 11.00 100
Nash Co (10 ) 2 x18 0.0189 10.00 100
Nash Co (10 ) 3 x18 0.0194 11.31 100
Nash Co (10 ) 1 x19 0.0981 7.00 100
Nash Co (10 ) 2 x19 0.0907 7.00 100
Nash Co (10 ) 3 x19 0.1100 8.90 99
Mathiesen 1 x6 0.0034 8.00 100
Mathiesen 2 x6 0.0036 8.00 100
Mathiesen 3 x6 0.0188 19.50 100
Mathiesen 1 x20 0.0021 5.00 100
Mathiesen 2 x20 0.0020 4.00 100
Mathiesen 3 x20 0.0021 4.67 100
Mathiesen 1 x21 0.0115 11.00 100
Mathiesen 2 x21 − − −
Mathiesen 3 x21 0.0355 21.18 96
HH 66 1 x6 0.0077 9.00 100
HH 66 2 x6 0.0063 8.00 100
HH 66 3 x6 0.0062 9.53 100
HH 66 1 x4 0.0053 8.00 100
HH 66 2 x4 0.0049 7.00 100
HH 66 3 x4 0.0056 8.89 100
HH 66 1 x16 0.0045 8.00 100
HH 66 2 x16 0.0042 7.00 100
HH 66 3 x16 0.0049 8.80 100
Geiger-Kanzow 1 x6 1.2476 5.00 100
Geiger-Kanzow 2 x6 1.0896 4.00 100
Geiger-Kanzow 3 x6 2.8282 13.97 99
Geiger-Kanzow 1 x4 1.1148 5.00 100
Geiger-Kanzow 2 x4 0.8795 4.00 100
Geiger-Kanzow 3 x4 4.2205 15.03 88

Tabla 7.3: Algoritmo 4.1 con los Métodos 1,2 y 3.



7.2. Pruebas numéricas 67

Para la comparación con el Algoritmo 5.2, tenemos en cuenta los resultados de la Ta-
bla 7.3 asociados a los problemas Koj-Jo, Koj-Shi, Math mod y Billups que también
fueron utilizados en [4] para analizar el desempeño de su algoritmo. Además, hubo con-
vergencia para algunos puntos iniciales para los cuales, el Algoritmo 5.2 no convergió.
Por ejemplo, el problema Koj-Jo con el punto inicial x10 y Billups con valor inicial x2.

Para la comparación con el Algoritmo 5.3, el cual recordemos es un caso particular
de nuestro algoritmo (λ = 2 ) tenemos en cuenta los resultados de la Tabla 7.3 con los
Métodos 2 y 3 versus los resultados de la misma tabla, con el Método 1.

Observamos que el número de iteraciones y tiempo de ejecución con los Métodos 1 y 2
es muy similar, prácticamente no hay una diferencia significativa. En cuanto al algoritmo
con el Método 1 frente al mismo con el Método 3 observamos diferencias, en algunos
casos, en el número de iteraciones, mostrando un mejor desempeño cuando se considera
el Método 1, tal es el caso de los problemas Mathiesen (8 iteraciones en promedio con
el Método 1 y 19.50 con el Método 3); Geiger-Kanzow (5 iteraciones en promedio
con el Método 1 y 13.97 con el Método 3). Por otra parte, el tiempo de ejecución,
con estos dos métodos es muy similar. Vale la pena mencionar que el porcentaje de éxito
cuando se usa el Método 3, en general, es menor que 100, a diferencia de cuando se
usan los Métodos 1 y 2 que el porcentaje es 100 %.

Teniendo en cuenta los resultados para los problemas Koj-Shi, Mathiesen, HH 66, Geiger-
Kanzow y Ahn, reportados en la Tabla 7.3 para el Algoritmo 4.1 y en [36], para el
Algoritmo 5.4, encontramos que en todos los casos nuestro algoritmo con los Métodos
1 y 2 encontró una solución en menos iteraciones. No obstante, con el Método 3 superó,
en general, el número de iteraciones reportado en [36]. Quizá esto se deba al carácter
aleatorio del parámetro λ.

Finalmente, para apreciar la ventaja de disponer de un algoritmo global frente a uno
local, comparamos el Algoritmo 4.1 con una versión local del mismo. Esta última, que
llamaremos Algoritmo Local, la obtenemos suprimiendo el paso P3 de nuestro algo-
ritmo que corresponde a la búsqueda lineal no monótona, la estrategia de globalización
usada.

Los resultados obtenidos por el Algoritmo local en cuanto a convergencia y número de
iteraciones son presentados en la Tabla 7.4, en la cual el śımbolo − indica que hubo
divergencia ya que el algoritmo superó el número de iteraciones permitido.
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Problema x0 Método Dim k Ψλ(x
∗)

∥∥∇Ψλ(x
k)
∥∥

Koj-Shi x1

1 4 34 1.1e-17 4.1e-08
2 4 32 1.3e-25 7.7e-12
3 4 - - -

Koj-Jo x1

1 4 9 2.8e-18 6.7e-09
2 4 9 1.1e-20 2.2e-09
3 4 - - -

Math mod x1

1 4 4 6.8e-18 3.7e-09
2 4 4 5.6e-32 6.3e-16
3 4 4 7.2e-22 5.9e-11

Billups x2

1 1 6 6.1e-22 7.3e-11
2 1 7 2.3e-23 2.9e-11
3 1 - - -

Nash Co (5 ) x3

1 5 7 2.3e-16 3.5e-07
2 5 7 2.8e-27 2.4e-12
3 5 7 1.8e-20 4.3e-09

Nash Co (10 ) x4

1 10 - - -
2 10 - - -
3 10 - - -

Mathiesen x5

1 4 8 8.9e-18 6.0e-09
2 4 7 8.2e-21 3.6e-10
3 4 7 7.6e-13 2.0e-06

HH 66 x6

1 8 11 8.4e-13 4.5e-06
2 8 10 2.5e-16 1.5e-07
3 8 12 1.3e-15 2.9e-07

Geiger-Kanzow x6

1 500 5 1.7e-17 2.4e-08
2 500 4 7.0e-17 9.5e-08
3 500 55 1.4e-12 7.8e-07

Ahn x1

1 3000 6 1.0e-15 2.0e-07
2 3000 6 7.4e-29 7.4e-14
3 3000 - - -

Tabla 7.4: Desempeño del Algoritmo local.

En la Tabla 7.4 observamos que el Algoritmo local no convergió para el 23.3 % de
los problemas, en contraste a los resultados reportados en Tabla 7.1 para el Algorit-
mo global 4.1 donde se observa que hubo convergencia del 100 % de los problemas
analizados.
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Respecto al número de iteraciones, observamos un claro aumento de estas, en el Algorit-
mo local con las diferentes variantes de λ. Por ejemplo, el problema Koj-Shi, el número
de iteraciones se cuadriplicó, respecto al mismo problema con el Algoritmo global 4.1.
Además, los datos reportados en la Tabla 7.4 muestran que el Método 3, no convergió
para el 50 % de los experimentos numéricos, lo anterior evidencia el papel importante
que juega la estrategia de globalización, en este caso la búsqueda lineal monótona.

En el caṕıtulo 6 se demostró, bajo ciertas hipótesis, que el Algoritmo 4.1 converge
superlineal y, hasta cuadráticamente, lo que es muy deseable para cualquier método
iterativo. Esto nos motivó a realizar pruebas numéricas que evidencien estos tipos de
convergencia; con este fin elegimos las funciones Koj-Shi, Math Mod, Billups y Ahn y los
problemas asociados a cada una de estas funciones.

Las Figuras 7.1 a 7.4 ilustran la convergencia superlineal del Algoritmo 4.1 para cada
uno de los cuatro problemas considerados. En cada caso, la gráfica presenta el número
de iteraciones versus el cociente Rk, definido por

Rk =
‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖

·

Para ilustrar la convergencia cuadrática del Algoritmo 4.1, con la escogencia de λ dada
por el Método 2, presentamos en las Tablas 7.5 a 7.8, las diez primeras iteraciones del
algoritmo y registramos el valor de la función de mérito Ψλ en xk. Cabe mencionar que
para la mayoŕıa de problemas el algoritmo converge en menos de diez iteraciones, pero
esto se hace con el objetivo de evidenciar en forma clara dicho tipo de convergencia.

k

Rk

0 1 2 3 4 5 6 7

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 7.1: Koj-Shi

k Ψλ(x
k)

1 1.7e+00
2 9.4e-01
3 4.0e-01
4 2.2e-01
5 2.4e-01
6 9.6e-03
7 1.5e-07
8 4.4e-17
9 1.6e-30
10 0.0e+00

Tabla 7.5: Koj-Shi
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k

Rk

0 1 2 3 4

0.2

0.4

Figura 7.2: Math Mod

k Ψλ(x
k)

1 1.0e+01
2 2.0e-01
3 1.8e-03
4 3.9e-12
5 5.6e-32
6 5.6e-32
7 5.6e-32
8 5.6e-32
9 5.6e-32
10 5.6e-32

Tabla 7.6: Math Mod

k

Rk
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1

Figura 7.3: Billups

k Ψλ(x
k)

1 1.3e+00
2 1.4e+00
3 1.4e-01
4 9.3e-04
5 2.1e-08
6 1.2e-17
7 0.0e+00
8 0.0e+00
9 0.0e+00
10 0.0e+00

Tabla 7.7: Billups
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k

Rk
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Figura 7.4: Ahn

k Ψλ(x
k)

1 8.8e+02
2 2.2e+02
3 3.4e+01
4 5.9e+00
5 1.0e-01
6 4.4e-06
7 3.8e-23
8 2.9e-28
9 7.4e-29
10 7.3e-29

Tabla 7.8: Ahn

De las Figuras 7.1 a 7.4 observamos que, en todos los casos, el cociente Rk tiende a cero
cuando k se hace muy grande, es decir que en los problemas Koj-Shi, Math Mod, Billups
y Ahn, nuestro algoritmo converge superlinealmente1

Por otra parte, De las Tablas 7.5 a 7.8 observamos que el número de decimales exactos
de la función de mérito Ψ(xk), en cada uno de los problemas, se dobla a partir de una
cierta iteración, esto indica que el algoritmo converge cuadráticamente.

1Una sucesión {xk} converge superlinealmente a x∗, si ĺımk→∞Rk = 0. Dicha sucesión converge
cuadráticamente, si para algún c > 0 se satisface que ‖xk+1 − x∗‖ ≤ c ‖xk − x∗‖2.



Capı́tulo 8
Comentarios finales

Resolver el PCNL(F) trae consigo un inconveniente, ya que tratar de resolverlo directa-
mente es poco práctico, es por ello, que se buscan diferentes estrategias para resolverlo;
la más popular consiste en reformularlo, mediante el uso de funciones de complemen-
tariedad, como un sistema de ecuaciones no lineales que resulta no diferenciable. Esto
último impide la aplicación de algoritmos clásicos tipo Newton para resolver el problema,
pero ha motivado la creación de los llamados métodos tipo Newton generalizados para
su solución [32] [19] [4].

Otra forma de lidiar con la no diferenciabilidad de la reformulación del problema de
complementariedad es usar la llamada estrategia del jacobiano suavizado [10] [20], que
permite aproximar la reformulación no diferenciable del PCNL(F) por una sucesión de
sistemas no lineales diferenciables que dependen de un parámetro positivo µ. La idea es
hacer que este parámetro tienda a cero. En la versión local del método se resuelve, en
cada iteración, una ecuación de Newton h́ıbrida, cuya matriz de coeficientes es la matriz
jacobiana de la aproximación suavizada.

En el presente trabajo de investigación propusimos un algoritmo global con jacobiano
suavizado que generaliza el algoritmo del mismo tipo, propuesto en [20] a todos los
miembros de la familia ϕλ definida en (1.3). Desarrollamos la teoŕıa de convergencia del
método y realizamos pruebas numéricas para analizar el desempeño del método. Nuestra
propuesta resuelve el PCNL(F) y ofrece ventajas en cuanto a la robustez del método,
pues el uso de puntos iniciales aleatorios frente a otros métodos [36] [4], evidenció en las
pruebas numéricas presentadas en el Caṕıtulo 7 un comportamiento similar al propuesto
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en [20], además se ampĺıa el margen de vectores que se pueden tomar como punto inicial,
lo cual está acuerdo con el carácter global del algoritmo.

Finalmente, queremos mencionar que las variaciones realizadas a nuestro algoritmo nos
permitieron formular conclusiones a priori sobre el desempeño del mismo, por lo tanto,
creemos que es necesario estudiar una relación entre el parámetro λ y el problema de
complementariedad no lineal, que permita mejorar la efectividad en cuanto a convergen-
cia del algoritmo. También seŕıa interesante aplicar la estrategia del jacobiano suavizado
usando la familia (1.4).
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