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Resumen

Dilucidar las propiedades simétricas de la naturaleza es uno de los temas abiertos
mas importantes en fisica tedrica tanto en astro-fisica, fisica de particulas y mate-
ria condensada entre otros campos de investigacion. Para poder realizar un estudio
estructurado de este campo de accién, y dominar las bases necesarias para contex-
tualizar el comportamiento de particulas es necesario enfocarse en la simetria y las
leyes de conservacion que aqui se generan. Este trabajo de profundizacion titulado
“Grupos de Lie con aplicaciones a fisica de particulas” es una sinopsis de las bases
fisicomatematicas necesarias para comprender la naturaleza simétrica de la fisica de
particulas. En primera instancia, se parte de la teoria basica de grupos y la teoria
de representaciones debido a que estos principios permiten describir diferentes suce-
sos naturales que estan impregnados de simetrias subyacentes en el universo de las
particulas, como traslaciones rotaciones basicas para describir la cristalografia y la
espectroscopia por ejemplo y que en el entorno de la mecanica cuantica se convierte
en un modelo efectivo para analizar sistemas de muchos cuerpos que involucren el
espin. Se introducen los grupos de Lie y el algebra de Lie junto con sus propieda-
des con el propodsito de describir simetrias contintas dado que se puede analizar la
estructura algebraica de un grupo sobre un espacio vectorial, lo que ha facilitado
entender algunos desarrollos modernos en esta rama de la fisica. Posteriormente, se
estudian dos grupos de Lie importantes como lo son el grupo de Lorentz y el grupo
de Poincare, haciendo hincapié en sus aplicaciones a la fisica de particulas, ya que
facilita representaciones de la invariante relativista, que a menudo se llaman inva-
riante de Lorentz o de Poincaré conduciendo al algebra de operadores que estan en
consonancia con la relatividad, permitiendo asi la libertad de analizar teoria cuantica
de campos y el teorema de Noether. Se asume que este trabajo cubre un material
importante en teoria de grupos y fisica de particulas de manera que prepara a los
estudiantes para estudios futuros en fisica y matematicas y pretende contribuir a
cerrar la brecha de la falta de material propio de teoria de grupos en el departamen-
to de fisica y por ende en el programa de ingenieria fisica que permita explicar a
estudiantes de pregrado diferentes problemas de la fisica moderna |1}2}28-31].
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Capitulo 1. Panorama cronolégico de la
Fisica de Particulas

1.1. ;Que son las particulas elementales?

La fisica de particulas es la rama de la fisica que estudia las particulas elementales y
sus propiedades. Es facil aclarar lo que se entiende por “particulas elementales”: son
particulas que no tienen ninguna subestructura. En otras palabras, son objetos que
no estan formados por objetos més pequenios [1]. Y lo que es aiin mds notable, estos
objetos diminutos se presentan en un pequenio nimero de tipos diferentes (quark
up, quark down), que se replican en cantidades astronémicas para formar toda la
“materia” que nos rodea. Y estas réplicas son copias absolutamente perfectas, no
solo “bastante parecidas”, como dos Ford que salen de la misma cadena de montaje,
sino totalmente indistinguibles. No se puede estampar un nimero de identificacién
en un electrén, ni pintar una mancha en él: si se ha visto uno, se han visto todos. Esta
cualidad de absoluta identidad no tiene ningtin analogo en el mundo macroscépico.
Se puede decir que las particulas elementales son los constituyentes fundamentales
de todos los objetos del universo [1,2].

No es tan facil decir qué particulas son elementales. Es posible decir qué particulas
no son elementales, si se conoce algin experimento que muestre la subestructura
del objeto. Pero ningtin experimento puede garantizar que un objeto dado no tenga
ninguna subestructura. Un nuevo experimento podria mostrar subestructura en un
objeto que antes se consideraba elemental [1}3].

Se pensaba que los atomos eran indivisibles hasta que una serie de experimentos
realizados a finales del siglo X1X y principios del X X confirmaron la existencia de
electrones y del nticleo atémico. Pronto se comprendié que, para todos los atomos,
excepto el mas ligero, el hidrogeno, el niicleo tiene una subestructura. Los protones y
los neutrones pasaron a llamarse colectivamente nucleones por ser los constituyentes
de los nicleos, y a ser tratados como particulas elementales [1]. Unas décadas mas
tarde, nuevos experimentos indicaron que los propios nucleones tienen subestructura,
por lo que ya no se les puede llamar particulas elementales. Ahora estan formados por



quarks, que son particulas elementales como los electrones. Asi, la lista de particulas
elementales cambia con el tiempo. No se puede garantizar que las particulas elemen-
tales de hoy no se conviertan en objetos compuestos manana [1},2].

Una particula elemental no tiene por qué ser subatémica, en el sentido de que no
tiene por qué ser un constituyente de los dtomos de un modo u otro. Ingenuamente,
cuando se piensa en las particulas elementales, se tiene una de las dos siguientes
proposiciones en nuestra mente, o quizds alguna mezcla de las dos [1,2]

1. Las particulas elementales son constituyentes de conglomerados mas grandes
[1]-

2. Las particulas elementales no tienen estructura interna [1].

Por lo tanto, es importante dejar absolutamente claro desde el principio que cuando
se habla del campo de la “fisica de las particulas elementales”, se utiliza la palabra
“elemental” solo en el segundo sentido. La existencia de la primera propiedad puede
ser crucial para detectar una particula elemental concreta, pero no es necesaria para
decidir si una particula concreta debe incluirse en la lista de particulas elementales.
En otras palabras, la capacidad de formar conglomerados mas grandes es una pro-
piedad que una particula elemental puede tener o no. De hecho, la mayoria de las
particulas elementales no tienen esta propiedad por una u otra razén [1}2].

El mundo de la vida cotidiana se rige por la mecanica clasica. Pero para los objetos
que viajan muy répido (a velocidades comparables a c), las reglas cldsicas son mo-
dificadas por la relatividad especial, y para los objetos que son muy pequefios (com-
parables al tamano de los atomos), la mecénica clasica es superada por la mecanica
cuantica. Por ultimo, para las cosas rapidas y pequenas, se necesita una teoria que in-
corpore la relatividad especial y los principios cuanticos: la teoria cuantica de campos.
Ahora bien, las particulas elementales son extremadamente pequenas, y normalmen-
te también son muy rapidas. Por tanto, la fisica de las particulas elementales cae
naturalmente bajo el dominio de la teoria cuantica de campos [1-3].

1.2. ;Cbémo se producen y como se detectan las
particulas?

Los electrones y los quarks no son un problema; son los componentes estables de la
materia ordinaria. Para producir electrones basta con calentar un trozo de metal. Si



se quiere un haz de electrones, basta con colocar una placa cargada positivamente
cerca, para atraerlos, y hacer un pequeno agujero en ella; los electrones que atra-
viesan el agujero constituyen el haz [3]. Un canén de electrones de este tipo es el
elemento inicial de un tubo de television o de un osciloscopio o de un acelerador de
electrones. Para las particulas mas exdticas hay tres fuentes principales: los rayos
cosmicos, los reactores nucleares y los aceleradores de particulas [3].

En general, cuanto mas pesada es la particula que se quiere producir, mayor debe
ser la energia de la colision. Por eso, historicamente, se tiende a descubrir primero
las particulas ligeras, y a medida que pasa el tiempo, y los aceleradores se vuelven
mas potentes, se encuentran particulas mas pesadas. Dentro de un acelerador, dos
haces de particulas de alta energia viajan a una velocidad cercana a la de la luz antes
de chocar. Los haces viajan en direcciones opuestas en tubos de haz separados: dos
tubos mantenidos en ultra alto vacio. Son guiados alrededor del anillo del acelerador
por un fuerte campo magnético mantenido por electroimanes superconductores [4,/5].
Justo antes de la colision, se utiliza otro tipo de imén para “apreta” las particulas y
aumentar las posibilidades de colision. Las particulas son tan diminutas que la tarea
de hacerlas colisionar es similar a disparar dos agujas separadas por 10 kilémetros
con tal precisién que se encuentran a mitad de camino [5]. Por lo tanto, los experi-
mentos de dispersion de electrones se orientaran cada vez més hacia los colisionadores
lineales, mientras que los anillos de almacenamiento seguiran utilizandose para los
protones y las particulas mas pesadas |1H4].

Hay muchos tipos de detectores de particulas: contadores Geiger, cAmaras de nubes,
camaras de burbujas, camaras de chispas, camaras de deriva, emulsiones fotografi-
cas, contadores Cerenkov, centelleadores, fotomultiplicadores, etc [3]. En realidad,
un detector moderno tipico tiene conjuntos enteros de estos dispositivos, conectados
a un ordenador que sigue las particulas y muestra sus trayectorias en una pantalla
de television. La mayoria de los mecanismos de deteccion se basan en el hecho de
que, cuando las particulas cargadas de alta energia atraviesan la materia, ionizan
los dtomos a su paso [3]. Los iones actian entonces como “semillas” en la formacién
de gotas (cdmara de nubes) o burbujas (cdmara de burbujas) o chispas (cdmara de
chispas), segun el caso. Pero las particulas eléctricamente neutras no provocan la
ionizacién y no dejan huellas [1-4].



1.3. Introduccién histérica a las particulas elemen-
tales

Se podria precisar que la fisica de las particulas elementales nacié en 1897, con el
descubrimiento del electrén por J. J. Thomson [1}3]. El sabia que los rayos catodicos
emitidos por un filamento caliente podian ser desviados por un iman. Esto sugeria
que llevaban carga eléctrica; de hecho, la direccion de la curvatura exigia que la car-
ga fuera negativa. Por tanto, parecia que no se trataba de rayos, sino de corrientes
de particulas. Haciendo pasar el rayo a través de campos eléctricos y magnéticos
cruzados, y ajustando la intensidad del campo hasta que la desviacién neta fuera ce-
ro, Thomson pudo determinar la velocidad de las particulas (aproximadamente una
décima parte de la velocidad de la luz), asi como su relacién carga-masa. Thomson
llamé a las particulas corpusculos [2,3]. Ya en 1891, George Johnstone Stoney habia
introducido el término “electréon” para la unidad fundamental de carga; mas tarde,
ese nombre se adoptd para las propias particulas [1-3].

Thomson conjeturd correctamente que estos electrones eran constituyentes esencia-
les de los dtomos; sin embargo, como los d&tomos en su conjunto son eléctricamente
neutros y mucho mas pesados que los electrones, surgié inmediatamente el problema
de cémo se distribuye la carga positiva compensatoria y la mayor parte de la masa
dentro de un atomo. El propio Thomson imaginé que los electrones estaban suspen-
didos en una pasta pesada y cargada positivamente, como (segtn él) las ciruelas de
un pudin [2,3]. Pero el modelo de Thomson fue rechazado de forma contundente por
el famoso experimento de dispersiéon de Rutherford, que demostré que la carga posi-
tiva, y la mayor parte de la masa, se concentraban en un pequeno nicleo, en el centro
del atomo. Rutherford lo demostr6 disparando un haz de particulas de a (dtomos
de helio ionizados) contra una fina ldmina de oro. Si los dtomos de oro estuvieran
formados por esferas bastante difusas, como suponia Thomson, todas las particulas
de « se habrian desviado un poco, pero ninguna se habria desviado mucho. Lo que
ocurrié en realidad fue que la mayoria de las particulas de « pasaron a través del
oro sin ser molestadas, pero unas pocas rebotaron en angulos salvajes. La conclusion
de Rutherford fue que las particulas de « tenian se encontré con algo muy pequeno,
muy duro y pesado. Evidentemente, la carga positiva, y practicamente toda la masa,
estaba concentrada en el centro, ocupando sélo una pequena fraccién del volumen
del atomo [1-3].

El ntcleo del dtomo més ligero (el hidrégeno) recibi6 el nombre de protén por par-
te de Rutherford. En 1914, Niels Bohr propuso un modelo para el hidrégeno que
consistia en un tnico electréon que giraba alrededor del protén, como un planeta que
giraba alrededor del sol, mantenido en 6rbita por la atraccion mutua de cargas opues-



tas. Era natural entonces suponer que los nticleos de los atomos mas pesados estaban
compuestos por dos o mas protones unidos entre si, soportando un numero similar
de electrones en drbita. Desgraciadamente, el siguiente &tomo mds pesado (el helio),
aunque efectivamente lleva dos electrones, pesa cuatro veces mas que el hidrégeno, y
el litio (tres electrones) pesa siete veces més que el hidrégeno, y asi sucesivamente [3].
Este dilema se resolvié finalmente en 1932 con el descubrimiento por Chadwick del
neutrén, un gemelo eléctricamente neutro del proton. Resulta que el nicleo del helio
contiene dos neutrones ademads de los dos protones; el litio, evidentemente, incluye
cuatro; y, en general, los niicleos més pesados llevan méas o menos el mismo nimero
de neutrones que de protones. El descubrimiento del neutrén puso el broche final
a lo que podriamos llamar el periodo cldsico de la fisica de particulas elementales.
Nunca antes y nunca después la fisica habia ofrecido una respuesta tan sencilla y
satisfactoria a la pregunta: “;De qué esta hecha la materia?” En 1932, todo eran
protones, neutrones y electrones [1H3].

Ahora bien, hay un problema llamativo al que el modelo “clasico” no se refiere en
absoluto: ;qué mantiene unido el nicleo? Al fin y al cabo, los protones cargados
positivamente deberian repelerse violentamente, al estar tan cerca unos de otros.
Evidentemente, debe haber alguna otra fuerza, mas poderosa que la fuerza de re-
pulsién eléctrica, que una los protones (y los neutrones); los fisicos de aquella época
menos imaginativa la llamaban, simplemente, la fuerza fuerte, tiene un alcance muy
corto que es aproximadamente del tamano del propio nicleo [3].

La primera teoria significativa de la fuerza fuerte fue propuesta por Yukawa en 1934.
Supuso que el protéon y el neutrén se atraen mutuamente por algin tipo de campo,
al igual que el electron es atraido al nicleo por un campo eléctrico y la luna a la
tierra por un campo gravitatorio [1-4]. Este campo deberia ser cuantificado, y Yu-
kawa se pregunto: jcuales deben ser las propiedades de su cuanto, la particula cuyo
intercambio explicaria las caracteristicas conocidas de la fuerza fuerte? Por ejemplo,
el corto alcance de la fuerza indicaba que el mediador debia ser bastante pesado;
Yukawa calculé que su masa debia ser casi 300 veces la del electrén. La particula
de Yukawa pasé a llamarse mesén. En el mismo sentido, el electrén se llama lepton,
mientras que el protén y el neutron son bariones. En 1947, Powell y sus colaboradores
en Bristol descubrieron que hay dos particulas de peso medio en los rayos césmicos,
que llamaron 7 (o “pién”) y p (o “muén”). El verdadero mesén de Yukawa es el 7;
se produce copiosamente en la atmosfera superior, pero normalmente se desintegra
mucho antes de llegar a la tierra [1-4].

El primer gran logro de esta época fue el descubrimiento por parte de Dirac, en 1927,
de la ecuacion que lleva su nombre. La ecuacién de Dirac debia describir electrones
libres con una energia dada por la férmula relativista [2,3]



2 22 24
E* —p°c* =m-c,

pero tenia una caracteristica muy problematica: para cada solucién de energia positi-
va (E = +4/p?c® + m2c*) admitia una solucién correspondiente con energia negativa
(E = —\/p?c® + m2c*). Esto significaba que, dada la tendencia natural de todo sis-
tema a evolucionar en la direccion de la energia mas baja, el electrén deberia “huir”
hacia estados cada vez mas negativos, irradiando una cantidad infinita de energia
en el proceso. Para salvar su ecuacion, Dirac propuso una solucion que compensaba
con brillantez lo que le faltaba de plausibilidad: postulé que los estados de energia
negativa estan todos ocupados por un “mar” infinito de electrones [3]. La ausencia
del electrén “esperado” en el mar se interpretaria como una carga positiva neta en
ese lugar, y la ausencia de su energia negativa esperada se veria como una energia
positiva neta. Asi, un “agujero en el mar” funcionaria como una particula ordinaria
con energia y carga positivas. A finales de 1931, Anderson descubrié el positron, un
gemelo del electrén con carga positiva y con los atributos que Dirac necesitaba [2L[3].
Sin embargo, muchos fisicos se sentian incomodos con la idea de que estuviera in-
merso en un mar infinito de electrones invisibles, y en la década de 1940 Stuckelberg
y Feynman proporcionaron una interpretacién mucho més sencilla y convincente de
los estados de energia negativa. En la formulacion de Feynman-Stuckelberg, las so-
luciones de energia negativa se expresan como estados de energia positiva de una
particula diferente (el positrén); el electrén y el positrén aparecen en igualdad de
condiciones, y no hay necesidad del “mar de electrones”de Dirac ni de sus misteriosos
“agujeros” [2-4].

Para la tercera vertiente de la historia en el ano 1930. Habia surgido un problema
en el estudio de la desintegracion beta nuclear. En la desintegracion beta, un nicleo
radiactivo A se transforma en un nicleo ligeramente més ligero B, con la emisién de
un electrén (3]

A— B+e,

la conservacién de la carga requiere que B lleve una unidad mas de carga positiva
que A. Hay muchos ejemplos de desintegracién beta: el potasio se convierte en calcio,
el cobre en zinc etc. Una caracteristica de las desintegraciones de dos cuerpos (A —
B + C') es que las energias salientes estdn determinadas cineméticamente, en el
marco del centro de masa [3]. Especificamente, si el nicleo “padre” A estd en reposo,
de modo que B y e salen de vuelta con momentos iguales y opuestos, entonces la
conservacion de la energia dicta que la energia del electron es

o (b m
2mA '




Nombre Simbolo Carga (e) Masa/MeV
electrén e -1 0,5109
electron-neutrino Ve 0 < 0,00046
muon i -1 105,658
muon-neutrino Yy 0 < 0,19
tau T -1 1776,86
tau-neutrino vy 0 < 18,2

Cuadro 1.1: Leptones [4}6].

Cuando se realizan los experimentos, se comprueba que los electrones emitidos varian
considerablemente en energia; la ecuacion anterior solo determina la energia maxima
del electrén para un proceso de desintegracién beta concreto [3].

Este fue un resultado muy perturbador. Niels Bohr estaba dispuesto a abandonar la
ley de conservacién de la energia. Afortunadamente, Pauli adopté un punto de vista
mas sobrio, sugiriendo que se emitia otra particula junto con el electrén, un cémplice
silencioso que se lleva la energia “perdida”. Tenia que ser eléctricamente neutra, para
conservar la carga (y también, por supuesto, para explicar por qué no dejaba huella);
Pauli propuso llamarla neutrén [23]. La idea fue recibida con cierto escepticismo, y
en 1932 Chadwick se adelanté al nombre. Pero al ano siguiente Fermi presenté una
teoria de la desintegracion beta que incorporaba la particula de Pauli y resulté tan
brillantemente exitosa que la sugerencia de Pauli tuvo que ser tomada en serio. Del
hecho de que las energias de los electrones observadas alcanzan el valor dado en la
ecuacion se deduce que la nueva particula debe ser extremadamente ligera; Fermi la
llamé neutrino (“pequefio neutro™) |143].

La conjetura de Pauli se demostrd en 1956, y asi se confirmo la existencia de un tipo
de neutrinos. En la terminologia moderna, se denominan electron-neutrinos (v.), ya
que estan relacionados con la desintegracion beta, en la que se emite un electron. En
la década de 1960, se descubrié que el muén también va acompanado de su propio
neutrino, que ahora se denomina mudn-neutrino (v,,), la particula tau también tiene
su propio neutrino, que es diferente de v, y v,, y se denota por v,, tabla . Los
neutrinos, por tanto, también se ajustan a la estructura generacional [3,4]. En 1977,
por tanto, la familia de los leptones habia aumentado a ocho: el electrén, el muodn,
tau, sus respectivos neutrinos y las correspondientes antiparticulas [1-4].

Durante un breve periodo en 1947, fue posible creer que los principales problemas de
la fisica de las particulas elementales estaban resueltos. Después de un largo desvio



en la bisqueda del muén, el mesén de Yukawa (7), habia sido finalmente captu-
rado. Se habia encontrado el positrén de Dirac, y el neutrino de Pauli. Pero este
estado de confort no duré mucho. En diciembre de ese ano, Rochester y Butler [25]
publicaron la fotografia de la camara de nubes que se muestra las particulas de los
rayos césmicos entran por la parte superior izquierda y chocan con una placa de
plomo, produciendo una particula neutra, cuya presencia se revela cuando decae en
dos secundarias cargadas, formando la “V” invertida de la parte inferior derecha. El
andlisis detallado indicé que estas particulas cargadas son en realidad un 7% y un
7. Se trataba, pues, de una nueva particula neutra con al menos el doble de masa
que el pién; se llama K° (“kaon”). Los kaones se comportan en algunos aspectos co-
mo piones pesados, por lo que la familia de los mesones se amplié para incluirlos [2,3].

Mientras tanto, en 1950 el grupo de Anderson en Caltech encontré otra particula neu-
tra. Pero esta vez los productos eran un p* y un 7~. Evidentemente, esta particula
es sustancialmente mas pesada que el protén; se llama A. El lambda pertenece con
el protén y el neutrén a la familia de los bariones [2,3].

La sorpresa con la que se recibieron estos nuevos bariones y mesones pesados es lo
que explica que se les conozca colectivamente como particulas “extranas”. Las nuevas
particulas no sélo eran inesperadas; hay un sentido mas técnico en el que parecian
“extranas”: se producen copiosamente (en una escala de tiempo de unos 10~ segun-
dos), pero se desintegran con relativa lentitud (normalmente unos 107! segundos).
En un lenguaje moderno, las particulas extranas son producidas por la fuerza fuerte,
pero se desintegran por la fuerza débil [3]. En 1953 Gell-Mann y Nishijima asignaron
a cada particula una nueva propiedad (Gell-Mann la llamé “extraneza”) que se con-
serva en cualquier interaccién fuerte, pero (a diferencia de esas otras) no se conserva
en una interaccién débil [3].

El jardin que parecia tan ordenado en 1947 se habia convertido en una jungla en 1960,
y la fisica de hadrones sélo podia describirse como un caos. La plétora de particulas
que interaccionan fuertemente se dividia en dos grandes familias: los bariones y los
mesones y los miembros de cada familia se distinguian por su carga, su extraneza y
su masa [1{-4].

En 1964, Gell-Mann y Zweig propusieron, de forma independiente, que todos los ha-
drones estan compuestos, de hecho, por constituyentes atin mas elementales, a los que
Gell-Mann llamé quarks [2,|3]. Los quarks se presentan en tres tipos (o “sabores”),
formando un patrén triangular de la “Via Octuple”, los bariones y mesones se organi-
zan en patrones geométricos considerando las propiedades de carga y extraneza [1H4].

Y hay dos reglas de composicién [3]:



Nombre Simbolo Carga (e) Masa/MeV
down d —% 4.67
up u +§ 2.16
strange S —% 93.4
charm ¢ +§ 1270
bottom b —% 4180
top t +2 172690

Cuadro 1.2: Familia de Quarks [4}5].

1. Cada barién esta compuesto por tres quarks (y cada antibarién estd compuesto
por tres antiquarks) [3].

2. Cada mesén estd compuesto por un quark y un antiquark [3].

Las propiedades de los quarks deben deducirse de las propiedades de los hadrones.
Se necesitan seis tipos de quarks para entender las propiedades de todos los hadro-
nes conocidos ver tabla También parecen seguir la estructura generacional, en el
sentido de que las propiedades de u, c y t son similares, y también lo son las de d, s
y b. Asi, los seis quarks vienen en tres generaciones [2-4].

Recordando que la teorfa original de la desintegracién beta (1933), Fermi traté el
proceso como una interaccion de contacto, que ocurre en un tinico punto y, por tanto,
no requiere ninguna particula mediadora. Resulta que la fuerza débil (responsable de
la desintegracién beta) tiene un alcance extremadamente corto, por lo que el modelo
de Fermi no estaba lejos de la realidad y arroja excelentes resultados aproximados a
bajas energfas [3]. Sin embargo, se reconocié ampliamente que este enfoque estaba
destinado a fallar a altas energias y que eventualmente tendria que ser suplantado
por una teoria en la que la interaccién estuviera mediada por el intercambio de algu-
na particula. El mediador pasd a conocerse con el prosaico nombre de bosoén vectorial
intermedio [2-4].

El reto para los tedricos era predecir las propiedades del boson vectorial intermedio,
y para los experimentadores, producir uno en el laboratorio. Pero no fue hasta la
aparicion de la teoria electrodébil de Glashow, Weinberg y Salam cuando se hizo
posible una prediccion realmente firme de la masa. En esta teoria, existen de hecho
tres bosones vectoriales intermedios, dos de ellos cargados (W) y uno neutro (Z) [3].
En enero de 1983, el grupo de Carlo Rubbia comunicé el descubrimiento de la W'y
5 meses mas tarde el mismo equipo anuncié el descubrimiento de la Z. Estos expe-



Nombre Simbolo Carga (e) Masa/eV
foton 7y 0 0
gluon g 0 0
boson W+ +1 8,0377 x 1010
boson y/ 0 9,11876 x 10'°
higgs HO° 0 1,2525 x 101
graviton G n/a < 1,76 x 10723

Cuadro 1.3: Particulas Mediadoras |41/5].

rimentos representan un triunfo técnico extraordinario, y tuvieron una importancia
fundamental a la hora de confirmar un aspecto crucial del Modelo Estandar con el
que la comunidad de fisicos estaba por aquel entonces muy comprometida (y por el
que ya se habia concedido un Premio Nobel) [2-4].

Segun la vision actual, toda la materia estd formada por tres tipos de particulas
elementales: leptones, quarks y mediadores. Existen seis leptones, también existen
seis antileptones, con todos los signos invertidos. Del mismo modo, hay seis “sabo-
res”de quarks. Cada interaccién tiene su mediador tabla el fotén para la fuerza
electromagnética, dos W y una Z para la fuerza débil, el gravitén (presumiblemente)
para la gravedad, para la fuerza el mediador se llama gluén, y en el Modelo Estdndar
hay ocho de ellos, y el bosén de Higgs, esta particula verificaria la existencia del me-
canismo de Higgs y confirmaria la forma en que las particulas adquieren masa |1,3,/4].

1.4. Interacciones fundamentales

Existen cuatro tipos de interacciones fundamentales. La mas antigua es la interac-
cién gravitatoria, conocida desde la época de Newton en el siglo XV II. En el siglo
X1X, la electricidad y el magnetismo se unificaron en la teoria electromagnética, y
éste es el segundo tipo de interaccién que se reconoce como fundamental. A princi-
pios del siglo X X, con el descubrimiento del niicleo atémico, fue necesario introducir
dos tipos més de interacciones fundamentales. Una de ellas es la interaccion fuer-
te, necesaria para explicar la estabilidad de los nticleos atéomicos a pesar de que los
protones de los nicleos ejercen fuerzas de Coulomb repulsivas entre si. La otra es la
interaccion débil, necesaria para explicar el fenémeno de la radiactividad beta, en el
que un electrén o un positrén sale de un nicleo [1-5].
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A cada una de estas fuerzas le corresponde una teoria fisica. La teoria clasica de la
gravedad es, por supuesto, la ley de la gravitacion universal de Newton. Su generali-
zacion relativista es la teoria general de la relatividad de Einstein (¢ geometrodindmi-
ca”). Todavia no se ha elaborado una teoria cudntica de la gravedad completamente
satisfactoria; por el momento, la mayoria de la gente asume que la gravedad es sim-
plemente demasiado débil para desempenar un papel significativo en la fisica de las
particulas elementales [1]. La teorfa fisica que describe las fuerzas electromagnéticas
se llama electrodinamica, Maxwell la formul6 de forma clasica hace mas de cien anos.
La teoria de Maxwell ya era coherente con la relatividad especial. La teoria cuantica
de la electrodindmica (QED) fue perfeccionada por Tomonaga, Feynman y Schwin-
ger en 1940. Las fuerzas débiles, que explican la desintegracién beta nuclear, eran
desconocidas para la fisica cldsica; su descripcion tedrica recibié una formulacion
cuantica relativista desde el principio. La primera teoria de las fuerzas débiles fue
presentada por Fermi en 1933; fue refinada por Lee y Yang, Feynman y Gell-Mann, y
muchos otros, en 1950, y puesta en su forma actual por Glashow, Weinberg y Salam,
en 1960 [1,3]. (El modelo GWS trata las interacciones débiles y electromagnéticas
como diferentes manifestaciones de una unica fuerza electrodébil, y en este senti-
do las cuatro fuerzas se reducen a tres). En cuanto a las fuerzas fuertes, mas alld
del trabajo pionero de Yukawa en 1934 no hubo realmente ninguna teoria hasta la
aparicién de la cromodindmica (QCD) en la década de 1970. La interaccién fuerte
estd mediada por bosones gauge sin masa llamados gluones (g). Los gluones son los
cuantos de campo que llevan un tipo tnico de carga, llamada color, que da nombre
a la teorfa [1-4].

Cada una de estas fuerzas estd mediada por el intercambio de una particula. Las
fuerzas gravitatorias estan mediadas por el gravitén, las fuerzas electromagnéticas
por el fotén v, las fuerzas fuertes por el gluén g y las fuerzas débiles por los boso-
nes vectoriales intermedios, W y Z. Estos mediadores transmiten la fuerza entre un
quark o leptén y otro [1-4].

La particula que en la actualidad se conoce como el bosén de Higgs aparecié por
primera vez en un articulo cientifico escrito por Peter Higgs en 1964. En ese mo-
mento, los fisicos estaban trabajando en la descripcién de la fuerza débil, una de
las cuatro fuerzas fundamentales de la naturaleza, utilizando un marco denominado
teorfa cuantica de campos [7].

Sin embargo, no fue posible aplicar un enfoque similar a la interacciéon débil debido
a un problema fundamental: la teoria no permitia que las particulas tuvieran masa.
Especificamente, los portadores de fuerza débil los bosones W y Z tenian que no
tener masa, de lo contrario se romperia una simetria fundamental de la teoria y por
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lo tanto no funcionaria. Esto planteé un problema importante ya que los portadores
de fuerza débil tenian que ser masivos para ser consistentes con el rango muy corto
de la interaccién débil [3,4]. La solucién a este problema se encontré con el mecanis-
mo de Brout-Englert-Higgs. Este mecanismo tiene dos componentes principales: un
nuevo campo es lo que ahora llamamos el campo de Higgs, y la ruptura espontanea
de la simetria [7].

Las particulas obtienen su masa al interactuar con el campo de Higgs; no tienen ma-
sa propia. Cuanto méas fuerte interactia una particula con el campo de Higgs, mas
pesada termina siendo la particula. Los fotones, por ejemplo, no interactiian con es-
te campo y por lo tanto no tienen masa. Sin embargo, otras particulas elementales,
incluidos los electrones, los quarks y los bosones (W y Z) interactiian y, por lo tanto,
tienen una variedad de masas [7].

El 4 de julio de 2012, las colaboraciones ATLAS y CMS anunciaron el descubrimiento
de una nueva particula en el CERN. Esta particula no tenia carga eléctrica, fue
de corta duracion y se desintegro de la misma manera que lo haria el bosén de
Higgs, segin la teoria. Para confirmar si realmente era el boson de Higgs, los fisicos
necesitaban verificar su “espin”: el bosén de Higgs es una particula que tiene un
espin de cero. Al examinar dos veces y media mas datos, concluyeron en marzo de
2013 que, efectivamente, se habia descubierto el bosén de Higgs [1,[7].
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Capitulo 2. Mecanica y teoria clasica de
campos

2.1. Mecanica Clasica

El movimiento de cuerpos materiales constituyé el tema de algunas de las primeras
investigaciones realizadas por los pioneros de la fisica. A partir de sus esfuerzos
ha evolucionado un vasto campo conocido por los nombres de Mecéanica analitica,
dindmica o, simplemente mecanica. En el siglo actual se ha impuesto el término
“mecénica clasica” para distinguir esa rama de la fisica de las modernas teorias fisicas,
especialmente de la mecanica cuantica. Toda presentacion de la mecanica se basa en
algunos conceptos fisicos fundamentales, tales como espacio, tiempo, simultaneidad,
masa y fuerza |8H10].

2.1.1. Mecanica de una particula

Sea r el vector de posicién de una particula para un origen dado y sea v su vector
velocidad [§]

_dr

=

La cantidad de movimiento p de la particula es, por definicion, el producto de su
masa por su velocidad [§]

A%

p =mv.

A consecuencia de interacciones con campos y objetos exteriores, la particula puede
experimentar fuerzas de diversos tipos, por ejemplo, gravitatorias o electrodinamicas;
la suma vectorial de las fuerzas que se ejercen sobre la particula es la fuerza resultante
F [8,9]. La mecénica de la particula estd regida por la Segunda Ley de Newton del
Movimiento, la cual establece que existen sistemas de referencia en los cuales el
movimiento de la particula esta descrito por la ecuacion diferencial
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dp
F ==
dt’

muchas conclusiones importantes de la mecanica se pueden expresar en forma de
teoremas de conservacién que indican en qué condiciones se mantienen constantes
en el tiempo diversas magnitudes mecénicas [8,9]. Por lo tanto a partir de ello, se
puede enunciar el siguiente teorema.

Teorema de conservacion de la cantidad de movimiento de una particu-
la: Si la fuerza resultante, F, es nula, sera p = 0 se conservara la cantidad de
movimiento p [84|9].

El momento angular de la particula respecto a un punto O se representa por L y es,
por definicion

L=rxp,

donde r es el vector de posicion que va de O a la particula y el torque respecto a un
punto O, resulta como:

d dL
N = — S
dt(rxmv) o

notemos que tanto N como L dependen del punto O respecto al cual se toman los
momentos, a partir de ello se enuncia el.

Teorema de conservacion del momento angular de una particula: Si el
torque resultante N es nulo, serd L = 0, y se conserva el momento angular [8,9].

Ahora al considera el trabajo efectuado por la fuerza exterior F sobre la particula
cuando ésta va del punto 1 al punto 2. Por definicién, este trabajo es [8-10]

2
W12:/ F'dS,
1

si la masa es constante, la integral de la ecuacion anterior se reduce a la variacién de
la energia cinética:

W12 - TQ - Tl'

Cuando el campo de fuerzas sea tal que el trabajo Wi, sea el mismo para todo
camino posible que una los puntos 1 y 2, se dird que la fuerza (y el sistema) es
conservativa [8-10]. Otra descripcion de sistema conservativo se obtiene imaginando
que se lleva la particula del punto 1 al punto 2 por un camino posible y luego regresa
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al punto 1 por otro camino. La independencia de Wi, del camino particular seguido
implica que el trabajo efectuado a lo largo del circuito cerrado mencionado sea nulo,

es decir [§]
%F -ds = 0.

Para que W35 sea independiente del camino fisico seguido por la particula es condicién
necesaria y suficiente que F sea el gradiente de una cierta funcion escalar de la
posicién: [8-10]

F=-VV(r),

donde V recibe el nombre de potencial o energia potencial. Si Wiy es independiente
del camino de integracion entre los extremos 1 y 2, se podria considerar que Wiy es
la variacion de una magnitud que sélo depende de la posicion de los puntos extremos
[8,19]

Wiy =V = Va.

A partir de este resultado, se enuncia el siguiente teorema.

Teorema de conservacion de la energia de una particula: Silas fuerzas que
actian sobre una particula son conservativas, se conservara la energia total 7'+ V'
de la particula [8-10].

2.1.2. Mecanica de un sistema de particulas

Al generalizar a sistemas de muchas particulas, se debe distinguir entre fuerzas ex-
teriores que se ejercen sobre las particulas por parte de fuentes fuera del sistema y
fuerzas interiores sobre, la particula ¢ debidas a las demés particulas del sistema [9].
Asi, la ecuacién del movimiento (Segunda ley de Newton) para la particula i-ésima
se escribird

d* (©) -
@Zmlr, :ZFi +ZFJ@'=P¢, (2.1)
isij
donde F§“’> representa la fuerza exterior y F;, es la fuerza interior que la particula j-

ésima ejerce sobre la particula i-ésima (naturalmente, Fy; es nula) [9]. Supondremos

que Fj;, (como Fge)) cumplen la tercera ley de Newton del movimiento en su forma

original: que las fuerzas que se ejercen entre si dos particulas son iguales y opuestas [9]
d (0
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En el estudio de la dindmica de sistemas de particulas es de gran importancia el
concepto de centro de masas, y el vector de posicion del centro de masas del sistema

Fig[2.1] por lo tanto [8[9]

L
o ® ® )
® mi e O
@ centro de masa
oo ©
R mj
ri e

Ij

O

Figura 2.1: Centro de masa de un sistema de particulas [§].

PR . .
MW:ZFPEFU, (2.2)

se obtiene que el centro de masa se mueve como si la resultante de las fuerzas ex-
teriores estuviera aplicada a la masa total del sistema concentrada en su centro de
masa [8]. Las fuerzas puramente internas, si cumplen la tercera ley de Newton, no
tendran pues efecto alguno sobre el movimiento del centro de masa. La cantidad de
movimiento total del sistema [9]

dr; dR
P= mi— = M—, 2.3
S 29
es igual al producto de la masa total del sistema por la velocidad de su centro de
masa. En consecuencia, la ecuacién ([2.3)) del movimiento del centro de masa de un
sistema de particulas, conlleva al.

Teorema de conservacion de la cantidad de movimiento de un sistema
de particulas: Cuando la resultante de las fuerzas exteriores es nula, se conserva
la cantidad de movimiento total [8,9)].

Analicemos el momento angular resultante del sistema formado por los productos
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vectoriales r; X p,, sumandolos para todos los valores de ¢; considerando la ecuacion
(2.1)), se encuentra la variacién respecto del tiempo [8}|9)

L = ZI‘Z‘ X FZ(-e) +Zrij X F]z
i 2
i#]
Si las fuerzas interiores entre dos particulas, ademas de ser iguales y opuestas, estan

sobre la recta que une las particulas, condicion conocida por el nombre de ley fuerte
de accién y reaccién, todos estos productos vectoriales seran nulos |89

dL
% = N(e) = Zri X Fge), (24)

la derivada temporal del momento angular resultante es, igual al momento resultan-
te de las fuerzas exteriores (torque) respecto al punto dado. A la ecuacién (2.4)) se
generaliza el.

Teorema de conservacion del momento angular resultante: L sera cons-
tante en el tiempo cuando el momento resultante aplicado (de las fuerzas exteriores)
sea nulo [8,9].

Para relacionar el momento angular con el centro de masas, se descompone cada
posicién y cada velocidad. Con el origen O como punto de referencia y sea R vector
de posicién del centro de masa respecto a O y sea r; el vector de posicién de la
particula i-ésima respecto al centro de masa Figl2.2| el momento angular resultante
respecto a O resulta ser [8,9]

1

® centro de
masa

Figura 2.2: Vectores que intervienen en el cambio de punto de referencia para el momento
angular [§].
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L:RXMV—i—Zréxp;, (2.5)

el momento angular resultante respecto a un punto O es igual al momento angular
del sistema concentrado en su centro de masa, mas el momento angular del movi-
miento alrededor del centro de masa [8-10].

Al igual que en el caso de la particula, se calcula el trabajo efectuado por todas las
fuerzas al mover el sistema de un punto inicial 1 a un punto final 2.

Se puede escribir el trabajo efectuado por todas las fuerzas al mover el sistema de
un punto inicial 1 a un punto final 2, considerando la ecuacién [8-10]

W12:Z/2Fi'dsi:Z/QFEE)'dSi+Z/2Fji'dSi'
o J1 T J1 g 71

1#]
De tal manera que se puede escribir en la forma de diferencia entre las energias

cinéticas final e inicial y haciendo uso de las transformaciones de las coordenadas del
centro de masa, se puede escribir 7" en la forma [8-10]

1 1
T = §M112 + 3 zi:mivz’~27

la energia cinética, al igual que el momento angular, consta de dos partes: la energia
cinética que se obtiene considerando toda la masa concentrada en el centro de masa,
mds la energia cinética del movimiento alrededor del centro de masa [8H10].

En el caso particular de que las fuerzas exteriores e interiores deriven de un potencial
y las fuerzas son conservativas, resulta

2

Wo= |- V- S
Z %,

se puede definir una energia potencial total V' del sistema [8-H10]

1
V=2 Vg2 Ve
? 2y}
i#]

Se puede enunciar un teorema analogo al de conservacion para una particula
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1, 1 Y 1
T+ V=M +§¥mivi +;Vi+§izjvij, (2.6)
i
tal que se conserva la energia total 7'+ V' [8HL1].

2.1.3. Ligaduras

En los apartados anteriores se podria haber sacado la impresion de que todos los
problemas de la Mecénica se reducen a resolver el sistema de ecuaciones diferenciales,
ecuacion . Simplemente, se sustituyen las distintas fuerzas que se ejercen sobre
las particulas del sistema. Sin embargo, incluso desde un punto de vista puramente
fisico, esto es una simplificacién excesiva. Por ejemplo, puede ser necesario tener
en cuenta las “ligaduras” que limitan el movimiento del sistema (independientes de
las fuerzas actuantes). Con frecuencia, los sistemas estan sometidos a ligaduras que
obligan a la particula o sistema de particulas a moverse en ciertas trayectorias o a
restringir su movimiento a ciertas regiones especificas. Tal es el caso de el péndulo
simple, donde el movimiento de una masa m esta restringido [9;/11}/12].

Tipos de Ligaduras

Si las condiciones de ligadura se pueden expresar en forma de ecuaciones que re-
lacionen las coordenadas de las particulas (y posiblemente el tiempo) cuya forma
sea

f(r17r27r37"' 7t) :07 (27)

diremos que las ligaduras son holonomas. Aquellas que no puedan expresarse de
esta manera ecuacion se denominan no holonomas. Las ligaduras se clasifican
ademas segiin que las ecuaciones de ligadura contengan el tiempo como variable
explicita (rednomas) o no dependan explicitamente del tiempo (esclerdnomas) |9,
114|12].

2.1.4. Coordenadas Generalizadas

Un sistema de N particulas, exento de ligaduras, tiene 3N coordenadas independien-
tes o grados de libertad. Si existen ligaduras holénomas, expresadas por k ecuaciones
de la forma de la ecuacion , podremos utilizar éstas para eliminar k£ de las 3N
coordenadas y nos quedaran 3N — k coordenadas independientes y diremos que el
sistema posee 3N — k grados de libertad. Esta eliminacion de las coordenadas depen-
dientes se puede expresar de otra manera, introduciendo 3N — k variables indepen-
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dientes nuevas (¢, Gs, - -+ , ¢sn_x, t) en funcién de las cuales, las antiguas coordenadas
r,, Ty, -+, Ty, se expresaran mediante ecuaciones de la forma [9,|11-13]

ry = rN(Qly G2y " aqu—lmt)a (2'8)

que contienen implicitamente las ligaduras. Estas son ecuaciones de transformacion
del sistema de variables (r,) al sistema de las (¢, ), o bien se puede considerar que las
ecuaciones son representaciones paramétricas de las variables (r;). Se supone
siempre que también podemos pasar del sistema (g;) al sistema (r,), es decir, que
las ecuaciones combinadas con las k ecuaciones de ligadura se pueden invertir
para obtener cualquier ¢; en funcién de la variable r, y el tiempo [9,11-13].

2.1.5. Principio de D’Alembert y Ecuaciones de Lagrange

El desplazamiento virtual (infinitesimal) de un sistema es el cambio de configuracion
de éste a consecuencia de una variacion infinitesimal arbitraria de las coordenadas
or;, compatible con las fuerzas y ligaduras impuestas al sistema en el instante dado
t. El tiempo se considera fijo en los desplazamientos virtuales, de modo que se igno-
ran los posibles cambios en las fuerzas y en las ligaduras que puedan provenir de la
evolucién temporal [11H13].

Teniendo en cuenta la segunda ley de Newton y al descomponer F; en la fuerza
aplicada Fl(»a) y la fuerza de ligadura f;, el trabajo virtual asociado a las fuerzas sobre
una particula ¢ [11413)]

SOEY —p) b+ > £ or =0,

Se limitara a sistemas para los cuales el trabajo virtual de las fuerzas de ligadura sea
nulo

STEY - p,) - or; =0, (2.9)

que constituye el principio de D’Alembert. Hasta ahora se ha logrado el propésito de
que no figuren las fuerzas de ligadura, pero atin no tiene forma 1til para proporcionar
las ecuaciones del movimiento del sistema [12]. Se debe ahora transformar el prin-
cipio en una expresién que contenga desplazamientos virtuales de las coordenadas
generalizadas, las cuales son entonces independientes entre si (para ligaduras holéno-
mas), con lo cual se podran hacer separadamente iguales a cero los coeficientes de
las 0g; [12]. El desplazamiento virtual arbitrario dr; se puede relacionar con los des-
plazamientos virtuales dg; en coordenadas generalizadas. Ahora el segundo término
de la ecuacion ([2.9)), puede escribirse en la forma
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d (0T oT
5 . o1 = Rl (i I I PP
yoon=3 | () -
reemplazando los anteriores resultados se obtiene
d (0T oT
— (=)= =0. 2.10
7 () ~ ;= @ 210
sin embargo, tal como se defini6 V' no depende de las velocidades generalizadas

[11-13]. Por lo que se puede incluir un término en V' en la derivada parcial respecto
a gj, es decir, definiendo una nueva funcién, el Lagrangiano L, en la forma

L=T-YV, (2.11)
las ecuaciones quedan en la forma
i a—L — a—L =0, (2.12)
dt (9qj 8qj

las ecuaciones obtenidas se conocen como ecuaciones de Lagrange |[11H13]. Observe
que estas ecuaciones no requieren que las fuerzas sean conservativas, ya que el po-
tencial puede ser funcién explicita del tiempo, para ver con mas detalle la deduccién
referirse al apéndice [A] En la formulacién Lagrangiana se tienen algunas ventajas
operativas como son:

= No aparecen las fuerzas de ligadura, y las fuerzas aplicadas usualmente son
parametros de entrada. Es decir, normalmente conocemos la forma funcional
de las fuerzas aplicadas [14].

= Al no haber coordenadas dependientes, el nimero de ecuaciones es el menor
posible [14].

» Las ecuaciones son escalares ya que estdn basadas en la energia [14].

» Las ecuaciones de Lagrange son idénticas en forma en cualquier sistema de
coordenadas generalizadas [14].

2.1.6. Potenciales dependientes de la velocidad

Las ecuaciones de Lagrange se pueden poner en la forma ecuacién aun cuando
no exista funcién potencial, V', en el sentido usual, con tal que las fuerzas genera-
lizadas se obtengan de una funcién U(g;, ¢;), donde U es un potencial generalizado
dependiente de la velocidad [11-14].
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oU d (dU
Q=50 " @ (8—%> . (2.13)

El caso de una particula cargada en un campo electromagnético es un ejemplo im-
portante de existencia del Lagrangiano para fuerzas dependientes de la velocidad.

Al considerar una carga se propaga en el vacié en presencia de un campo eléctrico E
y un campo magnético B, el valor de la fuerza que experimenta la carga es |11H14]

F =q¢E + qv x B,

los campos se pueden generar de un potencial escalar ¢ y un potencial vectorial A,
los cdlculos realizados se desarrollan en el apéndice [A]

10A

E:—v¢—za, B:VXA,

en funcién de los potenciales ¢ y A, la llamada fuerza de Lorentz [11-14] queda:

10A
Fq(—V(ﬁ—EE)—FQVX(VXA),

la ecuacién anterior se puede poner en una forma mas conveniente, por ejemplo
consideremos la componente x

F=af-g (o tvn) - 15 (am) |

como el potencial escalar es independiente de la velocidad, esta expresion equivale a

F = _0_U_|_18U
T 9x  dtov,’
donde
U=q6—2A-v.

U es un potencial generalizado y la lagrangiana para una particula cargada en un
campo electromagnético puede escribirse [11H14]

L=T-qp+ LA v. (2.14)
C
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2.2. Calculo de Variaciones

2.2.1. Principio de Hamilton

El principio de Hamilton es un principio integral que describe el movimiento de los
sistemas mecdnicos para los cuales todas las fuerzas (salvo las de ligadura) pueden
derivar de un potencial escalar generalizado que puede ser funcién de las coordenadas,
velocidades y del tiempo. Para los sistemas monodgenos, el principio de Hamilton se
enuncia diciendo que el movimiento del sistema entre el tiempo t, y el tiempo ty es
tal que la integral curvilinea [8,9,/14]

to
I —/ L dt, (2.15)
t1

donde L, tiene un valor estacionario para el camino del movimiento correcto [8,9,(14].
Es decir, de entre todos los caminos posibles por los cuales el punto representativo
del sistema podria ir de su posicion en el instante ¢; a su posicién en el instante
ty, recorrera en la realidad el camino para el cual el valor de la integral ecuacion
(2.15)) sea estacionario, figura . Se resume el principio de Hamilton diciendo que
el movimiento es tal que la variacién de la integral curvilinea I para t; y t, fijos, es
nula [8}9}|14]

to
5]25/ L(qi,  yGn,G1, "+ yqn,t)dt =0. (2.16)

t1

y

X

Figura 2.3: Camino del punto representativo del sistema en el espacio de las configuraciones

).

El principio de Hamilton sea condicién suficiente para deducir las ecuaciones del
movimiento, nos permite construir la Mecanica de sistemas mondgenos tomando
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como base el principio de Hamilton en vez de las leyes de Newton del movimiento
[8,19,/14].

2.2.2. Técnicas del calculo de variaciones

Se considerara el problema inicialmente unidimensional: tenemos una funcién f(y, g, x)
definida sobre un camino y = y(z) entre dos valores z; y x,, donde y es la derivada

de y respecto a z. Se quiere encontrar un camino particular y(z) tal que la integral

curvilinea J de la funcién f entre z, y z,,

J = / " fy, g, 2)da, (2.17)

tenga un valor estacionario relativo a los caminos que difiera infinitesimalmente de
la funcién correcta y(x) [8,95/14].

Ahora se plantea el problema en una forma que nos permita utilizar los métodos
conocidos del calculo diferencial para hallar los puntos estacionarios de una funcién.
Como J debe tener un valor estacionario para el camino correcto relativo a todo
camino proximo, la variacion debe ser cero relativa a algiin conjunto particular de
caminos vecinos senalados por un pardmetro infinitesimal « [8,9}|14]

J(a) = /902 fly(z,a),y(z, ), x)dx. (2.18)

Derivando bajo el signo integral de la forma usual y considerando la condiciéon para
obtener un maximo y un minimo se vé que la condicién para que J adquiera un valor
estacionario es [8,9,/14]

(%Lzo B /gc1 (8_y N @a_y) (@) . da = 0. (2.19)

Se puede, aplicar a la ecuacién ([2.19) el lema fundamental del célculo de variaciones,
por tanto, que J sélo puede tener un valor estacionario si

of d [(0f\
oy i () =° (220

esta ecuacién diferencial nos da entonces como solucién la trayectoria y = y(x) que
deja estacionaria la cantidad J. Para ver con mayor detalle referirse apéndice [A]
Estas ecuaciones se conocen como las ecuaciones de Euler-Lagrange [8,9,/14].
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2.3. Teoremas de Conservacion y propiedades de
simetria

Hasta ahora nos hemos ocupado principalmente de obtener las ecuaciones del mo-
vimiento y poco se ha hablado de como resolverlas en un problema particular una
vez obtenidas. Un sistema de n grados de libertad tendra n ecuaciones diferenciales
que son de segundo orden en el tiempo. La solucion de cada ecuacion requerird dos
integraciones que daran lugar, entre todas, a 2n constantes de integracién [8,(14].
En realidad, la mayoria de problemas no son integrables totalmente. No obstan-
te, aun cuando no se puedan obtener soluciones completas, suele ser posible sacar
mucha informacion referente a la naturaleza fisica del movimiento del sistema. En
muchos problemas, se pueden obtener de manera inmediata integrales primeras de
las ecuaciones del movimiento, es decir, relaciones del tipo

f(g,q,t) = cte, (2.21)

que son ecuaciones diferenciales de primer orden [8||14]. Estas estructuras se conocen
como primeras integrables de las ecuaciones de movimiento. Mucha informacién se
puede extraer de estas primeras integrales, en particular las leyes de conservacién.
Si se considera un sistema de particulas puntuales bajo la influencia de fuerzas que
se deriven de potenciales que solo dependen de la posicion. En este caso se puede
escribir

oL
0x;

=MmM;T; = Pg;

que corresponde a la componente x del momento lineal de la particula i—ésima [8,(14].
Esto sugiere la forma de elaborar el concepto de momento generalizado cuando usa-
mos coordenadas generalizadas. El momento generalizado p,, asociado a la coorde-
nada generalizada g;, se define como

0L

pj - 8q~j’

a p; se le llama también cantidad de movimiento candnica o cantidad de movimiento
conjugada [8},9,/14].

(2.22)

2.3.1. Conservaciéon de la energia

Otro teorema de conservacién que se podria esperar obtener en la formulacion de
Lagrange es la conservaciéon de la energia total en sistemas en donde las fuerzas de-
riven de potenciales que dependan sélo de la posicion. Se considera una Lagrangiana
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genérica, la cual serd funcién de L (q;,q;,t). Entonces, la derivada total respecto al
tiempo de L es [8,9,/14]

dL oL dqj oL dq]
B — 2.2
t ZJ: Oq; dt Z 0q; dt (2.23)

a partir de las ecuaciones de Lagrange, resulta

d oL oL
e Py 2.24
dt (; g, ) T =Y (2.24)

la cantidad entre paréntesis se denomina a veces funcion energia y se representa por

h [8,01[14]

h(q,q.t Z qg aq (2.25)
J

y se puede considerar que la ecuacién - ) da la derivada total de h respecto al
tiempo:

dh 0L

a o’
si la lagrangiana no es funcion explicita del tiempo, es decir, si t no aparece explici-
tamente en L sino tan sélo implicitamente a través de la variacion temporal de q y
q, la ecuacion (2.26)) nos dice que h se conserva; es una de las integrales primeras del
movimiento y se le da a veces el nombre de integral de Jacobi [8,9,/14].

(2.26)

2.3.2. Teorema de Noether

El Teorema de Noether es un resultado central en fisica tedrica. Este teorema expresa
que cualquier simetria diferenciable, proveniente de un sistema fisico, tiene su corres-
pondiente ley de conservacion. Ademas de permitir aplicaciones fisicas practicas, este
teorema constituye una explicacion del por qué existen leyes de conservacién y mag-
nitudes fisicas que no cambian a lo largo de la evolucién temporal de un sistema
fisico [9,/14].

Teorema de Noether: Sea un Lagrangiano de la forma L = L(q,q,t). Se supone
que las ecuaciones de movimiento de Lagrange, son invariantes bajo una transfor-
macién continua de coordenadas de la forma [t,q] — [t'(t), ¢ (¢, t)]. Entonces existe
una integral de movimiento, una cantidad conservada asociada a dicha invarianza.
Dado un Lagrangiano L (q,q,t) que depende de las coordenadas ¢; (i =1,--- ,n),
sus derivadas temporales ¢; y el tiempo ¢, al introducir unas nuevas coordenadas con
la transformacion [9,(13}|14]
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' =1(), 4 = q;(q,1), (2:27)

esta transformacién debe ser invertible ya que de lo contrario, el nuevo conjunto
coordenado no seria independiente. Al parametrizar las nuevas coordenadas en la
forma:

' =t+0t(t), 4 = ¢+ 0qi(q. 1), (2.28)

inicialmente las transformaciones 0t(t) y dg; son arbitrarias, se puede conectar estas
cantidades a través de [14]

d d

(S‘i:—
4= dt

Dado que la fisica no puede cambiar con esta transformacién de coordenadas, la
accién debe permanecer invariante:

t'(t2)

S (th,ts) = / * Llg().d(0). fdt = ST (). £ (k)] = / L@, d ), ¥ldt

t1 t/(t1)
para que esto se cumpla, se requiere de la siguiente igualdad [14]

. . . dt
L'(d',d't) = Llg(d', 1), 4(d, 4", 1), ¢(t)] .
Si la forma de las ecuaciones de movimiento es invariante ante esta transformacién
de coordenadas, se dice que dicha transformacion es simétrica, es suficiente que se
cumpla la relacién

(2.30)

d
L,(q,7 q.,7t,) = L(q,7 q”? t,) —l— @Q(q,7 tl)? (2'31)

es decir, que ambas funciones lagrangianas pueden diferir en una derivada total con

respecto al nuevo parametro de tiempo [14]. Si se inserta la ecuacién ([2.31)) en (2.30)),
se tiene

d
Llgdot] ~ L. d.1) = L d 1) 551 + 50(d. 1), (2:32)
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y dado que la transformaciéon es continua, es posible considerar transformaciones
infinitesimales ecuacién ([2.28)). Definiendo

L(¢,q',t)— L[g,4,t] = 0L,

al tomar la ecuacién (2.28)), teniendo en cuenta la expansién de Taylor y despreciando
términos cuadréticos en dq, dq y dt, la ecuacion (2.32)), se convierte en

d d

por otro lado, dado que estamos escribiendo L en funcion de ¢, q,t la regla de la
cadena para 6L nos da

Jq ¢ ot
igualando las ecuaciones (2.33)) con (2.34) y usando (2.29) resulta:

SL=>" {aL 5q; + oL 5%} + a—LcSt, (2.34)

Z[8L+8L d]& +8L(5t+

i = ——6Q 2.

dt dt

8L.]d d

la ecuacion describe la condicién que un 6€2 debe cumplir para un Lagrangiano
dado, a fin de que las ecuaciones de movimiento , permanezcan invariantes ante
una transformacion infinitesimal dada por la ecuacion [14]. El problema se
reduce usualmente a la existencia (o no existencia) de una solucién para la funcién €2
en la ecuacion para una transformacion especifica de la forma ecuacion ([2.28)).
En particular, si se cumplen las condiciones

4169)

=0 — =10 2.36
dt ’ ’ ( )

entonces la ecuacién ([2.33)) nos lleva a que 6L = 0 [14]. Por tanto, bajo estas condi-
ciones la funcién Lagrangiana misma permaneceria invariante bajo la transformacion
de coordenadas. Si la ecuacion se satisface, entonces al usar las ecuaciones de
movimiento, se obtiene

Zi OL\  OLd). 0L, oL
— |dt \ 04; a dt ¢+ ot

9q;

d ot = —iéQ(q, t). (2.37)

95| dt
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Al realizar calculos de factorizacion, derivadas, usando la regla de la cadena para o

y las ecuaciones de Lagrange, se evalia el término proporcional a dt, por tanto la
ecuacion ([2.37)) queda

d oL oL
4 I — iy QO —
dt{ 7; aqi(quJr( E aqﬂ’) St+0 (q,t)} 0,

es decir que la cantidad

i

: g;éqi + (L — Z gﬁqz> ot + 9Q(q,t) = Cte, (2.38)
es una constante o cantidad conservada (integral de movimiento) [14]. En sintesis,
si para una transformacién especifica de coordenadas de la forma de la ecuacion
([2.28)), existe un valor de §Q(q,t) que satisfaga la ecuacién ([2.35)), dicho valor de
0€2 nos conducira a una constante de movimiento de la forma . Recordemos
que la condicion de la ecuacion equivale a la invarianza de las ecuaciones de
movimiento ante la transformacién de la ecuacién [14].

2.4. Relatividad Especial

La teoria de la relatividad especial se refiere al marco teérico basado en el princi-
pio de la relatividad de Einstein. En la mecanica Newtoniana, se tiene el espacio
y el tiempo como dos entidades distintas y el tiempo es el mismo para todos los
observadores. Esta configuracién se rompe cuando se impone que las interacciones
no se propagan instantaneamente con velocidad infinita. En la relatividad especial se
tiene el espacio-tiempo como escenario natural para la descripcién de los fendmenos
fisicos [15}/16].

2.4.1. Principio de la Relatividad de Einstein

Los experimentos apoyan la validez del Principio Especial de Relatividad, es decir,
que las leyes de la fisica tienen la misma forma en todos los marcos de referencia
inerciales. Un supuesto clave de la mecanica Newtoniana es que las interacciones se
propagan con velocidad infinita. Sin embargo, los experimentos demuestran que no
hay interacciones que se propaguen con velocidad infinita. La velocidad de la luz es
muy alta en comparacion con las velocidades tipicas de los objetos que nos rodean,
pero sigue siendo finita. El ingrediente crucial para ir mas alld de la mecanica New-
toniana es constatar que existe una velocidad méaxima para la propagacion de las
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interacciones. El principio de Relatividad de Finstein dice [15,/16]

El principio de la Relatividad de Einstein

1. El Principio Especial de la Relatividad es valido.

2. La velocidad de la luz en el vacio es la velocidad maxima para la propagacion
de las interacciones.

La mecanica Newtoniana es claramente incoherente con el Principio de Relatividad
de Einstein, ya que si la velocidad de propagacion de las interacciones fuera finita,
su valor deberia cambiar en diferentes marcos de referencia. En la mecanica Newto-
niana existe un tiempo absoluto que es valido para todos los sistemas de referencia.
Sin embargo, la existencia de un tiempo absoluto valido para todos los marcos de
referencia es inconsistente con el Principio de Relatividad de Einstein [15]/16].

2.4.2. El espacio-tiempo de Minkowski

En la relatividad especial es 1til introducir el concepto de espacio-tiempo, donde las
coordenadas espaciales y las coordenadas temporales se convierten en las coordenadas
del espacio-tiempo. Cada punto del espacio-tiempo es un acontecimiento, porque
representa efectivamente un suceso que ocurre en un punto particular del espacio y
en un momento determinado. El elemento de linea puede escribirse como |1}2,/15,/16]

ds® = g, dxtda”, (2.39)

donde g, es la métrica de Minkowski y se lee

1 0 0 0
0O -1 0 O
0O 0 0 -1

El espacio-tiempo de Minkowski de n dimensiones puede identificarse con M" con la
métrica g,,. El espacio-tiempo de Minkowski es el espacio de la mecanica relativista
como el espacio euclidiano es el espacio de la mecanica Newtoniana [1},2,/15,/16].

2.4.3. Transformacion de Lorentz

Ahora se va a encontrar la contra parte relativista de las transformaciones de Ga-
lileanas, es decir, aquellas transformaciones que conectan las coordenadas de dos
marcos de referencia inerciales que difieren sélo por el movimiento relativo constante
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y son consistentes con el Principio de Relatividad de Einstein. Sea A¥, la matriz que
conecta los dos sistemas de referencia inerciales, es decir [1},2,/15,[16]

det — da'" = A", dx”, (2.41)
tenemos

ds® = g datde” — ds* = g,,da"dz”, (2.42)

porque la forma del tensor métrico no puede cambiar, y por tanto nos encontramos
con la siguiente condicién que debe satisfacer la transformacion A*,

Guv = ApuAaygpoa (243>
la expresion para A*,
vy =B 00
—vpB 00
AP = g g - (2.44)
0 0 01

Consideremos ahora la trayectoria de una particula [1,2,/15,/16]. Las coordenadas car-
tesianas de la particula en el primer sistema de referencia inercial son (ct, z,y, z). En
el segundo sistema de referencia inercial, las coordenadas cartesianas de la particu-
la son (ct’,2',y,2"). Los desplazamientos infinitesimales de la particula en los dos
sistemas de coordenadas estén relacionados por las siguientes ecuaciones [1,2,/15,/16]

r_ v
dt’ = ~dt — C—de,

dx’ = —yvdt + ~ydz, (2.45)
dy’ = dy,
d7 = dz.

Las transformaciones que conectan dos sistemas de referencia inerciales que sélo se
diferencian por un movimiento relativo constante se denominan Transformaciones
de Lorentz o boosts de Lorentz, en el apéndice [A] se realizan los cdlculos con ma-
yor detalle. Son la generalizacién relativista de las transformaciones Galileanas. Las
transformaciones de Lorentz con las rotaciones espaciales forman un grupo, que se
llama grupo de Lorentz. Si se anaden las traslaciones al grupo de Lorentz, tenemos
el grupo de Poincaré, que es la contrapartida en la relatividad especial del grupo
Galileano en la mecanica Newtoniana [1}2,/15,/16].
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2.4.4. Mecanica Relativista

La mecéanica relativista es la mecanica basada en el Principio de Relatividad de
Einstein. Se reduce a la mecanica en el limite ¢ — oo. Considerando la notacion
tensorial en el apéndice [A] [1,2,|15,/16].

2.4.5. Accién de una Particula Libre

En la mecanica Newtoniana, la Lagrangiana de una particula puntual libre es sim-
plemente la energia cinética de la particula y viene dada [1,[2}|/15]/16]

1 o

donde g;; es el tensor métrico. Notese que las ecuaciones geodésicas se pueden obtener
incluso si aplicamos el Principio de minima accién a la longitud de la trayectoria de
la particula

r r

La generalizacion relativista natural de la ecuacién (2.46)), [1,2,/15}/16]

1
L = §mg#,,:i:'“x'”. (248)

Al buscar ahora la contrapartida de las ecuaciones (2.47)), su generalizacién natural
es

e:/rm, (2.49)

ahora I' es una curva en el espacio-tiempo de (n 4 1) dimensiones, los puntos inicial
y final son dos eventos del espacio-tiempo, y ds es el elementos de linea del espacio-
tiempo [15,[16]. Al parametrizar la trayectoria de la particula con la coordenada
temporal t; a partir de la ecuacion , la accién de la particula libre debe tener
la siguiente forma

S=K / N (2.50)
r

es facil ver que K = —mc para recuperar el limite Newtonianano correcto, donde m
es la masa de la particula y ¢ es la velocidad de la luz, el Lagrangiano es

1
L=—mc*+ §m>'c2. (2.51)
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El término —mc? es una constante y por tanto no juega ningtin papel en las ecuaciones
de movimiento, el segundo término es la energia cinética Newtoniana [15-17].

2.4.6. Momento y Energia

El momento conjugado de la particula [15-17] es

OL

Pu = G = MG’ = M (252)

el cuadri-momento es p* = g"”p,. Se tiene la conservacion de la masa de la particula

Py = —m?2c?, (2.53)

las componentes espaciales de la cuadrivelocidad son, el vector velocidad de la mecani-
ca Newtoniana multiplicado por v (recordando que z° = ct)

it = (ye,7v), (2.54)
se puede escribir las componentes de p*
E
p# =\—pP)= (mvc, myv) ) (255>
c
al escribir el cuadri-momento con indices inferiores tenemos [15-17] p, = (=£,p).

La conservacién en la ecuacién (2.53) se convierte en

E? = m?c* + p*c. (2.56)

Si una particula esta en reposo p = 0, se encuentra la muy célebre formula

E = mc. (2.57)

2.5. Presentacion Covariante de la Electrodinami-
ca

La electrodindmica estd formalmente contenida en las ecuaciones de Maxwell [17,/18]

V-B=0, (2.58)
10B
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V- E = 4mp, (2.60)

10E  4r
B--——=—"J 2.61
VX c Ot c (261)
d_p:q<E+X><B> (2.62)
dt c ' '

La relatividad especial le da al electromagnetismo una apariencia interesante. Sin
embargo, es justo advertir que la relatividad no afecta esencialmente la estructura
formal de la teoria electromagnética. Dicho en otras palabras, la electrodinamica es
covariante bajo las transformaciones entre observadores inerciales. Las cuatro ecua-
ciones de Maxwell y la fuerza de Lorentz son covariantes. Conviene formular la elec-
trodinamica utilizando otras ecuaciones, equivalentes a las cinco mencionadas que
sean manifiestamente covariantes |17,|18].

2.5.1. El cuadripotencial A"

Los campos E y B son enteramente suficientes para describir el campo electro-
magnético. Sin embargo, para darle a la electrodindmica una escritura manifiesta-
mente covariante, se pueden abandonar los campos E y B, expresandolos en términos
de otros campos ¢ y A.

B=VxA, (2.63)
10A

E=-V¢— -—r 2.64

Vo— - (2.64)

sin embargo, la relacién entre (E,B) y (¢, A) no es uno a uno, ya que para describir
a (E,B) hay un nimero infinito de operaciones (¢, A) |17,/1§]. Esto es lo que se es-
pera, ya que los campos (E, B) se producen como derivadas de los campos (¢, A), o
sea que a los (¢, A) se les puede agregar términos sin afectar sus derivadas. En efec-
to, utilizando cualquier funcién derivable x se puede producir unos nuevos campos
(¢', A') equivalentes a (¢, A), asi

- 10x
¢=0-—5 (2.65)
A=A+ Vy, (2.66)

es decir, los campos (E,B) se pueden calcular, bien sea con (¢, A) o con (¢, A’),
se tiene una cierta libertad en la escogencia, que recibe el nombre de libertad gauge
[17,/18]. Para describir un campo electromagnético se puede usar las variables (E, B)
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o las variables (¢, A). Como se quiere una expresion manifiestamente covariante de
la electrodinamica, se debe buscar una condiciéon de gauge covariante. Considerando
la condicion de gauge de Lorentz.

106 -
EE—FV-A—O, (2.67)

a primera vista esta ecuacion no parece covariante, pero al definir cuadri-vector
Potencial

Al = (9, A), (2.68)
la ecuacién (2.67)) se escribe

9,A" =0, (2.69)

en general , cuando se necesite una formulacién manifiestamente covariante se puede
usar el gauge de Lorentz [17,|1§].

2.5.2. Las dos ecuaciones de Maxwell

Al reemplazar las ecuaciones (2.63) y (2.64]) en las ecuaciones inhomogéneas de Max-
well, se obtiene [17,/18]

19(V-A) + V26 = —4rp, (2.70)
ot
1 °A  _, 19¢ A
EReYD —VA+V(EE+V-A>—7J. (2.71)

En estas dos ecuaciones las variables ¢ y A estan acopladas de una manera compli-
cada. Pero ellas se pueden desacoplar muy facilmente; en efecto, si se utiliza el gauge

de Lorentz, las dos ecuaciones (2.70) y (2.71)) queden asi

—gﬁqb—i'v ¢: —47Tp, (2.72)
1 92A 4

las ecuaciones de movimiento de ¢ y A estdn desacopladas y, ademads, tiene una
simetria evidente [17]18]. Por ende las ecuaciones se escriben

0"0,6 = Amp,

2.74

oo, A = T3, (2.74)
C
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dado que el cuadrivector contravariante que combina densidad de carga eléctrica p
y densidad de corriente eléctrica J, J* = (pc, J), resulta

4
@WA%:%W. (2.75)

Esta ecuacion expresa las dos ecuaciones inhomogéneas de Maxwell de manera ma-
nifiestamente covariante [17,|18].

2.5.3. La Fuerza de Lorentz
Teniendo en cuenta las ecuaciones (2.63)) y (2.64]), al des componerlas, resulta [17,/18]

E, = —(0°A' — 9'AY), B, = —(9*A% — 9*A?),
E, = —(0°A* - 9*A), B, = —(0°A' — 9'A%),
E. = —(3"A* - 9°A%), B, = —(9'A% — *AY), (2.76)

considerando la fuerza de lorentz en sus componentes, se obtiene

dps

CZ:%(CE;E—I—U?/BZ—UZB?/), (2.77)
dpy _ 4. B B 2.78
dt _E<C y T V:Dy — Uy 2)7 ( )
b= _ 4. B B 2.79
dt —E(C z+U3: y_vy $)7 ( )

considerando la cuadri-velocidad ([2.54)), se puede escribir de manera general como

dp"  q
dr ¢

(9" A” — ¥ AV, (2.80)

En conclusién con la condicion de gauge de Lorentz, las ecuaciones de la electro-
dindmica manifiestamente covariante son (2.75)) y (2.80)). La conexién entre A* y los

campos E y B estd en (2.63]) y (2.64]) [17,/18].

2.5.4. El tensor Electromagnético

La teoria electrodinamica esta escrita de modo manifiestamente covariante, el cual
era el principal objetivo, pero conviene presentar un nuevo tensor F* que trae
ventajas en el estudio de las leyes de conservacion y la formulacion Lagrangiana. Las

ecuaciones ([2.75)) y (2.80) sugieren decididamente que se defina la cantidad
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P — grAY — ¥ AP, (2.81)

entonces F'*se le conoce como el tensor electromagnético. En forma matricial

0 —E, —E, —E.
E, 0 -B. B,

E B 0 -B| (2.82)
E. =B, B, 0

FH—

Ahora se pasara a expresar las ecuaciones de la electrodindamica en términos del nue-
vo tensor F'* [17]1§].

Las ecuaciones inhomogéneas de Maxwell, se expresan mediante la ecuacion

[1718]

4
0, " = %TJ”. (2.83)

Las ecuaciones homogéneas de Maxwell, por la definicién del tensor F* es
claro que [17,|1§]

HUFM 4+ 9V FO 4 QUEY = (), (2.84)

La Fuerza de Lorentz, en la ecuacién (2.80) se sustituye la definicién del tensor
electromagnético [17,/1§]

dp' ¢
dr ¢

F™V,. (2.85)

2.6. Teoria Clasica de Campos

2.6.1. Formalismo Lagrangiano para Campos

El formalismo Lagrangiano y el principio de minima accién puede extenderse a la
descripcién de Campos (por ejemplo, campos escalares, campo electromagnético,
campo gravitatorio, etc). Ahora la variable que describe la configuracién del campo
es una cantidad (escalar, vectorial o tensor) que tiene algin valor en cada punto
del espacio-tiempo. Al considerar un sistema cuyos estados estan especificados por
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n variables de campo ¢,(z),a = 1, ...,n. Estos campos pueden ser funciones reales o
complejas, escalares, vectoriales, espinorales o tensoriales del espacio-tiempo [18}[19].

Suponiendo que el comportamiento del sistema, se rige por la accion

S = /u d'z L(6,09), (2.86)

donde U es un dominio delimitado por las superficies ), y >, que se extienden hasta
el infinito [18/19]. El escalar £, llamado densidad Lagrangiana, o Lagrangiano para
abreviar, es una funcion local de los campos y sus primeras derivadas. Por analogia
con la mecdnica, se define la variacién del campo local

6¢a = (]5;(17) - (ba(‘r)v (287>

que se refiere al cambio de una configuracion de campo determinada a otra vecina.
La variacién total del campo se define por

Ada = ¢o(7') = ¢a(), (2.88)

donde las coordenadas espacio-tiempo difieren entre si en una cantidad infinitesimal
[18,[19]

't =" + Azt (2.89)

Teniendo en cuenta la variacién del campo y el teorema fundamental del calculo

Ap = 6(z) + Az"0,, (2.90)

donde el tultimo término puede considerarse como una deformacion de la configu-
racién del campo fijo en respuesta al cambio de variables del espacio-tiempo de la
ecuacion . Suponiendo que la forma funcional de £ no cambia con estas va-
riaciones de ¢ y x. Entonces la correspondiente variaciéon del Lagrangiano tiene la
forma [18,/19]

AL = (8,L)Ax" + 0, {%5%} + &%, (2.91)
n¥a

aqui, 0,L es la derivada parcial completa con respecto a z*, es decir, incluyendo la
dependencia implicita de z* de los campos

oL oL oL
8u£ = % + 87%8#925,1 + m@ua}¢a, (292)

y €% es la Euleriana asociada a la variacién con respecto a ¢, [18,[19]
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. oL [ oc
= G ) (293)

La variacion total de la accion es

AS= [ da £ 08) / diz £(6,06), (2.94)
w u
donde
d*z’ = det (%) d*z, (2.95)

la relacién entre las medidas de volumen d*z’ y d*z, se determina a partir del Jaco-
biano de transformacion

det <é;_$) =1+ 0pAx" + 0 Az + 0 Az? + 03Az® =1+ Az, (2.96)
xr

se obtiene

AS = / d2[AL + 0,A L), (2.97)
u

Combinando la ecuacién (2.91) con (2.97)) y reordenamos términos

AS = / dh2 [0, (LAT" + 754) + 664 (2.98)
u
donde 7 es el momento conjugado a la variante de campo ¢, [18}|19]

oL
= ——. (2.99)
9(0u¢a)
Si el integrando cae lo suficientemente rapido como |x| — 0o, entonces, aplicando
el teorema de Gauss-Ostrogradskil, se obtiene

AS =0Q(3) —Q (%)) + /ud‘*;c £*0¢a, (2.100)
las integrales de superficie pueden transformarse utilizando la ecuacion ([2.90))
Q) = /Z do, [Th Ag, — 0%, Ax"], (2.101)
la cantidad |
0+, = mh0,p, — OV L, (2.102)
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se conoce como el tensor de tension-energia canonico |18|19]. Ahora especializamos
estas observaciones generales al caso de que las superficies limite ¥; y Y5 sean fijas,
y la variacion total del campo desaparezca en ¥, y X,. Para tales variaciones, las
integrales de superficie de la ecuacion son cero. En este contexto, se formula el
principio de accion: la configuracién real del campo hace que la accién sea extrema,
AS = 0. De la ecuacion se reduce que [18}|19]

/ d*z "¢, = 0, (2.103)
u

teniendo en cuenta que d¢, son funciones infinitesimales arbitrarias, se concluye
que las configuraciones reales del campo son soluciones de las ecuaciones de Euler-
Lagrange

e oL 1
g = 67% — 8M {m} =0. (2104)

Los campos ¢, que obedecen a las ecuaciones de Euler-Lagrange hacen que la accion
sea un extremo, de ahi el nombre de extremales. En resumen, se ha obtenido las ecua-
ciones diferenciales parciales que rigen el comportamiento de los sistemas de
campo. En la teoria de campos, estas ecuaciones son la generalizacion de la ecuaciones
de Euler-Lagrange, se denominan ecuaciones de campo. Se supone que todas las pro-
piedades esenciales de un sistema dado estan codificadas en el Lagrangiano £ [18}[19].

2.6.2. Teorema de Noether

El teorema de Noether visto en la seccién [2.3.2] es muy importante en el campo de
la fisica. Ahora se vera aplicado a la teoria de campos. Considerando las siguientes
tiene las siguientes transformaciones [18}|19]

Art = T* ()€, (2.105)
A¢a - Gka(xv ¢)6k7 (2106)

sea un grupo de transformaciones infinitesimales que dependen de p parametros
",k =1,...,p siendo I'¥, generadores del grupo y los Gy, representaciones de estos
generadores que actian sobre ¢,. Suponiendo que la accion es invariante bajo las
transformaciones infinitesimales de las ecuaciones ([2.105)) y (2.106)), que se llaman
transformaciones de simetria [18,|19]. Considerando, €* = 0, en la ecuacién (2.100)),
se tiene

Qr = / doy, [thGre — 04,1, ] = cte. (2.107)

i
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En particular ), no se ve afectado por desplazamientos de ¥ en direcciones tempora-
les. Ahora el primer teorema de Noether dice: la invariancia de la accion AS = 0 bajo
un grupo continuo de transformaciones de p pardmetros (2.105)) y (2.106]) implica p
leyes de conservacion globales para las cantidades integrales Q). La ecuacién (2.107)),
que expresan p leyes de conservacién globales, son equivalentes a un conjunto de p
ecuaciones de continuidad [18}/19].

Usando el teorema de Green para pasar de una integral de superficie a una integral
de volumen, se tiene

ON*, = k=1,..,p, (2.108)
donde N*, lamada Corriente de Noether, se define por

he = mhGhe — 04, T, (2.109)

otro nombre para la ecuacion (2.108)) es el de leyes locales de conservacion.
es decir, tenemos una corriente N, conservada [18}[19].

A continuacién se vera algunos ejemplos de Lagrangiano, primero tomamos un cam-
po escalar real ¢. La densidad Lagrangiana invariante de lorentz mas sencillo es
cuadratico en ¢

2
L= 50.0)0%) - 5, (2.110)

teniendo en cuenta que la integracion parcial de la accién no cambia las ecuaciones

de Euler-Lagrange, se pueden reescribir (2.110]) como

1
L= =500+ )0, (2.111)
es evidente que la ecuacién de Euler-Lagrange resultante de (2.111)) es la ecuacion
de Klein-Gordon [18-20]
(O +p?)¢ = 0. (2.112)

Lo siguiente en orden de complejidad a los escalares son los espinores de Dirac.
Sea 1) un campo espinor complejo, v ¢ = ¢*4° el conjugado de Dirac de 7). Las
combinaciones covariantes bilineales més simples de estos campos son 1) y 1y,
Los empleamos para construir el Lagrangiano [18-20]

£= 2078 — ) — i, 2113
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en lugar de variar por separado las partes real e imaginaria del campo de Dirac
de valor complejo 1, consideramos ¥ y ¥ como dos campos independientes. Las
ecuaciones de Euler-Lagrange para i son las siguientes

(iv"0, —m) 1 =0, (2.114)
esta ecuacion se denomina ecuacién de Dirac, gobierna un campo libre de espin
5 [18-20]. Para ¢, se obtiene

" (m*@ + m) ~ 0. (2.115)

Una comparacion entre (2.111)) y (2.112)), o entre (2.113)) y (2.114]), nos indica como
se puede reproducir directamente la Lagrangiana de un campo libre a partir de la
ecuacion de campo [18-20].

Al aplicar 1y#0,, + m a la izquierda de la ecuacién (2.114)) y teniendo en cuenta las
relaciones de anti conmutacién para las matrices de Dirac [18-20]

AP At = 2 (2.116)

se obtiene

(O +m?)¢ =0, (2.117)

donde, m representa la masa del campo de Dirac ¢. Un Lagrangiano adecuado para
el campo electromagnético se puede escribe

1 1
,C - _EF/U/FMV - EJNAM’ (2118)

al calcular las ecuaciones de campos, se obtiene

4
o =2 v, (2.119)
C

dada una L tal que sus ecuaciones de Euler-Lagrange coincidan con las ecuaciones
de movimiento, que en este caso son las ecuaciones de Maxwell |1,|2,{18-20].

42



Capitulo 3. Fundamentos Algebraicos

3.1. Simetrias

La simetria es cada vez més importante en las ciencias modernas. ;Qué es la si-
metria? A menudo se dice que un tridngulo escaleno es asimétrico, un triangulo
isésceles y un triangulo regular son mas simétricos, y un circulo es el mas simétrico
de todos. El concepto de simetria estd ligado a las transformaciones. Una transfor-
macién que preserva el invariante del sistema se llama transformacién simétrica del
sistema. La simetria de un sistema se describe por el conjunto de todas sus trans-
formaciones simétricas. La transformacién idéntica que preserva cualquier invariante
es una transformaciéon simétrica trivial de cualquier sistema. Un tridngulo escaleno
no es invariante en ninguna transformacién excepto en la transformacién idéntica.
Un tridngulo isésceles es invariante en la reflexion respecto al plano bisectriz per-
pendicular a su arista inferior. Un triangulo regular es invariante en tres reflexiones
respecto al plano bisectriz perpendicular a sus aristas y en las rotaciones por %’T alre-
dedor del eje perpendicular al tridngulo en su centro. Una circunferencia es invariante
en cualquier plano perpendicular que contenga su didmetro y en cualquier rotacion
alrededor del eje perpendicular a la circunferencia en su centro [21-28].

3.2. Teoria de grupos

La teoria de grupos proporciona el lenguaje adecuado para formular y desarrollar los
principios de simetria inherentes a la fisica. La teoria de grupos trata de desarrollar
esos aspectos universales que presentan todos los sistemas que contienen simetrias de
naturaleza analoga. Se trata, por tanto, de un conocimiento fundamental para poder
resolver un enorme conjunto de problemas de la fisica. En el marco de la teoria de
grupos juega un rol fundamental la llamada teoria de representaciones, la que permite
clasificar los objetos fisicos segiin la simetria que subyace al sistema de interés. La
teoria de grupos es un campo muy amplio y haciendo uso de tal extension en este
trabajo de profundizacion se va a hacer uso de diferentes campos de accién en la fisica
de particulas que se mostraran a continuacion de una manera rapida esperando que
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las teméticas mas esenciales para el desarrollo de este se puedan desarrollar a lo largo
del trabajo de grado [21H28].

3.2.1. Concepto de grupo

Definicién: Se dice que un conjunto GG forma un grupo si hay una operacion, llamada
multiplicacién de grupo, de la forma -, que asocia cualquier par dado (ordenado) de
elementos a,b € G con un producto bien definido a - b que también es un elemento
de G, de manera que se satisfacen las siguientes condiciones [21-23]

» La operacién punto es asociativa, es decir, a- (b- ¢) = (a- b) - ¢ para todo a

a,b,c €G.

= Entre los elementos de GG, hay un elemento e, llamado identidad, que tiene la
propiedad de que a - e = a para todo a € G.

» Para cada a € G, hay un elemento a~! € G, llamado inverso de a, que tiene la
1

propiedad de que a-a™" = e.
Las tres condiciones anteriores son esenciales. De estos axiomas, se pueden generar

consecuencias ttiles y elementales tales como: e =e;a '-a=eye-a=a, para
todo a € G [2112§].

3.2.2. Subgrupos

Definicién: Se dice que un subconjunto de un grupo G que forma un grupo bajo la
misma ley de multiplicacién que G forma un subgrupo de G [23].

Es importante mencionar también que, forman subgrupos cualquier conjunto de ma-
trices n x n invertibles, que incluye la matriz unitaria, y que se cierra mediante
la multiplicaciéon de matrices. Estds forman también grupos de matrices. Algunos
ejemplos importantes son:

» El grupo lineal general GL(n) que consta de todas las matrices n x n invertibles
[23].

» Grupo unitario U(n) que consta de todas las matrices unitarias, es decir, ma-
trices U, n x n que satisfacen UUT = 1 [23].

» El grupo unitario especial SU(n) que consiste de matrices unitarias con deter-
minante unitario [23].

= El grupo ortogonal O(n) que consta de matrices ortogonales reales, o matrices
reales n X n matrices reales que satisfacen OO = 1 [23].
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3.2.3. Homomorfismo e isomorfismo

Un mapeo f: G — G’ de un grupo G en el grupo G’ se denomina homomorfismo si
conserva la estructura multiplicativa de G, es decir, si f(g1)f(g2) = f(g192). Clara-
mente, este requisito implica que f(I) = I (mds estrictamente hablando, la identidad
de G se asigna a la identidad de G’). Un homomorfismo se convierte en isomorfismo
si el mapeo es uno a uno y sobre [21-2§].

3.3. Grupos finitos

3.3.1. Grupos de permutacion

Estos grupos tienen una importancia considerable en la mecanica cuantica de las
particulas idénticas. Consideremos un sistema de n objetos idénticos. Si intercam-
biamos dos o mas de estos objetos, la configuracion resultante es indistinguible de la
original. Podemos considerar cada intercambio como una transformacion del siste-
ma y entonces todas esas posibles transformaciones forman un grupo bajo el cual el
sistema es invariante. Como hay en total n! permutaciones sobre n objetos, el grupo
tiene orden n!. Se conoce como el grupo de permutaciones de n objetos o el grupo
simétrico de grado n y se suele denotar por S, [21-2§].

Como suele ocurrir en matematicas y fisica, una buena notacion es la mitad de la
batalla. Para ser especifico, considere S5 . Un elemento “tipico” podria ser

12345
9:(4 15 2 3)’ (3:1)

esto denota una permutacién que toma 1 — 4,2 — 1,3 — 5,4 =5 2y 5 — 3, es
decir, una permutaciéon que permuta ciclicamente 1 — 4 — 2 — 1 e intercambia
3 — 5 — 3. Generalmente se usa una notacién mds compacta: g = (142)(35) [23-25].
La permutacién (aq, as, ..., ax) se conoce como ciclo de longitud k y permuta ciclica-
mente a; — as — ag- -+ — a; — a;. Un ciclo de longitud 2 se llama transposicion,
o més informalmente, intercambio. En el ejemplo anterior, (35) intercambia 3 y 5.
Ademas, un teorema de Cayley establece que cualquier grupo finito G con n elemen-
tos es isomorfo (es decir, idéntico) a un subgrupo de S,, [21-2§].

3.3.2. Clases de equivalencia

Dado un grupo G, los distintos elementos del grupo, no son los mismo, pero existe
la sensacion de que algunos elementos del grupo puedan se esencialmente los mismos
[21-24]. En un grupo G, dos elementos g y ¢’ son equivalentes si existe otro elemento
f tal que:
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g=1r"gf (3.2)

cuando exista tal relacién entre los dos elementos, se dice que son elementos conju-
gados. La operacién g — ¢’ se llama transformacién de semejanza lineal [23].

Dado que la equivalencia es transitiva (el amigo de un amigo es un amigo), es decir
g~ g yqg ~ ¢" implica que g ~ ¢”, se puede reunir todos los elementos equivalentes
en una clase de equivalencia. El nimero de elementos en una clase de equivalencia
¢ dada, denotado por n., juega un papel crucial en la teoria de las representacio-
nes [21-2§].

3.3.3. Subgrupo invariante

De lo anterior, se sabe que es un subgrupo, pero ahora se desea hablar de un tipo
de subgrupo muy especial, conocido como subgrupo invariante. Sea H, que consta
de elementos hi, ho, hs, ..., sea un subgrupo de G. Tome cualquier elemento g que
no esté en H. Entonces el conjunto de elementos g='hig, g thag, g 1 hsg, ... forma un
subgrupo, que naturalmente se denota por ¢g-'Hg. En general, los subgrupos H y
g 'Hg son distintos [2,21},23},24].

Pero si H y g 'Hg son iguales para todos ¢ € G (haciendo énfasis en “todos”),
entonces H se llama un subgrupo invariante. En otras palabras, H es invariante si
las dos listas hi, ho, hs, ... y g hig, g thag, g thsg, ... son iguales para cualquier g.
En otras palabras, las transformaciones de similitud generadas por los elementos del
grupo G dejan a H sin cambios, (informalmente se dice que un subgrupo invariante
también se conoce como un subgrupo normal) [21-28].

3.4. Teoria de representaciones

Las representaciones son herramientas que permiten entender la estructura algebraica
de un grupo dejandolo actuar sobre un espacio vectorial. Esta idea a priori abstracta
goza de gran aplicacion préactica en varias ramas de la fisica. El interés en la teoria
de grupos, por tanto, se centra en la realizacion de transformaciones de grupos como
transformaciones lineales en espacios vectoriales de la fisica clésica y cudntica [21-28].

La nocién de representar elementos de un grupo mediante matrices es tanto natural
como intuitiva. Sea G = {¢1, g2, g3, . . .} un grupo finito de orden d con un elemento
identidad. Sea D = {D(g1), D(g2), D(g3), ...} sea una coleccién de matrices cuadra-
das no singulares, todas del mismo orden, que tenga la propiedad [23-25]
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D(g1)D(g2) = D(g192), (3.3)

para cualquier par de elementos g; y ¢o. Se dice que la matriz D(g) representa el
elemento g, y el conjunto de matrices D (g) para todo g de G proporciona una repre-
sentacién de G [23,24]. El tamano de las matrices, d, se conoce como la dimension de
la representacion. El producto g;g» de dos elementos de grupo ¢, y g2 esta represen-
tado por el producto de las matrices que representan g; y g respectivamente [21-2§].

3.4.1. Caracter

Dada una representacion D™ (g), (la matriz que representa el elemento g en la repre-
sentacién r) ella define el concepto importante del cardcter (™ de la representacion
a través de [21,123-25]

x"(g) = tr DV(g), (3.4)

el cardcter, como su nombre indica, ayuda a caracterizar la representaciéon. Nomi-
nalmente, el cardcter depende de r y g. Sin embargo, recuerde que los elementos
de un grupo se pueden dividir en clases de equivalencia. Dos elementos g; y g2 son
equivalentes (g; ~ ¢o) si existe otro elemento f tal que

n=r"g/f (3.5)

en otras palabras, si g, ~ go, entonces Y (g1) = ¥ (g2). Asi, X" (c) = tr D) (g)
para g € c¢. Aqui ¢ denota la clase de equivalencia de la que el elemento g es miembro.
La traza del lado derecho no depende de g como tal, sino solo de la clase a la que
pertenece g. Todos los elementos de una clase de equivalencia dada tienen el mismo
caracter [21}-2§].

3.4.2. Representaciones equivalentes

Dos representaciones D(g) y D’(g) son equivalentes si ellas estdn relacionadas a
través de una transformacién semejante. Teniendo en cuenta el dlgebra lineal, D(g)
y D'(g) son esencialmente la misma matriz, solo que, escritas en bases diferentes,
donde la matriz S relaciona un conjunto de vectores basicos con otro. Osea, que
dada una representacién D(g) y una representacién D’(g) la cual estd determinada
por la ecuacién ([3.5); ellas estdn relacionadas a través de una matriz S cuya inversa
esté garantizada. Entonces, D'(g) es una representacién que cumple [23-25]

D'(g1)D'(g2) = (S7'D(g1)S)(S7'D(92)S) = S~'D(9192)S = D'(g192).-
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Tenga en cuenta que es la misma S para todo g. Como se puede notar de las dife-
rentes expresiones anteriores, si se tienen dos representaciones, jcomo se sabe si son
equivalentes o no? La respuesta matematica es, tome la traza de ecuacién (3.5)) y
una vez més usando la ciclicidad de la traza, se obtiene [23-25]

X'(c)=tr S D(g) S™' =tr D(g) S™*S =tr D(g) = x(c), (3.6)
donde g es un miembro de la clase c. Por lo tanto, si existe alguna clase ¢ para la cual
X'(¢) # x(c), se puede concluir inmediatamente que las dos representaciones son de
hecho diferentes. ;Qué pasa si x'(c) = x(c¢) para todo ¢? Si esto es valido para sélo
uno o dos ¢, algunos fisicos admitirian que podria ser una coincidencia, pero ;para
todos los ¢? La mayoria de los fisicos tedricos “razonables” dirfan que esto es una

fuerte evidencia circunstancial que indica que las dos representaciones son de hecho
iguales [21-28].

3.4.3. Representaciones reducibles e irreducibles

Sea la representacion D = {D(g1), D(g2), D(g3),...} de G

N Di1(g) Dia(g)
D(g)—[ 0 D22(g)]’ (3.7)

para todo D € GG donde D11, D1o, Doy v 0 tiene dimensiones s; X S1, 87 X Sg, Sg X So
y S9 X $1 respectivamente [25]. Para cualquier ¢g,92 € G.

D(g1)D(g2) = {D11(91)0D11(gz) Dn(91)D11)22(29<2g)1)JFD?21(29(29)1)D22(92) ’ (3.8)

por lo que, como las matrices D(g) forman una representacién de G,

D11(9192) = D11(91)D11(g2), (3.9)

Da2(9192) = D32(91) Da2(g2), (3.10)
las ecuaciones y (3.10) implican que las matrices Dy;(g) y las matrices Das(g)
forman ambas representaciones de G. Asi, la representacién D de G estd formada
por otras dos representaciones de dimensiones mas pequenas, por lo que es natural
describir dicha representaciéon como “reducible” [25,26]. Para que esta descripcién
se aplique por igual a todas las representaciones equivalentes, la definiciéon formal
puede enunciarse como sigue:

Representacion reducible

Se dice que una representacion de un grupo G es “reducible” si es equivalente a una
representacion D de G que tiene la forma de la ecuacion (3.7)) para todo g € G [24-26].
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Representacion irreducible

Se dice que una representacion de un grupo G es “irreducible” si no es reducible.
Esta definicion implica que una representacion irreducible no puede ser transformada
por una transformacién de similitud. En consecuencia, el espacio portador de una
representacion irreducible no tiene ningiin subespacio invariante de menor dimension
[24-26).

3.5. Grupos y algebras de Lie

Las tematicas anteriores se centraron en los grupos finitos, que son grupos con muchos
elementos finitos o contables. Sin embargo, dado que muchas simetrias fisicas son
simetrias continuas, se debe pasar de grupos finitos a grupos que puedan expresar
estas simetrias continuas. Resulta que hay grupos cuyos elementos estan organizados
continuamente por algunas funciones continuas y suaves, que son exactamente los
grupos de Lie, los cuales son el propédsito central de este trabajo |1,[25-2§].

3.5.1. Grupos de Lie

Definicién: Un grupo de Lie G es un grupo que ademés es una variedad diferen-
ciable de dimension finita equipada con una estructura diferencial compatible con la
operacién del grupo, de tal forma que las funciones son regulares [1},25-28|.

Los grupos de Lie mas importantes que se pueden analizar son grupos de matrices.
Sin embargo, en concreto, se trata de los subgrupos de GL(N) con entradas reales
o complejas que vienen resumidos en la tabla Algo que tienen en comun todos
ellos es que son compactos. Ademds, todos son conexos salvo O(N), que tiene dos
componentes conexas: una que contiene la identidad y es isomorfa a SO(N) y otra
que contiene las matrices de determinante 1 [25}26].

La utilidad de la teoria de grupos es que los grupos representan una forma matemati-
ca de realizar cambios en un sistema sin modificar algo sobre el sistema. Por ejemplo,
si se consideran tres bolas roja, naranja y amarilla sucesivamente y estas se mueven
en su entorno de tal manera que sus posiciones no cambien, entonces, se puede decir
que el grupo mantuvo su estructura basica. En este sentido, la teoria de grupos es
un estudio de la simetria. No importa cual de “estas” transformaciones le haga al
sistema, “esto” permanece igual: esto es simetria [1},25-28].

Entonces, la teoria de grupos, y en particular la teoria de grupos de Lie, brinda

una forma extremadamente poderosa de comprender y clasificar las simetrias y, por
lo tanto, las cargas conservadas. Y debido a que permite comprender las cargas
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Nombre | Subgrupo Definicién Comentario

O(N) | GLy(R) MM =1 Grupo ortogonal
SO(N) | GLy(R) | MTM =1, detM =1 | Grupo espacial ortogonal
U(N) | GLy(C) MM =1 Grupo unitario
SU(N) | GLy(C) | MTM =1, detM =1 | Grupo espacial unitario

Cuadro 3.1: Grupos de Lie notables [1].

conservadas, la teoria de grupos (aparentemente) se puede utilizar para comprender
casi la totalidad de la fisica de nuestro universo |1,12528].

3.5.2. Generadores

Como se expreso anteriormente, un grupo de Lie es un grupo que esta parametrizado
por un conjunto de parametros continuos, que aqui se denominan «;, parat =1,...,n
donde n es el nimero de parametros de los que depende el grupo. Los elementos del
grupo se denominarén g(c;). Debido a que todos los grupos incluyen un elemento de
identidad, se opta por parametrizarlos y se obtiene la representacion

Di(g(i))| g0 =1, (3.11)

donde I es la matriz identidad n x n. Para cualquier representacién de dimension
(n) que se quiera [1,25-28]. Ahora si considera que dq; es muy pequeno (do; < 1),
entonces D,,(g(0+ dcy;)) se puede expandir en series de Taylor donde se obtiene que

oD,
ac{i a; =0

(aqui se incluye el indice i para hacer X; hermitico, lo cual serda conveniente més
adelante). Luego, la representacién para da; infinitesimal es

(donde se ha cambiado la notacién D,,(g(«)) a D, (a) con el fin de abreviar), donde
X, son matrices constantes que trataran mas adelante [1},25-28].

Ahora, si se quiere se puede ver la representacién para un valor finito de «; en lugar
de un valor infinitesimal. Una transformacién finita sera el resultado de un niimero
infinito de transformaciones infinitesimales. En otras palabras, o; = Nda; cuando
N — o0, luego
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¢ QG N 106 X;
Jim_ (1 +is XZ-) = gk, (3.14)
a los X; se les llama los generadores del grupo, y hay uno para cada parametro
requerido para especificar un elemento particular del grupo [1}25-28].

Luego, cualquier elemento de un grupo en una representacion particular se puede
escribir como

D, (a;) = e i, (3.15)

para cualquier grupo (se entiende que el indice i en el exponente se suma a todos los
parametros y generadores). Toda la representacién estd completamente definida por
los generadores X; [1},25-28].

3.5.3. Algebras de Lie

Definicién: El élgebra de Lie del grupo lineal general GL(n,R) es gl(n,R) =
Mat(nxn,R) y el corchete de Lie en gl(n,R) viene dado por el conmutador estandar
de matrices [1}25H28].

Un algebra es un espacio formado por elementos del grupo con coeficientes C' que
parametrizan el espacio euclidiano. Obviamente, no se puede concretar un algebra de
la misma manera para los grupos de Lie, porque los elementos son continuos. Pero,
como se discutié en la iltima seccion, un elemento particular de un grupo de Lie se
define por los valores de los parametros en el espacio de parametros comprendido
por los generadores. Se vera a continuacién que los generadores formaran las algebras
para los grupos de Lie |1}2§].

Considere dos elementos del mismo grupo con generadores X;, uno con valores de
parametro «; y el otro con valores de parametro ;. El producto de los dos elementos
serd entonces €' XX = %Xk Debido a que se asume que se trata de un grupo,
se sabe que el producto debe ser un elemento del grupo (debido a la propiedad de
clausura de los grupos) y, por lo tanto, el producto debe especificarse mediante algin
conjunto de pardametros d; [1,25-H28].

Ya que los generadores son matrices y por tanto de manera general no conmutan.
Entonces, se desea averiguar quiénes seran los §; en términos de los o; v f;.

. . 1
’L(Ska =1 (O,/le + ﬁij) — § [OéiXi, ﬁij,] (316)

eiaiXieiﬂij — ez(alXﬁ—B]X])—%[ale,BJXJ] (317)
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La ecuacion se denomina férmula de Baker-Campbell-Hausdorff y es una de
las relaciones més importantes en la teoria de grupos en la fisica. Observe que,
si los generadores conmutan, esto se reduce a la ecuaciéon normal para multiplicar
exponenciales [1,25-28].

Ahora, esta claro que el conmutador X;, X; debe ser proporcional a alguna combi-
nacién lineal de los generadores del grupo (por la propiedad de clausura). Entonces,
en este caso es claro que

[Xi, X5l =i fijr Xk, (3.18)

para algin conjunto de constantes f;;;. Estas constantes se denominan “constantes
de estructura del grupo”, y si se conocen por completo, se conocen las relaciones de
conmutacion entre todos los generadores, por lo que se puede determinar todo el gru-
po en cualquier representacién que se desee. Los generadores, bajo las relaciones de
conmutacion especificas definidas por las constantes de estructura, forman el algebra
de Lie del grupo, y es esta estructura de conmutacion la que forma la estructura del
grupo de Lie [1,25-28].

3.5.4. SO(3)

El grupo SO(3), consiste en todas las transformaciones lineales continuas en el es-
pacio euclidiano de 3 dimensiones que dejan invariante la longitud de los vectores de
coordenadas. El método estandar para rotar vectores en tres dimensiones es utilizar
matrices de rotacién de 3 x 3 [1,28]

1 0 0
R.(¢)=1|0 cos¢p sing |, (3.19)
0 —sing coso¢
cosy 0 —siny
R,)=( 0 1 0 |, (3.20)
sinyy 0 cos¢
cosf sinf 0
R.(0)= | —sinf cosf 0]. (3.21)
0 0 1

Las condiciones de definicién del grupo SO(3) son,

R'R=1, det (R) = 1. (3.22)

Ahora recordando la definicién de los generadores, o sea la ecuacién [1,28]. Se
la puede usar R para encontrar los generadores de SO(3), los cuales se denotan por
Jz, Jy v J.. Esto produce

52



0 0 0 0 0 O
1dR, 1 X 1
J$ = —_# = - 0 —Slngb COSQb = - 0 0 1 s (323)
¢ ¢ lo=o L \o —cos¢ sing $=0 “\o -1 0
y similarmente
1 00 —1 1 0 10
Jy == 00 0], J, == -1 00 (3.24)
“\10 0 “\0 00

Se puede conectarlos a las exponenciales con los pardmetros apropiados (¢, ¥, 0) y
encontrar que e'?”’= e!¥Jvy ¢9 7= reproduciendo las ecuaciones [3.19) [3.20] y [3.21], res-
pectivamente [1,28]. Ademads, se puede multiplicar los conmutadores para encontrar

[ oy Syl =1 J, [Jy, ] =1 Jy, [z, Jo] =1 Jy,

Esto nos dice que las constantes de estructura para SO(3) son
Jijk = Eijks
donde €%, es el tensor totalmente antisimétrico. El hecho de que las constantes

de estructura sean distintas de cero es coherente con que SO(3) sea un grupo no
abeliano [1},25:2§].

3.5.5. SU(2)

El grupo SU(2) es el grupo de las matrices unitarias 2 x 2, cumple las siguientes
condiciones [1,28]

Ul =1, det (U) = 1. (3.26)

Los generadores de SU(2) deben ser matrices hermiticas

01 0 —1 1 0
o1 = (1 O> 5 09 = <Z 0'l> y O3 = <O _1) y (327)
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se denominan matrices de pauli [28]. Se pueden expresar estas matrices para los
generadores con los conmutadores

[O‘i, O'j] = QiEijkO'k. (328)

Es conveniente definir los generadores de SU(2) como

1
']i = 501'-
El algebra de Lie

Se trata de la misma relacion de los corchetes de Lie que se derivaron ecuacion ((3.25))
para el grupo SO(3). Por tanto, se dice que SU(2) y SO(3) tienen la misma algebra
de Lie. Hay operadores especiales que se pueden construir a partir de un conjunto
dado de generadores que son ttiles para entender las representaciones del algebra de
Lie [1,28]. Estos operadores se llaman operadores de Casimir y tienen la propiedad
especial de que conmutan con todos los generadores del dlgebra de Lie dada. Para el
algebra de Lie SU(2) existe un operador de este tipo

=0+ J5+ J; (3.30)

Ademas de esta etiqueta para las diferentes representaciones, se utilizan operadores
especiales adicionales para etiquetar los diferentes elementos del espacio vectorial
sobre el que actian nuestros grupos. Los operadores que se utilizan para este fin se
conocen como elementos de Cartan del algebra de Lie. En otras palabras, mientras
que los operadores de los elementos de Casimir proporcionan etiquetas para diferen-
tes representaciones, los elementos de Cartan proporcionan etiquetas dentro de una
representacion dada. Los elementos de Cartan son todos aquellos generadores que
pueden ser diagonalizados simultdneamente. Para SU(2) s6lo hay un elemento de
este tipo y es convencional elegir J3 como generador diagonal [1},28].

Se utiliza para cada representacion los vectores propios del generador diagonal .J3
como vectores base para el espacio vectorial sobre el que actiia nuestra representa-
cion. Utilizamos aqui una notacion abstracta para los elementos del espacio vectorial
sobre el que actian nuestros generadores. Esta notacién enfatiza las etiquetas que
utilizamos para distinguir los diferentes elementos y es extremadamente popular en
la mecanica cudntica [1}28]
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Jp = Jy +iJs,
J_=J1 —ids,

T2 |jm) = j( + 1) [jm) (3.31)
J2jm) = m|jm),

Jeljm) = /jG+1) —m(m+1)[jm+1).

Para valor posible j = % Esta representacion es 2% + 1 = 2 dimensiones [1,28]. El

; : 1 1
generador J3 tiene valores propios de 5 y —35

1/0 1 1 /0 —i 1/1 0
‘]1_5(1 0)’ J2_§<¢ 0)’ ‘]3_5(0 —1>’ (3.32)

que son las matrices de pauli [1}25[-28].

3.5.6. SU(3)

SU(3) es un grupo de matrices unitarias 3 x 3 de determinantes unitarios, condicién
(13.26)). Esto significa que, a cada elemento del grupo abstracto, se puede asociar una
matriz unitaria de 3 x 3 [8,/15,21]. Como es habitual para los grupos de Lie, se puede
escribirlo como una funciéon exponencial

U = e'Taba, (3.33)

Una base para esos generadores hermitianos sin traza esta dada, al menos en una
representacion, por ocho matrices de 3 x 3, llamadas matrices de Gell-Mann [1,[21}28]

010 0 —i 0 1 0 0
M=(100],XX=[i 0 0], X=[0 -1 0],
000 0 0 0 0 0 0
001 0 0 —i 000
M=o o0 o], X=[00 0],X=[00 1],
1 00 i 0 0 010
00 0 L (100
N=|00 —i|, ¥=—1[01 0

0 i 0 3\o0 0 —2



Los generadores del grupo estan conectados a estas matrices de Gell-Mann, al igual
que las matrices de Pauli estaban conectadas a los generadores del grupo SU(2) a
través de T = %/\“ para a = 1,...,8, [1,21,[28]. El dlgebra de Lie para este grupo
viene dada por

(T4, T8] = ifapcTc, (3.34)

donde se adopta la convencién estandar de que las letras mayusculas como A, B, C
pueden tomar cualquier valor de 1 a 8, fapc se denominan las constantes de estruc-
tura de SU(3), que para SU(2) estaban dadas por el simbolo de Levi- Civita. Las
constantes de estructura no nulas son

1 V3
f123:17 f147:f165:f246:f257:f345:f376:57 f458:f678:_-

2
El grupo SU(3) tiene dos generadores Cartan %/\3 y %)\8. Por tanto, cada particula
que interactia a través de la fuerza fuerte lleva dos etiquetas adicionales, correspon-
dientes a los valores propios de los generadores de Cartan [1,25-2§].

3.5.7. El grupo de Lorentz

En la seccion [2.4.3] se discutio las transformaciones de Lorentz. En ello, se ha tenido
en cuenta que las transformaciones de Lorentz son en realidad los elementos del grupo
de Lorentz SO(1,3). Sin embargo, ahora que ya se ha adquirido cierta comprension
de los grupos de Lie en general, se puede hablar de las transformaciones de Lorentz (y,
en consecuencia, toda la estructura de la relatividad especial) con mayor profundidad
matematica [1}26-28].

Algebra de Lorentz

Se inicia mirando el algebra del grupo de Lorentz, también conocida como el algebra
de Lorentz. Hay innumerables formas de obtener el dlgebra de Lorentz, todas con
diversos grados de rigor matematico y sofisticacién. Para el propdsito inicial de este
trabajo, no obstante, sera suficiente simplemente usar los generadores directamente
de las transformaciones conocidas dadas en secciones anteriores. Sin embargo, debido
a que las relaciones de conmutacién son las mismas para cualquier representacion,
aun se puede extraer alguna informacién general de este enfoque [1,28].

Se pretende hacer el ejercicio de cambiar un poco nuestra notaciéon la notacién acos-

tumbrada en relatividad especial para dejar claro exactamente de qué se estd hablan-
do. En lugar de usar A, se usa R para las rotaciones, B para los “boosts” (rotaciones
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espacio temporales de Lorentz o simplemente rotaciones de Lorentz propiamente di-
chas), J para los generadores de rotacién y K para los generadores de “boosts”.
Entonces, incluyendo los indices de la matriz en el lado izquierdo, a partir de las
ecuaciones de la relatividad especial hay tres rotaciones y tres boosts [1,[26-28].

Al utilizar la ecuacién (3.12)) directamente para encontrar los generadores de rotacién
J; [1,21}28]

000 O 0O 0 0O 00 0 O
000 O 0 0 0 i 00 —i O
H B B
el = 000 —if’ Ll = 0 0 0 0" el = 0 ¢« 0 0O}’
00z O 0 — 0 0 00 0 O
entonces los generadores de boosts K; son:
0 ¢ 00 00 ¢ 0 000 ¢
« |72 000 s |0 000 « |0 0 00
K, = 00 0O0])’ Kyl = i 00 0]’ Kl = 0000
0000 0000 i 000

Se puede realizar el algebra matricial para encontrar las relaciones de conmutacién
[Ji, Jj] = dgijn
[JZ', KJ] = i€iijk, (335)
(K, K] = —ieyndi,
se tiene dos tipos de transformaciones: las rotaciones y los boosts. Una cosa intere-
sante es que estas dos cosas no se conmutan [1,[21,28]. Las rotaciones son cerradas
bajo conmutacién, pero el conmutador de dos boosts es una rotacion. Los boosts son
rotaciones que mezclan el espacio y el tiempo. Al igual que las rotaciones no conmu-
tan (es decir, SO(3) no es abeliano), los boosts y las rotaciones puras no conmutan.

Obviamente, una transformacion general de Lorentz con el parametro de boosts ¢ y
el parametro de rotacion @ se expresa de la forma

[ — (-0 +iK-¢

La estructura del grupo de Lorentz

Para comprender mejor la estructura de este grupo, es precisos considerar las si-
guientes combinaciones lineales de los generadores |1,[26-28]

1
N = 3 (J; £ ik;) . (3.36)

(2
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Al resolver los detalles para encontrar las relaciones de conmutacion de estos nuevos
generadores, se encontrard que son [1,26-28].

[N+ N+} = isijkN;y

A
[N[, Nj*} =iV, , (3.37)
[N, Nj]=0.

Esta combinacién lineal de generadores revela que el grupo de Lorentz esta realmente
formado por dos copias de SU(2). Se reitera aqui, que esto sélo es cierto en 1+ 3
dimensiones del espacio tiempo [1,26-28].

Es convencional escribir el dlgebra de Lorentz de forma més compacta introduciendo
un nuevo simbolo M,,,, que se define mediante las ecuaciones |1} 28]

1
Ji = S€ijiMjg,

2 (3.38)
Ki == MOi-
Con esta nueva definicion el algebra de Lorentz queda como
(M, Moo =i (MupMye — NpeMyp — NpMus + e M,,,) - (3.39)

A continuacién, se investigara en detalle diferentes representaciones del algebra de
Lie [1},26-28].

Representaciones del grupo de Lorentz

Se mencionan varias representaciones del grupo de Lorentz en las dimensiones del
espacio-tiempo 1 + 3 |1,[261-2§].

La representacién (0, 0)

La representacién de menor dimension es, como para SU(2), trivial, porque el espacio
vectorial es unidimensional para ambas copias de SU(2). Por tanto, los generadores
deben ser matrices 1 x 1 y la tnica “matriz” 1 x 1 que cumple las relaciones de
conmutacion es el nimero 0:
n _ iN" iN 0

N"=N; =0 — e ' =e ' =e =1 (3.40)
Por tanto, la representacién (0,0) del grupo de Lorentz actiia sobre objetos que no
cambian bajo transformaciones de Lorentz. Esta representacién se denomina repre-
sentacion escalar [1},26-28].
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La representacion (%, 0)

La siguiente representacion es la representacion (%, O). En esta representacién sélo

se utilizan los generadores N;". Esta es la representacion en la que N, se toma como
cero [1,28]

1
Como se sabe que los generadores N, son la representacién j = % de SU(2), deben
ser iguales a las matrices de Pauli (3.27)),

1 1 1
donde se ha introducido la ecuacién (3.41]) para obtener la segunda igualdad [1},26-
28|. Escribiendo los generadores de rotacién y de boosts, se tiene

o, (3.42)

1 1

Se puede usar la ecuacién (3.43) para calcular cémo se transforma un objeto en la

representacion (%, 0) bajo rotaciones y boosts. En general, estos son |1,26/-28]

. (3.44)
2 .

La representaciéon (0, %)

A continuacién, se muestran algunos detalles de la representacién (0, %) Ahora solo
se usa la parte N, y siguiendo el proceso anterior, por lo que tiene
1 1

Ji = 50'1‘, I(z = Z'§O'Z', (345)

por tanto, las transformaciones generales en esta representacion son

B(o) =@ K05 (3.46)

Entonces, las dos representaciones (%, O) y (O, %) son idénticas bajo rotaciones, pero

ligeramente diferentes bajo boosts [1,26-2§].
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En resumen, se pueden obtener cuatro representaciones del grupo de Lorentz (en
cuatro dimensiones): la representacion escalar (0,0) en la que las cosas no se trans-
forman, la representacion (%, 0) de la mano izquierda y la (O7 %) de la mano derecha,
que actiian sobre cosas llamadas espinores. Por supuesto, se puede elegir cualquier
otra representacion (j, j') que se desee y resolver los detalles [1,[26-28].

3.5.8. El grupo de Poincaré

Las transformaciones de Lorentz son transformaciones homogéneas en las coordena-
das de 4 dimensiones. La suposicion de la homogeneidad del espacio-tiempo requiere
la invariancia de las leyes fisicas bajo traslaciones de 4 dimensiones T'(b) que son
transformaciones no homogéneas [2830]

ot — o™ = ot 4 b (3.47)

Asi, el grupo de traslacion de 4-dimensiones es abeliano y, por si mismo, la estructura
de grupo es muy simple. Cuando se combina todas las simetrias espacio-temporales
continuas del espacio-tiempo de 4 dimensiones en un grupo de simetria general, se
obtiene la generalizacién de los grupos euclidianos. El conjunto de transformaciones
en el espacio de Minkowski formado por todas las traslaciones y transformaciones
propias de Lorentz y sus Productos forman un grupo P, llamado Grupo de Poincare,
o grupo inhomogéneo de Lorentz [28,30].

Los generadores del grupo de Poincaré son los generadores del grupo de Lorentz J;,

K; mas los generadores de las traslaciones FP,. En términos de J;, K; y P, el dlgebra
de Lie

(i, Jj] = ieiji Ik, i, Pj| = ieij Py,
[Jz', Kj] = igiijm [Jiv Po] =0,
(K, Pj| = —icijiy, K, Pj| = i;; Py, K, By = —iP,

es convencional escribir esto en términos de M, que fue definido por |28, 30]

1
Ji = §€ijijka
Ki = MOi-
Con M, el dlgebra de Poincaré se lee

[PM,P,,]:O

. (3.48)
(M, By] = i (P — MupP)
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y, por supuesto, sigue teniendo

My Mpo] = i (MupMyo — Mo Mup — MpMpuo + Mo Mp) -

Para este grupo bastante complicado es muy ttil etiquetar las representaciones uti-
lizando los valores escalares fijos de los operadores de Casimir. El grupo de Poincaré
tiene dos operadores de Casimir |28,30]. El primero es:

P,P" =:m? (3.49)

se da al valor escalar el sugestivo nombre de m?, porque que coincide con la masa de
las particulas. El segundo operador de Casimir es M, M*, donde

M

1
L= EEWWPVMPJ, (3.50)

que se llama el cuatro vector de Pauli-Lubanski [28}30].
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Capitulo 4. Algebras de Lie en fisica de
particulas y teoria de campos

4.1. Simetrias

Las simetrias desempenan un papel importante en la fisica elemental de particulas,
en parte por su relacion con las leyes de conservacién y en parte porque permiten ha-
cer algunos progresos cuando atin no se dispone de una teorfa dindmica completa [3].
Simetria significa que no se puede distinguir entre antes y después de una determina-
da transformacién [29]. Para el caso de la traslacién espacio-temporal continua, esto
significa que no existe una posicién especial ni un sistema de coordenadas absoluto a
la hora de establecer las coordenadas espacio-temporales para describir un fenémeno
fisico. Los mismos experimentos realizados en dos lugares distintos (por ejemplo,
en Tokio y en Nueva York) o en momentos diferentes (hoy o manana) deberian
producir el mismo resultado. En otras palabras, la invariancia traslacional significa
la existencia de ciertos no observables, es decir, la posicion y el tiempo absolutos [29).

Las simetrias se dividen en dos categorias: en primer lugar, las relacionadas con la
estructura del espacio-tiempo, que suelen denominarse externas, y en segundo lugar,
las relacionadas con las simetrias internas, como la carga eléctrica, el isospin y la
carga de color [29]. Las simetrias espacio-tiempo cambian los valores de las coorde-
nadas, de modo que sélo la accion, que es una integral de una Lagrangiana sobre
todo el espacio-tiempo, permanece invariante. En otras clasificaciones, son continuas
o discretas. Las simetrias continuas, estan relacionadas con una ley de conservacion
correspondiente (Teorema de Noether . Esto significa que cuando una ecuacion
de movimiento o la lagrangiana es invariante bajo alguna operacién de simetria, exis-
te un observable fisico que no cambia en funcion del tiempo. Las simetrias discretas
no son funciones de un pardametro continuo y no es posible ninguna variacién o di-
ferenciacion infinitesimal. La transformacién de paridad, la inversion temporal y la
conjugacion de cargas para intercambiar particulas y antiparticulas son ejemplos de
ello [29,30].
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Bosones Fermiones

espin 0 espin 1 espin % espin %
Mediadores Quarks/Leptones
7,9 u,d, e

Mesones pseudoescalares | Mesones vectoriales | Octeto de bariones | Decuplo de bariones
™, K. n.n p, W pn A, Q

Cuadro 4.1: Clasificacién de particulas por espin [29]

A continuacién, se aborda el caso de la simetria rotacional, relacionada con el espin.
Esto nos lleva a su vez a las simetrias “internas”: isospin. Por ultimo, consideramos
las simetrias “discretas”: paridad, conjugacion de cargas [3}4},29].

4.1.1. Espin

La energia y el momento no son los tnicos atributos que posee una particula. Actia
como si girara sobre algin eje. El espin significa momento angular y su magnitud
se cuantiza en enteros o semienteros en unidades de la constante de Planck h. Las
componentes del espin o una proyeccién del espin sobre un eje determinado (eje z)
también se cuantiza en unidades de & [29]. El espin en mecédnica cudntica tiene, ma-
temdaticamente, todas las propiedades del momento angular, pero la imagen de un
objeto autogiratorio como la Tierra en rotacién no es aplicable, porque una particula
puntual no puede tener momento angular en el sentido cldsico (L = r x p) [29]. Por
lo tanto, la componente de espin debe considerarse como un grado de libertad. Para
una particula de espin % como un electrén, sélo se permite (S, = %, —%) Es evidente
que sélo dos electrones S, = i—% pueden ocupar la misma érbita en un atomo de
hidrégeno. El principio de exclusién de Pauli prohibe que otros electrones con los
mismos atributos ocupen el mismo estado cuantico en el mismo punto espacial.

En el caso de una particula puntual el momento angular de espin es simplemente

una propiedad intrinseca de la propia particula [1},3.[29}30].

Las particulas se dividen en dos clases, tabla [4.1} Las particulas que forman la ma-
teria con espin semientero son fermiones, el octeto bariones, leptones y quarks con
5 = % y el decuplo de bariones con s = % Las particulas que llevan la fuerza con espin
entero son bosones, los mesones pseudoescalares con s = 0, los mesones vectoriales y
las particulas mediadoras con s = 1 [1,|3}29,130].

Una particula con espin %; puede tener mg = %; (“espin arriba”), o mg = —%; (“espin
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abajo”). Una notacién es la que ofrecen los vectores columna de dos componentes, o

espinores:
1 1 0
22)-(0) .

El estado mas general de una particula de espin % es la combinacion lineal

(5) == (3)+# (). "

donde o'y 3 son dos niimeros complejos [3,4,29]. Es cierto que una medida de S, sélo
puede devolver el valor %ﬁ 0 —%ﬁ, pero el primer resultado, digamos, no prueba que
la particula estuviera en el estado 1 antes de la medida. En el caso general (ecuacién
[.2)), |ov|? es la probabilidad de que una medida de S, arroje el valor $h, y |B|* es la
probabilidad de obtener —%h. Dado que estos son los tnicos resultados permitidos,
se deduce que

la? + |B)? = 1. (4.3)

Aparte de esta condicién de “normalizacion”, no hay ninguna restriccién a priori
sobre los nimeros o y . Supongamos ahora que se va a medir S, o S, en una
particula en el estado genérico dado por la ecuacion 1 Qué resultados se podria
obtener? La simetria dicta que los valores permitidos sean :I:%h después de todo, es
perfectamente arbitrario qué direccién elegimos para llamar a z en primer lugar. A
cada componente de S le asociamos una matriz 2 x 2 [3}|4}29]

. h[0 1 ~  h(0 —i ~  h(10
S“"‘E(l 0)’ Sy‘?(i 0)’ 52_5(0 1)' (44)

Corresponden a las matrices de Pauli [3}4}29].
1

Las particulas de espin 5 se transforman bajo rotaciones segin la representacion
bidimensional de SU(2). Del mismo modo, las particulas de espin %, descritas por
vectores, pertenecen a la representacion tridimensional de SU(2); las particulas de
espin %, descritas por un objeto de cuatro componentes, se transforman bajo la repre-
sentacién cuatridimensional de SU(2); y asi sucesivamente. Las particulas de distinto
espin pertenecen, pues, a distintas representaciones del grupo de rotacién |3}4,29].
En el capitulo , se realizo el estudio del grupo SO(3) y SU(2), donde se vio que los
grupos poseen la misma &algebra , y la relacién con el momento angular, como
la descripcién matematica esta relacionada con el momento angular y por lo tanto

con el espin [1},3,4,29].
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4.1.2. Isospin

Hay algo extraordinario en el neutrén, que Heisenberg observd poco después de
su descubrimiento en 1932: aparte del hecho obvio de que no lleva carga, es casi
idéntico al protén. En particular, sus masas son asombrosamente proximas, m, =
938,28 MeV /%, m,, = 939,57MeV/c? [3/4]. Heisenberg propuso considerarlos como
dos “estados” de una unica particula, el nucleén. Incluso la pequena diferencia de
masa podria atribuirse al hecho de que el protén esta cargado, ya que la energia al-
macenada en su campo eléctrico contribuye, segiin la férmula de Einstein E = mc?,
a su inercia. Si de alguna manera se pudiéra “desconectar toda carga eléctrica”,
el protén y el neutrén serian, segin Heisenberg, indistinguibles. O, dicho de forma

mas prosaica, las fuerzas fuertes que experimentan protones y neutrones son idénti-
cas [2-4,29).

Para poner en practica la idea de Heisenberg,se escribe el nucleén como una matriz
de columnas de dos componentes
Q@
- (2). ws

p= (é) , y n= (2) _ (4.6)

Por analogia directa con el espin, s, al introducir el isospin, I [3]. Sin embargo, I no
es un vector en el espacio ordinario, con componentes a lo largo de las coordenadas
x,y v 2, sino mas bien en un “espacio de isospin” abstracto, con componentes [, I
I3. El nucledén lleva isospin % y el tercer componente, I3, tiene los valores propios

1
11 1 1

(el protén) y —5 (el neutrén):
El protén es “isospin arriba”; el neutréon es “isospin abajo”. Esto no es mas que
notacion; la fisica viene dada por la proposicién de Heisenberg de que las interac-
ciones fuertes son invariantes bajo rotaciones en el espacio de isospin, igual que, por
ejemplo, las fuerzas eléctricas son invariantes bajo rotaciones en el espacio de confi-
guracion ordinario [3,4]. Llamamos a esto una simetria interna, porque no tiene nada
que ver con el espacio y el tiempo, sino con las relaciones entre diferentes particulas.
Una rotacién de 180° sobre el eje 1 del espacio de isospin convierte los protones en
neutrones y viceversa. Si la fuerza fuerte es invariante bajo rotaciones en el espacio
de isospin, se deduce, por el teorema de Noether, que el isospin se conserva en todas

con

= D

p:
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las interacciones fuertes, al igual que el momento angular se conserva en los procesos
con invariancia rotacional en el espacio ordinario [2-4}29].

En el lenguaje de la teoria de grupos, Heisenberg afirmé que las interacciones fuer-
tes son invariantes bajo un grupo de simetria interna SU(2), y que los nucleones
pertenecen a la representacién bidimensional (isospin ). En 1932, esto era una su-
gerencia audaz; hoy en dia, la evidencia esta a nuestro alrededor, sobre todo en la
estructura “multiplete” de los hadrones. Recordemos que en la Via Octuple: todas
las filas horizontales muestran exactamente la caracteristica que llamoé la atencién
de Heisenberg en el caso de los nucleones; tienen masas muy similares pero cargas
diferentes. A cada uno de estos multipletes, le asignamos un isospin I particular, y
a cada miembro del multiplete, le asignamos un I3 particular [2-4}29)].

Para los piones, I = 1:

t=11), 7°=[10), 7 =1 —1). (4.8)
Para A, I =0

A=100). (4.9)

Paralos A I = g

33 31 3 1 3 3
AT =1 = At == = AV=1S — = A" == —= 4.1
‘22>’ ‘22>’ 2 2/ 2 2/ (4.10)
y asi sucesivamente. Para determinar el isospin de un multiplete, basta con contar

el nimero de particulas que contiene; como I3 va de —I a +1, en pasos enteros, el
nuamero de particulas del multiplete es 27 + 1:

multiplicidad = 27 + 1. (4.11)

La tercera componente del isospin, I3, esta relacionada con la carga, @), de la particu-
la. Se asigna el valor maximo, I3 = I, al miembro del multiplete con la carga mas
alta, y rellenamos el resto en orden decreciente de (). Para los hadrones compuestos
solo por quarks u,d y s la relacion explicita entre ) y I5 es la férmula Gell-Mann-
Nishijima |24, 29]

Q:[3+%(A+S), (4.12)

donde A es el numero de bariones y S es la extraneza. Originalmente, esta ecuacién
era una observacion puramente empirica, pero en el contexto del modelo de los quarks
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se deduce simplemente de las asignaciones de isospin para los quarks: u y d forman
un “doblete” (como el protén y el neutrén):

11 1 1
== = =z —= 4.1
u=|33) a=]3 -3). (113)
y todos los demas sabores llevan isospin cero.

Experimentalmente, el neutron y el protén forman un tnico estado ligado, el deuterén
(d); no existe ningin estado ligado de dos protones o de dos neutrones. Por lo tanto,
el deuterén debe ser un isosinglet [2-4}29)].

4.2. Simetrias Discretas

4.2.1. Paridad

El grupo de Lorentz, SO(1, 3), es el grupo de matrices A de 4 x 4, este grupo también
contiene las transformaciones de paridad e inversiéon temporal La transforma-
cién de paridad es equivalente a la inversion espacial a través del origen, x — —x,
esta transformacién cambia la lateralidad del sistema. Si x es diestro entonces -x es
zurdo [1,30].

Antes de 1956, se daba por sentado que las leyes de la fisica son ambidiestras, es
decir, que la imagen especular de cualquier proceso fisico también representa un
proceso fisico perfectamente posible. De hecho, la mayoria de los fisicos considera-
ban evidente la simetria especular (o “invariancia de paridad”) de las leyes de la
naturaleza [3,/4]. Pero en 1956, Lee y Yang se preguntaron si habia habido alguna
prueba experimental de esta suposicién. Buscando en la literatura, se sorprendieron
al descubrir que, aunque habia amplias pruebas de la invariancia de paridad en los
procesos fuertes y electromagnéticos, no habia confirmacién en el caso de las in-
teracciones débiles [3,/4]. En 1957, Wu y colaboradores estudiaron la desintegracion
nuclear beta del cobalto-60 polarizado, ®°Co — SNi + e + v, [3,4]. Los niicleos de
%Co, que poseen un momento magnético nuclear permanente g, se alinearon en un
fuerte campo magnético B y los electrones de desintegracion beta se detectaron en
diferentes angulos polares con respecto a este eje, como se muestra en la figura [4.1}
Dado que tanto B como p son vectores axiales, no cambian de signo bajo la transfor-
macién de paridad. Por lo tanto, cuando se mira en el “espejo” de paridad invertida,
la tinica cantidad que cambia de signo es el momento vectorial del electron emitido.
Por lo tanto, si la paridad se conservara en la interacciéon débil, la velocidad a la que
se emiten electrones en una determinada direccion relativa al campo B serfa idéntica
a la velocidad en la direccion opuesta. Experimentalmente, se observé que se emitian
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Figura 4.1: La desintegracién beta del ®°Co polarizado. A la izquierda, se emite un electrén
en una direccién determinada. A la derecha se muestra el equivalente con paridad invertida.

3.

mas electrones en el hemisferio opuesto a la direccion del campo magnético aplica-
do que en el hemisferio en la direccién del campo aplicado, proporcionando asi una
clara demostracion de que la paridad no se conserva en la interaccién débil [3}4,29,30].

Es natural introducir el concepto de helicidad. La helicidad h de una particula se
define como la componente normalizada de su espin a lo largo de su direccién de vue-
lo [4]. Para una particula de espin medio, la componente de espin medido a lo largo
de cualquier eje se cuantifica para ser :i:%. En consecuencia, los valores propios de la
particula libre y el operador de helicidad son iguales. Los dos estados de helicidad
posibles para un fermion de espin medio se denominan estados de helicidad diestro
y zurdo. Aunque la helicidad es un concepto importante en la fisica de particulas,
es importante recordar que la helicidad no es invariante de Lorentz; para particulas
con masa, siempre es posible transformarse a un marco en el que la direccién de la
particula se invierta [4].

Para ver esto, si se considera que se tiene un electron diestro que gira hacia la derecha
figura (a), y otra persona lo observa desde un sistema inercial que viaja hacia la
derecha a una velocidad mayor que v. Desde su perspectiva, el electrén gira hacia
la izquierda figura (b), pero sigue girando de la misma manera, por lo que este
observador dird que es un electrén zurdo [3]. En otras palabras, puede convertir un
electrén diestro en uno zurdo simplemente cambiando su marco de referencia [3].

Pero, jqué pasaria si se aplicara el mismo razonamiento a un neutrino, que, por
el momento, no tiene masa, viaja a la velocidad de la luz y, por tanto, no hay
ningin observador que viaje més rapido? Es imposible “invertir la direccién del
movimiento” de un neutrino (sin masa) poniéndose en un sistema de referencia que
se mueva mas rapido y, por tanto, la helicidad de un neutrino (o de cualquier otra
particula sin masa) es invariante de Lorentz, una propiedad fija y fundamental que
no es un artefacto del sistema de referencia del observador [3,4]. Determinar la
helicidad de un neutrino dado se convierte en una cuestion experimental importante.
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Figura 4.2: Helicidad. En (a) el espin y la velocidad son paralelos (helicidad +1); en (b)
son antiparalelos (helicidad -1) [3].

Hasta mediados de los anos cincuenta, todo el mundo suponia que la mitad de los
neutrinos eran zurdos y la otra mitad diestros, como los fotones. Lo que en realidad
descubrieron fue que.

Los neutrinos son zurdos los antineutrinos son diestros

Por supuesto, es dificil medir la helicidad de un neutrino directamente; son bastante
dificiles de detectar. Existe, sin embargo, un método indirecto relativamente facil,
utilizando la desintegracién del pién: 7= — p~ + 7,. Si el pién estd en reposo, el
muén y el antineutrino salen espalda con espalda figura Ademsds, como el pion
tiene espin 0, los espines del muoén y del antineutrino deben estar alineados de forma
opuesta [3,4]. Por lo tanto, si el antineutrino es diestro, el muén también debe serlo
(en el marco de reposo del pién), y esto es precisamente lo que se ha encontrado
experimentalmente. Por tanto, la medicion de la helicidad del muén nos permite
determinar la helicidad del antineutrino. Del mismo modo, en la desintegracién de
7T, el antimudn es siempre zurdo, lo que indica que el neutrino es zurdo. Por el
contrario, consideremos la desintegracién del pién neutro, 7° — v + . Una vez més,
en cualquier desintegracion dada los dos fotones deben tener la misma helicidad.
Pero se trata de un proceso electromagnético que respeta la paridad, por lo que,
en promedio, obtenemos tantos pares de fotones diestros como zurdos. No ocurre lo
mismo con los neutrinos: sélo interactiian débilmente y todos son zurdos; la imagen
especular de un neutrino no existe [3,4}28].

A pesar de su violacién en los procesos débiles, la invariancia de paridad sigue siendo
una simetria valida de las interacciones fuerte y electromagnética.
Si se aplica el operador de paridad dos veces, por supuesto, se vuelve al punto de
partida [3}4} 28]

P?=1.

(El grupo de paridad, por tanto, consta sélo de dos elementos: I y P.) (Se deduce
que los valores propios de P son £1. Por ejemplo, los escalares y pseudovectores
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Figura 4.3: Desintegracién de 7~ en reposo [3].

tienen valor propio 41, mientras que los vectores y pseudoescalares tienen valor
propio —1. Los hadrones son estados propios de P y se pueden clasificar segin su
valor propio, igual que se clasifican por espin, carga, isospin, extraneza, etc [3},4}2§].
Segun la teoria cuantica de campos, la paridad de un fermién (espin semientero)
debe ser opuesta a la de la antiparticula correspondiente, mientras que la paridad
de un boson (espin entero) es la misma que la de su antiparticula. La paridad de un
sistema compuesto en su estado fundamental es el producto de las paridades de sus
constituyentes (se dice que la paridad es un nimero cudntico “multiplicativo”, en
contraste con la carga, la extraneza, etc, que son “aditivo”). Asi, el octeto bariénico
y el decuplo tienen paridad positiva, (4+1)3, mientras que los nonetos pseudoescalar
y mesénico vectorial tienen paridad negativa, (—1)(+1). (El prefijo pseudo indica la
paridad de las particulas). Para un estado excitado (de dos particulas) hay un factor
extra de (—1)!, donde [ es el momento angular orbital. Asi, en general, los mesones
llevan una paridad de (—1)"*1. Mientras tanto, el fotén es una particula vectorial, su
espin es 1 y su paridad intrinseca es —1 [3}4},28].

4.2.2. Conjugacion de cargas

La electrodinamica clésica es invariante bajo un cambio en el signo de todas las cargas
eléctricas; los potenciales y los campos invierten sus signos, pero hay un factor de
carga compensatorio en la ley de Lorentz, por lo que las fuerzas siguen siendo las
mismas [3,4,28]. En la fisica elemental de particulas, se introduce una operacién que
generaliza esta nocion de “cambio de signo de la carga”. Se llama conjugacion de
carga, C', y convierte cada particula en su antiparticula:

Clp) = 1p)- (4.14)

La conjugacién de la carga es un término equivocado, ya que C' puede aplicarse a
una particula neutra, como el neutrén (dando lugar a un antineutrén), y cambia el
signo de todos los niimeros cuanticos “internos” carga, numero de bariones, nimero
de leptones, extraneza, encanto, belleza, verdad, dejando intactos la masa, la energia,
el momento y el espin. Al igual que con P, la aplicacién de C' dos veces nos devuelve
al estado original:
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c? =1, (4.15)

y, por lo tanto, los valores propios de C' son +1 [3,4,28]. Sin embargo, a diferencia de
P, la mayoria de las particulas de la naturaleza no son claramente estados propios
de C. Pues si |p) es un estado propio de C|, resulta que que

Clp) ==%1[p) =1p), (4.16)

por lo que |p) y |p) difieren como mucho en un signo, lo que significa que representan
el mismo estado fisico. Por lo tanto, sélo aquellas particulas que son sus propias
antiparticulas pueden ser estados propios de C. Esto nos deja el fotén, asi como
todos aquellos mesones que se encuentran en el centro de sus diagramas del 6ctuple:
70 n,n, p°, b, w, 1, y asi sucesivamente. Puesto que el fotén es el cuanto del campo
electromagnético, que cambia de signo bajo C tiene sentido que el “numero de
conjugacion de carga” del fotén sea —1. Un sistema formado por una particula de
espin y su antiparticula, en una configuracion con momento angular orbital [ y espin
total s, constituye un estado propio de C' con valor propio (—1)"**. Segiin el modelo
de los quarks, los mesones en cuestién son precisamente de esta forma: para los
pseudoescalares, [ =0y s = 0, por lo que C' = +1; para los vectores, [ =0y s =1,
por lo que C' = —1 [3,4,[28].

La conjugaciéon de cargas es un numero cuantico multiplicativo y, al igual que la
paridad, se conserva en las interacciones fuerte y electromagnética. Asi, por ejemplo,
el m° decae en dos fotones:

0 =5+, (4.17)

(para n fotones C' = (—1)", por lo que en este caso C' = +1 antes y después), pero
no puede decaer en tres fotones. Del mismo modo, el w va a 7 — 7, pero nunca a
70 — 2v. En las interacciones fuertes, la invariancia de conjugacién de carga requiere,
por ejemplo, que las distribuciones de energia de los piones cargados en la reaccion

p+p—at+r 70, (4.18)

deberfan ser (por término medio) idénticas. Por otro lado, la conjugacién de cargas
no es una simetria de las interacciones débiles: cuando se aplica a un neutrino (zurdo,
recordemos), C' da un antineutrino zurdo, que no se produce. Asi que la version de
carga conjugada de cualquier proceso en el que intervengan neutrinos no es un proce-
so fisico posible. Y las interacciones débiles puramente hadronicas también muestran
violaciones de C, asi como de P [3]4}28].
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4.2.3. CP

Como se ha visto, las interacciones débiles no son invariantes bajo la transformacién
de paridad P; la prueba mas clara de ello es el hecho de que el antimuén emitido en
la desintegracién del pién [3}4], 28]

™ =t (4.19)

siempre sale a la izquierda. Las interacciones débiles tampoco son invariantes bajo
C, ya que la versién conjugada de carga de esta reaccion seria

T =+ U, (4.20)

con un muén zurdo, mientras que en realidad el muén siempre sale diestro. Sin
embargo, si se combina las dos operaciones se vuelve a la realidad: C'P convierte
el antimuén zurdo en un mudn diestro, que es exactamente lo que se observa en la
naturaleza. Muchas personas que se habian escandalizado por la caida de la paridad
se consolaron al darse cuenta de esto; tal vez, era la operaciéon combinada de la que
nuestra intuicién habia estado hablando todo el tiempo, tal vez lo que se deberia
haber querido decir con la “imagen especular” de un electrén diestro era un positron
zurdo. Si se hubiera definido la paridad desde el principio como lo que ahora se
llama CP, el trauma de la violacién de la paridad podria haberse evitado (o al
menos pospuesto) [3}4}28].

4.2.4. La inversién temporal y el teorema TCP

Al suponer que se hace una pelicula de un proceso fisico, por ejemplo, la colisién
elastica de dos bolas de billar. Si se hiciera la pelicula al revés, ;representaria un
proceso fisico posible, o el espectador podria decir con certeza “No, no, eso es im-
posible; la pelicula debe estar transcurriendo al revés”? En el caso de las colisiones
eldsticas clésicas, el proceso de “inversiéon temporal” es perfectamente posible. (Sin
duda, si pusiéramos muchas bolas de billar en la imagen, la version al revés seria
muy improbable; nos sorprenderia ver que las bolas se juntan formando un tridngulo
perfecto, con una sola bola blanca rodando, y sospechariamos que la pelicula se ha
invertido. Pero eso es porque sabemos que seria extraordinariamente dificil crear las
condiciones iniciales necesarias para que todas las bolas rodaran juntas a la velocidad
y en la direccién correctas [3]. Asi, las condiciones iniciales pueden darnos una pista
sobre la “flecha del tiempo”, pero las propias leyes que rigen las colisiones funcionan
igual de bien hacia delante que hacia atrds). Hasta hace poco, se daba por sentado
que todas las interacciones de las particulas elementales compartian esta invariancia
temporal. Pero con la caida de la paridad, era natural preguntarse si la inversion
temporal era realmente tan sagrada [3,4,28].
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Resulta que la inversién temporal es mucho mas dificil de comprobar que P o C. En
primer lugar, mientras que muchas particulas son estados propios de P, y algunas son
estados propios de C, ninguna es un estado propio de T (el “operador de inversién
temporal”, que hace correr la pelicula hacia atras). Asi que no podemos comprobar
la “conservacién de T” simplemente multiplicando nimeros, como podemos hacerlo
para P y C. La prueba més directa serfa tomar una reaccién particular (digamos,
n+p— d+7),y ejecutarla a la inversa (d + v — n + p) [3]. Para las condiciones
correspondientes de momento, energia y espin, la velocidad de reaccién deberia ser la
misma en ambas direcciones. (Esto se denomina “principio de equilibrio detallado”,
y se deduce directamente de la invariancia tiempo-reversion) [3,/4]. Estas pruebas
funcionan bien para las interacciones fuerte y electromagnética, y se han comproba-
do diversos procesos. Los resultados siempre han sido negativos (no hay pruebas de
violacién de T), pero esto no es sorprendente [3,/4}28].

Basandonos en nuestra experiencia con P y C, esperamos ver un fallo de la inversién
temporal en las interacciones débiles, si es que lo hay. Por desgracia, los experimentos
de reacciéon inversa son dificiles de realizar en las interacciones débiles. Al tomar, por
ejemplo, la tipica desintegracion débil A — p* + 7~ [3]. La reaccién inversa seria
pT + 7~ — A, pero nunca vamos a ver un proceso asi, porque la interaccién fuerte
del proton y el pion anularia totalmente la débil interaccién débil. Para evitar la
contaminacion fuerte y electromagnética, se podria recurrir a un proceso de neutri-
nos. Pero es notoriamente dificil realizar mediciones precisas de los neutrinos, y en
este caso se supone que estamos buscando un efecto muy pequeno. En la practica,
por tanto, las pruebas criticas de la invariancia de T implican mediciones cuidadosas
de cantidades que deberian ser precisamente cero si T es una simetria perfecta. El
ejemplo clasico es el momento dipolar eléctrico estatico de una particula elemental.
Probablemente, las pruebas experimentales mas sensibles son los limites superiores
de los momentos dipolares eléctricos del neutrén y del electrén [3, 412829

Sin embargo, hay una razén de peso para creer que la inversion temporal no puede ser
una simetria perfecta de la naturaleza. Proviene del llamado teorema TCP, uno de
los resultados més profundos de la teoria cuantica de campos [3]. Basado tinicamente
en los supuestos mas generales, invariancia de Lorentz, mecanica cuantica y la idea
de que las interacciones estan representadas por campos, el teorema TCP afirma que
la operacién combinada de inversién del tiempo, conjugacién de cargas y paridad (en
cualquier orden) es una simetria exacta de cualquier interaccién [3}/4]. Es sencilla-
mente imposible construir una teoria cuantica de campos en la que el producto TCP
no se conserve. Si, como demostré el experimento de Fitch-Cronin, se viola CP, debe
haber una violacién compensatoria de T. Por supuesto, como cualquier afirmacion de
imposibilidad, el teorema TCP puede ser s6lo una medida de falta de imaginacion;
debe ser probado en el laboratorio, y esa es una razén por la que es tan importante
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buscar pruebas independientes de la violacion de T. Pero el teorema TCP tiene otras
implicaciones que también estan sujetas a verificacién experimental: si el teorema es
correcto, cada particula debe tener exactamente la misma masa y vida que su anti-
particula [3,4]. Se han realizado mediciones en varios pares particula-antiparticula;
la prueba mas sensible hasta la fecha es la masa K° - K° que, como fraccién de la
masa K, se sabe que es inferior a 10718, Asi pues, el teorema TCP se asienta en
un terreno extremadamente firme desde el punto de vista tedrico, y es relativamente
seguro desde el punto de vista experimental [3,|4}28-30].

4.3. Un rapido recorrido para la introduccion a la
teoria cuantica de campos

Microscopicamente tenemos la mecanica cuantica y la relatividad especial como dos
teorias basicas. El marco para que estas dos teorias sean coherentes entre si es la
teorfa cudntica de campos (QFT). En esta teoria, las entidades fundamentales son
los campos cudnticos. Sus excitaciones corresponden a las particulas elementales fisi-
camente observables, que son los constituyentes basicos de la materia, asi como los
mediadores de todas las interacciones conocidas [28-30]. La teoria cudntica de cam-
pos ha dado lugar a la concordancia mas fantastica entre predicciones tedricas y
datos experimentales de la historia de la ciencia. Proporciona conocimientos profun-
dos y profundos sobre la naturaleza de nuestro universo, y sobre la naturaleza de
otros posibles universos autoconsistentes [30].

En la mecanica cuantica no relativista de una sola particula, se parte de la descripcion
hamiltoniana del correspondiente sistema fisico clasico no relativista y promovemos
cada uno de los observables a un operador hermitiano. La evolucién temporal del
sistema mecanico cuantico, en este caso, viene dada por la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo que tiene la forma [1}2}29]30]

99
Ho = ihs..

donde ¢ representa la funcién de onda del sistema que corresponde a la amplitud de
probabilidad de encontrar la particula y el hamiltoniano H, tiene la forma genérica

p2

H=—. (4.21)

2m
Este formalismo es claramente no relativista (no covariante) lo que puede verse facil-
mente al observar que, incluso para una particula libre, la ecuaciéon dinamica toma

la forma
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L0 _ p’

en la base de coordenadas; el operador momento tiene la forma [1}2}29,30]

p — —ihV. (4.23)

Por lo que la ecuacién de Schrodinger toma la forma [11[2}20}29,30]

2
ind? _ —h—v2¢, (4.24)
ot 2m
donde ¢ es un Campo Escalar. El significado fisico de esto es que sélo describe una
particula con un tnico estado. La forma en que se interpreta esto es que describe
una particula con espin 0.
Se tiene un problema fundamental para hacer de ésta una teoria verdaderamente
relativista |1,2]. A saber, la derivada espacial en la ecuacién actia cuadrati-
camente (V?), mientras que la derivada temporal es lineal. Tratar el espacio y el
tiempo de forma diferente es inaceptable para una teoria relativista, porque la rela-
tividad requiere que sean tratados de la misma manera. La razén de ello es que si
el espacio y el tiempo se consideran simplemente como componentes diferentes de
una geometria tnica, no podemos tratarlos de forma diferente a como se tratan de
forma diferente las dimensiones x e y en el espacio euclidiano seccién Esto es
un indicio de un problema mucho mas profundo de la mecédnica cudntica: la cuanti-
zacion implica “promover” el espacio de un parametro a un operador, mientras que
el tiempo se trata igual que en la fisica clasica: como un parametro. Esta asimetria
fundamental es lo que, en ltima instancia, impide una generalizacion directa a una
teoria cuantica relativista. Asi que para solucionar este problema, se degrada el es-
pacio a un pardmetro y se cuantifica de una nueva manera [1}2,20,129}30].

Al degradar la posicién a un pardmetro junto con el tiempo, obviamente se ha sacri-
ficado los operadores a los que se impusieron relaciones de conmutacion para obtener
una teoria “cuantica” en primer lugar. Como es obvio que no puede imponer relacio-
nes de conmutacién a los pardmetros (porque son escalares), la cuantizacién parece
imposible. Por tanto, se va a tener que hacer una reinterpretacion bastante radical.
En lugar de dejar que las coordenadas sean operadores hermitianos que actiian sobre
el estado en el espacio de Hilbert que representa una particula, ahora interpretamos
la particula como el operador hermitiano, y este operador (o particula) estard pa-
rametrizado por las coordenadas espacio-temporales [1,2]. El estado fisico sobre el
que actian los operadores de particula es entonces el propio vacio, |0). Asi, mientras
que antes se actuaba sobre el “electrén” |¥) con el operador Z, ahora el “electrén”

(parametrizado por x) U(z#) actia sobre el vacio |0), creando el estado <\i/(1:“) |0>)
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En otras palabras, el operador que representa un electrén excita el vacio (espacio
vacio) dando como resultado un electrén.

Ahora se necesita algunas ecuaciones de movimiento que gobiernen la dindamica de
estos campos [1},2,20,129430].

4.3.1. Campos Espin 0

Ecuacién de movimiento para campos escalares

Uno de los requisitos para una formulacién relativista de la mecanica cuantica es que
la ecuacién de onda asociada sea invariante de Lorentz. La ecuacién de Schrodinger,
es de primer orden en la derivada temporal y de segundo orden en las derivadas
espaciales. Debido a la diferente dependencia de las coordenadas temporales y es-
paciales, la ecuacion de Schrodinger no es claramente invariante de Lorentz y, por
tanto, no puede proporcionar una descripcion de las particulas relativistas. La no
invariancia de la ecuacién de Schrodinger bajo transformaciones de Lorentz es una
consecuencia de su construccién a partir de la relacién no relativista entre la energia
de una particula libre y su momento. La ecuacién de onda de Klein-Gordon se obtiene
escribiendo la relacién energia-momento de Einstein, [1,23]

E? = p*c® + m2ch.
Ahora veremos c6mo hacer que esta descripcién sea relativista [1H3]. La suposicién

mas obvia para una forma relativista es simplemente introducir el Hamiltoniano
relativista estandar,

H = \/p?c® + m2c4, (4.25)
insertando la ecuacion |4.23|y (4.24)) en (4.25)), tenemos
L 09
zha = V—h2c2V2 + m2cig. (4.26)

Pero esto plantea el siguiente problemas: las derivadas espaciales y temporales si-
guen tratandose de forma diferente, por lo que esto es inadecuado como ecuacion
relativista. Una solucion es elevar al cuadrado el operador en ambos lados, lo que da

’o

_ h2w — (_h262v2 + m204) gb,
T e (4.27)
= [ -0 80 + V* — 72 gb = 0.

Si se elege las llamadas “unidades naturales”, donde ¢ = h = 1, y considerando la

ecuacion (A.32)), se tiene
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(07 —m*) ¢ =0, (4.28)

la ecuacién (4.28) se denomina ecuacién de Klein-Gordon, vista en la ecuacién
(2.112)). No es mds que una version operante de la relacién relativista estandar
[1,12,120129%30].

La ecuacién de Klein-Gordon tiene soluciones de onda plana [3],

o(x,1) = Ne®*2,

cuando se sustituyen en (4.28)) implican que

E*¢ = p’p+m®e,
y asi (por construccién) las soluciones de onda plana a la ecuacién de Klein-Gordon

satisfacen la relacién energia-momento de Einstein, donde la energia de la particula
esta relacionada con su momento por

E = ++/p?+m2

En mecénica clasica, las soluciones de energia negativa pueden descartarse por no
ser fisicas [3]. Sin embargo, en la mecanica cudntica se requieren todas las soluciones
para formar un conjunto completo de estados, y las soluciones de energia negativa
sencillamente no pueden descartarse. Aunque no esta claro cémo deben interpretarse
las soluciones de energia negativa, existe un problema mas grave con las densidades de
probabilidad asociadas [28]. La densidad de probabilidad es proporcional a la energia
de la particula. Sin embargo, esto implica que las soluciones de energia negativa
tienen densidades de probabilidad negativas no fisicas. A partir de la presencia de
soluciones de densidad de probabilidad negativa, puede concluirse que la ecuacion de
Klein-Gordon no proporciona una descripcion coherente de los estados de una sola
particula para un sistema relativista |1}2}20}29,/30].

Lagrangiana para campos escalares

Ahora se quiere encontrar una Lagrangiana para los campos escalares (espin j = 0)
de Klein-Gordon [3]. Se sabe que los términos de cualquier lagrangiano son todos es-
calares de Lorentz (para que el lagrangiano sea invariante relativisticamente) (2.110)).
Esto no plantea realmente un problema en el caso de los campos escalares porque,
para empezar, son escalares. El término escalar mas simple (el término de masa)
serd proporcional a ¢?. Otro término escalar (el término de energia cinética) es pro-
porcional a 0*¢d,¢. Resulta que estos son los tinicos términos que se necesitan. El
Lagrangiano para un campo escalar de Klein-Gordon es |1-3]
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Lra = —%8’“‘¢8M¢ — %m%z. (4.29)

Entonces al tomar la variacion de esto para mostrar que da (4.28)). Utilizando la

ecuacion ([2.104]) se tiene

0 2t = g,
0¢ 2 0¢ (4.30)
oL '
= ) = M) = —H?
Por lo tanto, la ecuaciéon de movimiento es
—p+mPp=0= (0> —m?)¢p =0, (4.31)

como era de esperar [1-3].

Antes de continuar, si se considera una ligera modificacién del Lagrangiano esca-
lar. En realidad se estaba considerando campos escalares reales. También se podria
considerar campos escalares complejos [1,[20}28,29]. En este caso el Lagrangiano es

Lra=—0"$10,0 —m’¢'o. (4.32)

En el caso del campo real, ¢ sélo tenfa un unico grado de libertad (real). Ahora ¢
tiene dos grados de libertad reales (¢ = ¢1 +1i¢s). En lugar de tratar ¢, y ¢ como los
campos independientes, trataremos ¢ y ¢! como los campos independientes . Asi que
ecuacion describe dos campos independientes, ¢ y ¢! (por eso se excluye los
factores de % porque aqui hay dos campos). Se puede tomar la variacién con respecto
a ¢! para obtener

oL

— = —m%
T Y
or 9% (4.33)
o= ) = u
por lo que la ecuacién de movimiento igual (4.28) [1,3,28].
Entonces se puede tomar una variacién con respecto a ¢ y encontramos
g_ﬁ = _m2¢T7
ar ¢ T (4.34)
- — _ Iad
alt (8(8M¢)) aﬂ(a ¢ )a
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la ecuacién de movimiento es

(0* —m?)o' = 0. (4.35)

Observe que las ecuaciones de movimiento para ¢ y ¢! son simplemente la ecuacién
de Klein-Gordon (ambos campos satisfacen la misma ecuacién de movimiento) [1,3].
Dado que los campos escalares j = 0 no tienen indices y, por tanto, se transforman
trivialmente bajo cualquier tipo de transformacién [8)14,21,24,26].

1
4.3.2. Campos Espin 3

Los aparentes problemas de la ecuacién de Klein-Gordon llevaron a Dirac (1928) a
buscar una formulacién alternativa de la mecanica cuantica relativista. La ecuacién
de onda resultante no sélo resolvia el problema de las densidades de probabilidad ne-
gativas, sino que también proporcionaba una descripcion natural del espin intrinseco
y los momentos magnéticos de los fermiones de medio espin. Su desarrollo representa
uno de los grandes avances teodricos del siglo XX. El requisito de que las particulas
relativistas satisfagan E? = p2c® + m2c*, hace que la ecuacién de onda de Klein-
Gordon sea de segundo orden en las derivadas. Dirac busc6 una ecuaciéon de onda
que fuera de primer orden tanto en las derivadas espaciales como en las temporales [3].

Los campos de espin 0, son campos escalares se transforman trivialmente bajo todo.
Sin embargo, como veremos, los campos de espin % son bastante diferentes. Hay una
enorme cantidad de detalles muy sutiles [1}3].

Como se vio anteriormente un estado de espin arbitrario se describe mediante dos
pardmetros complejos (sujetos a la condicién de estar normalizados) [1,3]. Ahora
describiremos una particula de espin % con un espinor de dos componentes

Y = (z;) : (4.36)

donde 1y y 1; estan ambos en €. Ahora queremos una ecuacién que gobierne su
comportamiento.

En lo que sigue se adoptara el enfoque de Dirac para encontrar la ecuacion de movi-
miento que gobierna [1,3,29]. Aunque queria que dicha ecuacién se sostuviera por si
misma, razoné que también deberia ser coherente con la ecuacién de Klein-Gordon
(que simplemente hace que la teorfa sea relativista), o de algiin modo implicarla.
Ademas, queria que sélo contuviera derivadas de primer orden. Sin embargo, esto es
problematico. Simplemente al actuar sobre ¢ con d,, obtenemos

Optp = (%;) , (4.37)
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que tiene un indice espacio-temporal no contraido. Hay que contraerlo con otra cosa
que tenga un indice espacio-temporal [1]. Una primera suposicién puede ser algin
vector v*, pero la expresién v#0d,1 tiene una direccién “preferida” en el espacio-
tiempo (la direccién de v*) y, por tanto, no es aceptable. En lugar de actuar sobre 1)
con v"0,, Dirac buscé un operador diferencial en forma de matriz 2 x 2 (para actuar
sobre el espinor de 2 componentes). En otras palabras, queria encontrar un operador
de la forma [1}[2}20}29,30]

V8, =780 + 7' 01 + 7202 + 70, (4.38)

donde las d,, = 4" son matrices 2 X 2. La ecuacién de movimiento serfa entonces

R r—— (4.39)
o escribirlo de una manera mas estandar,
(iv"0, —m) 1 = 0. (4.40)

El razonamiento de Dirac fue que, dada esta ecuacion, la ecuacion de Klein-Gordon
deberfa producirse actuando dos veces con el “operador de Dirac” (iy*0, — m) [1,3,
28|. Escribiendo esto se obtiene

(i7" 0, — m) (iv"0, — m) ¥ = 0 = (v"7*0,0, + m*) ¢ = 0. (4.41)
Esto dara la ecuacién de Klein-Gordon si la parte simétrica de y*+” satisface

AV = —pVIL (4.42)

Usando la simetria de la suma en (4.41)) para asegurar que se esta trabajando con la
parte simétrica, se requiere

1
S (7 + 97" = =L (4.43)

Que corresponde al dlgebra de Clifford, ver apéndice [B]
Veamos cémo esta ecuacién implica la ecuacién de Klein-Gordon. Consideremos [1]

{7 =" A = ot (4.44)
si las matrices y* satisfacen (4.44)), entonces (4.41)) da

(7“7”@&, + m2) Yv=0= (—n””@uay + m2) Yv=0= (82 — m2) =0, (4.45)
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que es exactamente la ecuacién de Klein-Gordon (4.28)). Asi, se tiene que la ecuacién
de Dirac es la “raiz cuadrada” de la ecuacion de Klein-Gordon

(iv"0, — m)* = (0> — m?), (4.46)

siempre que se cumpla el dlgebra de Clifford [1},2].
Mientras se elija las v* matrices de modo que (4.44)) se mantenga se tiene una teoria
relativisticamente consistente, podemos empezar con la ecuacién de Dirac [1,3,28]

(iv"0, —m)p =0, (4.47)

y tratar de encontrar las matrices v* adecuadas.

Para empezar, se quiere encontrar una solucién a la ecuacién . Ahora bien ya
que se conoce la ecuacién de Dirac y se podria trabajar hacia atras a partir de ella y
llegar a una lagrangiana que la produzca. Pero esto podria ocultar algunos detalles
del funcionamiento de los espinores. Por tanto, se intentara construir una Lagran-
giana de campo de Dirac “desde cero” y luego comprobar que satisface la ecuacion
de Dirac. Asi que se tiene que construir un Lagrangiano. Los términos de una La-
grangiana son todos escalares de Lorentz. Tipicamente esto significa términos sin
indices espacio-temporales o términos con un indice espacio-temporal contraido con
el operador diferencial J,. Esto era facil para el campo de Klein-Gordon ¢ porque
era un escalar para empezar. Ahora, sin embargo, tenemos que intentar encontrar
un escalar puro a partir de 1, que tiene cuatro componentes y, por tanto, un indice
espinor [1}2,29,130].

Empezaremos probando algo que parece que deberia funcionar. Se requiere construir
un escalar a partir de 1. Sabemos que % es un objeto de cuatro componentes con
entradas complejas, que escribiremos en términos de dos cantidades de 2 componen-
tes 11 v ¥ (en otras palabras, ¢ tiene dos componentes complejas y ¢, tiene dos
componentes complejas) [1,3]. Asi que parece natural suponer que se puede formar
un escalar a partir del conjugado hermitiano

¢ *T

1 * *

¢T = <¢2> = (¢1T 1/’2T) . (4'48>
El escalar serfa entonces 1. Ahora veamos cémo se transforma, al escribir una

transformacion de Lorentz genérica en la representacion espinor como S, y los gene-
radores como S. Asi que escribimos esta transformacién como

Vi =ty = plstsy. (4.49)
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Esta transformacién indicard que efectivamente es un escalar de Lorentz siempre
que STS. Pero sabemos exactamente cémo es esta representacién a partir de los
generadores (B.34)) [1]. Por tanto, una transformacién finita general serd

S = eawm S (4.50)

donde w,, es un conjunto matricial real antisimétrico de pardmetros (dngulos de
rotacién y pardmetros de boost) que especifica qué transformacién de Lorentz se
esta haciendo [1H3]. Por ejemplo wg; = —wyg es ¢,, el pardmetro de refuerzo en la
direccién x, ws; = —ws3 es 0, el dngulo de rotaciéon que mezcla x y z, etc. Debido a
que la suma sera tanto de w,, como de w,,, el factor de % se incluye para no contar
dos veces. Escribiendo todo esto, tenemos

S = ezum S = mgwwh" "], (4.51)

Tomando el conjugado hermitiano del exponente obtendremos

i f 1 f
<§wﬂl’swj> = (_gwwf [’Y“a’yy])

.i.
(Y*y" — v”v"))

I

|
co| —

g

=

<

= _éw:rw (VVTWHT _ 7MVVT)
_ —%ww (it — yrignt) (4.52)
= _%wuv hlfr7 7lﬂr}
= —%wuy (—% hmﬁwf})
= _%wuv S’/U/T’
donde
St — —i [W“T,y”q ) (4.53)
Se ha utilizado el hecho de que w;'w = —w,, (porque w,, es real y antisimétrica).
Ahora, si todas las matrices y* son hermitianas (y*! = v*) o todas son antihermi-
tianas (y*1 = —4#), entonces S* es hermitiana (ST = S*) y tenemos
STS =1, (4.54)
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como se espera para hacer (4.49)) una transformacién escalar [1,3,]29]. Sin embargo,
este no es el caso; por ejemplo, las definiciones de las matrices v* en ([B.43)). La matriz
7 es hermitiana, pero como las matrices de Pauli son todas hermitianas, v = —+*.

En otras palabras, tenemos

7t =",

7=
Se ha llegado al sorprendente hecho de que el grupo de Lorentz no produce transfor-
maciones unitarias de los estados [1,3/29]. Resulta que no existen representaciones
unitarias de dimensién finita del grupo de Lorentz. En otras palabras, no hay ge-
neradores S* que satisfagan el dlgebra de Lorentz que también sean hermitianos,

satisfaciendo

(4.55)

St = gn (4.56)

En consecuencia, ¥7) no es un escalar. Sin embargo, no todo estd perdido; nuestro
fracaso a la hora de crear un escalar nos ha dado una pista sobre como construir un

término escalar genuino. Se sabe por el algebra de Clifford (4.44)) que ~° satisface [1]

{70770} = _27700 = _2(_1) =2= (70)2 = 17

i i i i (4.57)
{79} = -21" =0 ="' = —"y".
Asi, consideremos la expresiéon v°v#+°. Bien es
7°7°7° =15,
(4.58)
AOryin® = _A00nF — i
Comparando esto con (4.55)), tenemos
P = 40949°, (4.59)

para todos los indices del espacio-tiempo . Por lo tanto, la razén por la que 177 no
es un escalar es que en ({4.54)), los generadores S*” no eran hermitianos [1},3]. Ahora
podemos escribir

gt — i A

— —2 [{%"4°,4°v"7"] ,

4 (4.60)

/L' v
="
— 5",
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Por lo tanto, se puede escribir

ST — eiéwﬂ'us}“’.r7
_ Voe—gwwswvo’ (4.61)
— 08710,

Esta es la clave; ahora podemos escribir facilmente el escalar de Lorentz utilizando.

Primero definimos la expresion

P =90 (4.62)
Entonces, el escalar serd 1t [1,13]. Podemos escribir la transformacién facilmente; es

b — P =Ty,

= uISTy sy,

= 917’8719y,

=91 ’S§7SY,

= ¢y,

=Py
Asi que con cierta dificultad se ha conseguido construir un escalar de Lorentz a
partir del campo espinor 1. Nuestro siguiente objetivo, es construir un vector de
Lorentz. La expresion ¥y*1 es un vector de Lorentz. Para demostrarlo necesitamos

un resultado preliminar. Consideremos de nuevo el conmutador en (B.36]), se puede
demostrar que

(4.63)

[V, 5" = =i ('Y —n""") |
= —i (" = ") e (4.64)
= ("),
donde J* es el generador de Lorentz en la representacion vectorial [1]. Entonces, para

ver que ¥y es un vector, simplemente calculamos la transformacién, utilizando
(4.64]). Se obtiene

Py — Py’ = iyt
= IS8Ty S,
= 117087101 Sy, (4.65)
= SISy,
= (§74S) o
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Ahora sélo tenemos que fijarnos en la parte que aparece entre paréntesis. Esto es
(s6lo en primer orden, como de costumbre)

STIyHS = (1 — %wa58a6> ~H <1 + %wagSa’B) ,

7: (0% Z «
:fyu+§waﬁvu5 B8 _ §wa65 ,B,Yu’

: (4.66)
i
= fyu + §wa,6’ [7#7 Saﬁ] )
i
="+ Jwas(J)50".
Podemos reconocer la iltima linea como el término de primer orden en e3wur " la

transformacion vectorial en +*. Por lo tanto, ¥y*1) es en efecto un vector espacio-
temporal, que podemos contraer con el operador de diferenciacién 9, para formar
un escalar. Asf, nuestros dos escalares de Lorentz son 11 y 157“@2/} [1-3]. Escribir
nuestro Lagrangiano es ahora bastante facil. Es

Lp = (iv"9, —m) . (4.67)
Veamos si esto reproduce la ecuaciéon de Dirac.

Podemos tomar las variaciones con respecto a ¥ o ¥ (los resultados seran conjugados
entre si). Tomar el conjugado con respecto a ¥ es:

OLp
oY

oLy
g, | 252 =,
(5 (9u0) ) (4.68)

OLp oLp
o (a(am) "o 0

= ("0, —m)y =0,

= (Tyuaﬂ - m)wa

que es la forma correcta de la ecuacién de Dirac [113]. Tomar la variacién con respecto
a 1 es:
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8£D_ i
( 0o ) (i)

() e -

:>i8u(1/jIVM> + qu} =0,
= (iv"0, — m) ¢ = 0.

Asi que si tomamos la variacién de (4.67]) con respecto a 1) 0 9, se obtiene la ecuacién
de Dirac, como era de esperar. Antes de continuar, detengdmonos un momento y
consideremos lo que se ha encontrado [1]. Querfamos una ecuacién para el espinor
de dos componentes 1 que fuera invariante relativisticamente. Lo conseguimos, pero
al precio de duplicar el niimero de estados de 1, de 2 a 4. Lo aceptamos y seguimos
adelante. Pudimos encontrar la ecuacion relevante, llamada ecuacién de Dirac (4.47)),
que era tanto de primer orden en el operador diferencial como invariante relativista.
Dirac resolvi6 el problema percibido con densidades de probabilidad negativas [3].
El precio es que ahora las particulas tienen que describirse mediante funciones de
onda de cuatro componentes. La ecuacion de Dirac podria haber resultado ser una
construccién puramente matematica sin relevancia fisica. Sin embargo, sorprenden-
temente, se puede demostrar que los grados de libertad adicionales de las funciones
de onda de cuatro componentes describen de forma natural el momento angular
intrinseco de las particulas y antiparticulas de espin medio. La ecuacion de Dirac
proporciona una descripcién natural de las particulas de espin medio [13}204[29430].

4.3.3. Campos Espin 1

Antes de seguir adelante, sera util discutir un ultimo tipo de campo: los campos
vectoriales. Este serd un campo A, con cuatro componentes que se transforman
como un vector espacio-temporal bajo transformaciones de Lorentz. El potencial
electromagnético, seccién Nos aproximaremos a este tipo de campos de forma
un poco menos matematica y un poco maés intuitiva [1-3,20,29430].

Construccién de un lagrangiano para campos vectoriales

Sabemos que necesitaremos términos (escalares) invariantes de Lorentz para construir
una lagrangiana a partir de A, [1,13]. En segundo orden sélo hay tres términos de
este tipo,
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4,48, (9,A,) (A7), (0,A") (D,A7).  (4.70)

Se puede entonces construir un Lagrangiano a partir de estos términos, pero no
sabemos cudl debe ser el coeficiente de cada uno. Asi que por ahora se dejaran como
variables. El Lagrangiano para A, es entonces

Lo = —% (BuAy) (D" AY) + 0 (9,A47) (8, A¥) + BA, A" (4.71)

donde a y [ son coeficientes que atin no se han determinado (se puede elegir la nor-
malizacién global, de modo que tomamos como 1 el coeficiente del primer término).
Se puede tomar una variaciéon con respecto a A, y obtener

aﬁvec
— _BAr
oA = —pA
OLyec (4.72)
O | =——— ) =—-0,0"A" — ad"0"A,,
(a @Am) ’
=0,0" A" + a0"0" A, — BA* = 0.
Al suponer que la solucién tiene la forma general de una onda [1,|3],
A, = a,e?”, (4.73)

donde a, es un vector de amplitud arbitrario y p.x = p*z, donde p* es el cuadri-
vector de energia-momento para el campo. Introduciendo esto en la ecuacion de

movimiento (4.72)) se obtiene

0,0" (a“eip'x) + adtd” (a,,eip"’”) —p (a“eip'x) =0,
=—=p,p’a" + ap'p”a, + Pat =0,
=p, (p°a" + ap'p - a+ Ba*) =0,
= (1+a)p’+B)p-a=0.

(4.74)

Hay varias opciones para « y 3, pero hay una que nos da un conjunto de ecua-
ciones particularmente bueno. En concreto, queremos que el campo tenga amplitud
solo perpendicular a su vector energia-momento. Esto se consigue si fijamos a = 1.
Entonces la ecuacién de movimiento es

p-a=0, (4.75)

que elimina la amplitud en la direccién de p* (es decir, si el campo estd quieto y
solo se mueve a través del tiempo, entonces la amplitud sera puramente espacial,
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etc.) Ademads, a partir de la forma general del término 5 podemos tomar § como la
masa del campo (los términos de masa en los campos de espin-0 y espl’n—%). Entonces
tomamos 3 = m? [1H3)].

Nuestro Lagrangiano es ahora
1 AV 1 2 2 1 H v
Loyee = —3 (0,4A,) (0"A”) — Em A AP + 3 (0,A") (0,A"). (4.76)
La nueva ecuacién de movimiento

0,0" A* — OF” A, — m* A" = 0, (477)

—0, (VA" — 9" A¥) — m?AF = 0. '
Esto se denomina ecuacién de Proca. Esta forma sugiere que podemos simplificar
nuestra notacién al tensor en cuenta el tensor electromagnético (2.81). La ecuacién
de movimiento se convierte entonces en

0, F" —m?A” = 0. (4.78)

Podemos entonces reescribir el Lagrangiano en términos de esta nueva cantidad como
1 v 1 24 AM

Lvec == _ZFHVF — ém m . (479)

Se ha deducido las ecuaciones de movimiento que describen los campos libres y
las particulas. Por lo tanto, en el proximo capitulo derivaremos Lagrangianos que
describen la interaccién entre diferentes campos y particulas [1-3}20,29,30].

4.4. 'Teoria de la interaccion

Ya hemos discutido todo lo que necesitamos para determinar las ecuaciones de cam-
1

po para los campos de espin 0, espin ; y vectoriales. Sin embargo, se tiene que
discutir: las teorias gauge [1]. La idea de las teorfas gauge hunde sus raices en las
investigaciones clasicas de Hermann Weyl en la década de 1920, y la nociéon de que
las simetrias generan interacciones se expreso plenamente en los trabajos de Yang
y Mills un cuarto de siglo después. Mas recientemente, el principio de invariancia
gauge local ha florecido hasta convertirse en un tema unificador que parece capaz
de abarcar e incluso sintetizar todas las interacciones elementales. La aparicién de
las teorfas gauge ha ido acompanada del reconocimiento de que una descripcién fun-
damental de las particulas elementales debe basarse en la idea de que las particulas

que interactian fuertemente, o hadrones, estdn compuestas por quarks. Junto con
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los leptones, como el electrén y el neutrino [31].

A continuacion veremos la forma correcta de los Lagrangianos, las simetrias internas,
bajo la accion de los grupos de Lie. El punto de partida sera la simetria local U(1)
y terminaremos con el Lagrangiano [1},2,28}30].

4.4.1. Interacciones U(1)

Simetria interna de campos espin libre %

Veamos de nuevo el Lagrangiano que derivamos para una teoria de espin libre %
(4.67). La hemos derivado exigiendo la simetria de Lorentz, pero si nos fijamos bien
podemos descubrir otra simetria de esta Lagrangiana. El Lagrangiano no cambia si

transformamos el campo v de la siguiente manera |1}2}2830]

P — ) = e, (4.80)

si tenemos en cuenta que esto implica que ¥ también se transforma

Y= =90 = ()10 = e (4.81)
El signo menos procede de la conjugaciéon compleja y a es un nimero real arbitrario.

Para ver que el Lagrangiano es invariante bajo esta transformacién, transformamos
el Lagrangiano explicitamente:

Ly = —my + iy o),
= —m (Ve ") (e") +i (e ") 10, (e") (4.82)
= _m@E@Z) + Z";E’}/“a“@/) = Lp,

donde utilizamos que €™ es sélo un niimero complejo, que podemos mover libremente.
Recordando que aprendimos en el capitulo |3 que todos los niimeros complejos unita-
rios pueden escribirse como ¢ y forman un grupo llamado U(1), podemos poner lo
que acabamos de descubrir en términos matemaéticos, diciendo que la Lagrangiana es
invariante U(1) |1,28]. Esta simetria es una simetria interna, porque claramente
no es una transformacién del espacio-tiempo y por tanto transforma el campo inter-
namente.

Ahora vamos a profundizar en lo que acabamos de descubrir. Hemos demostrado que
somos libres de multiplicar nuestro campo por un niimero complejo unitario arbitra-
rio sin cambiar nada. La transformacién de simetria ¢ — 1’ = €% se llama una
transformacion global, porque multiplicamos el campo ¥ = 1(z) en cada punto x
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con el mismo factor e™ [112830].

Ahora bien, ;por qué este factor en un punto del espacio-tiempo deberia estar corre-
lacionado con el factor en otro punto del espacio-tiempo? La elecciéon en un punto
del espacio-tiempo no deberia fijarlo inmediatamente en todo el universo. Esto seria
extrano, porque la relatividad especial nos dice que ninguna informaciéon puede pro-
pagarse mas rapido que la luz. Para una simetria global la eleccién se fijaria inme-
diatamente para cualquier punto de todo el universo [28]. Comprobemos si nuestra
Lagrangiana es invariante si transformamos cada punto del espacio-tiempo con un
factor diferente a = a(z*), esta es una transformacion local

byl =y,
§ o = e,

donde el factor a = a(x) depende ahora de la posicién, obtenemos la Lagrangiana
transformada

(4.83)

Lp = —mi'd’ + iy 9.0,
- —m (&e—ia(a:)) (eia(:ﬂ)¢) 44 (,(Ze—ia(:c)> ,y,uau (eia(a:)w) : (484)
= —mn) + iy 9 + i (Jualw)) ¥y # L.
Por lo tanto, nuestro Lagrangiano no es invariante bajo la simetria U(1) local, por-
que la regla del producto produce un término extra. Como ya hemos dicho, nuestro
lagrangiano deberia ser invariante local, pero acabamos de descubrir que no lo es.

Hay algo que podemos hacer al respecto, pero primero debemos investigar otra si-
metria [1,28-31].

Simetria interna de los campos libres de espin 1

A continuacién, echemos un vistazo al Lagrangiano que derivamos para particulas
libres de espin 1 (4.76)). Aqui también podemos descubrir una simetria interna global
[28-31]. Si transformamos

Ay — A=A, +a, (4.85)

con algunas constantes arbitrarias a,,, el Lagrangiano se lee [2§]
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1 1 1
Lloe == 5 (0,A) (" A™) = Sm* AL A" + - (9,A™) (0,4")
1 1
= — 50, (A, +a,) 0" (A" + a”) — sm* (A, + ) (A* + a*)
: 2 (4.86)
+50u (A" +a") 0, (A" + a”),

1 1 1
=50 A0 A, = SOAUD A+ S (At a,) (A + ).

Concluimos que esta transformacion es una transformacion de simetria global de este
Lagrangiano, si nos restringimos a campos sin masa, es decir, m = 0. ; Qué pasa aqui
con la simetria local? Transformamos

Ay — A=Ay +au(x), (4.87)
y el Lagrangiano transformado sin masa se lee

1
(0u1y) (0" A7) + 5 (0,47) (D,4)

/
L Mazxwell — —

NN NN T

0 (Au + 0,(2)) 0% (A" 0 (2)) + 50, (A% + a#(2)) 0, (A° + " (),
(4.88)

lo que demuestra que A, — A}, = A, + a,(z) no es una simetrfa interna local [28].

Sin embargo, podemos encontrar una simetria interna local considerando la transfor-
macién A, — A}, = A, +0,a(z) en su lugar. Esto significa que afiadimos la derivada
de alguna funcién arbitraria 0,a(z) en lugar de una funcién arbitraria. Esta trans-
formacion tiene el siguiente efecto en el Lagrangiano

1
(0,40) (9" A™) 4 5 (0,A") (8,4

/
L Mazwell — —

NI =N DN =D =

O (Ay + Opa(x)) 0" (A" + 8" a(x))
(4.89)

+ 20, (A + () 0, (A" + P a(x))

1
( aﬂAV) (aﬂAV> + 5 (a,uAH) (aI/AV) = EMaacwell-

Vemos que se trata de una transformacién de simetria local interna [1}28}|31].
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Resumamos lo que hemos averiguado hasta ahora:

= Descubrimos que el Lagrangiano para campos de espin libre % tiene una simetria
global interna 1) — 1)’ = €'%). Formulado de otra manera: el Lagrangiano para
campos de espin libre % es invariante bajo transformaciones globales U(1).

= Vimos que esta simetria no es local (aunque deberfa serlo), porque para a =
a(x), obtenemos un término extra en la Lagrangiana de la forma (4.84)).

— (Opal(z)) Py*ap. (4.90)
En otras palabras: El Lagrangiano no es localmente invariante U(1).

= En la dltima secciéon encontramos una simetria local interna para campos de
espin 1 sin masa

Ay — A, = A, +0ua(x), (4.91)

que sélo es una simetria local si anadimos la derivada de una funcién arbitraria
dua(z), en lugar de una funcién arbitraria a,(x).

Esto realmente parecen dos piezas de un rompecabezas que deberiamos unir. Cuando
transformamos 1, ¥ y A, simultdneamente, un término adicional A,v*1 en el
Lagrangiano se convierte en

Ay — (A + dual@)) ¥y = Ay + dua(z) . (4.92)

Al comparar el segundo término con la ecuacion . El nuevo término en la La-
grangiana, acoplando 1, ¥ y A, juntos, por lo tanto cancela exactamente el término
que impidi6é que la Lagrangiana para espin libre % fuera localmente invariante U(1).
Dicho de otro modo: Anadiendo este nuevo término podemos hacer que la Lagran-
giana sea localmente invariante U(1) [28,131].

Se vera con mas detalle. Primero al observar que es convencional factorizar una
constante g en el exponente de la transformacién U(1) local: 9% [28]. Entonces el
término extra se convierte en

— (Qua(2)) " — —g (Duala)) Py, (4.93)
Este factor extra g da cuenta de una constante de acoplamiento arbitraria. A conti-
nuacion se agrega al Lagrangiano para campos libres de espin % el nuevo término

gAY, (4.94)

donde incluimos v* para hacer invariante el término de Lorentz, se inserta la cons-
tante de acoplamiento g. Se obtiene asi la Lagrangiana [28|
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/:Dirac+Termeactra = _mlzw + Zl;%a“lﬁ + gAuz/_)fyﬂw (495>

Transformando este Lagrangiano segun las reglas de transformaciones locales de 9,
Yy A, se obtiene

L' Dirac+Term—Eatra = — MY + i)'y, 0" + g A by’
= — myp + iy, 0"y + g (8"a(x)) Yy + gAY
= — mpp + 9y, 0"Y + g (0*a(x)) Yy (4.96)
+ 9 (Ay + Jua(z)) (eiiga(m)d—}) v (eiga(z)w>
= — mnp + ipy,0") + gAYV = LpiractTerm—Eatra-

Por lo tanto, anadiendo un término extra se obtiene un Lagrangiano localmente
invariante U(1). Para describir un sistema formado por campos masivos de espin % y
campos de espin 1 sin masa debemos anadir también a la lagrangiana el lagrangiano
para campos libres de espin 1 sin masa. Esto nos da el Lagrangiano completo

LDirac-l—Term—Emtra—l—Maxwell = - mlﬁiﬂ + “E%a“w + gA/ﬂ/_}ry'uw
1 (4.97)
—3 (0"A"0,A, —0"AY0,A,) .
Para despejar la notacién, es habitual introducir un nuevo simbolo
DHF = 0" —igAH, (4.98)
llamada derivada covariante [28,30,31]. El Lagrangiano se lee entonces
EDir(zc—l—Term—Extr(z—i—Ma:pwell = Tm&/} + “Z/YMDHw
(4.99)

1 14 14
-5 (0" A9, A, — P AD,A,)

Este es el Lagrangiano correcto para la teoria cuantica de campos de la electro-
dindmica, comunmente llamada electrodinamica cuantica. Podemos derivar este
Lagrangiano simplemente haciendo uso de las simetrias internas de los Lagrangianos
que describen campos de espin libre % y campos de espin libre 1 [21}2831].

Surge la siguiente pregunta ;Qué ecuaciones de movimiento se siguen de este La-
grangiano?
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Ecuaciones de Maxwell no homogéneas y Acoplamiento minimo

Este Lagrangiano nos da las ecuaciones no homogéneas de Maxwell en presencia
de corrientes. El proceso es de nuevo sencillo: simplemente ponemos la Lagrangiana
(4.97), en la ecuacién de Euler-Lagrange para cada campo [28]

oL oL

a5 O (a<aﬂw>> -0

oL oL

Z_a | ——=— 1 =0 4.100
oL oL

o4, (a@pAp)) =0

El resultado es

W (i9,0" +m) + gA " =0,
(i7,0" —m) Y + gA,~"p =0, (4.101)
0, (0V A* — O* AY) ) + gapyHep = 0.

Las dos primeras ecuaciones describen el comportamiento de particulas/campos de

espin % en un campo electromagnético externo. En presencia de un campo externo

la derivada 0" tiene que cambiarse por la derivada covariante

O — DM = O — igA*, (4.102)

para obtener las ecuaciones correctas. La palabra “minimo” se utiliza, porque sélo
un campo gauge A, con cuatro componentes = 0,1, 2, 3, se utiliza [28}30,31].

Teorema de Noether para la simetria U(1) interna

En la seccién se vio que el teorema de Noether relaciona cada simetria interna
con una cantidad conservada. ;Qué cantidad conservada se deduce de la simetria
U(1) que acabamos de descubrir? El teorema de Noether para simetrias internas nos
dice que una transformacion de la forma [2§]

Y= =+ Oy, (4.103)
conduce a una corriente de Noether
oL
JH = ——, 4.104
50,0)"" 4104
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que cumple una ecuacién de continuidad

8,J" = 0. (4.105)

Una transformacién global U(1) es

Y =Y = e = (1 +iga+ .. ). (4.106)

Detenemos la expansién en serie de la funcion exponencial, como es habitual, después
del primer término, porque U(1) es un grupo de Lie y se pueden construir transfor-
maciones arbitrarias a partir de infinitesimales. Una transformacion infinitesimal se
lee [28,30,131]

= = +igai. (4.107)

Por lo tanto tenemos ¢ = igay) y como derivamos en la seccion la corriente
de Noether correspondiente es

oL
Jh= 2= 5
90,0

_ 0 (—m@WJ + i@/ﬁ,ﬁ“@b) g
9 (0uv) ’
= —y'gay = —gapy"y.
Se puede ignorar la constante arbitraria a, porque la ecuaciéon de continuidad se
cumple para a arbitraria y por tanto, definimos

(4.108)

JH = — gy (4.109)

Se suele denominar la cuadri-corriente eléctrica [28|. La componente cero es la
densidad de carga eléctrica, que nos da si la integramos, una cantidad que se conserva
en el tiempo

Q= / Bap = / Bt = —g / Py . (4.110)

En el marco cudantico los objetos 1 se relacionaran con amplitudes de probabilidad
y esta interpretacién requiere que f d®xyy%p = 1, porque la probabilidad global
debe ser 100 % = 1. Por lo tanto, la cantidad conservada es de hecho la fuerza de
acoplamiento g, que para el electromagnetismo es la carga eléctrica. Por lo tanto, la
simetria U(1) global conduce a la conservacién de la carga eléctrica [28].

Si ahora echamos un vistazo de nuevo a la tercera ecuacion de (4.101)), podemos
escribirla, usando la definicién de la ecuacién (4.109)), como
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0, (0" A" — " A”) + gy = 0,

0, (0" A" — g AY) = J~. —

Utilizando el tensor electromagnético definido en la ecuacién (2.81]), esta ecuacién es

la siguiente
o, F" = JH. (4.112)

Se trata de las ecuaciones inhomogéneas de Maxwell en presencia de una corriente
electromagnética externa [28,29,31].

A continuacién echaremos un rapido vistazo a las interacciones de los campos masivos
de espin 1 y espin 0 [2§].

Interaccién de campos masivos de espin 0

Noétese que el Lagrangiano que derivamos para campos de espin 0

1 1
Lxa = —58“(;58“(;5 — §m2¢2,

no es invariante U(1), como podemos ver transformando ¢/ — ¢ = e*®¢. No obstante,
la teoria escalar compleja

1 1
Licc = —50"6'0,6 = 5m*6"0,

tiene simetria U(1), porque entonces tenemos ¢/ — ¢ = ¢%¢ y ¢* — (¢*) = e “¢*.
Por lo tanto es posible derivar, andlogamente a lo que hicimos para campos de espin %,
una teoria de interaccién para este Lagrangiano [28]. La derivacién es completamente
analoga y se obtiene

Lie = 5 (0 +ig4,) ) (0" — 194") 6) = 2676) .

Utilizando la ecuacién de Euler-Lagrange, encontramos la correspondiente ecuacion
de movimiento

(au + iun) (3# - iqA#) ¢ — m2¢ =0,

que describe un campo de espin 0 cargado acoplado a un campo de espin 1 sin ma-
sa [28,30,:31].
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Interaccién de campos masivos de espin 1

La interaccién de un campo masivo de espin 1 con un campo de espin 1 sin masa
también viene dictada por la simetria [28]. El Lagrangiano para campos de espin 1

sin masa viene dado por (4.79)

1
EMaxwell = _ZFMVFMV- (4113)

Para distinguir entre un campo sin masa y uno masivo de espin 1, denominamos al
campo masivo B* y definimos

G = 9" B — 0" B". (4.114)

El Lagrangiano para este campo masivo de espin 1 es

1
£Proca = _ZLGMVGHV + mQBMB,u‘ (4115)

La simetria de Lorentz dicta que el término de interaccion en la Lagrangiana sea de
la forma

EProca.Int = _CG;LVF“V7 (4116>

con una constante de acoplamiento C que se debe medir en los experimentos [28-31].

4.4.2. Interacciones SU(2)

Motivados por el éxito con la simetria U(1) queremos responder a la pregunta: ;Es
U(1) la tnica simetria interna de nuestros Lagrangianos? Resulta que se puede en-
contrar una simetria interna para dos campos de espin % sin masa [28]. Obtenemos
el Lagrangiano para dos campos de espin % anadiendo dos copias del Lagrangiano.
El Lagrangiano final se puede encontrar en la ecuacion . Aqui se desprecia los
términos de masa, lo que significa m = 0, porque de otro modo el Lagrangiano no es
invariante como veremos en un momento. La suma da

‘CD1+D2 = 2'1/_)17# /ﬂvbl + Z.QZQ'}/M@M@&Z (4117)

Esto se puede reescribir, si definimos

V= @};)_ (4.118)
U= (41 9o),

donde el nuevo objeto definido ¥ se denomina doblete:

97



Lp,+p, = 1¥4"0, V. (4.119)

Este Lagrangiano es invariante bajo transformaciones SU(2) globales

U — 0 = ™7y,

S (4.120)
U — 0 = e 7

[P

donde se asume implicitamente una suma sobre el indice “”, a; denota constantes
reales arbitrarias y % son los generadores habituales de SU(2), con las matrices de
Pauli o; [28,131]. Para ver la invariancia se tiene el Lagrangiano transformado

£/D1+D2 = Z‘\I}I’yuauqﬂa
= i@e‘iai%v“ﬁﬂemi%lp, (4.121)
= Z‘I!P)/Ma,u\p = £D1+D27

donde llegamos a la tltima linea porque nuestra transformacién €% actiia sobre el
recién definido objeto de dos componentes W, mientras que v actiia sobre los objetos
de nuestro doblete, es decir, los espinores de Dirac. Podemos expresar esto utilizando
indices. Esta simetria también deberia ser una simetria local. Las transformaciones
SU(2) mezclan las dos componentes del doblete [28].

El problema aqui es de nuevo la derivada, que produce un término extra. Para
despejar la notacion, se define U(x) = emiai(@F

U — U =U(x)?,

o 4.122
U — U = UU (). ( )

El lagrangiano transformado es entonces

£/D1+D2 = i\I}”y“@“\Iﬂ,
= iU (2)y*0, (U(z)V), (4.123)
— O, + iU (2) (9,U(2)) ¥ £ Loy,
Se puede ver que el Lagrangiano no es invariante porque obtenemos un término
adicional, iU~y*U'(z) (9,U(x)), después de la transformacion.
Entonces, ;jcomo podemos modificar nuestro Lagrangiano Lp,p, de forma que sea

invariante bajo transformaciones locales SU(2)? En principio, el mismo método para
asegurar U(1) local vuelve a funcionar. Ya observamos que la esencia de cémo se
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tiene que cambiar el Lagrangiano se puede resumir a través de la sustitucién de la
derivada ordinaria 0, con una “derivada covariante” D, = 0, —igA, [28]. Con esto
en mente, se sustituye la derivada @, en nuestro Lagrangiano Lp,p, por un nuevo
objeto D, y luego tratamos de derivar como es D, para asegurar la invariancia local

SU(2).
Concretamente, escribimos ahora

Lp,ip, = iU"D, T, (4.124)

y bajo una transformacion local SU(2) este Lagrangiano se convierte en

E/DH-DQ = Z.\I_ﬂ’yu (DM\IJ)/ )
= WU (x)y™ (D, W), (4.125)
= ED1+D2'

Podemos ver aqui que este nuevo Lagrangiano es invariante bajo la transformacion
local SU(2) U(z) = e~™@3 si (D, V) = U(z)D,V, porque entonces [28]

[:/D1+D2 = Z.\I}/'YM (D#\Il)/ ’
= iWU (z)y™ (D, V),

= iUy UT (2)U(2) D, ¥, (4.126)

= Lp, 4D,

Asi que nuestro objetivo es encontrar un objeto D, que tiene exactamente este
comportamiento de transformacién (D, V) = U(x)D,¥. Nétese que esta propiedad
es la razén por la que llamamos a D, la “derivada covariante” [28]. La derivada
covariante de ¥, que denotamos por D, V, se transforma exactamente igual que W,
es decir, ¥ = U(x)V. Por lo tanto, la forma sigue siendo la misma y no obtenemos
términos adicionales, como lo hacemos si utilizamos la derivada ordinaria 0*

Ja

D,=0,—1ig—

2

donde o, son las matrices de Pauli. Con este requisito (D, V)" = U(z)D,V, puede
traducirse ahora en una ley de transformacion para los campos de espin 1 Wp [28-31].

4.4.3. Isospin

Ahora es el momento de hablar de la cantidad conservada que se desprende de la
simetria SU(2). Los lagrangianos libres sélo son invariantes globales y necesitamos
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términos de interaccion para hacerlos localmente simétricos [28]. Recordemos que la
simetria global es un caso especial de la simetria local. Por tanto, tenemos simetria
global en cada lagrangiano invariante local y la cantidad conservada correspondiente
se conserva para ambos casos. El resultado serd que la invariancia global SU(2) nos
da a través del teorema de Noether, una nueva cantidad conservada llamada isospin.
Esto es similar a la carga eléctrica, que es la cantidad conservada que se deduce de
la invariancia global U(1). El teorema de Noether, nos dice que

oL
3 _
80/d xa(aoqf)w =0, (4.127)
donde
oL

El Lagrangiano es invariante bajo transformaciones de la forma

U0 =T = (1+mi%+...)qf. (4.129)

Por lo tanto nuestra variacién infinitesimal es 0¥ = ia; %5V, con a; arbitrario. Esto
nos dice que obtenemos una cantidad conservada para cada generador, porque el
Lagrangiano es invariante independientemente de si dos de los tres a; son cero y uno
no. Por ejemplo, as = a3 =0y a; #0 0 a; = as = 0y a3z # 0. Por supuesto, obte-
nemos otra cantidad conservada para a; # 0, as # 0 y a3 # 0, que no es més que la
suma de las cantidades conservadas que obtenemos de los generadores individuales.
En otras palabras: obtenemos tres cantidades conservadas independientemente, una
para cada generador de SU(2) [28].

El Lagrangiano libre globalmente invariante ecuacion (4.119)) es

£D1+D2 = Z\Iw“@\If (4130)

Las correspondientes cantidades conservadas ();, por ejemplo para el doblete electrén-
neutrino, son

_ O;
z:\IJ O_Za
Q Wy

) oo (n (4.131)

Recordemos que sélo o3 es diagonal. Esto significa que s6lo podemos asignar un valor
definido a las dos componentes del doblete (v, ) para la cantidad conservada i = 3.
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Para los otros generadores, o, y 03, nuestras dos componentes v, y e no son estados
propios [21]. Por supuesto, somos libres de elegir una base diferente, en la que, por
ejemplo, oy sea diagonal. Entonces podemos simplemente redefinir lo que llamamos
v, y ey obtener el mismo resultado. Lo que hay que tener en cuenta es que, aunque
tenemos tres cantidades conservadas, una para cada generador, solo podemos utilizar
una a la vez para etiquetar nuestras particulas/estados [28§].

Para 7 = 3 tenemos

T
_ 93 (Ve
- (e> ()

_ (v "o (v (4.132)
2 0 -1 e
1 1

= §V;r — §€T€

Esto significa que podemos asignar Q3(v,) = % y Qs(e) = —% como nuevas etiquetas

de particulas. En cambio, para ¢ = 1, tenemos

eve "o (v (4.133)
560

y no podemos asignar ninguna etiqueta de particula aqui, porque la matriz o; no es
diagonal [28§].

4.4.4. Interacciones SU(3)

Para tres campos de fermiones podemos encontrar un lagrangiano invariante local-
mente SU(3) exactamente de la misma forma que se realizo en el capitulo anterior
para dos campos y SU(2) [1,28]. Esta simetria no se rompe y los correspondientes
campos de espin 1, llamados campos de gluones, carecen de masa. SU(3) es el grupo
de todas las matrices unitarias 3 x 3 con determinante unitario, seccién [3]

De forma andloga a lo que hicimos para SU(2), se introduce un triplete de campos
de espin %
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a1
RQ=1a], (4.134)
43
y exactamente igual que para SU(2) obtenemos nuevas etiquetas para los objetos
dentro de este triplete [2§].

Para que el Lagrangiano

L =iQd,"Q — QmQ, (4.135)
localmente invariante SU(3), se anaden de nuevo términos de acoplamiento entre los
campos de espin % y los nuevos campos de espin 1.

L= 165G + QD" —m) Q. (4.136)

y el tensor de intensidad de campo G,s para los campos de gluones de espin 1
G. = TGS se define como

Gop = 0aGs — 95G0 — 9[Ga, Gs) - (4.137)
Aqui T¢ denota los generadores de SU(3) [28]/30].

Color

A partir de la simetria global SU(3) obtenemos mediante el teorema de Noether
nuevas cantidades conservadas. Esto es andlogo a lo que se discutié para SU(2). Si-
guiendo las mismas lineas de pensamiento que para SU(2) nos dice que tenemos 8
cantidades conservadas, una para cada generador [28|. De nuevo, s6lo podemos usar
las cantidades conservadas que pertenecen a los generadores diagonales como etique-
tas de particulas. SU(3) tiene dos generadores Cartan %)\3 y %)\8. Por lo tanto, cada
particula que interactia a través de la fuerza fuerte lleva dos etiquetas adicionales,
correspondientes a los valores propios de los generadores de Cartan.

1 1 0 0 11
Los valores propios de A3 ==-|0 -1 0], son +=,—=,0.
2 2 27 2
0O 0 O
10 0
1 1 1 -1
Los valores propiosde Ag=——= 10 1 0

= son ——, ——, —.
23 \o 0 2/ 2v3'2v/3' V3
Por tanto, si se ordena los fermiones que interactian fuertemente en tripletes (en

la base abarcada por los vectores propios de los generadores de Cartan), se puede
asignarles las siguientes etiquetas, con algin espinor arbitrario v [2§]
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)

1 1
+-,— 1, ara ,
( 2 2\/§> P v

donde se suele definir rojo: (

(0

Esto significa algo de | 0 | , es llamado rojo.
0

o

+1 1)
223/

Anélogamente

1 ( 1 1 )
conazul: | ——, ——|.
2" 9/3

-1
Para la tercera posibilidad se define verde: (O, %) .

Recordemos que las particulas de espin %, que interactian a través de la fuerza fuerte,
se denominan quarks [28,31]. Si se quiere hablar de quarks tenemos que considerar,
los quarks son tripletes SU(3), denotados por ). Dentro de un triplete tenemos el
mismo quark, por ejemplo un up-quark u, en diferentes colores u,, up, u,.

Los tripletes siempre aparecen en pares Q@ para obtener algo invariante SU(3),
exactamente igual que siempre se necesitan pares de dobletes para obtener algo
invariante SU(2). En lugar de escribir QQ, podemos utilizar una notacién de indice:
QQ = Gcq., donde el indice ¢ representa el color ¢ = r, g, b [28-31].
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Conclusiones

. Se realizo un estudio panoramico de las particulas elementales, describiendo
cualitativamente sus propiedades e interacciones, con el fin de abordar las com-
ponentes del Modelo estandar.

. El formalismo de las teorias clasicas, permitieron abordar las teorias de campo
para describir la dindmica de las particulas de espin 0, %, 1, con una represen-
tacion matemaética de los Lagrangianos que derivan las ecuaciones de campo
para las particulas.

. El estudio de las simetrias de los grupos de Lie, permitieron abordar la simetria
rotacional continua, por ejemplo, los grupos de Lie SO(3) y el subgrupo SU(2),
permitieron ver la relacion cuantitativa con el momento angular cuantico y su
descripcion matematica de las algebras de los grupos de Lie con el espin y la
simetria interna el isospin.

. A partir del teorema de Noether que relaciona una simetria con una cantidad
conservada, se discute las simetrias gauge las cuales también derivan una can-
tidad conservada, donde se obtuvo que a partir de la simetria U(1) es la carga
eléctrica, para la simetria SU(2) el isospin y la simetria SU(3) el color.

. En este trabajo se aprendieron diferentes herramientas que permiten realizar el
estudio de la teoria gauge, bajo la accién de la descripcién cuantitativa de los
grupos de Lie y como consecuencia de la invarianza local de las ecuaciones de
campo, que permitieron la descripcion cuantitativa de las interacciones funda-
mentales para un mayor entendimiento de los procesos fisicos de la naturaleza.



Apéndice A. Bases Clasicas

A.1. Principio de D’Alembert y ecuaciones de La-
grange

Considerando la segunda ley de newton y la descomposicién de fuerzas aplicadas y
fuerzas de ligadura, el trabajo virtual resulta

STEY —p)ori+ Y o =0,

al considerar a sistemas para los cuales el trabajo virtual de las fuerzas de ligadura
sea nulo

> (F =) ori =0, (A1)

que constituye el principio de D’Alembert [8,9]. La traduccion del lenguaje de las r;,
al de las g; parte de las ecuaciones de transformacién

r, = I'z‘(CI1,Q2, ce 7%7?5)7

(suponiendo n coordenadas independientes) y se efectiia mediante las reglas de cade-
na del célculo de derivadas parciales. Asi, v; se expresa en funcion de las ¢, mediante
la férmula

v, = drz Z arz . 1 (AQ)

andlogamente, el desplazamiento virtual arbitrario dr; se puede relacionar con los
desplazamientos virtuales dg; en coordenadas generalizadas a través de la relacién

or;
L6q.. A.
Z 50,0 (A.3)

En funciéon de las coordenadas generalizadas, el trabajo virtual de las F;, serd [8-12]
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or;
= ZQ;’&]J',
J

donde @); son las llamadas componentes de la fuerza generalizada, las cuales se defi-
nen en la forma:

(A.4)

8ri
Q=) F;- B0, (A.5)

pasemos ahora al otro término de la ecuacién (A.1)), que puede escribirse en la forma
[8-10]

resulta

. 8ri . d . 8I'i . d 8rl~
i gy =2 (i) e ()} 0o

donde

i(@rz) _i Zarzq +@ —Z 821‘7; q I 821'1‘ _@
dt \0q;) — 9g; \ &= dg,"" "~ Ot — 9q;0q. " 9q;0t  Og;’
la sustitucién de estos cambios conduce al resultado
d (0T or
b o =3 | (o) = 5| bg;,
2 b Z th <8q'j) aqj} v

reemplazando los resultado en la ecuacién del principio D’Alembert

o1 R P

Todo desplazamiento virtual dg; serd entonces independiente de dg; y por tanto, la
tnica manera de que se cumpla la ecuacién (A.7) es que se anulen por separado los
coeficientes [8H12]
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d (0T oT
— | =) —5— =@, (A.8)
dt \0q; ) 9q;

La expresion ((A.8)) suele llamarseles ecuaciones de Lagrange, si bien esta designacién
se reserva frecuentemente para la forma que toman las ecuaciones ({A.8)) cuando las
fuerzas derivan de un potencial escalar V', las fuerzas generalizadas pueden escribirse

en la forma

Qi=—5— (A.9)
La ecuacion (A.8) se pueden escribir también en la forma

d (0T (T -V)
dt <8q]> (9qj
por lo tanto la ecuacién (A.10)) no estan limitadas necesariamente a sistemas con-
servativos; solamente si V' no es funcién explicita del tiempo, es conservativo el
sistema [8-10]. Sin embargo, tal como definimos aqui V' no depende de las veloci-
dades generalizadas. Luego podemos incluir un término en V' en la derivada parcial
respecto a ¢;:

—0, (A.10)

d (T -V) _a(T—V)_O
dt aqj 8qj -
definiendo una nueva funcién, la lagrangiana L, las ecuaciones quedan en la forma
d (0L oL
—|=— ) —5—=0 A1l
7 (o)~ 7 = —

las ecuaciones obtenidas se conocen como ecuaciones de Lagrange [8-14].

A.1.1. Potencial Escalar y Vectorial

En el sistema de unidades de Gauss, las ecuaciones de Maxwell son

10B
VXE—}——a—:O, VD = 4np,
c Ot
10D  47j
vxH- 9D _A4m V.-B=0. (A.12)
c Ot c

Dado que V - B = 0, B puede representarse por el rotacional de un vector,
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B=VxA, (A.13)

donde A es el llamado potencial vector magnético. La ecuacion del rotacional de E
queda en la forma [8}|11]

VXE+E§(VXA):O,
VXE—I—%(V %—?):O,
VXE—F(VXE%—?):O,
7 (82124

el vector que hay dentro del paréntesis tiene un rotacional nulo, lo que significa que
puede ser expresado como el gradiente de un potencial escalar, podemos escribir
[8-12]

10A
E=-Vo—-—. (A.14)

A.2. Calculo Variacionales

A.2.1. Técnicas del calculo de variaciones

Al considerar el problema en forma esencialmente unidimensional: se tiene una fun-
cién f(y,y,x) definida sobre un camino y = y(x) entre dos valores x; y xo, donde y
es la derivada de y respecto a x. Se va encontrar un camino particular y(x) tal que
la integral curvilinea J de la funciéon f entre x; y o,

J:/Qf(y7y,x)dx7 (A15>

tenga un valor estacionario relativo a los caminos que difiera infinitesimalmente de
la funcién correcta y(x). Un conjunto de caminos se podria representar por y(zx, o)
representando y(z,0) al camino correcto [8-12]. Por ejemplo, si se selecciona una
funcién cualquiera n(z) que se anule en © = x; y © = x2, un conjunto posible de
caminos variados seria

y(x, ) = y(z,0) + an(x), (A.16)
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para cualquiera de tales familias de curvas paramétricas, la J de la ecuacién (A.15)
sera también funciéon de a:

x2
I@) = [ Holwa).ite,0),a)de. (A7)
Condicién para obtener un maximo y un minimo [8-11]
dJ
— = 0. A18
(da) a=0 ( )

Derivando bajo el signo integral de la forma usual y factorizando

d_J_/“ of 4o\ oy,
do  J,, \Oy dzdy) da

combinando la ecuacién (A.18)) se vé que la condicién para que J adquiera un valor

estacionario es
dJ B T2 af d 6f 8y -
(da>ao B /xl (8y dx 83;) (aa>a0 dr =0, (A.19)

ahora bien, la derivada parcial de y respecto a a que aparece en la ecuacion
es una funciéon de x que es arbitraria salvo en lo que respecta a la continuidad y
condiciones en los puntos extremos [8-12]. Por ejemplo, para la familia paramétrica
particular de caminos variados dada por la ecuacion , es la funcion arbitraria
n(x). Podemos, aplicar a la ecuacion el lema fundamental del calculo de
variaciones que dice que si

/332 M (z)n(z)dz =0, (A.20)

para todas las funciones arbitrarias n(x) continuas hasta la segunda derivada, M (x)
deberd ser idénticamente nula en el intervalo (x1,z3). Podemos imaginar que cons-
truimos una funcién 7 que sea positiva en la inmediata proximidad de un punto
cualquiera elegido en el intervalo y nula en el resto [8-12]. La ecuacién puede
entonces ser valida solamente si M (x) se anula en dicho punto elegido (arbitraria-
mente), lo que demuestra que M debe ser nula en todo el intervalo. Por tanto, J sélo
puede tener un valor estacionario si

of d [of\
5 s (o) =" A2y

la cantidad diferencial

dy _
<a—a) o da = 5y, (A22>
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representa el apartamiento infinitesimal del camino variado respecto al camino co-
rrecto y(z) en el punto x y por tanto corresponde al desplazamiento virtual [8,[11].
Anélogamente, la variacion infinitesimal de J respecto al camino correcto puede
designarse

(@> do = 6J, (A.23)
da ) .

la estacionaridad del variacional J cuando se evalia sobre el camino correcto se
manifiesta entonces como 6. = 0. Multiplicando la ecuacién (A.19)) por do

LN g [(2 405 (2 _
(dg>a=0d&/a;1 (ay dxay) (aa>a:0d&dx0,

teniendo en cuenta las ecuaciones (A.22)) y (A.23)), obtenemos

(e (of  dof -
‘”_/m <8y da:ay)‘sydx_o’

exigiendo que y(z) satisfaga a la ecuacion diferencial [8-14].

A.3. Relatividad Especial

A.3.1. Tensores

Sistema con coordenadas

(a;o,xl,xZ,xS) = (ct,x,y,2), (A.24)

los indices griegos, pu van, de cero a tres: = 0,1,2,3 [15[[16]. Al usar los indices
latinos por ejemplo de @ = 1,2, 3. El intervalo que hay entre el origen de coordenadas
(0,0,0,0) y el evento (2°, 2!, 22, 23)

(As)* = (a7)" = (¢1)" = ()" = (2")", (A.25)
Considerando la matriz (2.40)), la ecuacion (A.25)), se escribe:
(As)? = g, xtz”. (A.26)

La relacién entre dos observadores con coordenadas x* para el observador Oy coor-
denadas 2'* para el observador O/

($/07$/1’$/2,$/3) _ (Ct/, ZBI, y/’ Z,) ’ (A27)
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las transformaciones primadas y no primadas estan conectadas por las transforma-
ciones de Lorentz, por lo que la relacion es

ox'*
= ——a A2
x 5 (A.28)
oxt
H= v, A2
o= (A.29)
La derivada se usa en notacion compacta
0 o o0 0 0 0
=—=\|\— 575 )=\|= A.
Ou Dz <c<9t’ oz’ Oy’ 82) (c t’v> ’ (4.30)
0 0 0 0 0 0
e —— = —, —— —,——=— | = | —, — A.31
J oz, <08t’ oz’ Oy’ 82) (c@t7 V) ’ (A.31)
el producto 0#9,, = 8°9y + 0, es [15}16]
1 0
0= 82 - (9“@ - C_Qﬁ - V2. (A32>

A.3.2. Transformacion de Lorentz

Hay varias formas de obtener la expresién de la transformacién A*,. En primer lugar,
consideramos la transformacion

t — t=ict, (A.33)

N

donde 7 es la unidad imaginaria, es decir i = —1. El elemento linea ahora se lee

ds® = dit* + dz® + dy* + d2?, (A.34)

que es el elemento de linea en el espacio Euclidiano de 4 dimensiones, R* [15]16].
Consideremos una rotaciéon en el plano tx. La matriz de rotacion es

cosy sinyy 0 0
i | —siny cosy 0 0O
0 0 01
donde ) es el angulo de rotacion. Donde
cosy siny 0 0 dt cos dt + sinpdxr + 0 + 0
—siny cosyp 0 0 dr | — sindt + cosdxr + 0+ 0
0 0 10 dy | 0+0+dy+0 ’
0 0 01 dz 0+0+0+d=
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tenemos

dt dt’ cos dt + sin dx

dx de' | | —sindt + cosdz

dy — day | = dy . (A.36)
dz dz' dz

Si consideramos un evento que no estd cambiando las coordenadas espaciales en el
marco de referencia (¢, x,y, z), tenemos dz = 0 y por lo tanto |15, /16]

dz’ sin dt
i iny - = —tan). (A.37)
dt’ cos Ydt

Noétese que % = —v, donde —v es la velocidad de referencia (ct, x,y, z) con respecto

al sistema de referencia (ct’, 2,1/, 2’), y por tanto

tany = —if3, (A.38)
donde hemos definido § = % Dado que

1 1
cos ) = =
v V1+tan?y /1 — 2
. (A.39)
siny = tany cosy = —L
V1—=p5?%
la ecuacién (A.36)) se convierte en
cdt cdt! ~yedt — yBdx
dx de" | | —yBedt + vdx
dy — iy | = dy : (A.40)
dz dz' dz
donde hemos definido el factor de Lorentz [15,|16]
= ! (A.41)
Uy :
la expresion para A*,
vy =B 00
noo_ _76 Y 00
A, = 0 o 1 0l (A.42)
0 0 01

el subindice x indica la velocidad relativa de los dos marcos de referencia es a lo largo
del eje = [15}/16].
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A.3.3. Transformaciones fisicamente admisibles
El grupo de Lorentz se define por la ecuacién (2.43)). Al considerar el determinante
de (2.43)), se obtiene

det (A A%, 9p0) = det (g) = gA* = g — A = £1. (A.43)

Por lo tanto, el determinante de una transformacién de Lorentz es 1 o —1. Al consi-
derar por ejemplo, las transformaciones

1 0 0 0

0O -1 0 0
I _

0O 0 0 -1

tiene determinante —1, satisface la ecuacién (2.43]), su efecto sobre un vector arbi-
trario

Ay(t,x)T = (t,—x)T. (A.45)

Observe que esta transformaciéon cambia la lateralidad del sistema [1,[15,|16]. Si
(x,y, z) es diestro entonces (—z, —y, —z) es zurdo. Por esta razén se llama A, trans-
formacion de paridad, o transformaciones propias de Lorentz. La transformacion

-1 0 0 0
0 100
poo_
0 0 01
que toma la forma
Ar(t,x)T — (—t,x)7T, (A.47)

corresponde a la transformacion de inversion temporal. Se puede clasificar las trans-
formaciones de Lorentz en dos categorias: la transformaciones propias y las impro-
pias [1}/15]/16].

A.3.4. Generadores de los demas componentes del grupo de
Lorentz
Para entender como son los generadores para transformaciones de los otros compo-

nentes del grupo de Lorentz. Simplemente se tiene que actuar con la operacién de
paridad y el operador inversién temporal, sobre las matrices J; y K; [1,/15,[16].

1!

(Ap)* a (M) pr(J)™7 = ApJi(Ay)T = i = ()™ (A.48)



(M) ar(Np)” (B 2 A KG(A,)T = — K & (1), (A.49)

se puede comprobar utilizando las matrices explicitas derivadas en la seccién [3.5.7]
En conclusion se tiene bajo transformaciones de paridad

—_—— —_———
p p

Para los generadores inversion temporal el resultado es el mismo, por que la inversion
en el tiempo implica solo la primera componente

T T
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Apéndice B. Algebras de Lie

B.1. Relacién de las representaciones del grupo
de Lorentz

1

Tipicamente se llama a la representaciéon (5, O) la representacion Espinor Zurdo, y
a la representacion (0 !

,5) la representacién Espinor Derecho [1},28]. Simplemente
se entiende que la palabra “espinor” es el nombre de la representacion. En otras
palabras, “espinor” es la palabra que se usa en lugar de “vector”.

Los objetos de los componentes sobre los que actua la representacién espinor zurdo

_ (X )1
XL = <(XL)2) : (B.1)

Los espinores son objetos de dos componentes. Una posible definicién de los espinores
quirales izquierdos es que son objetos que se transforman bajo transformaciones de

Lorentz segin la representacion (3,0). Y los objetos de la representacién (0, 3) del

grupo de lorentz que actia sobre espinores derecho

o (Xr)1
XR = <(XR)2) . (B.2)

El nombre generico de los espinores izquierdos y derechos es espinores de Wely [1,,28].

B.1.1. Notacion Van der Waerden

Se introduce una notacién que hace muy cémodo trabajar con espinores [1}28]. Se
define que un espinor quiral izquierdo x tiene un indice inferior sin puntos

XL = Xa (B3)

y un espinor quiral derecho g tiene un indice superior, punteado
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_ a

XR =X - (B.4)
A continuacién, se introduce la “métrica espinor”. La métrica espinor nos permite
transformar un espinor quiral derecho en quiral izquierdo y viceversa, la métrica

espinor [1},28]
aw_ (0 1
€ = (_1 ol (B.5)

Ademas, se define

X% = ex;, (B.6)

donde * denota conjugacién compleja. Ahora inspeccionaremos como se transforma
Xf bajo transformaciones de Lorentz y veremos que se transforma precisamente
como un espinor quiral derecho. El rasgo definitorio de un espinor quiral derecho es
su comportamiento de transformacién y, por tanto, se concluye que X% es un espinor
quiral derecho. Veamos cémo se transforma x¢ bajo Boots

*

c C
Xr = xp =X)L
—¢ (@¢~%XL) , (B.7)
= e PIxE,
que es exactamente el comportamiento de transformacion de un espinor quiral dere-
cho. Se puede comprobar de la misma manera que el comportamiento bajo rotaciones

no cambia por conjugacién compleja, como deberia ser, porque xr v Xr se transfor-
man de la misma manera bajo rotaciones [1}28]

*

Xz = Xp =),
—¢ (ei"%X)L , (B.8)
=93y ¢.
Ademas, se sabe sabemos que si se quiere obtener yr a partir de x se tiene que
utilizar también la conjugacion compleja
XR = EX*L7 (B9>

esto significa que la conjugacion compleja transforma un indice sin puntos en un
indice con puntos [1},2§]

Xr = €x7 = X" (B.10)



Por lo tanto, se puede obtener un indice inferior, punteado, conjugando x complejo:

XL = Xa = Xa (B.11)

y un indice superior, sin puntos, mediante conjugacion compleja x g

Xr = ()" =x" (B.12)

Resulta instructivo investigar cémo se transforman x* y x*, porque estos objetos son
necesarios para construir términos a partir de espinores, que no cambian bajo trans-
formaciones de Lorentz [1,28]. Términos como éste son increiblemente importantes,
porque los necesitamos para derivar leyes fisicas que sean las mismas en todos los
marcos de referencia. Esto se hara explicito en un momento. A partir del comporta-
miento de transformacién de un espinor quiral izquierdo

XL = Xa = X, = (ei9%+¢%)l;xb, (B.13)

podemos derivar como se transforma un espinor con indice inferior, punteado:

a
— <67107+¢7). Xb-
a

De forma andloga, se utiliza lo que sabemos cémo se transforma un espinor quiral
derecho:

* * * 0 +pz\b o
XL:Xa:Xa—)X;:(X;) :<(692+¢2> ) Xb>
‘ (B.14)

Xk = Xr = X% = (9579%) P, (B.15)
para derivar cémo se transforma un espinor con indice superior no punteado:
X*R — (Xa)* _ Xa N X/a — (X/a)* _ <(ei9%7¢%)i)) <Xb> ’

* * a
30— — T
:(e 0% ¢’2)bxb'

(B.16)

Para poder escribir productos de espinores que no cambien bajo transformaciones
de Lorentz, se necesita un ingrediente més. Recordemos céomo se define el producto
escalar de dos vectores: a-b = a’b. Con el mismo espiritu debemos transponer
uno de los espinores en un producto de espinores. Podemos ver esto, porque en este
momento tenemos el conjugado complejo de las matrices de Pauli o7. Junto con la
transposicion esto se convierte en el conjugado hermitiano: af = (07)T, donde el
simbolo { se llama “daga”. El conjugado hermitiano de cada matriz de Pauli, es de
nuevo la misma matriz de Pauli [1},2§].
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ol = (65)" =0, (B.17)

)

Comparando la ecuacion con la ecuacion y utilizando la ecuacién
(B.17)), vemos que el comportamiento de transformacién de un espinor transpues-
to con indice inferior sin puntos es exactamente el opuesto al de un espinor con
indice superior sin puntos. Esto significa que un término de la forma (x®)Ty, es
invariante (no cambia) bajo transformaciones de Lorentz, porque [1,2§]

() xa = () X0 = (x9) xe- (B.18)
Del mismo modo, se puede combinar un indice superior, punteado, con un indice
inferior, punteado. Por el contrario, un término de la forma (x*)"x, = x%xz no es
invariante bajo transformaciones de Lorentz.
Por lo tanto, un término que combina un espinor quiral izquierdo con un espinor
quiral derecho no es invariante de Lorentz. Concluimos, siempre debemos combinar

un indice superior con uno inferior del mismo tipo para obtener términos invariantes
de Lorentz [1,28].

Ademas, ahora ses puede escribir los dos operadores de transformacion como un
objeto A. Por ejemplo, cuando tiene indices punteados sabemos que se multiplica
con un espinor quiral derecho y sabemos qué operador de transformacién elegir:

o

Xr = Xr=X"=A"x" = (ew%*‘i’?)a ix’, (B.19)

y analogamente para espinores quirales izquierdos

XL = Xp = Xo = Mo "xo = (€°7797) | Pxe (B.20)
por lo tanto
Aoy = (€95795) = A, (B.21)
y
02 —¢Z\ ~v NG
A(O,%) = (6 2 d)?) =~ A b (B.22)

Esta notacion es util porque, como hemos visto, los dos objetos diferentes xr v xr
no son tan diferentes después de todo. De hecho, podemos transformarlos el uno en
el otro y el resultado légico es una notacién unificada [1},2§].
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B.1.2. Espinores y Paridad

Hasta aqui no hay ninguna justificaciéon de por qué se llama quiral-izquierda a los ob-
jetos que se transforman segin la representaciéon (%, 0) y quiral-derecha a los objetos
que se transforman segin la representacién (0, %) Y teniendo en cuenta el compor-
tamiento de los generadores del grupo de Lorentz bajo transformaciones de paridad,

ver apéndice y [1,28].

Se puede ver que bajo transformaciones de paridad N* <+ N~, ecuacién (3.36)). Por
tanto la representacién (0, %) de una transformacion se convierte en la representacion
(%, 0) de esta transformacién y viceversa bajo transformaciones de paridad.

Las rotaciones son las mismas para ambas representaciones, pero los transformaciones
de Boots difieren por un signo [1}2§]

P
(B.23)
\—/>/6¢K - (AK)(%7O)
P

(Ax)1) = e K

Si se quiere describir un sistema fisico que sea invariante bajo transformaciones de
paridad, siempre se necesita espinores derechos e izquierdos. Se pueden escribirlos en
un unico objeto llamado espinor de Dirac

U= (ﬁ) = (?) . (B.24)

Recordando que el nombre genérico para los espinores izquierdos y derechos es espinor
de weyl, se puede decir que un espinor de Dirac ¥ consiste en dos espinores de
weyl xr v €g. Un espinor de Dirac se transforma segin la representacion (%, 0) ®
(0, %) del grupo de lorentz, lo que significa que se puede escribir las transformaciones
correspondientes en forma de bloque diagonal en una gran matriz [1},28]

A(1 0) 0
— _ 2 XL
\Ij — \I/, — A(%,O)@(O,%)\I} — ( 6 A(O l) (é_R) B (B25>
por ejemplo una transformacién de Boots tiene la siguiente forma
P2z
y_ (e®z 0 XL
U — U = ( 0 e"’g) (ﬁR) . (B.26)

Es instructivo investigar cémo se comportan los espinores de Dirac bajo transforma-
ciones de paridad. No podemos esperar que un espinor de Dirac sea después de una
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transformacion de paridad todavia un espinor de Dirac (un objeto que se transforma

segun la representacion (%, 0) & (0, %)), porque sabemos que bajo transformaciones

de paridad N* <» N~ y por tanto [1},28]

1 1
(02) (o)
p
Por tanto un espinor de Dirac se transforma segin (3,0) @ (0, 1), el objeto transfor-
0

29
mado de paridad se transforma segun la representacién (0, 3) @ (3,0)

S>,
A s 0
P P\ _ P _ 0,3
U= (T7) = Ao peo? —< (0 ) A(10)>
57

U= (’gg) - (fi) . (B.28)

Un espinor de Dirac transformado en paridad contiene los mismos objetos &g, X1
que el espinor de Dirac sin transformar, sélo que escritos de forma diferente |1}2§].

por lo tanto

B.1.3. Espinores y Conjugacion de cargas

En la secciéon tropezamos con una transformacion, que da x;, — xr v {r — &g
La transformacién se consigue mediante x;, — X = ex} = xr y andlogamente para
un espinor quiral derecho &g — €5 = (—€)&5 = £ Ahora se es capas de entender
desde una perspectiva bastante diferente [1,28].

Hasta este punto, se ha utilizado esta transformacion simplemente como un truco
para subir y bajar indices. Ahora bien, ;cémo se transforma un espinor de Dirac
bajo dicha transformacion? Ingenuamente obtenemos:

¥ - @R) L o= (EE) _ (g) | (B.29)

Este objeto no se transforma como un espinor de Dirac, que se transforma bajo Boots
de la siguiente manera |1,128]

, (P50 [x
U — U = ( 0 e—9‘5> (&s) (B.30)

En cambio, el objeto W que obtenemos de la operacién ingenua, se transforma como

T T e?% 0 XL
b () (2) i
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Este es un tipo diferente de objeto, porque se transforma segiin una representacion
diferente del grupo de Lorentz. Por tanto, escribimos [1},28]

U= (g) — 0= (i%) = (f(;) , (B.32)

que incorpora el comportamiento de transformacion que se observaron anteriormente
y se transforma como un espinor de Dirac. Esta operacién se denomina cominmente
conjugacion de cargas. Se sabe que esta transformacion transforma un espinor qui-
ral izquierdo en quiral derecho, es decir, invierte una etiqueta que utilizamos para
describir nuestras particulas elementales |1128].

B.2. Algebra de Clifford

Una forma mateméticamente mas general de ver las representaciones espinorales,
para ello se utiliza el Algebra de Clifford. Un algebra de Clifford en n dimensiones
es un conjunto de n matrices v* para i = 0,...,n — 1 con componentes (7*)® que
satisfacen

() = 20", (B.33)
donde {v*,v} = 4" 4+ 4*~* es el anticomutador de v* y 4 [1,12,128]. Entonces,
,.como se relaciona (B.33|) con el grupo de Lorentz? Consideremos la matriz definida
por

U u
=7 0" (B.34)
Los indices de S* son antisimétricos, y cada S*” sera una matriz n X n con compo-
nentes (S#*)?. Se puede reescribir S* utilizando (B.33))

St

SH = Z [’V“KYV] )
i v 12
= 1(7“7 Yy,
P o (B.35)
21(77 (20" —4"41)),
i

El siguiente conmutador [1}[2}2§]
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Yopay pv P
5 (7" + ),v}, (B.36)

B.2.1. Soluciones al Algebra de Clifford

Seha introducido el algebra de Clifford, pero no se he dicho nada sobre cémo resol-
verla. Ahora ya se esta listo para hacerlo. Resulta que hay un buen “truco” que se
puede utilizar para encontrar soluciones a [1,2L28]. Al considerar las siguientes
2 X 2 matrices,

ail  ai2 bir bi2
A= , B = . B.37
(CLQl agg) <b21 b22> ( )
La siguiente expresion para un tipo de producto entre ellos,

abyi  abig
A ® B (ab21 ab22) '

Esta notacién es conveniente porque nos permite escribir la siguiente identidad:
(A® B) (C® D) =(AC® BD), (B.38)

donde AC' y BD son simplemente los productos matriciales 2 x 2 habituales. ;Qué
utilidad tiene esto? Queremos satisfacer (4.44]). Por lo tanto, las matrices y* deben
satisfacer

(B.39)

mientras que en caso contrario deberian anticonducirse. Como una forma de construir
esto, considere las matrices de Pauli mds la matriz identidad [1,2,2§]. Podemos
calcular facilmente las relaciones de anticonmutacién para las matrices de Pauli,

[ot,09) =26,

{00 0“} =20". (B40)
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Consideremos ahora las 4 x4 matrices (c#®c"). Podemos generar varios productos de
esta forma y calcular facilmente sus relaciones de anticonmutacién utilizando (B.38]).
Al considerar, por ejemplo, el conjunto

0 0 o 1
=(0"®o),
= 2) (B.41)
v =i(c" ® o).
Las relaciones de anticonmutacién son [1,2}28]
{77} =2(c" ® 0")(6° @ 0') = 2(c"0" ® s'0t) = 2,
{77} =*(0' @ 0%)(0? ® 0°) +i*(07 ® 0%) (0" @ o),
= —(0'0? ® 0%0%) — (00" ® 0%0?), (B.42)

=— ({ai,aj} ®1) = —26",

{77} =i(6° @ ') (0" @ 0%) + i(0" ® 0%)(c° ® o),
=0.

Las expresiones (B.41)) son una representacion del algebra de Clifford. Escribiéndolas

explicitamente tenemos
0 (o 00) (o 1)
Y= 0 = ’
o’ 0 1 0
(B.43)

TNt 0 ) T \=¢i 0)"

Se llama la Representacién Quiral del algebra de Clifford. A veces también se deno-
mina Representacién de Weyl [1},2,[28].
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