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GLOSARIO Y NOTACION

K[z] Anillo de polinomios con coeficientes en K.

R[z] Anillo de polinomios con coeficientes en R.

M ®gr N Producto tensor bajo el anillo R entre los médulos M y N.

A Grupo abeliano, con funciéon de paridad, es decir que pueda decidir si un elemento
es par o impar, normalmente se puede sustituir por Z.

V=ca V' Médulo graduado indexado por A.

Hompg(V, W) Transformaciones lineales entre V' y W modulos bajo la accién del anillo
R.

|v| Grado de un elemento de un médulo graduado.

f7 Funcién j-ésima de una familia de funciones entre médulos graduados o algebras
graduadas.

|f| Grado de una funcion.

A=B,cn A" Algebra graduada indexada por A.

A® Algebra que pertenece a la familia de A que se encuentra en la posicion a.

la| Grado de un elemento de un algebra graduada.

Ling(M ® N, Q) Funciones lineales de M ® N en Q).

Bilgr(M, N; @) Funciones bilineales de M x N en Q.

Hom(V, V') Funciones lineales de V' en V' puede ser denotada por End(V').

Q(v/2) Extension del campo Q dada por las raices del polinomio 2% — 2.



| , | Corchete de Lie o producto conmutador, se usa también como corchete de Lie
graduado o producto conmutador graduado.

E Usualmente se usa para denotar un algebra de Lie graduada.

gl(V') Es el algebra resultante de aplicar el corchete de Lie graduado a End(V).

ad, Funciéon adjunta de a.

sl(2,R) Algebra de Lie de matrices de tamafio 2 x 2, tal que su traza es cero.

sl(3,R) Algebra de Lie de matrices de tamafio 3 x 3, tal que su traza es cero.

C(A) Centro del algebra graduada A.

< X > Generado de X.

tr(M) Traza de una matriz M.

D, (R) Algebra de matrices diagonales de tamafio n x n.



RESUMEN

En este documento inicialmente se introduce los conceptos de modulos, algebras y al-
gebras de Lie, enunciando algunas de sus propiedades, con el fin de generalizar estas
definiciones en el sentido graduado, con este propoésito se introduce la definicion de
modulo graduado, seguidamente se particulariza a la definicion de espacio vectorial
graduado para llegar a la definiciéon de algebra graduada, especificamente algebras de

Lie graduadas, también se encuentran ejemplos con ciertas construcciones.

Seguidamente se presenta la definicion de derivacion sin graduar y derivacion graduada,
funciones que se aplicaran sobre algebras graduadas objeto principal de estudio de este

trabajo, con el fin de construir una algebra graduada a través de una derivacion.

Finalmente, se analizan algebras graduadas sobre campos de caracteristica dos que nos
brindan nuevas definiciones como débil conmutatividad, débil anticonmutatividad, fuer-
te conmutatividad, fuerte anticonmutatividad, derivacion débil y derivacion fuerte. Una
vez estudiados estos conceptos, se analizan algunas derivaciones sobre estas dlgebras y

se revisan sus propiedades.

Palabras Clave: Algebra graduada, Algebra de Lie graduada, Derivacion.



ABSTRACT

In this document, we start to speak about modules, algebras, and Lie algebras, enun-
ciating some of its properties, with the objective of generalize this definitions on the
subject graduate, so we introduce the definition of graded modules particularizing to
graded vectorial space with the objective of arrive at the definition of graded algebras

specifically graded Lie algebras, examples are found with certain constructions.

Next, the definition of ungraded and graduated derivation is presented, functions ap-
plied to graded algebras that are objects of study of this work with the purpose of build
to graded algebra through a derivation

Finally, graded algebras are analyzed on fields of characteristic two which give us new
definitions how weak commutative, weak anticommutative, strong commutative, strong
anticommutative, weak derivation and strong derivation. Once they studied these con-

cepts, some derivations on these algebras were analyzed and their properties are checked.

Keywords Graduate algebra,Graduate Lie algebra, Derivation



INTRODUCCION

Este documento inicia con algunos preliminares que se relacionan con la definiciéon de
algebra que es un espacio vectorial sobre un campo K, provisto de una aplicacién
bilineal llamada producto. En el desarrollo de este trabajo se pretende construir un
algebra graduada de tipo A sobre un campo K que es un espacio vectorial graduado
A = @, cp A sobre K, al cual se le da una estructura algebraica compatible con su
estructura bajo un producto bilineal tal que A*A® C A**# para todo a, 3 € A, con A

un grupo abeliano.

Esta construccion se realiza a través de una derivacién que sobre un algebra A es un
homomorfismo D : A — A tal que D(ab) = D(a)b+ aD(b) para todo a,b € Ay en el
caso graduado una derivacion graduada sobre un algebra graduada A es una trans-

formacion lineal de grado k tal que D(ab) = D(a)b+ (—1)*%laD(b) para todo a,b € A.

Para este fin se estudia el concepto de algebra de Lie graduada. Particularmente la fun-
cion adjunta se introduce sobre dlgebras de Lie graduada. Finalmente exploran algebras
graduadas sobre campos de caracteristica dos y se introducen los conceptos de débil y

fuerte derivacion.
El trabajo de grado esté organizado de la siguiente manera:

En el primer capitulo se presentan definiciones sobre modulos y algebras sin graduar,
como también de funciones bilineales, teniendo en cuenta la definicion de modulo y sus

propiedades dadas en [2].

En el segundo capitulo se estudian algebras graduadas, identificando primero médulos
graduados y sus propiedades dados en [1, 6]. Este tltimo brinda propiedades de algebras
graduadas sobre campos de caracteristica 2 y a su vez la definicion de dlegbra de Lie

graduada. Estos son elementos basicos para las construcciones que aqui se presentan.



En el tercer capitulo se estudia derivacion graduada y sin graduar, una vez definidos
se construyen ejemplos y se determinan si algunas de estas derivaciones aplicadas a

algebras graduadas sobre campos de caracteristica 2 son fuertes o débiles segin [6].
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1. PRELIMINARES

En este capitulo se abordan conceptos y propiedades acerca de moédulos, dlgebras y
algunas funciones especiales que son necesarias para luego introducir estos tépicos a

nivel graduado.

1.1. Modbdulos

Los modulos se pueden ver como una generalizacion de espacios vectoriales, ya que en
modulos se define una accién de un anillo R sobre un conjunto, la cual cumple ciertas
propiedades y si R es un campo las propiedades de modulos son las mismas que las de

espacios vectoriales.

Definicién 1.1.1. Sea (R, +g, *) un anillo (no necesariamente conmutativo ni con 1).
Un R-Modulo a izquierda es un conjunto M junto con
a. Una operacion binaria suma (+) en M, con la cual M es un grupo abeliano.

b. Una accion de R en M, esto es

cRxM — M

(r,m) — rm
tal que satisface las siguientes condiciones
» b.1. (r+s)m =rm+ sm para todo r,s € R y para todo m € M.
» b.2. (r*s)m=r(sm) para todo r,s € R y para todo m € M.

» b.3. r(m+n) =rm+rn para todo r € R y para todo m,n € M.

12



Si el anillo R tiene 1 y cumple la condicion adicional b.4 entonces M se llama modulo

unitario
= b.4 1m = m para todo M € A.

Analogamente se define un R-Moédulo a derecha y ademas si R es conmutativo se tiene

que M es R-moédulo a derecha y a izquierda bajo la accion rm = mr.
en efecto, cumple la condicion a de la Definiciéon 1.1.1, por ser R-mo6dulo a izquierda.

b.1 Sean r;s € Ry m € M, entonces.
m(r+s) = (r+s)m por accion.
=rm+ sm por ser R-modulo a izquierda.

=mr + ms por accion. Asi se cumple b.1 de la Definicién 1.1.1.

b.2 Sean r,s € Ry m € M, entonces.

m(r*s) = (r*s)m por accion.
=r(sm) por ser R-mo6dulo a izquierda.
=r(ms) por accion.
= (rm)s por ser R-modulo.

= (mr)s por accion. Asi se cumple b.2 de la Definicién 1.1.1.

b.3 Sean r € Ry m,n € M, entonces.
(m—+n)r=r(m+n) por accion.
=rm+rn por ser R-modulo a izquierda.
=mr + nr por accion.
Asi se cumple b.3 de la Definiciéon 1.1.1 y por tanto se tiene que M es R-mdédulo a

derecha y a izquierda si R es conmutativo.

Nota Cuando M es un R-moédulo a izquierda, se dirda simplemente que M es un

R-modulo. Salvo que se indique lo contrario.

Definicion 1.1.2. Sean R un anillo y M un R-mddulo. Un R-submddulo de M es un

subgrupo N de M con la suma, el cual es cerrado bajo la accion de R, es decirrn € N
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para todo r € R y para todon € N.

Ejemplo 1.1.1. (Z-mddulos)

Sean el anillo R =7 y (G,4+) un grupo abeliano, se define una accion de Z en G, dada
por:
ILxG — G
(n,g) — ng

(
g+g+---+g st n>0

n—uveces

ng=1+< 0 st n=20

—g—g—---—g st n<0

TV
. |n|—veces

Esto es una accion de 7 sobre G, en efecto
La condicion a de la Definicion 1.1.1 se cumple pues (G, +) es un grupo abeliano

b.1 Seanr,s € Z y g € G, entonces
rg+sg=g+gt---tgtgt+g+---+g

T—veces S—veces

=g+g+---+9g=(r+s)g. Asi se cumple b.1 de la Definicion 1.1.1.

r—+s—veces

b.2 Seanr,s € Z y g € GG, entonces

(rs)g=g+g+-+g.

rS—UVECES

=sg+8g+---+sg=r(sg). Asi se cumple b.2 de la Definicion 1.1.1.

T—veces

b.3 Seanr € Z y g1,92 € G, entonces
(g1t g2) =g+ g+ +g+g.

~~
T—veces

=g tgt ottt +g =191 +71g, ya que G es un grupo

rT—veces r—veces

abeliano. Asi se cumple b.3 de la Definicion 1.1.1.
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Esta definicién convierte a GG en un Z-modulo donde ng es la accion de Z sobre G.

De aqui, si G es abeliano entonces aplicando la accién anterior se convierte en un Z-
modulo y si G es Z-mddulo entonces por la condiciéon a de la Definicion 1.1.1 G es

abeliano.
Ejemplo 1.1.2. (K[x]-mddulo)

Si K es un campo, x una indeterminada, R el anillo de polinomios K[x], V un espacio
vectorial sobre K y T una transformacion lineal de V' en V. Entonces V' es un Klz]-

maodulo.

En efecto, como V' es un espacio vectorial, entonces V' es un K—maodulo y por medio

de la transformacion lineal T, se obtendrd que V' es un V' es un K[z]-mddulo.

Considerando cualquier polinomio p(x) = a,a™ + -+ + ax +ag cona; €K, 0<i<n

con a, # 0. Se define:
o  Kiz]xV —V
(p(z),v) — p(x)v = a,T"(v) + a1 T" (V) + -+ agl(v)

Se puede probar que si T es transformacion lineal, entonces T™ es transformacion lineal.

Ademds, esta accion satisface los axiomas de R-mddulo puesto que:
a. (V,+) es abeliano porque V' es un espacio vectorial sobre K.

b.1 Sean p(z),q(z) € Klz] y v € V, con p(z) = apa” + -+ + a1 + ap y a, # 0,
q(z) = bpax™ + -+ bix + by y by, #0.
Sin perdida de generalidad se puede asumir que n > m, entonces
(p(x) + q(x))v = a, T"(v) + - - - + (@ + b)) T™ (V) + - - - + (ao + bo)I(v).
= a,T"(v) 4+ -+ apl(v) + b, T™(v) + - - - + bl (v).
= p(x)v + q(z)v.

b.2 Sean p(z),q(z) € Klz] yv € V, con p(z) = apa” + -+ + a1 + ap y a, # 0,

15



q(z) = bpa™ + -+ bix + by y by, # 0, entonces

(p(@)q(z))v = anby, T (V) + -+ + (354 jop @ibs) T™ (V) + -+ + agbol (v).

por otra parte

p(x)(q(x)v) = a, T (b T™ (V) + - - + boL(v)) + - - + agl (b, T™(v) + - - 4+ bl (v)).
= by T (V) 4 -+ (i jo @b T™ (V) + - + agbol (v).

b.3 Sean p(x) € Klz] y v1,v2 € V, con p() = apa™+---+a1x+ag y a, # 0, entonces
p(x)(vy + v2) = @, T™(vy + va) + -+ + apl (v1 + v2).

=a,T"(v1) + -+ apl(vy) + a,T™(va) + - - + apl (ve).

= p(z)v1 + p(z)vs.

Por lo tanto V' en un Klz]-mddulo, bajo la accion anterior.

Teorema 1.1.1. Sean R un anillo y M un R-mddulo. Un subconjunto N de M es

R-submadulo si y solo si
1. N+#o
2. x+ry € N para todo x,y € N, y todor € R.

Demostracion.

Si N es un R-submoédulo de un R-médulo M, entonces 0 € N, por tanto N # @y
también es cerrado bajo la accion de R. Reciprocamente suponiendo que se cumplen las
condiciones 1y 2, al considerar r = —1 y « = y, entonces 0 € N y se aplica el criterio
de subgrupos de M. Por ultimo si x = 0 con la segunda hipo6tesis se obtiene que N es
cerrado bajo la accion de R y por tanto N es un R-submoédulo de M.

]

Ejemplo 1.1.3. Sea el anillo Z y G el grupo abeliano Zs como se vio en el Ejemplo
1.1.1 G es un Z-mdodulo.

Ahora sea N ={0,2,4,6} un subconjunto de G, entonces N subgrupo de G, en efecto

16



ok oo |+
ok oo | o
ol | w o |
N oo || e
Bl | olo | o

s N # & pues N ={0,2,4,6}.

s Sea x,y € N yr € 7Z, entonces

r+ry=x+y+y+---+y €N, porque N es cerrado bajo la suma por la tabla

-

r—Uveces

anterior y por lo tanto x +ry € N.

Asi, N es un Z-submddulo de G.

Definicion 1.1.3. Sea R un anillo, M y N R-maodulos, una funcion o : M — N es un

homomorfismo entre R-modulos o funcion lineal entre R-maoddulos si cumple
» oz +y) = o(x) + »(y).

= p(re) = ro(z).
El conjunto de todos los homomorfismos entre los R-médulos de M en N se denota por

Homg(M,N), cuando M = N, Homg(M, M) sera denotado por Endg(M) y se llama

el conjunto de endomorfismos.

Definicion 1.1.4. Sea o : M — N es un homomorfismo de R-modulos, se define el
nicleo de ¢ como el conjunto formado por los elementos m € M tales que o(m) = Ox y
se define la tmagen de ¢ como el conjunto de los elementosn € N tales que p(m) = n,

para algin m € M.
Ejemplo 1.1.4. Sean R un anillo, M = R™ y N = R, la proyeccion
('Tlax27”' 7In) — Hi<xlax27'.' 7xn):xi
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es un homomorfismo sobreyectivo con nicleo iqual al R-submddulo de n-uplas con la

posicion i-ésima tgual a cero.

En efecto, sean x,y € R", entonces

iz +y) =ai +y = i(x) + i(y) y Wi(re) =ra; = rlli(z)

por tanto II; es homomorfismo.

Ademds, si z € R, eziste x = (1, ,Ti_1,2,Tit1,"* ,Ty), tal que I;(x) = z y por

tanto 11 es sobreyectiva.

Ahora el nicleo de 11; son los © € R" tal que 11;(z) = 0, ahora como 11;(z) = z;, para
que sea cero entonces x; = 0 y por tanto con nicleo igual al R-submodulo de n-uplas

con la posicion i-ésima igual a cero.

Teorema 1.1.2. Sean R un anillo, M un R-mddulo y N un R-submddulo de M, el
grupo cociente M /N puede ser transformado en un R-mddulo definiendo una accion de
R dada por
: RxM/N — M/N
(rrx+N) — rz+ N
Demostracion.
El grupo cociente M /N es abeliano y por tanto cumple la condiciéon a de la Definicién

1.1.1

b.1 Sean r,s € Ry x + N € M/N, entonces
(r+s)x+N=(r+s)z+ N = (rz+sz)+ N.
Por otra parte ro + N + sz + N = (rz + sx) + N.
Asi cumple b.1 de la Definicién 1.1.1.

b.2 Sean r,s € Ry x+ N € M/N, entonces
(rs)r+ N =r(sx)+ N =r(sx + N) =r(s(x + N)).
Asi cumple b.2 de la Definicién 1.1.1.
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b.3 Seanr € Ry x+ N,y + N € M/N, entonces
rlc+N+y+N)=r(z+y)+N=(re+ry)+ N.
Por otra parte re + N +ry+ N = (rx +ry) + N.
Asi cumple b.3 de la Definicién 1.1.1 y por tanto M /N es un R-mdédulo.
O

Ejemplo 1.1.5. Como Z es un Z-mddulo y 37 es Z-submddulo de Z, entonces 7./37 es
un Z-mddulo dado por la accion r(x+3Z) = rx+ 37 para todo r € Z y x + 37 € 7/3Z.

Definicion 1.1.5. La suma de dos R-submddulos Ny y Ny de un mddulo M definida
N1+ Ny ={ny +ny:ny € Ny,ny € No} es de nuevo un R-submddulo de M y es el mads

pequeno que contiene a Ny y No.
La suma puede ser extendida a un conjunto finito de submodulos.
Definiciéon 1.1.6. Sea My, ..., M, una coleccion de R-maodulos. La coleccion de k-uplas

(my,mag,...,my) donde m; € M; yk € N, 1 <i <k, con la adicion y la accion de R

cRx (My X ---x M) — (M x -+ x My)
(r, (my,...,mg)) —  (rmq,...,rmy))
es llamado producto directo.

Ejemplo 1.1.6. Se considera Zs y Z4 dos Z-maodulos, el producto directo Zz X Z4 €s
un Z-modulo y su suma esta dada por (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d) con a,c € Z3 y
b,d € Z4 y la accion de Z: dada por

P Lx (Lg x ZLy) —> (Z3 X ZLy)
<T7 (aa b)) — (ra, Tb)
Permite identificar el Z-maodulo Zs X Zy.

Definicion 1.1.7. Sea M un R-mddulo, se dice que M es mddulo libre sobre un

conjunto A C M si para todo elemento no cero de M existen unicos elementos
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ar,...,an € Ayry,...,7m € R tal que x = ria; + -+ + rpa,, para algin n € Z*. En
este caso se dice que A es una base para M y si R es conmutativo la cardinalidad de

A es llamada rango de M.

1.2. Funciones Bilineales

Las funciones bilineales se usan en geometria para modelar las simetrias de un obje-
to, en algebra se usan para representar ecuaciones, en anélisis sirven para aproximar
localmente funciones. Los productos son funciones bilineales que permiten generar la

estructura de un algebra.

Definicion 1.2.1. Sean M, N mddulos sobre un anillo R, 6 : M x M — N, es una

funcion bilineal si satisface:

w §(rmy,mg) = ré(my, ma) y d(my + ma, m3) = d6(my, m3) + §(mg, m3) para todo

my,me,mg € M yr e R.

w §(my,rmg) = ré(my, my) y d(my,me + m3) = 6(my, mg) + §(my, m3) para todo

my,me,mg € M yr e R.
0 es una funcién bilineal si es funcién lineal con respecto a sus dos argumentos.

Ejemplo 1.2.1. SiV=R? y K=R con v = (z,y), w = (z,t), el producto escalar es
una funcion bilineal.

(v, w) =vew=uwxz+yt

En efecto, sean vy = (z1,91), v2 = (T2, y2), w1 = (21,t1), wy = (22,12) € R? y k € R,
entonces

d(kvy,wy) = kxyzy + kyrz1 = kd(vy, wy).

d(v1 + vo,wy) = (21 + 2)21 + (1 + Yo2)t1.

=121 + y1t1 + Xoz1 + y2t1 = (S(Ul, wl) -+ (5(1)2, wl).
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5(’01, kwl) = l‘lkzl + ylkzl = k(azlzl + ylzl) = ké(vl,wl).
d(vr,wr +wy) = w1(21 + 22) + Y1 (t1 +ta).
= 121 + Y1ty + 2129 + yrta = 0(vy, wy) + d(v1, we).

Asi, 6 es una funcién bilineal.

1.3. Producto Tensorial

El producto tensorial en modulos surge de la necesidad de extender un R-moédulo a un
S-moédulo, donde R es un subanillo de S. Lo cual se denotara como S @i N y estara

dado por (S x N)/H donde H es el subgrupo con elementos de la forma

< (814 s2,n) — (s1,n) — (s2,m),

(s,m1 +n2) — (s,n1) — (8,m2),
(rs,n) — (n,rs) >

es llamado producto tensor de S sobre R, donde se consideran las siguientes relaciones:

(S1+82)®n251®n+82®n

S®(ny+ng) =s®@n; + s ny
rsXnN=ngrs

Ahora se define el producto tensor de manera general sin depender de que un anillo
este contenido dentro de otro anillo. Para esto se caracterizan las funciones Fy como se

sigue.

Sean R un anillo conmutativo con unidad, M, N R-moédulos, se denota Fy(M x N, R)

al conjunto de las funciones f : M x N — R no nulas excepto para un nimero finito
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de elementos de M x N. Al definir las funciones

lg si a=m,b=n
O(apy(m,n) =
Oz en otro caso

se tiene que, d(qp) € Fo(M x N, R) y el conjunto Fy(M x N, R) esta generado por d(m n)

en efecto, si h € Fo(M x N, R), entonces h es de la forma

hay) =Y h(m,n)dmm (2, y)
(m,n)eS(h)

donde S(h) es el subconjunto de M x N tal que h(m,n) # 0.

Asi, Fy(M x N, R) es un modulo con la suma usual de funciones y producto por escalar,
el cual es libre sobre el conjunto {0,y : (m,n) € M x N}. Ahora se considera el
submodulo B de Fy(M x N, R) generado por todos los elementos de Fy(M x N, R) de

los siguientes tipos:

Om+m'm) = O(m,n) = O’ m);
O(montn’) — O(mm) — O(mn)s
TO(m.m) = O(rm.n); 70(m,n) = O(m,rn)
para todor € R, m,m’ € M y n,n’ € N.

Definiciéon 1.3.1. Se define el Producto tensorial como el modulo
M ®g N := Fo(M x N,R)/B

y cada clase cociente O(m ) + B se denota por m @ n.

Los elementos de m ® n generan a M ®r N como R-médulo, ademas por propiedades
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del cociente.
(m+m)@n=men+m @n (a)

mem+n)=men+men  (b)
r(m®n) = (rm)@n=m®e (rn) (c)
para todor € R, m,m' € M y n,n’ € N.
De lo cual, todo elemento de M ®r N se escribe como:
L L
Zri(mi ®n;) = Zmz & n;
i=1 i=1
donde m; = r;m; por la propiedad c de (1).

Ejemplo 1.3.1. Sean Z3 y Zs dos Z-maodulos.

Ly Ry 75 =0, en efecto

m®n=(6—5)(men).
=6(m®n)—5(men).

= (6m®n)— (m®>5n) poritem (c) de (1).

=0—-0=0, pues6=0 (mod 3) y5=0 (mod5).

Ahora, al considerar M, N, Q) R-moédulos, Bilg(M, N; Q) denota el conjunto de funcio-

nes bilineales de M x N — @, entonces Bilgr(M, N; Q) es un grupo abeliano con la

suma de funciones y un R-moédulo bajo la accion de R dada por

. R x Bilg(M,N;Q) — Bil(M,N;Q)

(r; f) — rf

en efecto
' f(rmy 4 sma,n) = r'rf(my,n) +r'sf(ma, n).

— r(r" f(my,n)) + s(r" f(my, ).
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Anélogamente se tiene:

' f(m,rny + sng) = (' f(m,ny)) + s(r' f(m, ns)).
para todo r, 7', s € R, m,my,mqy € M y n,ny,ny € M.
Asi rf es bilineal.

Ahora como f(M x N) es un R-submodulo de @, entonces se cumplen las propiedades

de R-modulo en f(M x N) y por tanto Bilgr(M, N;Q) es un R-modulo.

Teorema 1.3.1. (Propiedad universal)

Sean M, N,Q R-mddulos con R anillo conmutativo con unidad, entonces existe una

iunica funcion f R-lineal tal que f(m ®@n) = f(Il(m,n)) = f(m,n).

MxN— MezN

\lf

Q

Demostracion.

Para garantizar la existencia de la funcion f se define la funcién H, extendida mediante

linealidad
H : Fy(MxN,R) — Q

S(mn) — f(m,n)

es decir forma un homomorfismo de R-mo6dulos y se considera el submodulo B de
Fo(M x N, R) generado por todos los elementos de Fo(M x N, R) de los siguientes
tipos:

Om+m'm) = O(m,n) = O’ m);
O(mon+n’) — O(m,m) — O(mm)s
TO(m,n) = O(rm,n)s TO(mn) — O(m,rn)
para todor € R, m,m’ € M y n,n’ € N.
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Los elementos de este submoédulo B se anulan al aplicar H, puesto que f se bilineal

entonces:

H (O(mim n) — Omm) — Orny) = f(m+m',n) — f(m,n) — f(m',n) =

H<6(m,n+n’) - 6(m,n) - 5(m,n’)) = f(m7 n + Tl/) - f(m7 n) - f(m7 n/) =0
H(ré(mmny — Opmm)) =rf(m,n) — f(rm,n) =0
H(ré(m,n) - 5(m,rn)) = rf(m, n) - f(ma ’I“TL) =0

Lo que induce un homomorfismo f de M @z N en @ tal que f(m ® n) = f(m,n) es
decir, f = f o IL. Como II es una funcién sobreyectiva y M ®z N es generado por los

elementos de la forma m ® n se tiene la unicidad de la funcion f. O

Teorema 1.3.2. Sean M, N,(Q) R-mddulos, entonces Bilgr(M,N;Q) y
Ling(M ®g N, Q) son isomorfos.

Demostracion. Usando la propiedad universal expuesta antes se define la funcion

S Bilg(M,N;Q) —Ling(M ®z N, Q)

f — f

tal que f = f oll, la funciéon S es una funciéon inyectiva, ya que por la propiedad

universal, para cada funcién bilineal f existe una tnica funcion lineal f.

La sobreyectividad, se garantiza porque si g € Ling(M ®g N, Q), se tiene que la funcion
f=goll € Bilg(M, N;Q), en efecto S(g) = f y si my,my € M, ny,ny € Nyr € R,

entonces

flmy +mo,ny) = g((my +msg) @ ny1) = g(my @ n + me @ ny).

g(my ®nq1) + g(ms ®ny). Por linealidad de g.
f(my,ny) + f(ma, na).
También f(rmy,n1) = g(r(mi @ m)) = g(r(mi @ n)) = rg(my @ mq) = rf(m, na).
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Anélogamente se obtiene que:

f(ma,na +ng) = f(ma,m) + flma,ng) y f(ma,rng) = rf(ma,n).

En consecuencia existe una funcién f bilineal que es preimagen de una funciéon g lineal,

més ain S es un homomorfimso de R—modulos. OJ

1.4. Algebras

En esta secciéon se estudia como construir un algebra de Lie a partir de un algebra aso-

ciativa, para la posterior construccion de ejemplos a los cuales se aplica una derivacion.

Definicion 1.4.1. Se define un dlgebra como un espacio vectorial sobre un campo K,

provisto de una aplicacion bilineal llamada producto definido de la siguiente manera:

tAxA — A

(a,b) — ab

Si para todo a,b,c € A se cumple que (ab)c = a(bc), se dice que A es un algebra

asociativa.

Ejemplo 1.4.1. Considerando R como espacio vectorial sobre R, se tiene que R es
un dlgebra, en efecto, sean a,b € R, entonces ab € R para todo a,b € R, asi R es un

dlgebra.

Ejemplo 1.4.2. Considerando el conjunto de matrices diagonales de orden n denotadas
por Dp,un(R), como espacio vectorial sobre R, se tiene que D, x,(R) es un dlgebra, en
efecto, sean A, B € Dpun(R), entonces AB € Dyxn(R) para todo A, B € D,x,(R), por

tanto D, (R) es un dlgebra.

Ejemplo 1.4.3. Considerando R[x] como espacio vectorial sobre R, se tiene que Rz],
es un dlgebra, en efecto si p(x), q(x) € Rz], entonces p(x)q(z) € Rz], por lo tanto R[z]

es un dlgebra.
Segun las notas de algebra de Lie [8]:
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Definicion 1.4.2. Sea A un dlgebra, si cumple:

(1)  aa =0. Para todo a € A.
(i7)  (ab)e + (be)a + (ca)b = 0. Para todo a,b,c € A, conocida como la identidad de

Jacobr.
Se dice que A es un dlgebra de Lze.
De (i) se tiene que zy = —yx. Haciendo a = x + y conocida como anticonmutatividad.

En efecto

(z+y)(z+y) =2 +2y +yz+yy =0.
(x+y)(x+y) =2y +yr=0.

Luego zy = —yux.

Teorema 1.4.1. Sea A un dlgebra asociativa, al definir una nueva operacion

[,] tAxA — A
(a,b) — [a,b] =ab—ba

conocido como corchete de Lie o conmutador, entonces (A,], |) es un dlgebra de

Lie.

Demostracion.
Se verifica la definiciéon anterior:

(i) Sea a € A, entonces [a,a] = aa — aa = 0.
(1) se tiene que [[a, b], c] = [ab — ba, ] = abc — cab — bac + cba.

Similarmente se tiene que:

[[b, ¢], a] = bca — abc + acb — cba 'y |[[c,al,b] = cab — bca — acb + bac.

Asi sumando los términos [[a, b], ¢] + [[b, ¢], a] + [[¢c, a],b] = 0 y por tanto se cumple (7).

]
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Ejemplo 1.4.4. Considerando el dlgebra asociativa Dy, (R) con el producto conmuta-

dor del Teorema 1.4.1, se obtiene que (Dx,(R),[, ]) es un dlgebra de Lie.
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2. MODULOS Y ALGEBRAS GRADUADAS

En este capitulo se presenta la construccion de la definicion de algebra graduada, que es
uno de los principales objetos de estudio de este trabajo. Luego, se estudian conceptos
sobre algebras de Lie graduada y algebras graduadas sobre campos de caracteristica

dos, identificando algunos ejemplos.

2.1. Moédulos graduados

Se inicia con la definicion de modulo graduado segin [1] y [6] con el fin de consolidar

ideas basicas en términos de graduaciones.

Definicion 2.1.1. Sea A un grupo abeliano, un modulo graduado V de tipo A, es
una familia {V'},. o de mddulos sobre un anillo R, es decir V' es un R-mddulo para
todo i € A, bajo la indevacion de A se tiene V = @, o Vi, Se dice que un elemento es

de grado i siv € V' y se puede denotar por |v| = i.
Un moédulo graduado de tipo Zs, es un super modulo graduado.

Ejemplo 2.1.1. Sea M un mddulo graduado tipo Z, esto es M = P, M, esto induce

una Zy graduacion dada por M® = @, oy M" y M' = @,c0p.y M*, asi M = M° P M.

Ejemplo 2.1.2. Al considerar el conjunto Z; = {a + bi : a,b € Z}, se puede escribir
Z; =7 Zi, ast se tiene un super modulo graduado, donde

Definicion 2.1.2. Sean V,W mddulos graduados de tipo A. Se dice que W es un
submddulo graduado de tipo A de V si W* C V* para todo i € A.
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Ejemplo 2.1.3. Al considerar el conjunto de 2Z; = {2a + 2bi : a,b € Z}, se puede
escribir 27; = 2@ 2Zi, entonces (2Z;)° = 27 C Z = (Z;)° y (2Z;)* = 2Zi C Zi =
(Z;)', asi 27Z; es un submddulo graduado de Z; bajo el anillo 7Z.

Definicion 2.1.3. Sean V' un mddulo graduado de tipo A y W un submodulo graduado
de V, entonces el cociente graduado estard dado por la familia V/W = {V/W'}ica

para todo i € A.

Ejemplo 2.1.4. Haciendo el cociente entre Z; y 27Z; se tiene el modulo graduado

(Zo); = Lo @ Zoi, con [(Zs)i]° =Z)27 vy [(Zs):)' = Zi)2Z4i.

Definicién 2.1.4. Un mddulo graduado V de tipo A es libre si cada V' es un mddulo
libre para todo i € A. En este caso la union disyunta de bases de V' es llamada base

para V.

Definicion 2.1.5. Sean V', W mddulos graduados de tipo A sobre una anillo R, enton-

ces una funcion lineal de grado i es una familia de funciones lineales de mddulos:
{7 VI — Wity

El conjunto de funciones lineales de grado i, con operacion binaria la suma de funciones
y accion dada por (r, f) — r(f(m)) es un modulo, asi se obtiene el mddulo graduado
cuyos elementos son funciones lineales de todos los grados es decir @, (Hom(V,W))’

el cual se nota Hom(V,W).

Para el caso que V' y W sean mddulos de tipo Z se puede representar una funcién lineal

de grado i por medio del siguiente gréfico:

f: V = - Vi Vitl Vit2 .
W = .. Wj+i Wj+1+i Wj+2+z’

Ejemplo 2.1.5. Si se considera el médulo graduado Z; = 7. Zi de tipo Zs y la funcion
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lineal

r— f(x) =i

entonces [ es una funcion lineal de grado 1, pues

f 7, = z Zi
fl
NN

L = Zi Z

Definicion 2.1.6. Sea ¢ : V. — W wuna funcion lineal de grado i entre mddulos
graduados de tipo A. Se define el nicleo de ¢ como el conjunto de los elementos de V
tales que p(v) = Ow, ahora como ¢ es una familia de funciones = {¢'},. o entonces se
induce una familia de nicleos donde (kerp)' = kery', parai € A. Se define la imagen
de ¢ como el conjunto de todos los w € W tal que ¢(v) = w para algin v € V', ahora
como @ es una familia de funciones, entonces se induce una familia de imdgenes donde
(im)? = imp’™", ya que ¢?~H(VI=") C W ademds se tiene que el nicleo de ¢ es un

submodulo de V' y la imagen de ¢ es un submddulo de W.

Definicion 2.1.7. El producto tensor de dos mddulos graduados de tipo A, V y W
se denota por V@ W es definido por (V@ W) =@ ,_. VI Wk,

k=i
Ejemplo 2.1.6. i M = M°@ M"' y N = N°@ N' son siper mddulos entonces el
producto tensorial también lo es, pues

M@N=(MN) @M N)'. Donde.

(M@ N)? =M@ N°P M@ N

(M@ N)! =M N'@ M'® N°.

Por otra parte, si f:V — V' y g : W — W’ son funciones lineales de grado p y ¢

respectivamente, entonces
feg: VoW — VoW
weow) — (~)"f) @ g(w)
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es una funcion lineal de grado p+¢. En efecto, siv@w € (VoW)' =@, V' QW™
como f de grado p y g de grado ¢, entonces (f ® g)(v @ w) = (—=1)"I91f(v) ® g(w) con
fv) e VPP y g(w) € W™ asi f(v) @ g(w) € (V @ W)+ P+T9, Por lo tanto f ® g es
de grado p +q.

Definicion 2.1.8. Un diferencial en un mddulo graduado de tipo Z, V = {V'}._,
es una funcion lineal de grado i tal que dod =0 y el par (V,d) es llamando modulo
graduado diferencial de tipo 7. El mddulo graduado cociente H(V,d) = Kerd/Imd,
donde H"(V,d) = Kerd"/Imd"' es la cohomologia de V. A menudo se simplifica

por H(V).

dod: e yn V"+1 ynt2

Vn+1 Vn+2 Vn+3

K—I—l od™ WOdW-FlWOdHJFZ

Vn+2 Vn+3 Vn+4

Un morfismo de modulos graduados diferenciales de tipo Z, ¢ : (V,dy) — (W, dw) es

una funcién lineal de grado cero ¢ : M — N que satisface p o dy = dy o .

. di . di+1 X
Vi v VH—I v Vz+2

QOi l g0i+1 l §0i+2 j
d’L

. Wz Wz+ Wi+2

1 Aot

mas generalmente diy, o o' = ' o di, para todo i € A.

Teorema 2.1.1. Sean (V,dy) y (W,dw) mddulos graduados diferenciales de tipo Z,

entonces Hom(V,W) y V@ W son mddulos diferenciales graduados. Dados por
d(f)y=dof—(=1)/Ifod, para feHom(V,W) y

dv@w)=dv)@w+ (-D"v@dw) para veV y weW

Demostracion.
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Para el modulo Hom(V, W), se tiene que d(d(f)) = d(do f — (—1)/1f od), si se denota
n=ldof—(-1)lIfodl.

d(d(f)) =do(dof—(-1)VIf od) = (=1)(do f = (=1)V/If o d) o d.
=dodo f—(-1)Vldo fod— (=1)"(do fod— (—1)VIfodod).

= —(—D)Mldo fod—(—=1)"do fod puesdod = 0. Ademéas, n = |f| + 1, pues
do f es de grado |f| + 1.

Si | f| es par, entonces d(d(f)) = —do fod+do fod =0.Si|f| es impar, entonces
d(d(f))=dofod—do fod=0.
Por tanto, d es diferencial sobre Hom(V, W).

Por otra parte:

d(d(v @ w)) = d(d(v) @ w + (—=1)’v @ d(w)).
= d(d(v))@w+(—1)Mld(v)@d(w)+(—1)"(d(v)@d(w)+ (1) vd(d(w))).
— (~D)Fd(w) & d(w) + (~1)*d(v)  d(w) = .

la ultima igualdad se tiene, ya que dod = 0. Por lo tanto d es diferencial sobre V @ W.
O

2.2. Algebra graduada

Para presentar el concepto de algebra graduada tomando como referencias [1] y [6],
primero se identifica el concepto de espacio vectorial graduado que es un caso particular
de modulos graduados sobre un campo K, asi un espacio vectorial graduado V' de tipo
A sobre el campo K es una familia de espacios vectoriales {V*},ca cada uno sobre

el campo K bajo la indexacién de A, tal que V es la suma directa de dicha familia.
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Los elementos de V* son llamados homogéneos de grado a. Un subespacio vectorial
graduado de V' es la suma directa de subespacios W, tales que W< C V' para todo

o€ A.

Ahora una funcién lineal f de un espacio vectorial graduado V = € V@ en el espacio

aEA

vectorial graduado W = @ W se dice homogénea de grado [ si para cada a € A

acA
se tiene f(V) C Wot#; cuando esto sucede el niicleo (Respectivamente imagen) es un

subespacio vectorial graduado de V' (Respectivamente de W).

Para definir el concepto de algebra graduada necesitamos de un grupo abeliano A que

tenga un homomorfismo

@ZJ IA—>Z2

0, si x par
r— P(x) =
1, siz impar
de paridad, tales que los elementos de 1)~*(0) son llamados los elementos pares y (1)
son los llamados los elementos impares. En particular para los grupos Z y Z,, con n

par, al considerar el homomorfimo 9 tal que 1(1a) = 1z,, entonces la paridad Z es la

usual y para Z, la paridad esta dada por la paridad (usual) del residuo, en efecto:

para n = 2k, con k € Z, se tiene que Z, = {0,1,2,3,...,2k — 1} y se define la
funcion ¢ : Z,, — Zs, donde (0) = 0, (1) =1, ¥(2) = 0,... 3(2k — 1) = 1. Sean
a,b € Z,, si a,bson pares, entonces a = 2x y b = 2y, para algunos x, y enteros, entonces
a = 2x mod 2k y b = 2y mod 2k, entonces a + b = 2(x + y) mod 2k, asi Y(a+b) =0y
(a) + ¢(b) = 04 0 = 0. Anélogamente, para a,b impares y a, b de paridad distinta se

obtiene el resultado y por tanto ¢ es un homomorfismo de paridad sobre Z,,.

Ahora surge la pregunta ;porque para los impares no funciona el homomorfismo de
paridad ¢? Por ejemplo para Zz = {0, 1,2} con funcién de paridad ¢ (0) =0, (1) =1
y ¥(2) = 0, por una parte 1(2+2) = ¢(4) = (1) = 1 y por otra parte ¥(2)+1(2) = 0,

asi ¥ no es un homomorfismo de paridad sobre Zs y en general sobre Z, con n impar.
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Los ejemplos que se analizaran en el siguiente capitulo, estan graduados sobre alguno

de estos grupos abelianos anteriormente mencionados.

Definicion 2.2.1. Un dlgebra graduada de tipo A sobre un campo K es un espacio

vectorial graduado A = @ A% sobre K, al cual se le da una estructura algebraica

aEA

compatible con su estructura bajo un producto bilineal

tAxA — A

(a,b) — ab

tal que A*AP C A8 para todo o, B € A.

Nota Un é&lgebra graduada de tipo Zs, sobre un campo K se dice que es una stper

algebra [3]. Un morfismo de élgebras graduadas ¢ : A — B es una funcién lineal de

grado cero tal que p(zy) = p(x)e(y).

Definicion 2.2.2. Un dlgebra graduada de tipo A sobre un campo K se dice concen-

trada en grado cero, si A=A y A' =0, para todo i € A — {0}.

Definicion 2.2.3. Un dlgebra graduada asociativa es un dlgebra graduada de tipo

A sobre un campo K, que satisface la condicion (ab)c = a(bc) para todo a,b,c € A.

Sean V = @, V* un espacio vectorial graduado de tipo A sobre un campo Ky f, ¢

aEA
funciones lineales de grado o y 3 respectivamente, entonces f o g es una funcion lineal
de grado a+ 3, pues si w € V? entonces fog(w) = f(g(w)) € V@5 Asi se tiene que
Hom(V,V') es un algebra graduada asociativa de tipo A sobre un campo K denotada

por End(V).
Ejemplos 2.2.1.

» Alidentificar los niimeros complejos C = RE@ Ri, y considerar A = R y A' = Ry,
entonces C es un maodulo de tipo Zo graduado. A continuacion se verifica que C
es un dlgebra graduada sobre Q.

Si A =R y A' = Ri, entonces:
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AYAY = {abi : a,b € R} = A C A0, Por otra parte:
AAY = {(ai)(bi) : a,b € R} = A° C A,

Ast finalmente se tiene que C es un dlgebra graduada de tipo Zo sobre Q.

= Un ejemplo de subdlgebra graduada. Sea B = BY@ B*, donde B = Q y B! = Qi,
se puede comprobar que B es cerrado bajo el producto, ademds B® = Q C R = A°
y B! = Qi C Ri = Al

Ast finalmente se tiene que B es subdlgebra graduada de C sobre Q.

s Se pueden construir dlgebras graduadas con las extensiones de campo de Q. Por
ejemplo Q(v2) = Q@ Qv2 es graduado sobre Q, haciendo un proceso similar al
de C=REPRi.

Definicion 2.2.4. Sea A un dlgebra graduada de tipo A sobre un campo de caracteris-
tica distinta de dos y con funcion de paridad 1, se dice que A es conmutativa si para

cada par de elementos homogéneos x € A* yy € A? se cumple que xy = (—1)Y@¥Wyq,

Definicion 2.2.5. Sea A un dlgebra graduada de tipo A sobre un campo de carac-
teristica distinta de dos, y con funcion de paridad 1, se dice que A es anticonmu-

tativa si para cada par de elementos homogéneos x € A® yy € AP se cumple que

Ty = _(_1)w(a)w(ﬁ)ya;

La clasica notacion de conmutatividad y anticonmutatividad son obtenidas tomando 1)
trivial esto es ¥(A) = 0. Si A es el grupo aditivo de los numeros enteros y la funcion de
paridad es la funcion canénica caracterizada por 1(0z) = 0z,, ¥(1z) = 1z,, se tiene que
paraz € A®yy € A%, (—1)¥@¥B) = (~1)25; por abuso de notaciéon en este documento
se escribe (—1)%8 en general para A y v, asi (—1)* = —1 si ambos o y 3 son impares,
en otro caso (—1)* = 1. Ademés, se considera Z como una grupo conmutativo con

paridad la funcién canonica.

Sea A un algebra graduada de tipo A. Un A-médulo (a izquierda) es un modulo gra-

duado M de tipo A junto con una acciéon de A, definida por A x M — M tal que
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(x,m) — zm.

Sea A un algebra conmutativa de tipo A y M, N A-mddulos de tipo A. Una funcién
A-lineal de grado i, es una funcion lineal f : M — N de grado 7 como modulos, tal

que f(zm) = (—1)"*lzf(m), para elementos homogéneos x € Ay m € M.

Estas funciones A-lineales forman un submodulo graduado de moédulo Hom (M, N) y

se notan por Homa(M, N), puesto que (Homa(M, N))* C (Hom(M, N))!

A continuacién se observa que Hom (M, N) es un A-moédulo con la accion:

(wf)(m) = (=1) V1 f (xm)

En efecto, como f es funcion A-lineal: Si xz,y € Ay f € Homa(M, N), entonces
[(z +y)fl(m) = [xf +yflf(m).
= [zf](m) + [yf](m).

= (=)l f(m) + (— 1)1 f(ym).
Ademés, (xy)f(m) = (=1)= f(xym) = (—1)*HW f(zym). Por otra parte
z(yf)(m) = (=)W f(ym) = (=1)F(=1)W f (zym) = (=1)*HWf (zym).
Seax e Ay f,g € Homy(M,N) con |f| = |g|, entonces
(z(f + g)(m)) = a(f + g)(m) = (=1)FWHI(f + g)(am) = (~=1)WI[f(zm) + g(zm)].

por otra parte

zf(m) +zg(m) = (1)W1 f (2m) + (=1)6lg(zm).
= (=1)FWILf (zm) + g(am)].

Por lo tanto Hom4(M, N) es un A- modulo.
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2.3. Algebra de Lie graduada

Esta seccion trata acerca de algebras de Lie graduadas y de su construccion, ya que en
estas algebras se basan las construcciones de los ejemplos de derivaciones por medio de

la funcion adjunta de la cual se tratard mas adelante.

Definicion 2.3.1. Un dlgebra de Lie graduada de tipo A sobre un campo K de

caracteristica distinta de dos, es un espacio vectorial graduado E = P E sobre K

a€A

Junto a una funcion bilineal

[,] tExE — E

(Cl, b) — [G, b]
la cual satisface las siguientes condiciones:

1. [E*, EP] C E**P para o, B € A.

2. Siae€ E* ybe EP, entonces [a,b] = —(—1)*?[b, a].
3. Siac E* be E? yce E7, entonces

(=) [a, 8], ] + (=1)%*[[b, ], a] + (=1)7[[, a], b] = 0.

El producto conmutador se define sobre un algebra asociativa (sin graduar) para darle
estructura de algebra de Lie como se vio en el Teorema 1.4.1, de manera similar se
obtiene el siguiente teorema para algebras graduadas asociativas, al tomar un producto

conmutador graduado.

Teorema 2.3.1. Sea A =@, A“ un dlgebra graduada asociativa. El espacio vectorial
graduado subyacente de A con el producto definido por [a,b] = ab — (—1)*’ba para

a€ A*, be AP, es un dlgebra de Lie graduada.

Demostracion.
1. Sean a € A® y b € AP, entonces [a,b] = ab — (—1)*’ba, ahora como A es algebra

graduada entonces ab y ba € AP y por la cerradura de la suma [A%, A%] C A5,
2. Sean a € A%, b € AP, luego [b,a] = ba — (—1)*Pab, asi
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—(=1)°[b,a] = —(—1)**(ba — (—1)*Pab).
= —(=1)*ba + (— 1)) (=1)(@Dap,
— ab— (—1)*ba.
— [a,b].

3. Se inicia calculando (—1)*"[[a, b], c], esto es

(=1)*[[a, 8], ] = (=1)*[ab — (=1)*ba, ].

= (=1)*([ab, c] = (=1)*"[ba, ).

= (—1)®abc — (1) cab — (=1)*+*bac + (—1)***+7Pcha. Similarmente
se obtiene:
(—=1)%[[b, c],a] = (—=1)*bca — (—1)*abc — (—1)PF*Bcba + (—1)*F+F2qch,

(—=1)[[c, a],b] = (=1)"Pcab — (—1)*bca — (—1)*TPach + (—1)*7"*Fpac. Asi sumando
las expresiones anteriores (—1)*7[[a, b], ¢] + (—1)7*[[b, c], a] + (—1)"?[[¢, a], b] = O se tiene

que se cumple 3. O

Como ejemplo particular sea V = @,V un espacio vectorial graduado. Como se vio
antes End(V) tiene una estructura de algebra graduada asociativa con la composicion
de funciones, aplicando el Teorema 2.3.1 a esta estructura, se obtiene el dlgebra de

Lie graduada derivada de End(V'), es denotado por gl(V') = € gl*(V).

Note que si f, g son endomorfismos de V' de grado impar, entonces [f,g] = fog+go f;
asi que este caso [f,g] no es similar al caso de algebras de Lie sin graduar, ya que en

algebras de Lie sin graduar se tiene que [f,g] = fog—go f.

2.4. Algebras graduadas sobre campos de caracteristica dos

El concepto de dlgebra graduada que se present6 en la Definicion 2.2.1 sobre campos
de caracteristica dos no cambia, pero se puede observar que se debe ajustar la defini-

cion de conmutatividad y anticonmutatividad, ya que toda &lgebra conmutativa va a
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ser anticonmutativa y viceversa, ya que 1 = —1 mod 2, por eso se introducen concep-
tos de débil conmutatividad, débil anticonmutatividad, fuerte conmutatividad y fuerte

anticonmutatividad.

Definiciéon 2.4.1. Un dlgebra graduada es llamada débilmente conmutativa si
ab = ba para todo a,b € A y aa =0 para todo a € A* y o impar; un dlgebra es llamada
débilmente anticonmutativa si ab = ba para todo a,b € A y aa = 0 para todo a € A*

Y o par.

Definicion 2.4.2. Un dlgebra graduada fuertemente conmutativa es un dlgebra
graduada sobre un campo K de caracteristica 2 en la cual ademds del producto bilineal
se define una funcion
Q A — A
a — Qg

donde A' = P, .p A* y A = @ ; A%, donde P son los elementos pares de A e I son

acP

los elementos impares de A que satisface:

1. ab=ba para todo a,b € A.
2. aa=0 para todo a € A% y o impar.
§ 3. Q[AY] C A% para o par. (2)
4. Qlka] = k*Q|a) para k € K, ae A
5. Qla+0b] = Qla] +Q[b] +ab para todo a,b e A'.

\
De manera andloga se define fuertemente anticonmutativa cambiando en (2) la

condicion 2 por « par la condicion 3 por o impar y las condiciones 4 y 5 reemplazar
A’ por A.
De la condicion 5. con a = b se tiene que aa = Q[2a]+2Q[a] = 0 para a € A’. En efecto

Qla + a] = Q[a] + Q[a] + aa. Por (2)
Q[0] = aa. Pues K es de caracteristica 2.

Por otra parte por la propiedad 4 de (2), si w € A, entonces Q[0w] = Q[0] = 0.
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Por tanto, aa = Q[2a] + 2Q]a] = 0.

También, de manera similar se satisface aa = Q[2a] + 2Q[a] = 0 para a € A.
En el siguiente capitulo se ofrecen algunos ejemplos al respecto de estas tltimas defini-

ciones.
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3. DERIVACIONES

Las derivaciones son funciones importantes por sus diversas aplicaciones, una de ellas es
para calcular méximos y minimos de funciones, tanto en una variable como en multiva-
riable, sin embargo en este capitulo, se toman en consideraciéon derivaciones aplicados
principalmente a algebras graduadas y sus propiedades, las cuales son una generaliza-

cion de las derivadas.

3.1. Derivacién sin graduar y graduada

En esta seccion se definen las derivaciones, sus propiedades principales, asi en base a
estas funciones se construyen élgebras graduadas para aplicar estas derivaciones y se
intenta generalizar una derivacion en una derivacion graduada.

Segun las notas de algebra de Lie [8]:

Definicion 3.1.1. Sea A un dlgebra. Una derivacion es un homomorfismo
D:A— A tal que
D(ab) = D(a)b+ aD(b) (3)

Para todo a,b € A

Ejemplo 3.1.1. Sea F' el conjunto de las funciones diferenciales en R, F' es un dlgebra

con el producto de funciones ya que satisface la Definicion 1.4.1. Aplicando

D :F — F

fo—=1r

es una derivacion, pues satisface (3).
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Ejemplo 3.1.2. Sea R[z| el dlgebra con el producto de polinomios, aplicando
D : Rlx] — R[z]
q(z) — ()
es una derivacion, ya que satisface (3).

Definicion 3.1.2. Sea A un dlgebra graduada. Una derivacion graduada es una

transformacion lineal de grado k tal que
D(ab) = D(a)b+ (—=1)MlaD(b) (4)

Para todo a,b € A.

Ejemplo 3.1.3. El objetivo de este ejemplo es construir un dlgebra graduada mediante
un dlgebra sin graduar y ademds construir una deriwvacion graduada en base de una

derivacion sin graduar.

En este ejemplo se considera el subconjunto A de matrices cuadradas de orden 3 con

entradas reales (ver [5] )

y y 0
A= n n 0 :r,n,yeR
r r 0

Este conjunto es un dlgebra bajo el producto usual de matrices, en efecto

Yo Yo O yi y1 O
w Sean Ag, Ay €A, conAg=1| ng ng 0 | vA =] n n 0
To To O (&1 T O

con yi,ni,r; € R, i ={0,1}, entonces
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Yoy1 +yon1  Yoy1 + yonq O
ApA; = noyr +non1 noy1 +neny 0

roy1 +1on1  Toy1 +1ony O

es decir, AgA; € A, por lo tanto es cerrado bajo el producto usual de matrices.

Ahora se considera el elemento

a b c
U=| —a —-b —c
e [ g

el cual satisface XU =0 y UX € A para todo X € A en efecto:

y y 0
Sea X=| n n 0 |, entonces
r r 0
y y 0 a b ¢ ya—ya yb—yb 0 0 00
XU=\|nn 0 —a —b —c |=| na—na nb—nb 0 =10 0 0| (%
r r 0 e f g ra—ra rb—1rb 0 0 00

por lo anterior se define la funcion D : A — A dada por

ay+bm+cr  ay+bn-+cr 0
DX)=UX=| —ay—bn—cr —ay—bn—cr 0
ey+ fn+gr ey+ fn+gr 0O

que satisface (3), en efecto

» Sean XY € A, entonces D(X +Y) =U(X+Y) =U(X)+U(Y), para todo
X,Y € A.

» Sean X € A, a € R, entonces D(aX) = U(aX) = aUX = aD(X) para todo
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XeA aeR.

w Sean X,Y € A, inicialmente D(XY) =UXY.
Luego D(X)Y + XD(Y) =UXY + (XU)Y =UXY, por (x).

Para pasar al caso graduado se define la siguiente estructura, sea A = @, , A*, donde

0 00

A= 00 0

0 00

para los i < 3y

( )

Y 000 ... 0

nn O0OO0O0 ... 0

. r r 000 ... 0

Al = cy,n,r € R
0O 00O0O0OS...0
oo0o0o0O0... 0/

\ X1 /

para v > 3.

Sea B € A*, C € A7 coni > j entonces C serd representado en A* completando con

ceros y se efectia la suma componente a componente, es decir B+, C € A,

Sea B € A', C € A7 con i < j entonces B serd representado en A completando con

ceros y se efectia la suma componente a componente, es decir B+, C € AJ.

Sea B € A*, C € A7 coni > j entonces C serd representado en A* completando con

ceros y se efectia el producto usual de matrices y luego se representa en A7, es decir

B.ACEAi+j.

Sea B € A', C € A7 con i < j entonces B serd representado en AJ completando con
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ceros y se efectia el producto usual de matrices y luego se representa en A7, es decir

BOACGAZ"H.

Se identifica que cada A' es un espacio vectorial sobre R, pues cada A* cumple con la
definicion de espacio vectorial con la suma + 4 y producto por escalar usual de matrices.

Ahora como At ey A7 C A", se tiene que A es un dlgebra graduada sobre R.

Ademds se observa que el unitario a derecha para A® es el elemento

1 10
I3=10 00
000
y y 0
Sea X=1| n n 0 |, entonces
r r 0
y y 0 110 y y O
Xls=| n n 0 0 00 |= n n
r r 0 0 00 r r 0
a b ¢
Al considerar U = | —q —b —c | y X € A3, como se vio antes UX € A3, ahora el
e [ g

objetivo es extender a U para definir una derivacion graduada en A, por tanto se nota

46



por U; al elemento U extendido a tamano i X i dado de la siguiente manera.

a b c 0 0 0
—a =b —c 0 0 0
e 0 0 0
U, — fog
0O 0 00O 0
0O 0 00O 0

X1
Para A sin graduar, D(X) = UX es una derivacion.

Para subir este concepto al dlgebra graduada A se define la siguiente funcion lineal D
donde D(B) = U;B para B € A", donde se representa la matriz U en el tamano reque-

rido, asi D es de grado cero, pues D(AY) C A" para todo i > 3, con i € Z.

La funcion lineal D se puede ilustrar como sigue:

D: 0 0 A3 At e A"
le l[ﬂ jD?’ LD‘* an
0 0 A3 At e A"

Ahora se verifica que esta nueva derivacion es graduada, Por medio del siguiente resul-

tado.

Resultado 3.1.1. Sea A =@, ., A’, donde

0 0O
000
000

Ai
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para 1 < 3y

y vy 000 ... O

nn OO0O0 ... 0

. rr 000 ... 0
At = cy,n,r € R

0O 00O0O0...0

0O 00O0O0...0

\ iXi /
para i > 3. El dlgebra definida anteriormente, entonces B @4 (U;C) = (BU;) 4 C = 0.
Para todo B € A*, C € AV coni,j > 3.

Demostracion.
Se consideran los calculos para X,Y € A3, ya que los otros casos son extensiones de

ceros en filas y columnas.

Yo Y O v 0 a b c
Sean X = | ny ny 0 | Y=|n n 0 |yUs=]| —a —b —c
ro 1o O rr r1 O e f g

Por una parte (XUs) 4 Y =0, ya que XU = 0, para todo X € A

ayy + bny + csy ay; +bny +cs; 0
Por otra parte UsY = | —ay; —bny —cs1 —ay; —bng —cs; 0

dyi +eny + fsi dyr +eni+ fs; 0

Sea qo = ayy +bny +cs1 y 1 = dy; + en; + fs1, entonces

Yodo — Yoqo  Yodo —%q 0 0 0 0

nogo — Nodo Nodo —nogo 0 0 0 0

X oq (UsY) = Soq1 — Soq1  Soq1 —Soqa O 0 0 0O
0 0 00 0O

0 0 0000

0 0 00 0O
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Corolario 3.1.1 La funcion D : A — A dada por
D(B)=UB

para todo B € A® y todo i > 3 con i € Z, es una derivacion graduada

Demostracion.

» Sea X € A, Y € A/ con i > j, entonces X +, Y € A¢, asi
D(X +4Y)=U;X +4UY, como i > j entonces U;Y no se puede resolver bajo
la operacion usual de matrices, pero se identifica a U; borrando filas y columnas

de ceros hasta obtener U; y asi poder operar con el producto usual de matrices.

asi, Uy X +4 U;Y = D(X) 4+4 D(Y) para todo X,Y € A.

» Sea « € Ry X € A entonces D(aX) = U;aX = alU;X. para todo a € R y
X e A

» Sea X € A", Y € A/ con i > j, entonces X o, Y € A™_ por una parte
D(X e4Y)=U;;;(X e4Y), por otra parte
D(z)esY +4XesD(Y) = (UX)osY +4(—1)PIe1 X 0y (U;Y) = (U X)04Y +40.

La ultima igualdad se obtiene por Resultado 3.1.1, asi se cumple (4).

]

Ast, se obtuvo una derivacion graduada para el dlgebra graduada que se describio ante-

riormente.

3.2. Construcciones en base a algebras de Lie

En esta seccion el objetivo es obtener una derivaciéon en base a la construccion de
algebras de Lie graduadas, ya que con esto se verifica que el adjunto de un elemento
es una derivacion graduada y se construird un algebra de Lie graduada a partir de un
algebra graduada asociativa. Y una vez obtenida el algebra de Lie graduada, se aplica

el adjunto de un elemento.
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Ejemplo 3.2.1. Sea el dlgebra graduada asociativa definida en el Ejemplo 2.2.1
Q(V2) = QP QV?2, y al aplicar el corchete de Lie graduado visto en la Teorema
2.3.1. Se tiene que (Q(v/2),[, ]) es un dlgebra de Lie graduada. Se observa a conti-
nuacion casos particulares de las las tres condiciones vistas en la Definicion 2.3.1

que en efecto se satisfacen:
[ ] v xQv2) —  Q(v2)
(a,b) —  [a,b] = ab— (—1)llllpg
» Sia,be Q, entonces [a,b] = ab—ba = 0.
= Sia€Q,be Qv2, entonces [a,b] = ab — ba = 0.
= Sia,be€ Qv2, entonces [a,b] = ab+ba = q € Q.
Ademas, se tiene que [a,b] = —(—1)!%Pl[p, a] para todo a,b € Q(+/2), puesto que:

= Sia,beQ, entonces
—(=1)olbl[b, 0] = —(~1)OO[p,a] = —(ba — (~1)©ab) = 0 = [a, b].

» Siae@Q,be Qv?2 entonces

(1)l b, a] = —(~1)O[p, a] = —(ba — (—1)OWVab) = 0.

» Sia,be Qv2, entonces

(=), q] = —(—1)OO[b, a] = ba — (~1)DWVab) = [a, b].

Y se cumple la identidad de Jacobi extendida a algebras graduadas,(—1)*7|[a, b], ] +
(=1)P[[b, c],a] + (=1)""[[¢, a], b] = 0 en particular:

= Sia,b, ceQ, entonces

(=1) @O0, ¢] + (—=1) OO0, a] 4 (—1)©O©[0, 5] = 0.
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» Sia,beQvV2yceQ, entonces
(=)W [ab + ba, ] + (—=1) OO0, a] + (—=1)DO]0, 5] = 0.
ya que ab+ ba € Q.
» Sia,b,ceQv?2, entonces
(=1)OWab + ba, ] + (—=1)OO[be + eb, a] + (—=1)MO[ca + ac, b] = 0.

ya que ab + ba,bc + cb y ca + ac pertenecen a Q.

Cabe resaltar que Q(+/2) visto con la estructura de campo es conmutativo, pero no lo
es como algebra graduada, ya que si lo fuera, se cumpliria que ab = (—1)l%Plba para

todo a,b € Q(v/2) y por ejemplo

(V2)(3v2) # (—1)V2PV2(3v2)(v2),

ya que [v2| = |3v/2]| = 1 y por tanto Q(v/2) como &lgebra graduada no es conmutativa.

Ahora al considerar Q(v/2) = Q@ Q2 como &lgebra graduada de tipo Z, y al definir

la funcion
ad, : Q(V2) — Q(v2) )
b — [a,b]
conocida como el adjunto de a, se garantizan dos clases de derivaciones en el corolario

3.2.1. En general se tiene el siguiente resultado para algebras de Lie graduadas.

Teorema 3.2.1. Sea (E,[, |) un dlgebra de Lie graduada, entonces ad, es una deri-

vacion graduada de grado |al.
Demostracion.

Primero se observa que para todo a,b,c € E se satisface que |ad,| = |a|, en efecto,

ad,(b) = [a,b] € EP*lal y segtin 1a Definicion 3.1.2, para demostrar que ad, es una
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derivacion graduada se debe probar que
ady(bc) = ad,(b)c + (—1)1*dllpad, (c)

Para el primer lado de la igualdad: adg(bc) = [a, bc] = a(bc) — (—1)lalblFleD (pe)a.

Para el segundo lado de la igualdad:
ad,(b)c + (—1)1bad,(c).
= [a,0)c + (=1)1""b[a, c].
= (ab — (—1)1pa)c 4 (= 1)llPlp(ac — (—1)lallelcq).
= (ab)c — (=1)l9lPl(ba)e + (—1)lalll (ba) e — (—1)lal(Bl+1D (pe)q.
= (ab)c — (—1)lal0b+leD (he)a.

en consecuencia ad, es una derivacion de grado |al. O

Corolario 3.2.1. Sea Q(v/2) = Q@ Qv/2 considerada como dlgebra graduada de tipo
Zo. Sia € Q, entonces adg es una derivacion de grado cero y si a € Qv/2, entonces

ad,, es deriwacion de grado 1.

Demostracion. Por teorema anterior ad, es de grado cero, cuando a es de grado cero,

aunque esta representa una derivacion trivial.

ada . Q(\/ﬁ) = Q @\/§

Q(v2) = Q Qv2

Por teorema anterior ad, es de grado uno, cuando a € Qv/2, entonces

ad, : Q(v2) = Q

Qv2 1
NN
Qv2 Q

Q(v2) =
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Ejemplo 3.2.2. Representacion adjunta de sl(2,R)

Considerando [7] para la representacion adjunta de sl(2,R), se tiene que:

a b
sl(2,R) = ra,b,ce R
c —a
Este conjunto de matrices de orden 2 de traza cero, es un dlgebra asociativa con el

producto de matrices, ya que satisface la Definicion 1.4.2; por tanto al aplicar el

Teorema 1.4.1 se genera un dlgebra de Lie con producto binario: el corchete de Lie.

Una base de sl(2,R) es el conjunto {X,Y,H}. Donde

1 0 0 0
X = , H= Y=
00 0 —1 10
a b
Pues para todo W € sl(2,R) con W = , se tiene que W = bX 4+ aH + cY,
c —a

asi sl2,R) =< X >P <H>P <Y >.

El dlgebra de lie sl(2,R) satisface las siguientes condiciones

(X.Y]=H y [V,X]=-H (6,1)
(HY]=-2Y y [Y,H]=2Y (6,2) 6
[H,X]=2X y [X,H]=—2X (6,3)
[W,0] =0 y 0,W]=0 (6,4)

\

Con la relacion (6) se puede identificar a sl(2,R) como un dlgebra graduada de tipo Z

asumiendo:

gl'=<X> ¢"=<H>yg'=<Y>yg =0g0r paraj<—-2yj>2conjecl
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(g c g de (6.1)
9%, g'] C g' de (6,2)
9", 971 C ¢° de (6,3)

\ g7, 9" =0C ¢ j € ZN((—00,—1)U(1,00)),k € Z de (6,4)

ast sl(2,R) es un dlgebra graduada tipo (I,4), donde I = {—1,0,1}.

Por tanto, sl(2,R)=---=0P g *Pg ' PL PdPsF>PO---.
Se estudiard la derivacion adjunta similar a (5) para cada uno de los elementos de la

base, es decir se identifica adx, adyg, ady .

adx se define de la siguiente manera.

adx : sl(2,R) — sl(2,R)
B — [X,B]

Cumple las siguientes relaciones
» adx(X)=[X,X]=0X+0H +0Y.
» adx(H) = [X,H] = —-2X +0H +0Y.
» adx(Y)=[X,Y]=0X+ H +0Y.

Ast la representacion matricial de la derivacion adx es

0 -2 0
CLdX = 0 01 (7)
0 00

donde las columnas son los escalares de la representacion adjunta en la base X, Y, H.

o4



ast se tiene que.

adx : sl(2,R) = <Xi/<H> <Y >
sl(2,R) = <X > < H> <Y >

La pregunta que se desea responder es sadx puede generalizarse a derivacion graduada

de grado —17

Se debe probar que se cumple la Definicion 3.1.2. En particular debe cumplirse la

tgualdad
adx ([X,Y]) = [adx (X), Y]+ (=1)*>I¥I[X, adx (V)]

Al analizar cada lado de la igualdad se tiene

adx[X,Y] = [X, H].
HX7X]7H] + (_1)|X||X‘[X’ [X’ YH = _[Xv H]
[X7 H] 7é _[X7H]'

Por lo tanto, adx no es una deriacion de grado —1 sobre sl(2,R).

Nota Con la respuesta anterior se garantiza que sl(2,R) vista como dlgebra graduada
de tipo (I,+) no es dlgebra de Lie graduada por el contra reciproco del Teorema 3.2.1.

Sin embargo, se continua con el andlisis de ady y ady .
Se define adpy de la siguiente manera
adg : sl(2,R) — sl(2,R)
B — |[H, B]
Cumple las siguientes relaciones
» ady(X) =[H,X]=2X +0H +0Y.
» adg(H) =[H,H|=0X +0H +0Y.
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s ady(Y) =[H,Y] =0X +0H —2Y.

Ast la representacion matricial de la derivacion ady se obtiene de manera andloga a

la anterior.

20 O
adg=|00 0 (8)
00 -2
ast se tiene que.
ady : sl(2,R) = <X > < H> <Y >
sl(2,R) = <X > <H> <Y >

La prequnta que se desea responder es sadg puede generalizarse como derivacion gra-

duada de grado 07

Se debe probar que se cumple la Definicion 3.1.2. Sean A, B € sl(2,R), entonces
ady([A, B]) = [adu(A), B] + (—1)1*#A[A ady (B)]

Esto es [H,[A, B]] = [[H, A], B] + (=1)%4I[A, [H, B]].

Lo cual se satisface por la identidad de Jacobi item ii) de la Definicion 1.4.2 y por

Teorema 1.4.1, en efecto

([H, A], B] + [[A, B], H] + [[B, H], A] 0.
_[H7 [A7 BH - [[HaALB] - [A7 [H7 BH = 0.

Por lo tanto Adyg puede generalizarse como derivacion graduada de grado 0 sobre

sl(2,R).
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Por dltimo ady se define como
ady : sl(2,R) — sl(2,R)
B — [¥,B
Cumple las siguientes relaciones
» ady(X)=[YV,X]=0X —1H +2Y.
» ady(H)=[Y,H|=0X +0H +2Y.
» ady(Y) =[Y,Y] =0X +0H + 0Y.

En representacion matricial de la derivacion ady se obtiene de manera andloga a las

anteriores.
000
ady =| -1 0 0 9)
0 20
ast se tiene que.
ady : sl(2,R) = <X > < H> <Y >
sl(2,R) = <X > <H> <Y >

La pregunta que se desea responder es sady puede generalizarse como derivacion de

grado 17

Se debe probar que se cumple la Definicion 3.1.2. En particular debe cumplirse la
rgualdad
ady ([X, H]) = lady (X), H] + (=1)**[X, ady (H)]

Calculando cada lado de la igualdad, se tiene:

ady ([X, H]) = [Y, =2X] = -2[¥, X].
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[, X, H] — [X, [V, H]| = [~H, H] - [X,2Y] = 2[Y, X].
Asi adg no es derivacion graduada de grado 1 sobre sl(2,R).

Segun el ejemplo se tiene que un élgebra de Lie al hacer la representacion de manera
graduada, no necesariamente se obtiene un algebra de Lie graduada, ademés que una
derivacion en un algebra graduada no necesariamente es graduada.

A continuacion, se usaran las tres derivaciones sin graduar para llegar a una subalgebra

graduada de sl(3,R) con el corchete de Lie.

Sea

con «, 3,7 € R. Al considerar

AD : sl(2,R) —s sl(3,R)

A — AD(A) = OzG,dX + ﬁadH + ’}/G,dy

Con las matrices adx, adg, ady descritas en (7), (8), (9)

20 —2a 0
AD(A)=| — 0 o
0 2y 28

La funcion AD es un homomorfismo entre algebras graduadas

AD([A,B]) =[AD(A), AD(B)]

en efecto

Q «
Sea A — Bo 0 B- B 1

Y —Bo M =5
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QoY1 — 1Yo 2(50041 - ﬁ1040)
2(5170 - 7150) —(04071 - 04170)

2(oy1 — 1) —2(2Bpcr1 — 20/51) 0
ad[A, Bl = | =287 + 275 0 2Bp01 — 25100
0 2(25170 - 27150) —2(04071 - 06170)
y
QBO —2@0 0 261 —QOél 0
adA = —% 0 oy |, adB = —-M 0 831
0 270 —20 0 2y =254
2(o11 — aav) —2(2Bpcr1 — 200/51) 0
ladA,adB] = | —2817 + 2715 0 2Bpaq — 2610

0 2(2817 — 2mBo)  —2(aom — a170)
Se tiene que AD no es un isomorfismo entre algebras graduadas, pues hay elementos

en sl(3,R) que no tienen un elemento en sl(2,R), por ejemplo, para

20 —2« 1
B= —y 0 o S 8[(3,R)
0 2y —2p
no existe
e}
A= B € sl(2,R)
v =B

tal que AD(A) = B. Asi, se obtiene que la imagen del homomorfismo se puede graduar,
por tanto se encuentra una subalgebra de sl(3,R) que es posible graduar via AD

construida en base a las derivaciones adx, ady, adg.
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3.3. Derivaciones en algebras graduadas sobre campos de ca-

racteristica dos

En esta seccion se estudian las derivaciones definidas anteriormente para determinar si
un algebra sobre un campo de caracteristica 2 cumple otras propiedades para recibir el

nombre de fuerte derivacion o débil derivacion.

Definicion 3.3.1. Una débil derivacion de un dlgebra graduada A sobre un campo de

caracteristica dos, es una transformacion lineal de grado k D : A — A que satisface
D(ab) = D(a)b+ (=1)"aD(b) = D(a)b + aD(b)

Como en la Definicion 3.1.2. Una fuerte derivacion de una dlgebra graduada fuer-
temente conmutativa o fuertemente anticonmutativa A, es una funcion D : A — A
que satisface

D(ab) = D(a)b + (~1)*9laD(b) = D(a)b + aD(b)

Y ademds cumple la condicion

para a € A’. Con Q descrita en Definicion 2.4.2.

A continuacion se presentan ejemplos de débil derivacion y fuerte derivacion en algunas

algebras sobre Z,.
Ejemplo 3.3.1. Al Considerar el conjunto (Zs X Z3) con producto binario
@ . (Zz X Zg) X (ZQ X Zg) — (ZQ X ZQ)
((CL7 b)a (Ca d)) — (ad + bC, 0)
Se tiene que:

w 7o X Zg es un espacio vectorial con suma y producto por escalar usual.
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s El producto es bilineal, en efecto
sean (ay,as), (b1,by) € Zo X Zo y k € Zsy, entonces
o((kay, kag), (by,b2)) = (kaiba+kasby, k0) = k(a1batasby, 0) = ko((ay, as), (b1, bs)).
Sean (ay,as), (ag, a4), (by,by) € Zo X Zs, entonces
o((ar,a2) + (as, as), (b1, b2)) = ((a1 + as)bs + (a2 + a4)by, 0).
= (a1bg + agby + azby + a4by,0).
= ¢((a1,a2), (b1, b2)) + ©((as, as), (by, b))

De manera andloga se cumple:
@((ala a’2>’ (kbh kb?)) = kw((alv aQ)v (bla bQ)) Y
p((a1, a2), (br, b2) + (b3, b1)) = @((a1, az), (b1, b2)) + ¢((as, az), (bs, bs)).

Ast p es bilineal.
» Por definicion del producto, se tiene que @((a1,az), (b1,bs)) € Zy X Zs.

Por tanto se cumplen la Definicion 1.4.1, de lo cual (Zo X Zs) es un dlgebra y al
considerar Zo X Lo = - @POPOP Zy x ZoPOPOEP - - -, se tiene que Zy X Zsy es

un dlgebra graduada concentrada en grado cero.

Al definir la funcion

Q I(ZQXZQ) — (ZQXZQ)

(a,b) — (a* + b* — ab,0) 4]
Zo X Lo es un dlgebra fuertemente conmutativa, en efecto

1. Sean (ay,as), (b1,by) € Zy X Zs, entonces

gO((Gl, (12), (bl, bg)) = ((Ile + Clzbl, O) = (blag + bQCLl, 0) = gD((bl, bg), (al, GQ)).
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2. Como las posiciones impares corresponden al cero, entonces ¢((0,0),(0,0) =

(0,0).
3. Sea A° = Zy x 7y, entonces por la definicion de dlgebra Q(A°) C A%0 = A°,
4. Sea (a1,as) € Zs X Ly y k € Zs, entonces
Q(kay, kaz) = ((ka1)* + (kaz)* + k*araq,0) = k*(a? + a3 + ajaz,0) = k*Q(ay, az).
5. Para (a1, as), (b1, be) € Zo X Zy se tiene que Q(a+b) = Q(a)+Q(b) —ab, en efecto
Qa1 + by, as + ba) = ((ar + b1)* + (a2 + b2)* — (a1 + b1)(az + b2),0).
= (a4 a3 + b3 + b3 — (araz + a1by + agby + b1b), 0).
= (a? + a3 — ajas, 0) + (b? + b3 — b1by, 0) — (a1bs + asby, 0).
= Q(a1, a2) + Q(br, b2) + ¢((a1, az), (b1, ba)).
Asi se tiene que Zo X Zs es un dlgebra fuertemente conmutativa.

Ahora se define el corchete de Lie, como en el Teorema 1.4.1 para Zs X Zs de la

stguiente manera:

[(a1,az), (b1,b2)] = ©((a1,as), (b1,b2)) — ©((b1,b2)(a1,as)) y funcion adjunta
ad(a, ,a5)((b1,02)) = [(a1,a2), (b1, b2)] para todo (a1, as), (b1,b2) € Zy X Zy como en el

ejemplo 3.2.1.

Al calcular adq,,q,)(Q(b1,b2)), se verifica que la derivacion ad(a,,q,) €5 una fuerte

derivacion, en efecto

ad(a;,a2)(Q((b1, 02))) = @d(ay,az) (b7 + b3 — b1b2,0).
= [(a1, az), (b3 + b2 — byby,0)].
= (ag(b? + b2 — b1by),0) — ((b3 + b3 — b1by)as, 0).
= (0,0).

Por otra parte
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(@d(a;,a2) (b1, 02)) (b1, b2) = p(@((as, az), (br, b2)) — (b1, b2)(as, az)), (br, b2)).
= @((a1by + agby,0) — (byag + beay, 0), (b1, b2)).
= (0,0).

Ast se cumple la definicion de derivacion fuerte, pues

(ad(ay,a2)(b1,02)) (b1, b2) = ad(ay,a5) (b7 + b3 — b1b2,0). Los resultados de esta construc-

cion siempre arrojan el valor (0,0) = D(Q(a1,a2)) = (D(ay,a2))(a1,as).

Este resultado conduce al siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.2. Al considerar la derivacion UX definida en el Ejemplo 3.1.3 pero

con entradas en Zs para el dlgebra

y y 0
A= ror 0 |:18Yy€l

s s 0

al definir la funcion

F: AxA — A
(A1, Ay) — AT+ A — AlA,
se tiene que esta funcion satisface las siguiente condicion
D(F(Ay, Ay)) = D(A2 + A2 + A1 A).
=U(A? + A3+ A Ay).
=U(A1)A1 + U(A2) Ay + U(A1)As + AU (Ag).

En particular para Ay = Ay 0 Ay = 0.
D(F (A1, A)) = U(A1)(Ay).
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Y se considera funcion

Q: A — A
(11)
B — F(B,B)

Al considerar el dlgebra graduada A = @,, A" en general no es conmutativa, entonces
se estudiard la derivacion U; X como se definio en el Ejemplo 3.1.3 sobre el centro de

A que se denota por C(A).

La subdlgebra graduada C(A), esta dada de la siguiente manera

C(A) =@P,, C(A) = @, C(AY), en efecto

Si B,C € C(A), esto es B€ Al yC € A¥, tal que j+k = i, para que Be,C = C e, B
se debe cumplir (12) y por definicion del dlgebra Be,C € A' y C o4 B € A?, entonces
B,C € C(A"). Reciprocamente si B,C € C(A"), es porque Be,C = C o4 B, para todo
B,C € A tales que Bey C € A', esto es B,C € C(A)".

Ast el C(A) = @, C(A) = @, C(AY), el producto &4 y funcion Q definida para
grados pares obtenemos un dlgebra fuertemente conmutativa ya que satisface (2) y con la
deriwvacion U; X se obtiene una fuerte derivacion graduada sobre un dlgebra fuertemente
conmutativa.

El centro de el dlgebra A hace referencia al subconjunto mds grande de A, donde A

cumple la propiedad conmutativa.

vy 0 y2 Y2 0
Sea B=|r, r 0 |yC=]| ry, 1o 0 |, entonces
s1 51 0O Sy s9 0
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1y2 +1y1rs iya +y1ir2 0 0 0 0
rYys +rire T1ys+7r172 0 0 0 O
S + 8119 S +s11m9 0 0 0 O
Be,C — 1Y2 172 1Y2 172
0 0 00 00O
0 0 0 00O
0 0 00 0O
V1Yo +y2r1 iya+yerp 0 0 0 0O
roy1+1rire Toyr +7m172 0 0 0 O
S + sor1 S +sr1 0 0 0 O
CeoyDB— 2U1 271 2Y1 271
0 0 00 0O
0 0 0 0 0O
0 0 00 0O

De lo cual para que BC' = CB se deben cumplir las siguientes igualdades:

Yir2 = Ya1 (1)

(12)
so(yr +11) = s1(y2 +12) (2)

Ahora como B € A, y A es un dlgebra graduada sobre Zy, entonces se tienen ocho

combinaciones posibles para los valores {y,r, s} y son las siguientes:
{{0,0,0},{0,0,1},{0,1,0},{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0},{1,1,1},{1,0,0}}
E1{0,0,0} cumple las condiciones (12) con todas sus combinaciones, ya que es el cero.

Ahora se mostrard dos a dos cuales elementos cumplen (12) y los que satisfagan esa
condicion serdn los coeficientes para obtener el dlgebra fuertemente conmutativa C'(A)

con la funcion Q).
Coeficiente {0,0,1} = {y1,7r1,51} con {0,1,0} = {ya, 72, $2}

= 0x0=1x%0.
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» 0x(0+0)#1x(140).
Ast, los coeficientes {0,0,1} y {0,1,0} al menos uno no pertenece al centro de A.
Coeficiente {0,1,1} = {y1,r1, 81} con {1,0,1} = {ya, 72, 52}

m 0x0#1x1.
Luego, los coeficientes {0,1,1} y {1,0,1} al menos uno no pertenece al centro de A.
Coeficiente {1,1,0} = {y1,r1,81} con {1,1,1} = {ys, 72, $2}

m 1x1l=1x1.

» 0x(1+1)=1x(1+1).
Entonces, los coeficientes {1,1,0} y {1,1,1} pertenecen al centro de A.

Ahora, se identifica si alguno de los anteriores elementos que no cumplieron (12), lo

cumplen con los candidatos anteriormente escogidos para pertenecer al centro de A.

Coeficiente {1,1,0} = {y1,r1,81} con {0,0,1} = {ys, 12, $2}
s 1x0=0=x1.
« 0% (0+0)=1%(141)

Por lo cual, los coeficientes {0,0, 1} por ahora pertenecen al centro de A, ya que depende
de que {0,1,0} no cumpla (12), con al menos uno de los otros dos candidatos, ya que

no estan en el centro simultaneamente.
Coeficiente {0,1,0} = {y1, 71,51} con {1,1,0} = {ya, 72,52}
s Ox1#1x1.
Por tanto, definitivamente {0,1,0} no pertenece al centro de A.
Coeficiente {0,1,1} = {y1,r1, 81} con {1,0,0} = {ya, 72, $2}
m Ox1#1x1.
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En consecuencia, {0,1,1} no pertenece al centro de A.

Coeficiente {1,0,1} = {y1,r1,81} con {1,1,0} = {ya, 72, $2}
s 1x1#1%0.

De lo cual, {1,0,1} no pertenece al centro de A.

Coeficiente {1,0,0} = {y1,7r1,81} con {1,1,0} = {ya, 72, $2}
s 1x1£1x0.

Entonces, {1,0,0} no pertenece al centro de A.

Ast por los cdlculos anteriores se tiene que el C(A) = @,5 C(A") estd dado por los

siguientes coeficientes:
{{0,0,0} ,{1,1,0},{1,1,1},{0,0,1}}.
De esto se tiene el siguiente resultado.

Resultado 3.3.1. Sea A = @,_, A" con producto e, como se definid en el Ejemplo
3.1.3 con entradas en Zsy. El dlgebra graduada centro de A, C(A) con la funcién @

definida antes para los grados pares es fuertemente conmutativa.

Demostracion.

1. Sean A;, A; € C(A), como estan en el centro de A, entonces

A1 Ay = AyAy, para todo Ay, Ay € C(A).

000O0O0OTG O

000O0O0TG 0
0 00 0 00

0 000O0TG O

2210 00 |ea]l O 0 0 | =

000O0O0OTG O
1 10 1 1 0

000O0O0OTG O

000 0O0O O
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000O0O0

00 00O
1 10 1 10

000O0O0
1 10 ea] 1 10 |=

000O0O0
1 10 1 10

00 00O

000O0O0

000O0O0

000O0O0
1 10 1 10

00 0O0O0
1 10 ea] 1 10 |=

000O0O0
0 00 0 00

00 00O

00 00O

Con estas dos primeras condiciones, C(A) es d

. Sea B € C'(A)" = C(A"), entonces

Q(B) = F(B,B) = Be, B € A%, asi Q(C(A?)) C C(A%).

. Sean B € C(A) y k € Z,, entonces

Q(kB) = F(kB,kB) = k*B? = k*F (B, B) = k*Q(B).

. Sean B,C € C(A), entonces
QB+ C)=F(B+C,B+C)=(B+C)
por otra parte

Q(B)+Q(C)+BeyC=B>+C?+Be,y(C.

Ahora como Bey C =0, para todo B,C € C(A), entonces

0=Q(B+C)=Q(B)+Q(C)+ Be,C.
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00 0O0O0O

000O0O00O0
110 1 10

000O0O00@O0
110 |ea|l 1 10 |=

000O0O0@O0
000 1 10

000O0O00@O0

000O0O00O0

00 0O0O00@O0

000O0O0@O0
110 000

00 0O0O0O
1 10 [ea] 00 0 |=

000O0O00@O0
000 110

000O0O0@O0

000O0O00@ 0

00 0O0O0O

000O0O00O0
110 000

000O0O0@O0
1 10 [ea] 00 0 |=

000O0O00O0
110 1 10

00 0O0O0O

000O0O00@O0

Asi, la derivacion graduada D(X) = U; X sobre el algebra graduada fuertemente con-

mutativa C'(A). Permite identificar a D(X) como una derivacion fuerte. O
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4. CONCLUSIONES

= Fue posible construir un algebra graduada a partir de un algebra no graduada, la

4.1.

cual se presenta en el Ejemplo 3.1.3 y ejemplo 3.2.2. Se doté de una estruc-
tura de algebra de Lie graduada a(Q @ Qv/2, [, ]) usando el Teorema 2.3.1, se
identifica a sl(2,R) como un algebra graduada. Lo anterior con el fin de analizar
las derivaciones sobre estas estructuras, como la derivacion D(X) = U; X dada en
el Ejemplo 3.1.3 y la derivacion ad, vista en el Ejemplo 3.2.1 sobre Q(v/2) y
en el Ejemplo 3.2.2 sobre sl(2,R).

Al estudiar la derivacion D(X) = U; X definida sobre el algebra fuertemente con-
mutativa C'(A) = @;°___ C(A?), permite identificar a D(X) como una derivacion

1=—00

fuerte.

La derivacion adjunta fue una herramienta ttil para llegar a una subalgebra gra-
duada de sl(3,R) en relacion a sl(2,R). asi se obtuvo un algebra graduada via la

adjunta, presentada en el Ejemplo 3.2.2.

Posibles trabajos futuros

Estudiar extensiones de campos para establecer un posible criterio que permita

verlas como algebras graduadas.

Estudiar en general si es posible graduar el algebra si(n,R), para todo n € N, en

particular estudiar sl(2,Z,) con sus respectivos adjuntos.
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