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GLOSARIO Y NOTACIÓN

K[x] Anillo de polinomios con coeficientes en K.

R[x] Anillo de polinomios con coeficientes en R.

M ⊗R N Producto tensor bajo el anillo R entre los módulos M y N .

∆ Grupo abeliano, con función de paridad, es decir que pueda decidir si un elemento

es par o impar, normalmente se puede sustituir por Z.

V =
⊕

i∈∆ V
i Módulo graduado indexado por ∆.

HomR(V,W ) Transformaciones lineales entre V y W módulos bajo la acción del anillo

R.

|v| Grado de un elemento de un módulo graduado.

f j Función j-ésima de una familia de funciones entre módulos graduados o álgebras

graduadas.

|f | Grado de una función.

A =
⊕

i∈∆A
i Álgebra graduada indexada por ∆.

Aα Álgebra que pertenece a la familia de A que se encuentra en la posición α.

|a| Grado de un elemento de un álgebra graduada.

LinR(M ⊗N,Q) Funciones lineales de M ⊗N en Q.

BilR(M,N ;Q) Funciones bilineales de M ×N en Q.

Hom(V, V ) Funciones lineales de V en V puede ser denotada por End(V ).

Q(
√
2) Extensión del campo Q dada por las raíces del polinomio x2 − 2.



[ , ] Corchete de Lie o producto conmutador, se usa también como corchete de Lie

graduado o producto conmutador graduado.

E Usualmente se usa para denotar un álgebra de Lie graduada.

gl(V ) Es el álgebra resultante de aplicar el corchete de Lie graduado a End(V ).

ada Función adjunta de a.

sl(2,R) Álgebra de Lie de matrices de tamaño 2× 2, tal que su traza es cero.

sl(3,R) Álgebra de Lie de matrices de tamaño 3× 3, tal que su traza es cero.

C(A) Centro del álgebra graduada A.

< X > Generado de X.

tr(M) Traza de una matriz M .

Dn×n(R) Álgebra de matrices diagonales de tamaño n× n.



RESUMEN

En este documento inicialmente se introduce los conceptos de módulos, álgebras y ál-

gebras de Lie, enunciando algunas de sus propiedades, con el fin de generalizar estas

definiciones en el sentido graduado, con este propósito se introduce la definición de

módulo graduado, seguidamente se particulariza a la definición de espacio vectorial

graduado para llegar a la definición de álgebra graduada, específicamente álgebras de

Lie graduadas, también se encuentran ejemplos con ciertas construcciones.

Seguidamente se presenta la definición de derivación sin graduar y derivación graduada,

funciones que se aplicarán sobre álgebras graduadas objeto principal de estudio de este

trabajo, con el fin de construir una álgebra graduada a través de una derivación.

Finalmente, se analizan álgebras graduadas sobre campos de característica dos que nos

brindan nuevas definiciones como débil conmutatividad, débil anticonmutatividad, fuer-

te conmutatividad, fuerte anticonmutatividad, derivación débil y derivación fuerte. Una

vez estudiados estos conceptos, se analizan algunas derivaciones sobre estas álgebras y

se revisan sus propiedades.

Palabras Clave: Álgebra graduada, Álgebra de Lie graduada, Derivación.



ABSTRACT

In this document, we start to speak about modules, algebras, and Lie algebras, enun-

ciating some of its properties, with the objective of generalize this definitions on the

subject graduate, so we introduce the definition of graded modules particularizing to

graded vectorial space with the objective of arrive at the definition of graded algebras

specifically graded Lie algebras, examples are found with certain constructions.

Next, the definition of ungraded and graduated derivation is presented, functions ap-

plied to graded algebras that are objects of study of this work with the purpose of build

to graded algebra through a derivation

Finally, graded algebras are analyzed on fields of characteristic two which give us new

definitions how weak commutative, weak anticommutative, strong commutative, strong

anticommutative, weak derivation and strong derivation. Once they studied these con-

cepts, some derivations on these algebras were analyzed and their properties are checked.

Keywords Graduate algebra,Graduate Lie algebra, Derivation



INTRODUCCIÓN

Este documento inicia con algunos preliminares que se relacionan con la definición de

álgebra que es un espacio vectorial sobre un campo K, provisto de una aplicación

bilineal llamada producto. En el desarrollo de este trabajo se pretende construir un

álgebra graduada de tipo ∆ sobre un campo K que es un espacio vectorial graduado

A =
⊕

α∈∆A
α sobre K, al cual se le da una estructura algebraica compatible con su

estructura bajo un producto bilineal tal que AαAβ ⊆ Aα+β para todo α, β ∈ ∆, con ∆

un grupo abeliano.

Esta construcción se realiza a través de una derivación que sobre un álgebra A es un

homomorfismo D : A −→ A tal que D(ab) = D(a)b+ aD(b) para todo a, b ∈ A y en el

caso graduado una derivación graduada sobre un álgebra graduada A es una trans-

formación lineal de grado k tal que D(ab) = D(a)b+ (−1)k|a|aD(b) para todo a, b ∈ A.

Para este fin se estudia el concepto de álgebra de Lie graduada. Particularmente la fun-

ción adjunta se introduce sobre álgebras de Lie graduada. Finalmente exploran álgebras

graduadas sobre campos de característica dos y se introducen los conceptos de débil y

fuerte derivación.

El trabajo de grado está organizado de la siguiente manera:

En el primer capítulo se presentan definiciones sobre módulos y álgebras sin graduar,

como también de funciones bilineales, teniendo en cuenta la definición de módulo y sus

propiedades dadas en [2].

En el segundo capítulo se estudian álgebras graduadas, identificando primero módulos

graduados y sus propiedades dados en [1, 6]. Este último brinda propiedades de álgebras

graduadas sobre campos de característica 2 y a su vez la definición de álegbra de Lie

graduada. Estos son elementos básicos para las construcciones que aquí se presentan.
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En el tercer capítulo se estudia derivación graduada y sin graduar, una vez definidos

se construyen ejemplos y se determinan si algunas de estas derivaciones aplicadas a

álgebras graduadas sobre campos de característica 2 son fuertes o débiles según [6].
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1. PRELIMINARES

En este capítulo se abordan conceptos y propiedades acerca de módulos, álgebras y

algunas funciones especiales que son necesarias para luego introducir estos tópicos a

nivel graduado.

1.1. Módulos

Los módulos se pueden ver como una generalización de espacios vectoriales, ya que en

módulos se define una acción de un anillo R sobre un conjunto, la cual cumple ciertas

propiedades y si R es un campo las propiedades de módulos son las mismas que las de

espacios vectoriales.

Definición 1.1.1. Sea (R,+R, ∗) un anillo (no necesariamente conmutativo ni con 1).

Un R-Módulo a izquierda es un conjunto M junto con

a. Una operación binaria suma (+) en M , con la cual M es un grupo abeliano.

b. Una acción de R en M , esto es

· : R×M −→ M

(r,m) −→ rm

tal que satisface las siguientes condiciones

b.1. (r + s)m = rm+ sm para todo r, s ∈ R y para todo m ∈M .

b.2. (r ∗ s)m = r(sm) para todo r, s ∈ R y para todo m ∈M .

b.3. r(m+ n) = rm+ rn para todo r ∈ R y para todo m,n ∈M .

12



Si el anillo R tiene 1 y cumple la condición adicional b.4 entonces M se llama módulo

unitario

b.4 1m = m para todo M ∈ A.

Análogamente se define un R-Módulo a derecha y además si R es conmutativo se tiene

que M es R-módulo a derecha y a izquierda bajo la acción rm = mr.

en efecto, cumple la condición a de la Definición 1.1.1, por ser R-módulo a izquierda.

b.1 Sean r, s ∈ R y m ∈M , entonces.

m(r + s) = (r + s)m por acción.

= rm+ sm por ser R-módulo a izquierda.

= mr +ms por acción. Así se cumple b.1 de la Definición 1.1.1.

b.2 Sean r, s ∈ R y m ∈M , entonces.

m(r ∗ s) = (r ∗ s)m por acción.

= r(sm) por ser R-módulo a izquierda.

= r(ms) por acción.

= (rm)s por ser R-módulo.

= (mr)s por acción. Así se cumple b.2 de la Definición 1.1.1.

b.3 Sean r ∈ R y m,n ∈M , entonces.

(m+ n)r = r(m+ n) por acción.

= rm+ rn por ser R-módulo a izquierda.

= mr + nr por acción.

Así se cumple b.3 de la Definición 1.1.1 y por tanto se tiene que M es R-módulo a

derecha y a izquierda si R es conmutativo.

Nota Cuando M es un R-módulo a izquierda, se dirá simplemente que M es un

R-módulo. Salvo que se indique lo contrario.

Definición 1.1.2. Sean R un anillo y M un R-módulo. Un R-submódulo de M es un

subgrupo N de M con la suma, el cual es cerrado bajo la acción de R, es decir rn ∈ N

13



para todo r ∈ R y para todo n ∈ N .

Ejemplo 1.1.1. (Z-módulos)

Sean el anillo R = Z y (G,+) un grupo abeliano, se define una acción de Z en G, dada

por:
· : Z×G −→ G

(n, g) −→ ng

ng =



g + g + · · ·+ g︸ ︷︷ ︸
n−veces

si n > 0

0 si n = 0

−g − g − · · · − g︸ ︷︷ ︸
|n|−veces

si n < 0

Esto es una acción de Z sobre G, en efecto

La condición a de la Definición 1.1.1 se cumple pues (G,+) es un grupo abeliano

b.1 Sean r, s ∈ Z y g ∈ G, entonces

rg + sg = g + g + · · ·+ g︸ ︷︷ ︸
r−veces

+ g + g + · · ·+ g︸ ︷︷ ︸
s−veces

.

= g + g + · · ·+ g︸ ︷︷ ︸
r+s−veces

= (r + s)g. Así se cumple b.1 de la Definición 1.1.1.

b.2 Sean r, s ∈ Z y g ∈ G, entonces

(rs)g = g + g + · · ·+ g︸ ︷︷ ︸
rs−veces

.

= sg + sg + · · ·+ sg︸ ︷︷ ︸
r−veces

= r(sg). Así se cumple b.2 de la Definición 1.1.1.

b.3 Sean r ∈ Z y g1, g2 ∈ G, entonces

r(g1 + g2) = g1 + g2 + · · ·+ g1 + g2︸ ︷︷ ︸
r−veces

.

= g1 + g1 + · · ·+ g1︸ ︷︷ ︸
r−veces

+ g2 + g2 + · · ·+ g2︸ ︷︷ ︸
r−veces

= rg1 + rg2, ya que G es un grupo

abeliano. Así se cumple b.3 de la Definición 1.1.1.

14



Esta definición convierte a G en un Z-módulo donde ng es la acción de Z sobre G.

De aquí, si G es abeliano entonces aplicando la acción anterior se convierte en un Z-

módulo y si G es Z-módulo entonces por la condición a de la Definición 1.1.1 G es

abeliano.

Ejemplo 1.1.2. (K[x]-módulo)

Si K es un campo, x una indeterminada, R el anillo de polinomios K[x], V un espacio

vectorial sobre K y T una transformación lineal de V en V . Entonces V es un K[x]-

módulo.

En efecto, como V es un espacio vectorial, entonces V es un K−módulo y por medio

de la transformación lineal T , se obtendrá que V es un V es un K[x]-módulo.

Considerando cualquier polinomio p(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 con ai ∈ K, 0 ≤ i ≤ n

con an ̸= 0. Se define:

• : K[x]× V −→ V

(p(x), v) −→ p(x)v = anT
n(v) + an−1T

n−1(v) + · · ·+ a0I(v)

Se puede probar que si T es transformación lineal, entonces T n es transformación lineal.

Además, esta acción satisface los axiomas de R-módulo puesto que:

a. (V,+) es abeliano porque V es un espacio vectorial sobre K.

b.1 Sean p(x), q(x) ∈ K[x] y v ∈ V , con p(x) = anx
n + · · · + a1x + a0 y an ̸= 0,

q(x) = bmx
m + · · ·+ b1x+ b0 y bm ̸= 0.

Sin perdida de generalidad se puede asumir que n ≥ m, entonces

(p(x) + q(x))v = anT
n(v) + · · ·+ (am + bm)T

m(v) + · · ·+ (a0 + b0)I(v).

= anT
n(v) + · · ·+ a0I(v) + bmT

m(v) + · · ·+ b0I(v).

= p(x)v + q(x)v.

b.2 Sean p(x), q(x) ∈ K[x] y v ∈ V , con p(x) = anx
n + · · · + a1x + a0 y an ̸= 0,

15



q(x) = bmx
m + · · ·+ b1x+ b0 y bm ̸= 0, entonces

(p(x)q(x))v = anbmT
n+m(v) + · · ·+ (

∑
i+j=m aibj)T

m(v) + · · ·+ a0b0I(v).

por otra parte

p(x)(q(x)v) = anT
n(bmT

m(v) + · · ·+ b0I(v)) + · · ·+ a0I(bmT
m(v) + · · ·+ b0I(v)).

= anbmT
n+m(v) + · · ·+ (

∑
i+j=m aibj)T

m(v) + · · ·+ a0b0I(v).

b.3 Sean p(x) ∈ K[x] y v1, v2 ∈ V , con p(x) = anx
n+ · · ·+ a1x+ a0 y an ̸= 0, entonces

p(x)(v1 + v2) = anT
n(v1 + v2) + · · ·+ a0I(v1 + v2).

= anT
n(v1) + · · ·+ a0I(v1) + anT

n(v2) + · · ·+ a0I(v2).

= p(x)v1 + p(x)v2.

Por lo tanto V en un K[x]-módulo, bajo la acción anterior.

Teorema 1.1.1. Sean R un anillo y M un R-módulo. Un subconjunto N de M es

R-submódulo si y solo si

1. N ̸= ∅

2. x+ ry ∈ N para todo x, y ∈ N , y todo r ∈ R.

Demostración.

Si N es un R-submódulo de un R-módulo M , entonces 0 ∈ N , por tanto N ̸= ∅ y

también es cerrado bajo la acción de R. Recíprocamente suponiendo que se cumplen las

condiciones 1 y 2, al considerar r = −1 y x = y, entonces 0 ∈ N y se aplica el criterio

de subgrupos de M . Por último si x = 0 con la segunda hipótesis se obtiene que N es

cerrado bajo la acción de R y por tanto N es un R-submódulo de M .

Ejemplo 1.1.3. Sea el anillo Z y G el grupo abeliano Z8 como se vio en el Ejemplo

1.1.1 G es un Z-módulo.

Ahora sea N = {0, 2, 4, 6} un subconjunto de G, entonces N subgrupo de G, en efecto
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+ 0 2 4 6

0 0 2 4 6

2 2 4 6 0

4 4 6 0 2

6 6 0 2 4

N ̸= ∅ pues N = {0, 2, 4, 6}.

Sea x, y ∈ N y r ∈ Z, entonces

x+ ry = x+ y + y + · · ·+ y︸ ︷︷ ︸
r−veces

∈ N , porque N es cerrado bajo la suma por la tabla

anterior y por lo tanto x+ ry ∈ N .

Así, N es un Z-submódulo de G.

Definición 1.1.3. Sea R un anillo, M y N R-módulos, una función φ :M −→ N es un

homomorfismo entre R-módulos o función lineal entre R-módulos si cumple

φ(x+ y) = φ(x) + φ(y).

φ(rx) = rφ(x).

El conjunto de todos los homomorfismos entre los R-módulos de M en N se denota por

HomR(M,N), cuando M = N , HomR(M,M) será denotado por EndR(M) y se llama

el conjunto de endomorfismos.

Definición 1.1.4. Sea φ : M −→ N es un homomorfismo de R-módulos, se define el

núcleo de φ como el conjunto formado por los elementos m ∈M tales que φ(m) = 0N y

se define la imagen de φ como el conjunto de los elementos n ∈ N tales que φ(m) = n,

para algún m ∈M .

Ejemplo 1.1.4. Sean R un anillo, M = Rn y N = R, la proyección

Πi : Rn −→ R

(x1, x2, · · · , xn) −→ Πi(x1, x2, · · · , xn) = xi

17



es un homomorfismo sobreyectivo con núcleo igual al R-submódulo de n-uplas con la

posición i-ésima igual a cero.

En efecto, sean x, y ∈ Rn, entonces

Πi(x+ y) = xi + yi = Πi(x) + Πi(y) y Πi(rx) = rxi = rΠi(x)

por tanto Πi es homomorfismo.

Además, si z ∈ R, existe x = (x1, · · · , xi−1, z, xi+1, · · · , xn), tal que Πi(x) = z y por

tanto Π es sobreyectiva.

Ahora el núcleo de Πi son los x ∈ Rn tal que Πi(x) = 0, ahora como Πi(x) = xi, para

que sea cero entonces xi = 0 y por tanto con núcleo igual al R-submódulo de n-uplas

con la posición i-ésima igual a cero.

Teorema 1.1.2. Sean R un anillo, M un R-módulo y N un R-submódulo de M , el

grupo cociente M/N puede ser transformado en un R-módulo definiendo una acción de

R dada por
· : R×M/N −→ M/N

(r, x+N) −→ rx+N

Demostración.

El grupo cociente M/N es abeliano y por tanto cumple la condición a de la Definición

1.1.1

b.1 Sean r, s ∈ R y x+N ∈M/N , entonces

(r + s)x+N = (r + s)x+N = (rx+ sx) +N .

Por otra parte rx+N + sx+N = (rx+ sx) +N .

Así cumple b.1 de la Definición 1.1.1.

b.2 Sean r, s ∈ R y x+N ∈M/N , entonces

(rs)x+N = r(sx) +N = r(sx+N) = r(s(x+N)).

Así cumple b.2 de la Definición 1.1.1.
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b.3 Sean r ∈ R y x+N, y +N ∈M/N , entonces

r(x+N + y +N) = r(x+ y) +N = (rx+ ry) +N .

Por otra parte rx+N + ry +N = (rx+ ry) +N .

Así cumple b.3 de la Definición 1.1.1 y por tanto M/N es un R-módulo.

Ejemplo 1.1.5. Como Z es un Z-módulo y 3Z es Z-submódulo de Z, entonces Z/3Z es

un Z-módulo dado por la acción r(x+3Z) = rx+3Z para todo r ∈ Z y x+3Z ∈ Z/3Z.

Definición 1.1.5. La suma de dos R-submódulos N1 y N2 de un módulo M definida

N1+N2 = {n1 + n2 : n1 ∈ N1, n2 ∈ N2} es de nuevo un R-submódulo de M y es el más

pequeño que contiene a N1 y N2.

La suma puede ser extendida a un conjunto finito de submódulos.

Definición 1.1.6. Sea M1, . . . ,Mk una colección de R-módulos. La colección de k-uplas

(m1,m2, . . . ,mk) donde mi ∈Mi y k ∈ N, 1 ≤ i ≤ k, con la adición y la acción de R

· : R× (M1 × · · · ×Mk) −→ (M1 × · · · ×Mk)

(r, (m1, . . . ,mk)) −→ (rm1, . . . , rmk))

es llamado producto directo.

Ejemplo 1.1.6. Se considera Z3 y Z4 dos Z-módulos, el producto directo Z3 × Z4 es

un Z-módulo y su suma esta dada por (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) con a, c ∈ Z3 y

b, d ∈ Z4 y la acción de Z dada por

· : Z× (Z3 × Z4) −→ (Z3 × Z4)

(r, (a, b)) −→ (ra, rb)

Permite identificar el Z-módulo Z3 × Z4.

Definición 1.1.7. Sea M un R-módulo, se dice que M es módulo libre sobre un

conjunto A ⊂M si para todo elemento no cero de M existen únicos elementos
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a1, . . . , an ∈ A y r1, . . . , rn ∈ R tal que x = r1a1 + · · · + rnan, para algún n ∈ Z+. En

este caso se dice que A es una base para M y si R es conmutativo la cardinalidad de

A es llamada rango de M .

1.2. Funciones Bilineales

Las funciones bilineales se usan en geometría para modelar las simetrías de un obje-

to, en álgebra se usan para representar ecuaciones, en análisis sirven para aproximar

localmente funciones. Los productos son funciones bilineales que permiten generar la

estructura de un álgebra.

Definición 1.2.1. Sean M,N módulos sobre un anillo R, δ : M ×M −→ N , es una

función bilineal si satisface:

δ(rm1,m2) = rδ(m1,m2) y δ(m1 + m2,m3) = δ(m1,m3) + δ(m2,m3) para todo

m1,m2,m3 ∈M y r ∈ R.

δ(m1, rm2) = rδ(m1,m2) y δ(m1,m2 + m3) = δ(m1,m2) + δ(m1,m3) para todo

m1,m2,m3 ∈M y r ∈ R.

δ es una función bilineal si es función lineal con respecto a sus dos argumentos.

Ejemplo 1.2.1. Si V = R2 y K = R con v = (x, y), w = (z, t), el producto escalar es

una función bilineal.

δ(v, w) = v • w = xz + yt

En efecto, sean v1 = (x1, y1), v2 = (x2, y2), w1 = (z1, t1), w2 = (z2, t2) ∈ R2 y k ∈ R,

entonces

δ(kv1, w1) = kx1z1 + ky1z1 = kδ(v1, w1).

δ(v1 + v2, w1) = (x1 + x2)z1 + (y1 + y2)t1.

= x1z1 + y1t1 + x2z1 + y2t1 = δ(v1, w1) + δ(v2, w1).
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δ(v1, kw1) = x1kz1 + y1kz1 = k(x1z1 + y1z1) = kδ(v1, w1).

δ(v1, w1 + w2) = x1(z1 + z2) + y1(t1 + t2).

= x1z1 + y1t1 + x1z2 + y1t2 = δ(v1, w1) + δ(v1, w2).

Así, δ es una función bilineal.

1.3. Producto Tensorial

El producto tensorial en módulos surge de la necesidad de extender un R-módulo a un

S-módulo, donde R es un subanillo de S. Lo cual se denotará como S ⊗R N y estará

dado por (S ×N)/H donde H es el subgrupo con elementos de la forma

< (s1 + s2, n)− (s1, n)− (s2, n),

(s, n1 + n2)− (s, n1)− (s, n2),

(rs, n)− (n, rs) >

es llamado producto tensor de S sobre R, donde se consideran las siguientes relaciones:

(s1 + s2)⊗ n = s1 ⊗ n+ s2 ⊗ n

s⊗ (n1 + n2) = s⊗ n1 + s⊗ n2

rs⊗ n = n⊗ rs

Ahora se define el producto tensor de manera general sin depender de que un anillo

este contenido dentro de otro anillo. Para esto se caracterizan las funciones F0 como se

sigue.

Sean R un anillo conmutativo con unidad, M,N R-módulos, se denota F0(M ×N,R)

al conjunto de las funciones f : M ×N −→ R no nulas excepto para un número finito
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de elementos de M ×N . Al definir las funciones

δ(a,b)(m,n) =

 1R si a = m, b = n

0R en otro caso

se tiene que, δ(a,b) ∈ F0(M ×N,R) y el conjunto F0(M ×N,R) está generado por δ(m,n)

en efecto, si h ∈ F0(M ×N,R), entonces h es de la forma

h(x, y) =
∑

(m,n)∈S(h)

h(m,n)δ(m,n)(x, y)

donde S(h) es el subconjunto de M ×N tal que h(m,n) ̸= 0.

Así, F0(M×N,R) es un módulo con la suma usual de funciones y producto por escalar,

el cual es libre sobre el conjunto {δ(m,n) : (m,n) ∈ M × N}. Ahora se considera el

submódulo B de F0(M ×N,R) generado por todos los elementos de F0(M ×N,R) de

los siguientes tipos:

δ(m+m′,n) − δ(m,n) − δ(m′,n),

δ(m,n+n′) − δ(m,n) − δ(m,n′),

rδ(m,n) − δ(rm,n), rδ(m,n) − δ(m,rn)

para todo r ∈ R, m,m′ ∈M y n, n′ ∈ N .

Definición 1.3.1. Se define el Producto tensorial como el módulo

M ⊗R N := F0(M ×N,R)/B

y cada clase cociente δ(m,n) +B se denota por m⊗ n.

Los elementos de m⊗ n generan a M ⊗R N como R-módulo, además por propiedades
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del cociente. 
(m+m′)⊗ n = m⊗ n+m′ ⊗ n (a)

m⊗ (n′ + n) = m⊗ n+m⊗ n′ (b)

r(m⊗ n) = (rm)⊗ n = m⊗ (rn) (c)

(1)

para todo r ∈ R, m,m′ ∈M y n, n′ ∈ N .

De lo cual, todo elemento de M ⊗R N se escribe como:

L∑
i=1

ri(mi ⊗ ni) =
L∑
i=1

m̄i ⊗ ni

donde m̄i = rimi por la propiedad c de (1).

Ejemplo 1.3.1. Sean Z3 y Z5 dos Z-módulos.

Z3 ⊗Z Z5 = 0, en efecto

m⊗ n = (6− 5)(m⊗ n).

= 6(m⊗ n)− 5(m⊗ n).

= (6m⊗ n)− (m⊗ 5n) por item (c) de (1).

= 0− 0 = 0, pues 6 ≡ 0 (mod 3) y 5 ≡ 0 (mod 5).

Ahora, al considerar M,N,Q R-módulos, BilR(M,N ;Q) denota el conjunto de funcio-

nes bilineales de M × N −→ Q, entonces BilR(M,N ;Q) es un grupo abeliano con la

suma de funciones y un R-módulo bajo la acción de R dada por

· : R×BilR(M,N ;Q) −→ Bil(M,N ;Q)

(r, f) −→ rf

en efecto

r′f(rm1 + sm2, n) = r′rf(m1, n) + r′sf(m2, n).

= r(r′f(m1, n)) + s(r′f(m2, n)).
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Análogamente se tiene:

r′f(m, rn1 + sn2) = r(r′f(m,n1)) + s(r′f(m,n2)).

para todo r, r′, s ∈ R, m,m1,m2 ∈M y n, n1, n2 ∈M .

Así rf es bilineal.

Ahora como f(M ×N) es un R-submódulo de Q, entonces se cumplen las propiedades

de R-módulo en f(M ×N) y por tanto BilR(M,N ;Q) es un R-módulo.

Teorema 1.3.1. (Propiedad universal)

Sean M,N,Q R-módulos con R anillo conmutativo con unidad, entonces existe una

única función f̄ R-lineal tal que f̄(m⊗ n) = f̄(Π(m,n)) = f(m,n).

M ×N Π //

f
&&

M ⊗R N

f̄
��
Q

Demostración.

Para garantizar la existencia de la función f̄ se define la función H, extendida mediante

linealidad
H : F0(M ×N,R) −→ Q

δ(m,n) −→ f(m,n)

es decir forma un homomorfismo de R-módulos y se considera el submódulo B de

F0(M × N,R) generado por todos los elementos de F0(M × N,R) de los siguientes

tipos:

δ(m+m′,n) − δ(m,n) − δ(m′,n),

δ(m,n+n′) − δ(m,n) − δ(m,n′),

rδ(m,n) − δ(rm,n), rδ(m,n) − δ(m,rn)

para todo r ∈ R, m,m′ ∈M y n, n′ ∈ N .
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Los elementos de este submódulo B se anulan al aplicar H, puesto que f se bilineal

entonces:

H(δ(m+m′,n) − δ(m,n) − δ(m′,n)) = f(m+m′, n)− f(m,n)− f(m′, n) = 0

H(δ(m,n+n′) − δ(m,n) − δ(m,n′)) = f(m,n+ n′)− f(m,n)− f(m,n′) = 0

H(rδ(m,n) − δ(rm,n)) = rf(m,n)− f(rm, n) = 0

H(rδ(m,n) − δ(m,rn)) = rf(m,n)− f(m, rn) = 0

Lo que induce un homomorfismo f̄ de M ⊗R N en Q tal que f̄(m ⊗ n) = f(m,n) es

decir, f = f̄ ◦ Π. Como Π es una función sobreyectiva y M ⊗R N es generado por los

elementos de la forma m⊗ n se tiene la unicidad de la función f̄ .

Teorema 1.3.2. Sean M,N,Q R-módulos, entonces BilR(M,N ;Q) y

LinR(M ⊗R N,Q) son isomorfos.

Demostración. Usando la propiedad universal expuesta antes se define la función

S : BilR(M,N ;Q) −→LinR(M ⊗R N,Q)

f −→ f̄

tal que f = f̄ ◦ Π, la función S es una función inyectiva, ya que por la propiedad

universal, para cada función bilineal f existe una única función lineal f̄ .

La sobreyectividad, se garantiza porque si g ∈ LinR(M⊗RN,Q), se tiene que la función

f = g ◦ Π ∈ BilR(M,N ;Q), en efecto S(g) = f y si m1,m2 ∈ M , n1, n2 ∈ N y r ∈ R,

entonces

f(m1 +m2, n1) = g((m1 +m2)⊗ n1) = g(m1 ⊗ n+m2 ⊗ n1).

= g(m1 ⊗ n1) + g(m2 ⊗ n1). Por linealidad de g.

= f(m1, n1) + f(m2, n1).

También f(rm1, n1) = g(r(m1 ⊗ n1)) = g(r(m1 ⊗ n1)) = rg(m1 ⊗ n1) = rf(m1, n1).
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Análogamente se obtiene que:

f(m1, n1 + n2) = f(m1, n1) + f(m1, n2) y f(m1, rn1) = rf(m1, n1).

En consecuencia existe una función f bilineal que es preimagen de una función g lineal,

más aún S es un homomorfimso de R−módulos.

1.4. Álgebras

En esta sección se estudia como construir un álgebra de Lie a partir de un álgebra aso-

ciativa, para la posterior construcción de ejemplos a los cuales se aplica una derivación.

Definición 1.4.1. Se define un álgebra como un espacio vectorial sobre un campo K,

provisto de una aplicación bilineal llamada producto definido de la siguiente manera:

· : A× A −→ A

(a, b) −→ ab

Si para todo a, b, c ∈ A se cumple que (ab)c = a(bc), se dice que A es un álgebra

asociativa.

Ejemplo 1.4.1. Considerando R como espacio vectorial sobre R, se tiene que R es

un álgebra, en efecto, sean a, b ∈ R, entonces ab ∈ R para todo a, b ∈ R, así R es un

álgebra.

Ejemplo 1.4.2. Considerando el conjunto de matrices diagonales de orden n denotadas

por Dn×n(R), como espacio vectorial sobre R, se tiene que Dn×n(R) es un álgebra, en

efecto, sean A,B ∈ Dn×n(R), entonces AB ∈ Dn×n(R) para todo A,B ∈ Dn×n(R), por

tanto Dn×n(R) es un álgebra.

Ejemplo 1.4.3. Considerando R[x] como espacio vectorial sobre R, se tiene que R[x],

es un álgebra, en efecto si p(x), q(x) ∈ R[x], entonces p(x)q(x) ∈ R[x], por lo tanto R[x]

es un álgebra.

Según las notas de álgebra de Lie [8]:
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Definición 1.4.2. Sea A un álgebra, si cumple:

(i) aa = 0. Para todo a ∈ A.

(ii) (ab)c + (bc)a + (ca)b = 0. Para todo a, b, c ∈ A, conocida como la identidad de

Jacobi.

Se dice que A es un álgebra de Lie.

De (i) se tiene que xy = −yx. Haciendo a = x+ y conocida como anticonmutatividad.

En efecto

(x+ y)(x+ y) = xx+ xy + yx+ yy = 0.

(x+ y)(x+ y) = xy + yx = 0.

Luego xy = −yx.

Teorema 1.4.1. Sea A un álgebra asociativa, al definir una nueva operación

[ , ] : A× A −→ A

(a, b) −→ [a, b] = ab− ba

conocido como corchete de Lie o conmutador, entonces (A, [ , ]) es un álgebra de

Lie.

Demostración.

Se verifica la definición anterior:

(i) Sea a ∈ A, entonces [a, a] = aa− aa = 0.

(ii) se tiene que [[a, b], c] = [ab− ba, c] = abc− cab− bac+ cba.

Similarmente se tiene que:

[[b, c], a] = bca− abc+ acb− cba y [[c, a], b] = cab− bca− acb+ bac.

Así sumando los términos [[a, b], c] + [[b, c], a] + [[c, a], b] = 0 y por tanto se cumple (ii).
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Ejemplo 1.4.4. Considerando el álgebra asociativa Dn×n(R) con el producto conmuta-

dor del Teorema 1.4.1, se obtiene que (Dn×n(R), [ , ]) es un álgebra de Lie.
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2. MÓDULOS Y ÁLGEBRAS GRADUADAS

En este capítulo se presenta la construcción de la definición de álgebra graduada, que es

uno de los principales objetos de estudio de este trabajo. Luego, se estudian conceptos

sobre álgebras de Lie graduada y álgebras graduadas sobre campos de característica

dos, identificando algunos ejemplos.

2.1. Módulos graduados

Se inicia con la definición de módulo graduado según [1] y [6] con el fin de consolidar

ideas básicas en términos de graduaciones.

Definición 2.1.1. Sea ∆ un grupo abeliano, un módulo graduado V de tipo ∆, es

una familia {V i}i∈∆ de módulos sobre un anillo R, es decir V i es un R-módulo para

todo i ∈ ∆, bajo la indexación de ∆ se tiene V =
⊕

i∈∆ V
i. Se dice que un elemento es

de grado i si v ∈ V i y se puede denotar por |v| = i.

Un módulo graduado de tipo Z2, es un súper módulo graduado.

Ejemplo 2.1.1. Sea M un módulo graduado tipo Z, esto es M =
⊕

i∈ZM
i, esto induce

una Z2 graduación dada por M0 =
⊕

i∈2ZM
i y M1 =

⊕
i∈2Z+1M

i, así M =M0
⊕

M1.

Ejemplo 2.1.2. Al considerar el conjunto Zi = {a + bi : a, b ∈ Z}, se puede escribir

Zi = Z
⊕

Zi, así se tiene un súper módulo graduado, donde

(Zi)0 = Z y (Zi)1 = Zi.

Definición 2.1.2. Sean V,W módulos graduados de tipo ∆. Se dice que W es un

submódulo graduado de tipo ∆ de V si W i ⊆ V i para todo i ∈ ∆.
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Ejemplo 2.1.3. Al considerar el conjunto de 2Zi = {2a + 2bi : a, b ∈ Z}, se puede

escribir 2Zi = 2Z
⊕

2Zi, entonces (2Zi)0 = 2Z ⊆ Z = (Zi)0 y (2Zi)1 = 2Zi ⊆ Zi =

(Zi)1, así 2Zi es un submódulo graduado de Zi bajo el anillo Z.

Definición 2.1.3. Sean V un módulo graduado de tipo ∆ y W un submódulo graduado

de V , entonces el cociente graduado estará dado por la familia V/W = {V i/W i}i∈∆
para todo i ∈ ∆.

Ejemplo 2.1.4. Haciendo el cociente entre Zi y 2Zi se tiene el módulo graduado

(Z2)i = Z2

⊕
Z2i, con [(Z2)i]

0 = Z/2Z y [(Z2)i]
1 = Zi/2Zi.

Definición 2.1.4. Un módulo graduado V de tipo ∆ es libre si cada V i es un módulo

libre para todo i ∈ ∆. En este caso la unión disyunta de bases de V i es llamada base

para V .

Definición 2.1.5. Sean V , W módulos graduados de tipo ∆ sobre una anillo R, enton-

ces una función lineal de grado i es una familia de funciones lineales de módulos:

{f j : V j −→ W j+i}

El conjunto de funciones lineales de grado i, con operación binaria la suma de funciones

y acción dada por (r, f) 7→ r(f(m)) es un módulo, así se obtiene el módulo graduado

cuyos elementos son funciones lineales de todos los grados es decir
⊕

i∈∆(Hom(V,W ))i

el cual se nota Hom(V,W ).

Para el caso que V y W sean módulos de tipo Z se puede representar una función lineal

de grado i por medio del siguiente gráfico:

f : V =

��

· · · V j

fj

""

V j+1

fj+1

$$

V j+2

fj+2

%%

· · ·

W = · · · W j+i W j+1+i W j+2+i · · ·

Ejemplo 2.1.5. Si se considera el módulo graduado Zi = Z
⊕

Zi de tipo Z2 y la función
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lineal
f : Zi −→ Zi

x −→ f(x) = xi

entonces f es una función lineal de grado 1, pues

f : Zi =

��

Z

f0 ��

Zi
f1

��
Zi = Zi Z

Definición 2.1.6. Sea φ : V −→ W una función lineal de grado i entre módulos

graduados de tipo ∆. Se define el núcleo de φ como el conjunto de los elementos de V

tales que φ(v) = 0W , ahora como φ es una familia de funciones φ = {φi}i∈∆ entonces se

induce una familia de núcleos donde (kerφ)i = kerφi, para i ∈ ∆. Se define la imagen

de φ como el conjunto de todos los w ∈ W tal que φ(v) = w para algún v ∈ V , ahora

como φ es una familia de funciones, entonces se induce una familia de imágenes donde

(imφ)j = imφj−i, ya que φj−i(V j−i) ⊆ W j además se tiene que el núcleo de φ es un

submódulo de V y la imagen de φ es un submódulo de W .

Definición 2.1.7. El producto tensor de dos módulos graduados de tipo ∆, V y W

se denota por V ⊗W es definido por (V ⊗W )i =
⊕

j+k=i V
j ⊗W k.

Ejemplo 2.1.6. Si M = M0
⊕

M1 y N = N0
⊕

N1 son súper módulos entonces el

producto tensorial también lo es, pues

M ⊗N = (M ⊗N)0
⊕

(M ⊗N)1. Donde.

(M ⊗N)0 =M0 ⊗N0
⊕

M1 ⊗N1.

(M ⊗N)1 =M0 ⊗N1
⊕

M1 ⊗N0.

Por otra parte, si f : V −→ V ′ y g : W −→ W ′ son funciones lineales de grado p y q

respectivamente, entonces

f ⊗ g : V ⊗W −→ V ′ ⊗W ′

(v ⊗ w) −→ (−1)|v||g|f(v)⊗ g(w)
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es una función lineal de grado p+q. En efecto, si v⊗w ∈ (V ⊗W )i =
⊕

n+m=i V
n⊗Wm

como f de grado p y g de grado q, entonces (f ⊗ g)(v ⊗ w) = (−1)|v||g|f(v)⊗ g(w) con

f(v) ∈ V n+p y g(w) ∈ Wm+q, así f(v)⊗ g(w) ∈ (V ⊗W )i+(p+q). Por lo tanto f ⊗ g es

de grado p+ q.

Definición 2.1.8. Un diferencial en un módulo graduado de tipo Z, V = {V i}i∈Z
es una función lineal de grado i tal que d ◦ d = 0 y el par (V, d) es llamando módulo

graduado diferencial de tipo Z. El módulo graduado cociente H(V, d) = Kerd/Imd,

donde Hn(V, d) = Kerdn/Imdn−1 es la cohomología de V . A menudo se simplifica

por H(V ).

d ◦ d : · · · V n

dn

##

V n+1

dn+1

$$

V n+2

dn+2

$$

· · ·

· · · V n+1

dn+1◦dn

$$

V n+2

dn+2◦dn+1

$$

V n+3

dn+3◦dn+2

$$

· · ·

· · · V n+2 V n+3 V n+4 · · ·

Un morfismo de módulos graduados diferenciales de tipo Z, φ : (V, dV ) −→ (W,dW ) es

una función lineal de grado cero φ :M −→ N que satisface φ ◦ dW = dV ◦ φ.

· · · // V i div //

φi

��

V i+1 di+1
v //

φi+1

��

V i+2 //

φi+2

��

· · ·

· · · //W i
diW //W i+1 di+1

v //W i+2 // · · ·

más generalmente diW ◦ φi = φi+1 ◦ diV para todo i ∈ ∆.

Teorema 2.1.1. Sean (V, dV ) y (W,dW ) módulos graduados diferenciales de tipo Z,

entonces Hom(V,W ) y V ⊗W son módulos diferenciales graduados. Dados por

d(f) = d ◦ f − (−1)|f |f ◦ d, para f ∈ Hom(V,W ) y

d(v ⊗ w) = d(v)⊗ w + (−1)|v|v ⊗ d(w) para v ∈ V y w ∈ W

Demostración.
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Para el módulo Hom(V,W ), se tiene que d(d(f)) = d(d ◦ f − (−1)|f |f ◦ d), si se denota

η = |d ◦ f − (−1)|f |f ◦ d|.

d(d(f)) = d ◦ (d ◦ f − (−1)|f |f ◦ d)− (−1)η(d ◦ f − (−1)|f |f ◦ d) ◦ d.

= d ◦ d ◦ f − (−1)|f |d ◦ f ◦ d− (−1)η(d ◦ f ◦ d− (−1)|f |f ◦ d ◦ d).

= −(−1)|f |d ◦ f ◦ d− (−1)ηd ◦ f ◦ d pues d ◦ d = 0. Además, η = |f |+1, pues

d ◦ f es de grado |f |+ 1.

Si |f | es par, entonces d(d(f)) = −d ◦ f ◦ d + d ◦ f ◦ d = 0. Si |f | es impar, entonces

d(d(f)) = d ◦ f ◦ d− d ◦ f ◦ d = 0.

Por tanto, d es diferencial sobre Hom(V,W ).

Por otra parte:

d(d(v ⊗ w)) = d(d(v)⊗ w + (−1)|v|v ⊗ d(w)).

= d(d(v))⊗w+(−1)|d(v)|d(v)⊗d(w)+(−1)|v|(d(v)⊗d(w)+(−1)vv⊗d(d(w))).

= (−1)|v|+1d(v)⊗ d(w) + (−1)|v|d(v)⊗ d(w) = 0.

la última igualdad se tiene, ya que d ◦ d = 0. Por lo tanto d es diferencial sobre V ⊗W .

2.2. Álgebra graduada

Para presentar el concepto de álgebra graduada tomando como referencias [1] y [6],

primero se identifica el concepto de espacio vectorial graduado que es un caso particular

de módulos graduados sobre un campo K, así un espacio vectorial graduado V de tipo

∆ sobre el campo K es una familia de espacios vectoriales {V α}α∈∆ cada uno sobre

el campo K bajo la indexación de ∆, tal que V es la suma directa de dicha familia.
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Los elementos de V α son llamados homogéneos de grado α. Un subespacio vectorial

graduado de V es la suma directa de subespacios Wα, tales que Wα ⊆ V α para todo

α ∈ ∆.

Ahora una función lineal f de un espacio vectorial graduado V =
⊕

α∈∆ V
α en el espacio

vectorial graduado W =
⊕

α∈∆W
α se dice homogénea de grado β si para cada α ∈ ∆

se tiene f(V α) ⊆ Wα+β; cuando esto sucede el núcleo (Respectivamente imagen) es un

subespacio vectorial graduado de V (Respectivamente de W ).

Para definir el concepto de álgebra graduada necesitamos de un grupo abeliano ∆ que

tenga un homomorfismo

ψ : ∆ −→ Z2

x −→ ψ(x) =

 0, si x par

1, si x impar

de paridad, tales que los elementos de ψ−1(0) son llamados los elementos pares y ψ−1(1)

son los llamados los elementos impares. En particular para los grupos Z y Zn, con n

par, al considerar el homomorfimo ψ tal que ψ(1∆) = 1Z2 , entonces la paridad Z es la

usual y para Zn la paridad está dada por la paridad (usual) del residuo, en efecto:

para n = 2k, con k ∈ Z, se tiene que Zn = {0, 1, 2, 3, . . . , 2k − 1} y se define la

función ψ : Zn −→ Z2, donde ψ(0) = 0, ψ(1) = 1, ψ(2) = 0,. . . ,ψ(2k − 1) = 1. Sean

a, b ∈ Zn, si a, b son pares, entonces a = 2x y b = 2y, para algunos x, y enteros, entonces

a ≡ 2x mod 2k y b ≡ 2y mod 2k, entonces a + b ≡ 2(x + y)mod 2k, así ψ(a + b) = 0 y

ψ(a) + ψ(b) = 0 + 0 = 0. Análogamente, para a, b impares y a, b de paridad distinta se

obtiene el resultado y por tanto ψ es un homomorfismo de paridad sobre Zn.

Ahora surge la pregunta ¿porque para los impares no funciona el homomorfismo de

paridad ψ? Por ejemplo para Z3 = {0, 1, 2} con función de paridad ψ(0) = 0, ψ(1) = 1

y ψ(2) = 0, por una parte ψ(2+2) = ψ(4) = ψ(1) = 1 y por otra parte ψ(2)+ψ(2) = 0,

así ψ no es un homomorfismo de paridad sobre Z3 y en general sobre Zn con n impar.
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Los ejemplos que se analizarán en el siguiente capítulo, están graduados sobre alguno

de estos grupos abelianos anteriormente mencionados.

Definición 2.2.1. Un álgebra graduada de tipo ∆ sobre un campo K es un espacio

vectorial graduado A =
⊕

α∈∆A
α sobre K, al cual se le da una estructura algebraica

compatible con su estructura bajo un producto bilineal

· : A× A −→ A

(a, b) −→ ab

tal que AαAβ ⊆ Aα+β para todo α, β ∈ ∆.

Nota Un álgebra graduada de tipo Z2, sobre un campo K se dice que es una súper

álgebra [3]. Un morfismo de álgebras graduadas φ : A −→ B es una función lineal de

grado cero tal que φ(xy) = φ(x)φ(y).

Definición 2.2.2. Un álgebra graduada de tipo ∆ sobre un campo K se dice concen-

trada en grado cero, si A0 = A y Ai = 0, para todo i ∈ ∆− {0}.

Definición 2.2.3. Un álgebra graduada asociativa es un álgebra graduada de tipo

∆ sobre un campo K, que satisface la condición (ab)c = a(bc) para todo a, b, c ∈ A.

Sean V =
⊕

α∈∆ V
α un espacio vectorial graduado de tipo ∆ sobre un campo K y f, g

funciones lineales de grado α y β respectivamente, entonces f ◦ g es una función lineal

de grado α+β, pues si w ∈ V i entonces f ◦g(w) = f(g(w)) ∈ V i+(α+β). Así se tiene que

Hom(V, V ) es un álgebra graduada asociativa de tipo ∆ sobre un campo K denotada

por End(V ).

Ejemplos 2.2.1.

Al identificar los números complejos C = R
⊕

Ri, y considerar A0 = R y A1 = Ri,

entonces C es un módulo de tipo Z2 graduado. A continuación se verifica que C

es un álgebra graduada sobre Q.

Si A0 = R y A1 = Ri, entonces:
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A0A1 := {abi : a, b ∈ R} = A1 ⊆ A1+0. Por otra parte:

A1A1 := {(ai)(bi) : a, b ∈ R} = A0 ⊆ A1+1.

Así finalmente se tiene que C es un álgebra graduada de tipo Z2 sobre Q.

Un ejemplo de subálgebra graduada. Sea B = B0
⊕

B1, donde B0 = Q y B1 = Qi,

se puede comprobar que B es cerrado bajo el producto, además B0 = Q ⊆ R = A0

y B1 = Qi ⊆ Ri = A1.

Así finalmente se tiene que B es subálgebra graduada de C sobre Q.

Se pueden construir álgebras graduadas con las extensiones de campo de Q. Por

ejemplo Q(
√
2) = Q

⊕
Q
√
2 es graduado sobre Q, haciendo un proceso similar al

de C = R
⊕

Ri.

Definición 2.2.4. Sea A un álgebra graduada de tipo ∆ sobre un campo de caracterís-

tica distinta de dos y con función de paridad ψ, se dice que A es conmutativa si para

cada par de elementos homogéneos x ∈ Aα y y ∈ Aβ se cumple que xy = (−1)ψ(x)ψ(y)yx.

Definición 2.2.5. Sea A un álgebra graduada de tipo ∆ sobre un campo de carac-

terística distinta de dos, y con función de paridad ψ, se dice que A es anticonmu-

tativa si para cada par de elementos homogéneos x ∈ Aα y y ∈ Aβ se cumple que

xy = −(−1)ψ(α)ψ(β)yx.

La clásica notación de conmutatividad y anticonmutatividad son obtenidas tomando ψ

trivial esto es ψ(∆) = 0. Si ∆ es el grupo aditivo de los números enteros y la función de

paridad es la función canónica caracterizada por ψ(0Z) = 0Z2 , ψ(1Z) = 1Z2 , se tiene que

para x ∈ Aα y y ∈ Aβ, (−1)ψ(α)ψ(β) = (−1)αβ; por abuso de notación en este documento

se escribe (−1)αβ en general para ∆ y ψ, así (−1)αβ = −1 si ambos α y β son impares,

en otro caso (−1)αβ = 1. Además, se considera Z como una grupo conmutativo con

paridad la función canónica.

Sea A un álgebra graduada de tipo ∆. Un A-módulo (a izquierda) es un módulo gra-

duado M de tipo ∆ junto con una acción de A, definida por A ×M −→ M tal que
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(x,m) −→ xm.

Sea A un álgebra conmutativa de tipo ∆ y M,N A-módulos de tipo ∆. Una función

A-lineal de grado i, es una función lineal f : M −→ N de grado i como módulos, tal

que f(xm) = (−1)i|x|xf(m), para elementos homogéneos x ∈ A y m ∈M .

Estas funciones A-lineales forman un submódulo graduado de módulo Hom(M,N) y

se notan por HomA(M,N), puesto que (HomA(M,N))i ⊆ (Hom(M,N))i

A continuación se observa que HomA(M,N) es un A-módulo con la acción:

(xf)(m) = (−1)|x||f |f(xm)

En efecto, como f es función A-lineal: Si x, y ∈ A y f ∈ HomA(M,N), entonces

[(x+ y)f ](m) = [xf + yf ]f(m).

= [xf ](m) + [yf ](m).

= (−1)|x||f |f(xm) + (−1)|y||f |f(ym).

Además, (xy)f(m) = (−1)|xy|f(xym) = (−1)|x|+|y|f(xym). Por otra parte

x(yf)(m) = x(−1)|y|f(ym) = (−1)|x|(−1)|y|f(xym) = (−1)|x|+|y|f(xym).

Sea x ∈ A y f, g ∈ HomA(M,N) con |f | = |g|, entonces

(x(f + g)(m)) = x(f + g)(m) = (−1)|x||f+g|(f + g)(xm) = (−1)|x||f |[f(xm) + g(xm)].

por otra parte

xf(m) + xg(m) = (−1)|x||f |f(xm) + (−1)|x||g|g(xm).

= (−1)|x||f |[f(xm) + g(xm)].

Por lo tanto HomA(M,N) es un A- módulo.
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2.3. Álgebra de Lie graduada

Esta sección trata acerca de álgebras de Lie graduadas y de su construcción, ya que en

estas álgebras se basan las construcciones de los ejemplos de derivaciones por medio de

la función adjunta de la cual se tratará más adelante.

Definición 2.3.1. Un álgebra de Lie graduada de tipo ∆ sobre un campo K de

característica distinta de dos, es un espacio vectorial graduado E =
⊕

α∈∆E
α sobre K

junto a una función bilineal

[ , ] : E × E −→ E

(a, b) −→ [a, b]

la cual satisface las siguientes condiciones:

1. [Eα, Eβ] ⊆ Eα+β, para α, β ∈ ∆.

2. Si a ∈ Eα y b ∈ Eβ, entonces [a, b] = −(−1)αβ[b, a].

3. Si a ∈ Eα, b ∈ Eβ y c ∈ Eγ, entonces

(−1)αγ[[a, b], c] + (−1)βα[[b, c], a] + (−1)γβ[[c, a], b] = 0.

El producto conmutador se define sobre un álgebra asociativa (sin graduar) para darle

estructura de álgebra de Lie como se vio en el Teorema 1.4.1, de manera similar se

obtiene el siguiente teorema para álgebras graduadas asociativas, al tomar un producto

conmutador graduado.

Teorema 2.3.1. Sea A =
⊕

αA
α un álgebra graduada asociativa. El espacio vectorial

graduado subyacente de A con el producto definido por [a, b] = ab − (−1)αβba para

a ∈ Aα, b ∈ Aβ, es un álgebra de Lie graduada.

Demostración.

1. Sean a ∈ Aα y b ∈ Aβ, entonces [a, b] = ab − (−1)αβba, ahora como A es álgebra

graduada entonces ab y ba ∈ Aα+β y por la cerradura de la suma [Aα, Aβ] ⊆ Aα+β.

2. Sean a ∈ Aα, b ∈ Aβ, luego [b, a] = ba− (−1)αβab, así
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−(−1)αβ[b, a] = −(−1)αβ(ba− (−1)αβab).

= −(−1)αβba+ (−1)(αβ)(−1)(αβ)ab.

= ab− (−1)αβba.

= [a, b].

3. Se inicia calculando (−1)αγ[[a, b], c], esto es

(−1)αγ[[a, b], c] = (−1)αγ[ab− (−1)αβba, c].

= (−1)αγ([ab, c]− (−1)αβ[ba, c]).

= (−1)αγabc− (−1)βγcab− (−1)αβ+αγbac+ (−1)αβ+γβcba. Similarmente

se obtiene:

(−1)βα[[b, c], a] = (−1)αβbca− (−1)αγabc− (−1)βγ+αβcba+ (−1)αβ+βαacb.

(−1)γα[[c, a], b] = (−1)γβcab− (−1)αβbca− (−1)αβ+γβacb+(−1)αγ+αβbac. Así sumando

las expresiones anteriores (−1)αγ[[a, b], c]+(−1)βα[[b, c], a]+(−1)γβ[[c, a], b] = 0 se tiene

que se cumple 3.

Como ejemplo particular sea V =
⊕

α V
α un espacio vectorial graduado. Como se vio

antes End(V ) tiene una estructura de álgebra graduada asociativa con la composición

de funciones, aplicando el Teorema 2.3.1 a esta estructura, se obtiene el álgebra de

Lie graduada derivada de End(V ), es denotado por gl(V ) =
⊕

glα(V ).

Note que si f, g son endomorfismos de V de grado impar, entonces [f, g] = f ◦ g+ g ◦ f ;

así que este caso [f, g] no es similar al caso de álgebras de Lie sin graduar, ya que en

álgebras de Lie sin graduar se tiene que [f, g] = f ◦ g − g ◦ f .

2.4. Álgebras graduadas sobre campos de característica dos

El concepto de álgebra graduada que se presentó en la Definición 2.2.1 sobre campos

de característica dos no cambia, pero se puede observar que se debe ajustar la defini-

ción de conmutatividad y anticonmutatividad, ya que toda álgebra conmutativa va a
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ser anticonmutativa y viceversa, ya que 1 ≡ −1 mod 2, por eso se introducen concep-

tos de débil conmutatividad, débil anticonmutatividad, fuerte conmutatividad y fuerte

anticonmutatividad.

Definición 2.4.1. Un álgebra graduada es llamada débilmente conmutativa si

ab = ba para todo a, b ∈ A y aa = 0 para todo a ∈ Aα y α impar; un álgebra es llamada

débilmente anticonmutativa si ab = ba para todo a, b ∈ A y aa = 0 para todo a ∈ Aα

y α par.

Definición 2.4.2. Un álgebra graduada fuertemente conmutativa es un álgebra

graduada sobre un campo K de característica 2 en la cual además del producto bilineal

se define una función
Q : A′ −→ A

a −→ Q[a]

donde A′ =
⊕

α∈P A
α y Ā =

⊕
α∈I A

α, donde P son los elementos pares de ∆ e I son

los elementos impares de ∆ que satisface:



1. ab = ba para todo a, b ∈ A.

2. aa = 0 para todo a ∈ Aα y α impar.

3. Q[Aα] ⊆ A2α para α par.

4. Q[ka] = k2Q[a] para k ∈ K , a ∈ A′.

5. Q[a+ b] = Q[a] +Q[b] + ab para todo a, b ∈ A′.

(2)

De manera análoga se define fuertemente anticonmutativa cambiando en (2) la

condición 2 por α par la condición 3 por α impar y las condiciones 4 y 5 reemplazar

A′ por Ā.

De la condición 5. con a = b se tiene que aa = Q[2a]+2Q[a] = 0 para a ∈ A′. En efecto

Q[a+ a] = Q[a] +Q[a] + aa. Por (2)

Q[0] = aa. Pues K es de característica 2.

Por otra parte por la propiedad 4 de (2), si w ∈ A′, entonces Q[0w] = Q[0] = 0.
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Por tanto, aa = Q[2a] + 2Q[a] = 0.

También, de manera similar se satisface aa = Q[2a] + 2Q[a] = 0 para a ∈ Ā.

En el siguiente capítulo se ofrecen algunos ejemplos al respecto de estas últimas defini-

ciones.
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3. DERIVACIONES

Las derivaciones son funciones importantes por sus diversas aplicaciones, una de ellas es

para calcular máximos y mínimos de funciones, tanto en una variable como en multiva-

riable, sin embargo en este capitulo, se toman en consideración derivaciones aplicados

principalmente a álgebras graduadas y sus propiedades, las cuales son una generaliza-

ción de las derivadas.

3.1. Derivación sin graduar y graduada

En esta sección se definen las derivaciones, sus propiedades principales, así en base a

estas funciones se construyen álgebras graduadas para aplicar estas derivaciones y se

intenta generalizar una derivación en una derivación graduada.

Según las notas de álgebra de Lie [8]:

Definición 3.1.1. Sea A un álgebra. Una derivación es un homomorfismo

D : A −→ A tal que

D(ab) = D(a)b+ aD(b) (3)

Para todo a, b ∈ A

Ejemplo 3.1.1. Sea F el conjunto de las funciones diferenciales en R, F es un álgebra

con el producto de funciones ya que satisface la Definición 1.4.1. Aplicando

D : F −→ F

f −→ f ′

es una derivación, pues satisface (3).
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Ejemplo 3.1.2. Sea R[x] el álgebra con el producto de polinomios, aplicando

D : R[x] −→ R[x]

q(x) −→ q′(x)

es una derivación, ya que satisface (3).

Definición 3.1.2. Sea A un álgebra graduada. Una derivación graduada es una

transformación lineal de grado k tal que

D(ab) = D(a)b+ (−1)k|a|aD(b) (4)

Para todo a, b ∈ A.

Ejemplo 3.1.3. El objetivo de este ejemplo es construir un álgebra graduada mediante

un álgebra sin graduar y además construir una derivación graduada en base de una

derivación sin graduar.

En este ejemplo se considera el subconjunto A de matrices cuadradas de orden 3 con

entradas reales (ver [5] )

A =




y y 0

n n 0

r r 0

 : r, n, y ∈ R


Este conjunto es un álgebra bajo el producto usual de matrices, en efecto

Sean A0, A1 ∈ A, con A0 =


y0 y0 0

n0 n0 0

r0 r0 0

 y A1 =


y1 y1 0

n1 n1 0

r1 r1 0


con yi, ni, ri ∈ R, i = {0, 1}, entonces
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A0A1 =


y0y1 + y0n1 y0y1 + y0n1 0

n0y1 + n0n1 n0y1 + n0n1 0

r0y1 + r0n1 r0y1 + r0n1 0


es decir, A0A1 ∈ A, por lo tanto es cerrado bajo el producto usual de matrices.

Ahora se considera el elemento

U =


a b c

−a −b −c

e f g


el cual satisface XU = 0 y UX ∈ A para todo X ∈ A en efecto:

Sea X =


y y 0

n n 0

r r 0

, entonces

XU =


y y 0

n n 0

r r 0




a b c

−a −b −c

e f g

 =


ya− ya yb− yb 0

na− na nb− nb 0

ra− ra rb− rb 0

 =


0 0 0

0 0 0

0 0 0

 (∗)

por lo anterior se define la función D : A −→ A dada por

D(X) = UX =


ay + bn+ cr ay + bn+ cr 0

−ay − bn− cr −ay − bn− cr 0

ey + fn+ gr ey + fn+ gr 0


que satisface (3), en efecto

Sean X, Y ∈ A, entonces D(X + Y ) = U(X + Y ) = U(X) + U(Y ), para todo

X, Y ∈ A.

Sean X ∈ A, α ∈ R, entonces D(αX) = U(αX) = αUX = αD(X) para todo
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X ∈ A, α ∈ R.

Sean X, Y ∈ A, inicialmente D(XY ) = UXY .

Luego D(X)Y +XD(Y ) = UXY + (XU)Y = UXY , por (∗).

Para pasar al caso graduado se define la siguiente estructura, sea A =
⊕

i∈ZA
i, donde

Ai =




0 0 0

0 0 0

0 0 0




para los i < 3 y

Ai =





y y 0 0 0 . . . 0

n n 0 0 0 . . . 0

r r 0 0 0 . . . 0

0 0 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
... . . .

...

0 0 0 0 0 . . . 0


i×i

: y, n, r ∈ R


para i ≥ 3.

Sea B ∈ Ai, C ∈ Aj con i ≥ j entonces C será representado en Ai completando con

ceros y se efectúa la suma componente a componente, es decir B +A C ∈ Ai.

Sea B ∈ Ai, C ∈ Aj con i < j entonces B será representado en Aj completando con

ceros y se efectúa la suma componente a componente, es decir B +A C ∈ Aj.

Sea B ∈ Ai, C ∈ Aj con i ≥ j entonces C será representado en Ai completando con

ceros y se efectúa el producto usual de matrices y luego se representa en Ai+j, es decir

B •A C ∈ Ai+j.

Sea B ∈ Ai, C ∈ Aj con i < j entonces B será representado en Aj completando con
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ceros y se efectúa el producto usual de matrices y luego se representa en Ai+j, es decir

B •A C ∈ Ai+j.

Se identifica que cada Ai es un espacio vectorial sobre R, pues cada Ai cumple con la

definición de espacio vectorial con la suma +A y producto por escalar usual de matrices.

Ahora como Ai •A Aj ⊆ Ai+j, se tiene que A es un álgebra graduada sobre R.

Además se observa que el unitario a derecha para A3 es el elemento

I3 =


1 1 0

0 0 0

0 0 0



Sea X =


y y 0

n n 0

r r 0

, entonces

XI3 =


y y 0

n n 0

r r 0




1 1 0

0 0 0

0 0 0

 =


y y 0

n n 0

r r 0



Al considerar U =


a b c

−a −b −c

e f g

 y X ∈ A3, como se vío antes UX ∈ A3, ahora el

objetivo es extender a U para definir una derivación graduada en A, por tanto se nota
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por Ui al elemento U extendido a tamaño i× i dado de la siguiente manera.

Ui =



a b c 0 0 . . . 0

−a −b −c 0 0 . . . 0

e f g 0 0 . . . 0

0 0 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
... . . .

...

0 0 0 0 0 . . . 0


i×i

Para A sin graduar, D(X) = UX es una derivación.

Para subir este concepto al álgebra graduada A se define la siguiente función lineal D

donde D(B) = UiB para B ∈ Ai, donde se representa la matriz U en el tamaño reque-

rido, así D es de grado cero, pues D(Ai) ⊆ Ai para todo i ≥ 3, con i ∈ Z.

La función lineal D se puede ilustrar como sigue:

D : . . . 0

D1

��

0

D2

��

A3

D3

��

A4

D4

��

. . . An

Dn

��

. . .

. . . 0 0 A3 A4 . . . An . . .

Ahora se verifica que esta nueva derivación es graduada, Por medio del siguiente resul-

tado.

Resultado 3.1.1. Sea A =
⊕

i∈ZA
i, donde

Ai =




0 0 0

0 0 0

0 0 0



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para i < 3 y

Ai =





y y 0 0 0 . . . 0

n n 0 0 0 . . . 0

r r 0 0 0 . . . 0

0 0 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
... . . .

...

0 0 0 0 0 . . . 0


i×i

: y, n, r ∈ R


para i ≥ 3. El álgebra definida anteriormente, entonces B •A (UjC) = (BUi) •A C = 0.

Para todo B ∈ Ai, C ∈ Aj con i, j ≥ 3.

Demostración.

Se consideran los cálculos para X, Y ∈ A3, ya que los otros casos son extensiones de

ceros en filas y columnas.

Sean X =


y0 y0 0

n0 n0 0

r0 r0 0

, Y =


y1 y1 0

n1 n1 0

r1 r1 0

 y U3 =


a b c

−a −b −c

e f g


Por una parte (XU3) •A Y = 0, ya que XU = 0, para todo X ∈ A

Por otra parte U3Y =


ay1 + bn1 + cs1 ay1 + bn1 + cs1 0

−ay1 − bn1 − cs1 −ay1 − bn1 − cs1 0

dy1 + en1 + fs1 dy1 + en1 + fs1 0


Sea q0 = ay1 + bn1 + cs1 y q1 = dy1 + en1 + fs1, entonces

X •A (U3Y ) =



y0q0 − y0q0 y0q0 − y0q0 0 0 0 0

n0q0 − n0q0 n0q0 − n0q0 0 0 0 0

s0q1 − s0q1 s0q1 − s0q1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


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Corolario 3.1.1 La función D : A −→ A dada por

D(B) = UiB

para todo B ∈ Ai y todo i ≥ 3 con i ∈ Z, es una derivación graduada

Demostración.

Sea X ∈ Ai, Y ∈ Aj con i ≥ j, entonces X +A Y ∈ Ai, así

D(X +A Y ) = UiX +A UiY , como i ≥ j entonces UiY no se puede resolver bajo

la operación usual de matrices, pero se identifica a Ui borrando filas y columnas

de ceros hasta obtener Uj y así poder operar con el producto usual de matrices.

así, UiX +A UjY = D(X) +A D(Y ) para todo X, Y ∈ A.

Sea α ∈ R y X ∈ Ai, entonces D(αX) = UiαX = αUiX. para todo α ∈ R y

X ∈ A.

Sea X ∈ Ai, Y ∈ Aj con i ≥ j, entonces X •A Y ∈ Ai+j, por una parte

D(X •A Y ) = Ui+j(X •A Y ), por otra parte

D(x)•AY +AX •AD(Y ) = (UiX)•AY +A (−1)|D||x|X •A (UjY ) = (UiX)•AY +A0.

La ultima igualdad se obtiene por Resultado 3.1.1, así se cumple (4).

Así, se obtuvo una derivación graduada para el álgebra graduada que se describió ante-

riormente.

3.2. Construcciones en base a álgebras de Lie

En esta sección el objetivo es obtener una derivación en base a la construcción de

álgebras de Lie graduadas, ya que con esto se verifica que el adjunto de un elemento

es una derivación graduada y se construirá un álgebra de Lie graduada a partir de un

álgebra graduada asociativa. Y una vez obtenida el álgebra de Lie graduada, se aplica

el adjunto de un elemento.
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Ejemplo 3.2.1. Sea el álgebra graduada asociativa definida en el Ejemplo 2.2.1

Q(
√
2) = Q

⊕
Q
√
2, y al aplicar el corchete de Lie graduado visto en la Teorema

2.3.1. Se tiene que (Q(
√
2), [ , ]) es un álgebra de Lie graduada. Se observa a conti-

nuación casos particulares de las las tres condiciones vistas en la Definición 2.3.1

que en efecto se satisfacen:

[ , ] : Q(
√
2)×Q(

√
2) −→ Q(

√
2)

(a, b) −→ [a, b] = ab− (−1)|a||b|ba

Si a, b ∈ Q, entonces [a, b] = ab− ba = 0.

Si a ∈ Q, b ∈ Q
√
2, entonces [a, b] = ab− ba = 0.

Si a, b ∈ Q
√
2, entonces [a, b] = ab+ ba = q ∈ Q.

Además, se tiene que [a, b] = −(−1)|a||b|[b, a] para todo a, b ∈ Q(
√
2), puesto que:

Si a, b ∈ Q, entonces

−(−1)|a||b|[b, a] = −(−1)(0)(0)[b, a] = −(ba− (−1)(0)(0)ab) = 0 = [a, b].

Si a ∈ Q, b ∈ Q
√
2 entonces

−(−1)|a||b|[b, a] = −(−1)(0)(1)[b, a] = −(ba− (−1)(0)(1)ab) = 0.

Si a, b ∈ Q
√
2, entonces

−(−1)|a||b|[b, a] = −(−1)(1)(1)[b, a] = ba− (−1)(1)(1)ab) = [a, b].

Y se cumple la identidad de Jacobi extendida a álgebras graduadas,(−1)αγ[[a, b], c] +

(−1)βα[[b, c], a] + (−1)γβ[[c, a], b] = 0 en particular:

Si a, b, c ∈ Q, entonces

(−1)(0)(0)[0, c] + (−1)(0)(0)[0, a] + (−1)(0)(0)[0, b] = 0.
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Si a, b ∈ Q
√
2 y c ∈ Q, entonces

(−1)(0)(1)[ab+ ba, c] + (−1)(0)(0)[0, a] + (−1)(1)(0)[0, b] = 0.

ya que ab+ ba ∈ Q.

Si a, b, c ∈ Q
√
2, entonces

(−1)(0)(1)[ab+ ba, c] + (−1)(0)(0)[bc+ cb, a] + (−1)(1)(0)[ca+ ac, b] = 0.

ya que ab+ ba,bc+ cb y ca+ ac pertenecen a Q.

Cabe resaltar que Q(
√
2) visto con la estructura de campo es conmutativo, pero no lo

es como álgebra graduada, ya que si lo fuera, se cumpliría que ab = (−1)|a||b|ba para

todo a, b ∈ Q(
√
2) y por ejemplo

(
√
2)(3

√
2) ̸= (−1)|

√
2||3

√
2|(3

√
2)(

√
2),

ya que |
√
2| = |3

√
2| = 1 y por tanto Q(

√
2) como álgebra graduada no es conmutativa.

Ahora al considerar Q(
√
2) = Q

⊕
Q
√
2 como álgebra graduada de tipo Z2 y al definir

la función
ada : Q(

√
2) −→ Q(

√
2)

b −→ [a, b]
(5)

conocida como el adjunto de a, se garantizan dos clases de derivaciones en el corolario

3.2.1. En general se tiene el siguiente resultado para álgebras de Lie graduadas.

Teorema 3.2.1. Sea (E, [ , ]) un álgebra de Lie graduada, entonces ada es una deri-

vación graduada de grado |a|.

Demostración.

Primero se observa que para todo a, b, c ∈ E se satisface que |ada| = |a|, en efecto,

ada(b) = [a, b] ∈ E|b|+|a| y según la Definición 3.1.2, para demostrar que ada es una
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derivación graduada se debe probar que

ada(bc) = ada(b)c+ (−1)|ada||b|bada(c)

Para el primer lado de la igualdad: ada(bc) = [a, bc] = a(bc)− (−1)|a|(|b|+|c|)(bc)a.

Para el segundo lado de la igualdad:

ada(b)c+ (−1)|a||b|bada(c).

= [a, b]c+ (−1)|a||b|b[a, c].

= (ab− (−1)|a||b|ba)c+ (−1)|a||b|b(ac− (−1)|a||c|ca).

= (ab)c− (−1)|a||b|(ba)c+ (−1)|a||b|(ba)c− (−1)|a|(|b|+|c|)(bc)a.

= (ab)c− (−1)|a|(|b|+|c|)(bc)a.

en consecuencia ada es una derivación de grado |a|.

Corolario 3.2.1. Sea Q(
√
2) = Q

⊕
Q
√
2 considerada como álgebra graduada de tipo

Z2. Si a ∈ Q, entonces ada es una derivación de grado cero y si a ∈ Q
√
2, entonces

ada, es derivación de grado 1.

Demostración. Por teorema anterior ada es de grado cero, cuando a es de grado cero,

aunque esta representa una derivación trivial.

ada : Q(
√
2) =

��

Q

ada
0

��

Q
√
2

ada
1

��

Q(
√
2) = Q Q

√
2

Por teorema anterior ada es de grado uno, cuando a ∈ Q
√
2, entonces

ada : Q(
√
2) =

��

Q

ada
0   

Q
√
2

ada
1

  
Q(

√
2) = Q

√
2 Q
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Ejemplo 3.2.2. Representación adjunta de sl(2,R)

Considerando [7] para la representación adjunta de sl(2,R), se tiene que:

sl(2,R) =


 a b

c −a

 : a, b, c ∈ R


Este conjunto de matrices de orden 2 de traza cero, es un álgebra asociativa con el

producto de matrices, ya que satisface la Definición 1.4.2; por tanto al aplicar el

Teorema 1.4.1 se genera un álgebra de Lie con producto binario: el corchete de Lie.

Una base de sl(2,R) es el conjunto {X, Y,H}. Donde

X =

 0 1

0 0

 , H =

 1 0

0 −1

 , Y =

 0 0

1 0


.

Pues para todo W ∈ sl(2,R) con W =

 a b

c −a

, se tiene que W = bX + aH + cY ,

así sl(2,R) =< X >
⊕

< H >
⊕

< Y >.

El álgebra de lie sl(2,R) satisface las siguientes condiciones

[X, Y ] = H y [Y,X] = −H (6,1)

[H, Y ] = −2Y y [Y,H] = 2Y (6,2)

[H,X] = 2X y [X,H] = −2X (6,3)

[W, 0] = 0 y [0,W ] = 0 (6,4)

(6)

Con la relación (6) se puede identificar a sl(2,R) como un álgebra graduada de tipo Z

asumiendo:

g−1 =< X >, g0 =< H > y g−1 =< Y > y gj = 0sl(2,R) para j ≤ −2 y j ≥ 2 con j ∈ Z
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ya que:

[g−1, g0] ⊆ g−1 de (6,1)

[g0, g1] ⊆ g1 de (6,2)

[g1, g−1] ⊆ g0 de (6,3)

[gj, gk] = 0 ⊆ gj+k, j ∈ Z ∩ ((−∞,−1) ∪ (1,∞)), k ∈ Z de (6,4)

así sl(2,R) es un álgebra graduada tipo (I,+), donde I = {−1, 0, 1}.

Por tanto, sl(2,R) = · · · = 0
⊕

g−2
⊕

g−1
⊕

g0
⊕

g1
⊕

g2
⊕

0 · · · .

Se estudiará la derivación adjunta similar a (5) para cada uno de los elementos de la

base, es decir se identifica adX , adH , adY .

adX se define de la siguiente manera.

adX : sl(2,R) −→ sl(2,R)

B −→ [X,B]

Cumple las siguientes relaciones

adX(X) = [X,X] = 0X + 0H + 0Y .

adX(H) = [X,H] = −2X + 0H + 0Y .

adX(Y ) = [X, Y ] = 0X +H + 0Y .

Así la representación matricial de la derivación adX es

adX =


0 −2 0

0 0 1

0 0 0

 (7)

donde las columnas son los escalares de la representación adjunta en la base X, Y , H.
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así se tiene que.

adX : sl(2,R) =

��

< X > < H >

yy

< Y >

yy
sl(2,R) = < X > < H > < Y >

La pregunta que se desea responder es ¿adX puede generalizarse a derivación graduada

de grado −1?

Se debe probar que se cumple la Definición 3.1.2. En particular debe cumplirse la

igualdad

adX([X, Y ]) = [adX(X), Y ] + (−1)|adX ||X|[X,adX(Y )]

Al analizar cada lado de la igualdad se tiene

adX [X, Y ] = [X,H].

[[X,X], H] + (−1)|X||X|[X, [X, Y ]] = −[X,H].

[X,H] ̸= −[X,H].

Por lo tanto, adX no es una derivación de grado −1 sobre sl(2,R).

Nota Con la respuesta anterior se garantiza que sl(2,R) vista como álgebra graduada

de tipo (I,+) no es álgebra de Lie graduada por el contra recíproco del Teorema 3.2.1.

Sin embargo, se continua con el análisis de adH y adY .

Se define adH de la siguiente manera

adH : sl(2,R) −→ sl(2,R)

B −→ [H,B]

Cumple las siguientes relaciones

adH(X) = [H,X] = 2X + 0H + 0Y .

adH(H) = [H,H] = 0X + 0H + 0Y .
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adH(Y ) = [H,Y ] = 0X + 0H − 2Y .

Así la representación matricial de la derivación adH se obtiene de manera análoga a

la anterior.

adH =


2 0 0

0 0 0

0 0 −2

 (8)

así se tiene que.

adH : sl(2,R) =

��

< X >

��

< H >

��

< Y >

��
sl(2,R) = < X > < H > < Y >

La pregunta que se desea responder es ¿adH puede generalizarse como derivación gra-

duada de grado 0?

Se debe probar que se cumple la Definición 3.1.2. Sean A,B ∈ sl(2,R), entonces

adH([A,B]) = [adH(A), B] + (−1)|adH ||A|[A,adH(B)]

Esto es [H, [A,B]] = [[H,A], B] + (−1)0|A|[A, [H,B]].

Lo cual se satisface por la identidad de Jacobi ítem ii) de la Definición 1.4.2 y por

Teorema 1.4.1, en efecto

[[H,A], B] + [[A,B], H] + [[B,H], A] = 0.

−[H, [A,B]]− [[H,A], B]− [A, [H,B]] = 0.

Por lo tanto AdH puede generalizarse como derivación graduada de grado 0 sobre

sl(2,R).
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Por último adY se define como

adY : sl(2,R) −→ sl(2,R)

B −→ [Y,B]

Cumple las siguientes relaciones

adY (X) = [Y,X] = 0X − 1H + 2Y .

adY (H) = [Y,H] = 0X + 0H + 2Y .

adY (Y ) = [Y, Y ] = 0X + 0H + 0Y .

En representación matricial de la derivación adY se obtiene de manera análoga a las

anteriores.

adY =


0 0 0

−1 0 0

0 2 0

 (9)

así se tiene que.

adY : sl(2,R) =

��

< X >

%%

< H >

%%

< Y >

sl(2,R) = < X > < H > < Y >

La pregunta que se desea responder es ¿adY puede generalizarse como derivación de

grado 1?

Se debe probar que se cumple la Definición 3.1.2. En particular debe cumplirse la

igualdad

adY ([X,H]) = [adY (X), H] + (−1)|adY ||A|[X,adY (H)]

Calculando cada lado de la igualdad, se tiene:

adY ([X,H]) = [Y,−2X] = −2[Y,X].
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[[Y,X], H]− [X, [Y,H]] = [−H,H]− [X, 2Y ] = 2[Y,X].

Así adH no es derivación graduada de grado 1 sobre sl(2,R).

Según el ejemplo se tiene que un álgebra de Lie al hacer la representación de manera

graduada, no necesariamente se obtiene un álgebra de Lie graduada, además que una

derivación en un álgebra graduada no necesariamente es graduada.

A continuación, se usarán las tres derivaciones sin graduar para llegar a una subálgebra

graduada de sl(3,R) con el corchete de Lie.

Sea

A =

 β α

γ −β


con α, β, γ ∈ R. Al considerar

AD : sl(2,R) −→ sl(3,R)

A −→ AD(A) = αadX + βadH + γadY

Con las matrices adX , adH , adY descritas en (7), (8), (9)

AD(A) =


2β −2α 0

−γ 0 α

0 2γ −2β


La función AD es un homomorfismo entre álgebras graduadas

AD([A,B]) = [AD(A),AD(B)]

en efecto

Sea A =

 β0 α0

γ0 −β0

, B =

 β1 α1

γ1 −β1


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[A,B] =

 α0γ1 − α1γ0 2(β0α1 − β1α0)

2(β1γ0 − γ1β0) −(α0γ1 − α1γ0)



ad[A,B] =


2(α0γ1 − α1γ0) −2(2β0α1 − 2α0β1) 0

−2β1γ0 + 2γ1β0 0 2β0α1 − 2β1α0

0 2(2β1γ0 − 2γ1β0) −2(α0γ1 − α1γ0)


y

adA =


2β0 −2α0 0

−γ0 0 α0

0 2γ0 −2β0

, adB =


2β1 −2α1 0

−γ1 0 α1

0 2γ1 −2β1



[adA,adB] =


2(α0γ1 − α1γ0) −2(2β0α1 − 2α0β1) 0

−2β1γ0 + 2γ1β0 0 2β0α1 − 2β1α0

0 2(2β1γ0 − 2γ1β0) −2(α0γ1 − α1γ0)


Se tiene que AD no es un isomorfismo entre álgebras graduadas, pues hay elementos

en sl(3,R) que no tienen un elemento en sl(2,R), por ejemplo, para

B =


2β −2α 1

−γ 0 α

0 2γ −2β

 ∈ sl(3,R)

no existe

A =

 β α

γ −β

 ∈ sl(2,R)

tal que AD(A) = B. Así, se obtiene que la imagen del homomorfismo se puede graduar,

por tanto se encuentra una subálgebra de sl(3,R) que es posible graduar vía AD

construida en base a las derivaciones adX , adY , adH .
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3.3. Derivaciones en álgebras graduadas sobre campos de ca-

racterística dos

En esta sección se estudian las derivaciones definidas anteriormente para determinar si

un álgebra sobre un campo de característica 2 cumple otras propiedades para recibir el

nombre de fuerte derivación o débil derivación.

Definición 3.3.1. Una débil derivación de un álgebra graduada A sobre un campo de

característica dos, es una transformación lineal de grado k D : A −→ A que satisface

D(ab) = D(a)b+ (−1)k|a|aD(b) = D(a)b+ aD(b)

Como en la Definición 3.1.2. Una fuerte derivación de una álgebra graduada fuer-

temente conmutativa o fuertemente anticonmutativa A, es una función D : A −→ A

que satisface

D(ab) = D(a)b+ (−1)k|a|aD(b) = D(a)b+ aD(b)

Y además cumple la condición

D(Q[a]) = D(a)a (10)

para a ∈ A′. Con Q descrita en Definición 2.4.2.

A continuación se presentan ejemplos de débil derivación y fuerte derivación en algunas

álgebras sobre Z2.

Ejemplo 3.3.1. Al Considerar el conjunto (Z2 × Z2) con producto binario

φ : (Z2 × Z2)× (Z2 × Z2) −→ (Z2 × Z2)

((a, b), (c, d)) −→ (ad+ bc, 0)

Se tiene que:

Z2 × Z2 es un espacio vectorial con suma y producto por escalar usual.
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El producto es bilineal, en efecto

sean (a1, a2), (b1, b2) ∈ Z2 × Z2 y k ∈ Z2, entonces

φ((ka1, ka2), (b1, b2)) = (ka1b2+ka2b1, k0) = k(a1b2+a2b1, 0) = kφ((a1, a2), (b1, b2)).

Sean (a1, a2), (a3, a4), (b1, b2) ∈ Z2 × Z2, entonces

φ((a1, a2) + (a3, a4), (b1, b2)) = ((a1 + a3)b2 + (a2 + a4)b1, 0).

= (a1b2 + a3b2 + a2b1 + a4b1, 0).

= φ((a1, a2), (b1, b2)) + φ((a3, a4), (b1, b2)).

De manera análoga se cumple:

φ((a1, a2), (kb1, kb2)) = kφ((a1, a2), (b1, b2)) y

φ((a1, a2), (b1, b2) + (b3, b4)) = φ((a1, a2), (b1, b2)) + φ((a1, a2), (b3, b4)).

Así φ es bilineal.

Por definición del producto, se tiene que φ((a1, a2), (b1, b2)) ∈ Z2 × Z2.

Por tanto se cumplen la Definición 1.4.1, de lo cual (Z2 × Z2) es un álgebra y al

considerar Z2 × Z2 = · · ·
⊕

0
⊕

0
⊕

Z2 × Z2

⊕
0
⊕

0
⊕

· · · , se tiene que Z2 × Z2 es

un álgebra graduada concentrada en grado cero.

Al definir la función

Q : (Z2 × Z2) −→ (Z2 × Z2)

(a, b) −→ (a2 + b2 − ab, 0) [4]

Z2 × Z2 es un álgebra fuertemente conmutativa, en efecto

1. Sean (a1, a2), (b1, b2) ∈ Z2 × Z2, entonces

φ((a1, a2), (b1, b2)) = (a1b2 + a2b1, 0) = (b1a2 + b2a1, 0) = φ((b1, b2), (a1, a2)).
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2. Como las posiciones impares corresponden al cero, entonces φ((0, 0), (0, 0) =

(0, 0).

3. Sea A0 = Z2 × Z2, entonces por la definición de álgebra Q(A0) ⊆ A2∗0 = A0.

4. Sea (a1, a2) ∈ Z2 × Z2 y k ∈ Z2, entonces

Q(ka1, ka2) = ((ka1)
2 + (ka2)

2 + k2a1a2, 0) = k2(a21 + a22 + a1a2, 0) = k2Q(a1, a2).

5. Para (a1, a2), (b1, b2) ∈ Z2×Z2 se tiene que Q(a+b) = Q(a)+Q(b)−ab, en efecto

Q(a1 + b1, a2 + b2) = ((a1 + b1)
2 + (a2 + b2)

2 − (a1 + b1)(a2 + b2), 0).

= (a21 + a22 + b21 + b22 − (a1a2 + a1b2 + a2b1 + b1b2), 0).

= (a21 + a22 − a1a2, 0) + (b21 + b22 − b1b2, 0)− (a1b2 + a2b1, 0).

= Q(a1, a2) +Q(b1, b2) + φ((a1, a2), (b1, b2)).

Así se tiene que Z2 × Z2 es un álgebra fuertemente conmutativa.

Ahora se define el corchete de Lie, como en el Teorema 1.4.1 para Z2 × Z2 de la

siguiente manera:

[(a1, a2), (b1, b2)] = φ((a1, a2), (b1, b2))− φ((b1, b2)(a1, a2)) y función adjunta

ad(a1,a2)((b1, b2)) = [(a1, a2), (b1, b2)] para todo (a1, a2), (b1, b2) ∈ Z2 × Z2 como en el

ejemplo 3.2.1.

Al calcular ad(a1,a2)(Q(b1, b2)), se verifica que la derivación ad(a1,a2) es una fuerte

derivación, en efecto

ad(a1,a2)(Q((b1, b2))) = ad(a1,a2)(b
2
1 + b22 − b1b2, 0).

= [(a1, a2), (b
2
1 + b22 − b1b2, 0)].

= (a2(b
2
1 + b22 − b1b2), 0)− ((b21 + b22 − b1b2)a2, 0).

= (0, 0).

Por otra parte
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(ad(a1,a2)(b1, b2))(b1, b2) = φ(φ((a1, a2), (b1, b2))− φ((b1, b2)(a1, a2)), (b1, b2)).

= φ((a1b2 + a2b1, 0)− (b1a2 + b2a1, 0), (b1, b2)).

= (0, 0).

Así se cumple la definición de derivación fuerte, pues

(ad(a1,a2)(b1, b2))(b1, b2) = ad(a1,a2)(b
2
1 + b22 − b1b2, 0). Los resultados de esta construc-

ción siempre arrojan el valor (0, 0) = D(Q(a1, a2)) = (D(a1, a2))(a1, a2).

Este resultado conduce al siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.2. Al considerar la derivación UX definida en el Ejemplo 3.1.3 pero

con entradas en Z2 para el álgebra

A =




y y 0

r r 0

s s 0

 : r, s, y ∈ Z2


al definir la función

F : A× A −→ A

(A1, A2) −→ A2
1 + A2

2 − A1A2

se tiene que esta función satisface las siguiente condición

D(F (A1, A2)) = D(A2
1 + A2

2 + A1A2).

= U(A2
1 + A2

2 + A1A2).

= U(A1)A1 + U(A2)A2 + U(A1)A2 + A1U(A2).

= U(A1)(A1 + A2) + U(A2)A2.

En particular para A1 = A2 o A2 = 0.

D(F (A1, A2)) = U(A1)(A1).

63



Y se considera función
Q : A −→ A

B −→ F (B,B)
(11)

Al considerar el álgebra graduada A =
⊕

i∈ZA
i en general no es conmutativa, entonces

se estudiará la derivación UiX como se definió en el Ejemplo 3.1.3 sobre el centro de

A que se denota por C(A).

La subálgebra graduada C(A), esta dada de la siguiente manera

C(A) =
⊕

i∈ZC(A)
i =

⊕
i∈ZC(A

i), en efecto

Si B,C ∈ C(A)i, esto es B ∈ Aj y C ∈ Ak, tal que j+k = i, para que B •AC = C •AB

se debe cumplir (12) y por definición del álgebra B •A C ∈ Ai y C •A B ∈ Ai, entonces

B,C ∈ C(Ai). Recíprocamente si B,C ∈ C(Ai), es porque B •A C = C •A B, para todo

B,C ∈ A tales que B •A C ∈ Ai, esto es B,C ∈ C(A)i.

Así el C(A) =
⊕

i∈ZC(A)
i =

⊕
i∈ZC(A

i), el producto •A y función Q definida para

grados pares obtenemos un álgebra fuertemente conmutativa ya que satisface (2) y con la

derivación UiX se obtiene una fuerte derivación graduada sobre un álgebra fuertemente

conmutativa.

El centro de el álgebra A hace referencia al subconjunto más grande de A, donde A

cumple la propiedad conmutativa.

Sea B =


y1 y1 0

r1 r1 0

s1 s1 0

 y C =


y2 y2 0

r2 r2 0

s2 s2 0

, entonces
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B •A C =



y1y2 + y1r2 y1y2 + y1r2 0 0 0 0

r1y2 + r1r2 r1y2 + r1r2 0 0 0 0

s1y2 + s1r2 s1y2 + s1r2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


y

C •A B =



y1y2 + y2r1 y1y2 + y2r1 0 0 0 0

r2y1 + r1r2 r2y1 + r1r2 0 0 0 0

s2y1 + s2r1 s2y1 + s2r1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


.

De lo cual para que BC = CB se deben cumplir las siguientes igualdades: y1r2 = y2r1 (1)

s2(y1 + r1) = s1(y2 + r2) (2)
(12)

Ahora como B ∈ A, y A es un álgebra graduada sobre Z2, entonces se tienen ocho

combinaciones posibles para los valores {y, r, s} y son las siguientes:

{{0, 0, 0} , {0, 0, 1} , {0, 1, 0} , {0, 1, 1} , {1, 0, 1} , {1, 1, 0} , {1, 1, 1} , {1, 0, 0}}

El {0, 0, 0} cumple las condiciones (12) con todas sus combinaciones, ya que es el cero.

Ahora se mostrará dos a dos cuales elementos cumplen (12) y los que satisfagan esa

condición serán los coeficientes para obtener el álgebra fuertemente conmutativa C(A)

con la función Q.

Coeficiente {0, 0, 1} = {y1, r1, s1} con {0, 1, 0} = {y2, r2, s2}

0 ∗ 0 = 1 ∗ 0.
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0 ∗ (0 + 0) ̸= 1 ∗ (1 + 0).

Así, los coeficientes {0, 0, 1} y {0, 1, 0} al menos uno no pertenece al centro de A.

Coeficiente {0, 1, 1} = {y1, r1, s1} con {1, 0, 1} = {y2, r2, s2}

0 ∗ 0 ̸= 1 ∗ 1.

Luego, los coeficientes {0, 1, 1} y {1, 0, 1} al menos uno no pertenece al centro de A.

Coeficiente {1, 1, 0} = {y1, r1, s1} con {1, 1, 1} = {y2, r2, s2}

1 ∗ 1 = 1 ∗ 1.

0 ∗ (1 + 1) = 1 ∗ (1 + 1).

Entonces, los coeficientes {1, 1, 0} y {1, 1, 1} pertenecen al centro de A.

Ahora, se identifica si alguno de los anteriores elementos que no cumplieron (12), lo

cumplen con los candidatos anteriormente escogidos para pertenecer al centro de A.

Coeficiente {1, 1, 0} = {y1, r1, s1} con {0, 0, 1} = {y2, r2, s2}

1 ∗ 0 = 0 ∗ 1.

0 ∗ (0 + 0) = 1 ∗ (1 + 1).

Por lo cual, los coeficientes {0, 0, 1} por ahora pertenecen al centro de A, ya que depende

de que {0, 1, 0} no cumpla (12), con al menos uno de los otros dos candidatos, ya que

no están en el centro simultáneamente.

Coeficiente {0, 1, 0} = {y1, r1, s1} con {1, 1, 0} = {y2, r2, s2}

0 ∗ 1 ̸= 1 ∗ 1.

Por tanto, definitivamente {0, 1, 0} no pertenece al centro de A.

Coeficiente {0, 1, 1} = {y1, r1, s1} con {1, 0, 0} = {y2, r2, s2}

0 ∗ 1 ̸= 1 ∗ 1.
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En consecuencia, {0, 1, 1} no pertenece al centro de A.

Coeficiente {1, 0, 1} = {y1, r1, s1} con {1, 1, 0} = {y2, r2, s2}

1 ∗ 1 ̸= 1 ∗ 0.

De lo cual, {1, 0, 1} no pertenece al centro de A.

Coeficiente {1, 0, 0} = {y1, r1, s1} con {1, 1, 0} = {y2, r2, s2}

1 ∗ 1 ̸= 1 ∗ 0.

Entonces, {1, 0, 0} no pertenece al centro de A.

Así por los cálculos anteriores se tiene que el C(A) =
⊕

i∈ZC(A
i) está dado por los

siguientes coeficientes:

{{0, 0, 0} , {1, 1, 0} , {1, 1, 1} , {0, 0, 1}}.

De esto se tiene el siguiente resultado.

Resultado 3.3.1. Sea A =
⊕

i∈ZA
i con producto •A como se definió en el Ejemplo

3.1.3 con entradas en Z2. El álgebra graduada centro de A, C(A) con la función Q

definida antes para los grados pares es fuertemente conmutativa.

Demostración.

1. Sean A1, A2 ∈ C(A), como están en el centro de A, entonces

A1A2 = A2A1, para todo A1, A2 ∈ C(A).

2.


0 0 0

0 0 0

1 1 0

 •A


0 0 0

0 0 0

1 1 0

 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


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
1 1 0

1 1 0

1 1 0

 •A


1 1 0

1 1 0

1 1 0

 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0




1 1 0

1 1 0

0 0 0

 •A


1 1 0

1 1 0

0 0 0

 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


Con estas dos primeras condiciones, C(A) es débilmente conmutativa.

3. Sea B ∈ C(A)i = C(Ai), entonces

Q(B) = F (B,B) = B •A B ∈ A2i, así Q(C(Ai)) ⊆ C(A2i).

4. Sean B ∈ C(A) y k ∈ Z2, entonces

Q(kB) = F (kB, kB) = k2B2 = k2F (B,B) = k2Q(B).

5. Sean B,C ∈ C(A), entonces

Q(B + C) = F (B + C,B + C) = (B + C)2.

por otra parte

Q(B) +Q(C) +B •A C = B2 + C2 +B •A C.

Ahora como B •A C = 0, para todo B,C ∈ C(A), entonces

0 = Q(B + C) = Q(B) +Q(C) +B •A C.
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
1 1 0

1 1 0

0 0 0

 •A


1 1 0

1 1 0

1 1 0

 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0




1 1 0

1 1 0

0 0 0

 •A


0 0 0

0 0 0

1 1 0

 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0




1 1 0

1 1 0

1 1 0

 •A


0 0 0

0 0 0

1 1 0

 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


Así, la derivación graduada D(X) = UiX sobre el álgebra graduada fuertemente con-

mutativa C(A). Permite identificar a D(X) como una derivación fuerte.
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4. CONCLUSIONES

Fue posible construir un álgebra graduada a partir de un álgebra no graduada, la

cual se presenta en el Ejemplo 3.1.3 y ejemplo 3.2.2. Se dotó de una estruc-

tura de álgebra de Lie graduada a(Q
⊕

Q
√
2, [ , ]) usando el Teorema 2.3.1, se

identifica a sl(2,R) como un álgebra graduada. Lo anterior con el fin de analizar

las derivaciones sobre estas estructuras, como la derivación D(X) = UiX dada en

el Ejemplo 3.1.3 y la derivación ada vista en el Ejemplo 3.2.1 sobre Q(
√
2) y

en el Ejemplo 3.2.2 sobre sl(2,R).

Al estudiar la derivación D(X) = UiX definida sobre el álgebra fuertemente con-

mutativa C(A) =
⊕∞

i=−∞C(Ai), permite identificar a D(X) como una derivación

fuerte.

La derivación adjunta fue una herramienta útil para llegar a una subálgebra gra-

duada de sl(3,R) en relación a sl(2,R). así se obtuvo un álgebra graduada vía la

adjunta, presentada en el Ejemplo 3.2.2.

4.1. Posibles trabajos futuros

Estudiar extensiones de campos para establecer un posible criterio que permita

verlas como álgebras graduadas.

Estudiar en general si es posible graduar el álgebra sl(n,R), para todo n ∈ N, en

particular estudiar sl(2,Z2) con sus respectivos adjuntos.
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