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1 INTRODUCCIÓN

El presente escrito resume los resultados del trabajo de grado Una aplicación

práctica de la Geomatŕıa Euclidiana.

En el tercer caṕıtulo se hace una recopilación de conceptos generales como el

plano, traslaciones, vectores, suma de puntos y vectores y transformación li-

neal. Conceptos estos muy importantes para el estudio posterior.

El cuarto caṕıtulo contiene las demostraciones formales de las funciones rotación,

semejanza, y simetŕıa como transformaciones lineales, además de la construcción

y la demostración del funcionamiento de un primer prototipo de pantógrafo

bidimensional.

Ya con las bases matemáticas suficientes y un poco de aplicación electromecánica

se diseña y explica en el caṕıtulo 5, como seŕıa un pantógrafo bidimensional

controlado por computador, el cual puede ser utilizado para reproducir figuras

semejantes.

Finalmente, en los caṕıtulos 6, 7, y 8 se reliza una extensión de los conceptos

vistos en los caṕıtulos anteriores al espacio, llegando finalmente al diseño de un

prototipo de pantógrafo tridimensional controlado por computador que puede

ser utilizado para reproducir objetos semejantes.
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Con este trabajo se pretende dar un primer paso en el camino de la construcción

de tecnoloǵıa a partir de los conceptos de la Geometŕıa de Euclides, y aśı dar

una aplicación más práctica al conocimiento matemático.
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2 OBJETIVOS

Realizar un estudio matemático detallado del funcionamiento de un pantógrafo

bidimensional (graficador XY) y extenderlo a un pantógrafo tridimensional.

Diseñar un sencillo prototipo electromecánico de un pantógrafo bidimensional

que basado en las funciones de la geometŕıa Euclidiana permita reproducir fi-

guras geométricas en una superficie.

Realizar una primera aproximación de un pantógrafo tridimensional basado en

las funciones de la geometŕıa Euclidiana.
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3 TRANSFORMACIONES LINEALES EN EL

PLANO

3.1 INTRODUCCIÓN

Se estudia en este caṕıtulo algunas de las propiedades importantes de las trans-

formaciones lineales en el plano. Para este estudio primero se recuerdan algunos

conceptos fundamentales basados en la obra del profesor universitario y director

de este trabajo de grado Magister Francisco Escobar Delgado 1. Al finalizar

este caṕıtulo se habrán adquirido unas bases, que permitirán en el caṕıtulo

siguiente enteder de manera clara y precisa el porqué de la construcción y el

funcionamiento matemático de un pantógrafo bidimensional.

3.2 EL PLANO

El plano se puede imaginar como una página de una hoja de papel que se ex-

tiende infinitamente hacia la derecha, hacia la izquierda, hacia arriba y hacia

abajo. El plano se representa con el śımbolo E2 y se llama espacio eucĺıdeo

de dos dimensiones , a sus puntos se le da nombre de la siguiente manera.

Tómese la recta E1 (espacio eucĺıdeo de una dimensión) cuyo origen es el punto

Po, contenida en el plano de ésta página y trasládese hacia arriba y hacia abajo

de tal forma que el punto Po produce una recta perpendicular a E1 que obvia-

1ESCOBAR DELGADO, Francisco. Geometŕıa anaĺıtica, una nueva visión.Popayán: Universidad del

Cauca, 2001. 205 p.
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mente pasa por el punto Po, entonces el espacio eucĺıdeo de dos dimensiones se

puede ver como la unión de infinitas rectas paralelas a E1, además como cada

punto Pa ∈ E1 cuando es trasladado, produce una perpendicular a E1 que pasa

por el punto Pa, entonces se puede mirar el plano como la malla formada por

todas la infinitas rectas paralelas a E1 y todas las infinitas rectas perpendicu-

lares a E1 tal como se muestra en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Construcción del plano E2 por traslación de E1

Nótese que cada punto de esta malla y por consiguiente cada punto del plano

se nombra de manera única. Si un punto Pa ∈ E1 se traslada b ∈ R, entonces

el punto Pa produce el punto a, b del plano que se nota Pa,b.

La recta origen E1 se llama eje X y la recta perpendicular al eje X producida

por la traslación del punto Po se llama eje Y .

Las rectas X y Y se llaman ejes coordenados ortogonales del plano E2,

los cuales se cortan en el punto Po y forman cuatro ángulos rectos llamados

5



cuadrantes (I, II, III, IV ) como se muestra en la Figura 1.2.

Por la forma de construcción del plano realizada, se puede afirmar que el punto

P0 ∈ E1 se ha trasladado cero por la vertical produciendo el punto P0,0 ∈ E2 y

este es el origen del plano.

Un punto Pa,b ∈ E2 se llama punto con coordenadas cartesianas a y b o

también punto con posición cartesiana (a,b).

Figura 3.2: Ejes coordenados ortogonales del plano E2

3.3 TRASLACIONES EN EL PLANO

Se define inicialmete la función traslación en el espacio eucĺıdeo de una di-

mensión, para posteriormente y basada en esta obtener una definición precisa

de la misma función pero en el plano.

Definición 3.1 (Función traslación en la recta) Sea b ∈ R y Px ∈ E1,

la función traslación b en el espacio eucĺıdeo de una dimensión E1, que se

6



nota Tb. Se define aśı:

Tb : E1 −→ E1

Px �−→ Tb(Px) = Px+b

Ahora, con base en la definición de traslación en el espacio eucĺıdeo de una

dimensión, se define la función traslación para el espacio de dos dimensiones,

teniendo en cuenta que esta no es más que la composición de dos funciones

traslación en la recta, una por la horizontal y otra por la vertical.

Definición 3.2 (Función traslación horizontal) . Sea Px,y un punto del

plano E2 y a ∈ R, la traslación horizontal a se nota T↔
a y se define aśı:

T↔
a : E2 −→ E2

Px,y �−→ T↔
a (Px,y) = Px+a,y

Definición 3.3 (Función traslación vertical) . Sea Px,y un punto del pla-

no E2 y b ∈ R, la traslación vertical b, se nota T
�
b y se define aśı:

T
�
b : E2 −→ E2

Px,y �−→ T
�
b (Px,y) = Px,y+b

Luego, para definir la función traslación en el plano E2 se utiliza la composición

de la función traslación horizontal con la función traslación vertical, como se

ve en la definición siguiente.

Definición 3.4 (Función traslación en el plano) . Sean a, b ∈ R y Px,y ∈
E2, la función traslación a, b en el espacio eucĺıdeo de dos dimensiones E2,

se nota Ta,b y se define aśı:
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�

�

�

P0,0

Px,y

Ta,b(Px,y) = Px+a,y+b

Px,0

P0,y

Px+a,0

P0,y+b

Figura 3.3: Función traslación en el plano

Ta,b : E2 −→ E2

Px,y �−→ Ta,b(Px,y) = T
�
b (T↔

a (Px,y)) = Px+a,y+b

Obsérvese que cualquier punto Px,y ∈ E2 se puede obtener aplicando la traslación

Tx,y al punto Po,o, es decir Px,y = Tx,y(Po,o). En la Figura 1.3 se muestra la

imágen del punto Px,y ∈ E2 mediante la función Ta,b y se ve claramente la

composición de las funciones traslación horizontal y vertical.

3.4 VECTORES EN EL PLANO

La noción inicial que se tiene de vector es la de un objeto con magnitud, di-

rección y sentido. Este conocimiento corresponde al vector no nulo que repre-

sentamos como un segmento de recta dirigido.

8



Geométricamente un vector se puede representar por un segmento retiĺıneo,

donde se conoce cuál es su punto inicial y cuál es su punto final, este último se

representa con una flecha, la longitud del segmento es la magnitud del vector,

el ángulo que forma el vector con el semieje positivo X suministra la dirección

del vector, y la flecha indica el sentido hacia a donde apunta el vector.

Si el origen de un vector es el punto Po,o del plano cartesiano, entonces este se

llama vector geométrico o localizado, de cualquier otra forma se dice que

es un vector libre.

Para este estudio son de mayor importancia los vectores geométricos, ya que

los vectores libres mediante una traslación adecuada se convierten en vectores

geométricos.

Cada vector geométrico termina en un punto del plano y viceversa, cada punto

del plano es el extremo de un vector geométrico, entonces existe una correspon-

dencia biyectiva entre los puntos del plano y los vectores geométricos.

De acuerdo a lo anterior, un vector geométrico del plano puede ser visto de tres

maneras que entre śı son equivalentes:

1. Como el segmento dirigido que tiene origen en el punto Po,o y extremo en

el punto Pa,b, este vector lo notamos Va,b.

2. Como el punto extremo de Va,b, es decir podemos hablar del vector Pa,b.

3. Como la posición cartesiana del punto extremo de Va,b, es decir como la

9



Y

X
Pa,0 Pc,0

P0,b

P0,d

Vector libre en el plano cartesiano

Y

X
P0,0

Pa,b

Pa,0

P0,b

V a
,b

Vector geométrico en el plano cartesiano

Figura 3.4: Vectores en el plano E2

posición de Pa,b, entonces hablamos del vector algebraico (a, b).

El conjunto de todos los vectores geométricos del plano E2 se denota por V 2.

En la Figura 3.4 se observan los diferentes tipos de vectores en el plano E2.

3.5 SUMA DE PUNTOS EN EL PLANO

Definición 3.5 Dados los puntos Pa,b y Pc,d ∈ E2, la suma de estos dos puntos

del plano E2, se nota Pa,b + Pc,d y se define aśı:

Pa,b + Pc,d = Tc,d(Pa,b)

= Pa+c,b+d

En la Figura 3.5 se ilustra de manera gráfica el resultado de la suma de dos

puntos del plano E2.
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�

�

�

�

Y

X

Pa+c,b

Pa,b

Pa+c,b+d

Pc,d

Figura 3.5: Suma de puntos en el plano E2

3.6 SUMA DE VECTORES EN EL PLANO

Para el presente trabajo, cuando se hable de vectores en el plano se hará re-

ferencia a vectores geométricos, a menos que se haga mención expresa a los

otros tipos de vectores. Como se quiere que la suma de puntos coincida con

la suma de vectores, entonces, dados los vectores Va,b y Vc,d en V 2, el vector

suma será Va+c,b+d, que no es otra cosa que el vector que va desde el punto Po,o

hasta el punto Pa+c,b+d. Este resultado demuestra la veracidad del método del

paralelogramo comúnmente utilizado para la suma de vectores (ver Figura 3.6).

3.7 TRANSFORMACIONES LINEALES EN EL PLANO

Considérese el plano E2, con el origen Po,o fijo. Se vió que a cualquier punto

Pa,b del plano le corresponde un vector geométrico Va,b que tiene por punto

final a Pa,b. Supóngase que se da una función f , tal que a cualquier punto Px,y

del plano E2 le hace corresponder otro punto Px′,y′ del mismo plano, es decir

11



�

�

�

Y

X

Pa,b

Pa+c,b+d

Pc,d

V
a,b

V c
,d

Va+c,b+d

Figura 3.6: Suma de dos vectores en el plano E2

que el punto Px,y se transforma en el punto Px′,y′. Esta función se denomina

transformación de puntos y se dice que el punto Px′,y′ es la imagen del punto

Px,y mediante f , que se define aśı:

f : E2 −→ E2

Px,y �−→ f(Px,y) = Px′,y′

Conjuntamente con la transformación dada de puntos, es posible considerar

una transformación de vectores geométricos del plano E2, en la cual un vector

geométrico arbitrario Vx,y se transforma en el vector Vx′,y′ , el cual es la imagen

de Vx,y mediante la transformación f . La representación simbólica de lo ante-

rior queda aśı, Vx′,y′ = f(Vx,y).

Definición 3.6 (Transformación lineal) Sean Va,b y Vb,c vectores en V 2,

12



λ ∈ R y f una transformación definida en el plano, se dice que f es una

transformación lineal si cumple las condiciones siguientes:

1. f(λVa,b) = λf(Va,b).

2. f(Va,b + Vc,d) = f(Va,b) + f(Vc,d)

En lo sucesivo, cuando se haga referencia a vectores y mientras no haya con-

fusión debe entenderse que es un vector geométrico.

La interpretación geométrica de las condiciones (1) y (2) de la definición 3.6

es muy importante para el entendimiento del pantógrafo bidimensional, en la

condición (1) nótese que el vector λVa,b es colineal al vector Va,b y se obtiene

de éste estirándolo o contrayéndolo λ veces según que |λ| > 1 ó 0 < |λ| < 1,

si |λ| = 1 el vector no se dilata ni se contrae y en cualquier caso, si λ < 0 el

vector λVa,b, se obtiene de |λ| Va,b rotándolo media vuelta.

Esta condición que se ilustra en la Figura 3.7 muestra que la imágen de un

vector Va,b ∈ V 2 bajo una transformación lineal f , f(Va,b) es colineal a f(λVa,b)

y se obtiene de éste estirándolo o contrayendolo λ veces, por esto la transfor-

mación lineal f transforma ĺıneas rectas que pasan por el origen en ĺıneas rectas

que pasan por el origen.

Para interpretar geométricamente la condición (2) se debe recurrir a la definición

de suma de vectores en el plano E2 hecha anteriormente. Dados los vectores

Va,b y Vc,d,la condición (2) muestra que la imágen obtenida mediante la apli-

cación de una transformación lineal a la suma de dos vectores es igual a la suma

de los vectores imagen bajo la misma transformación, esto es f(Va,b + Vc,d) =

f(Va,b) + f(Vc,d).

13



Figura 3.7: Interpretación geométrica de la condición 1 de la definición de una transformación

lineal

Como los puntos también son vectores, entonces f(Pa,b + Pc,d) = f(Pa,b) +

f(Pc,d). Además, f(P0,0) = P0,0 puesto que f(P0,0) = f(P0,0 +P0,0) = f(P0,0)+

f(P0,0) y el módulo de la suma es P0,0.

P0,0, Pa,b, Pc,d y Pa,b + Pc,d son los vértices de un paralelogramo, y mediante f ,

este paralelogramo se transforma en el paralelogramo cuyos vértices son: P0,0,

f(Pa,b),f(Pc,d) y f(Pa,b)+ f(Pc,d) y las transformaciones lineales convierten pa-

ralelogramos con un vértice en el origen en paralelogramos con un vértice en el

origen, esto se ilustra en la Figura 3.8.
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Figura 3.8: Interpretación geométrica de la condición 2 de la definición de una transformación

lineal
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4 FUNCIONES: ROTACIÓN, SEMEJANZA Y

SIMETRÍA COMO TRANSFORMACIONES

LINEALES EN EL PLANO

4.1 INTRODUCCIÓN

En el presente caṕıtulo se definen las funciones rotación, semejanza y simetŕıa

en el plano y se demuestra que son transformaciones lineales, quedando aśı el

camino claro para el análisis y la construcción del pantógrafo bidimensional.

4.2 COORDENADAS POLARES EN EL PLANO

Se llama semirecta origen a la semirecta horizontal que se extiende infinita-

mente hacia la derecha del origen P0, y se nota S0. Si sobre el plano se gira una

vuelta a S0 alrededor del origen P0, esta semirecta produce el plano, es decir que

el plano se puede ver como la unión de infinitas semirectas con origen común P0.

Como la semirecta origen es un conjunto de infinitos puntos y al girarla una

vuelta para producir el plano, cada punto de la semirecta S0 diferente de P0,

produce una circunferencia con centro en P0, entonces el plano se puede ver

también como la unión de infinitas circunferencias con centro en P0, reunido

con {P0}.

Tómese un punto Pa de la semirecta origen S0 (Pa ∈ S0, a > 0), de acuerdo
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a la anterior construcción del plano, este punto al girar una vuelta produce

la circunferencia de radio a con centro en P0, esta circunferencia se denota

CiraP0.

S0Sπ

Sπ
2

S 3π
2

P0 Pa

CiraP0

Figura 4.1: Circunferencia de radio a con centro en P0

Definición 4.1 (Semirecta α) Si una semirecta con origen en P0 forma con

la semirecta origen S0 un ángulo de medida α, entonces esta se llama semirecta

α y se nota Sα

Cada punto del plano E2, menos P0, pertenece a una única circunferencia y a

una única semirecta Sα, donde 0 ≤ α < 2π.

Definición 4.2 (Coordenadas polares de un punto P) Si P ∈ E2, P �= P0

y P ∈ CiraP0 ∩ Sα, entonces el punto P se llama Pa,α. Se dice que P tiene

posición polar (a, α) o que a y α son las coordenadas polares de Pa,α.

El único punto que no tiene posición polar es el origen P0,0.
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La figura 4.2 muestra las coordenas polares de un punto P del plano E2.

α

Sα

S0Sπ

Sπ
2

S 3π
2

P0

a

Pa,α

Pa
�

�

Figura 4.2: Coordenadas polares de un punto en el plano E2

4.3 RELACIÓN ENTRE COORDENADAS POLARES Y COOR-

DENADAS CARTESIANAS

Dado un punto P ∈ E2 con coordendas polares a y α, se pueden obtener a

partir de estas las respectivas coordenadas cartesianas x y y,aśı:.

x = aCosα (1)

y = aSenα (2)

Y teniendo las coordenadas cartesianas podemos obtener también las coorde-

nadas polares con las siguientes expresiones:
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a =
√

x2 + y2 (3)

α = tan−1(
y

x
) (4)

4.4 ROTACIONES EN EL PLANO

Definición 4.3 (Función rotación en el plano) Sea β ∈ R
+, 0 < β < 2π

y Pa,α ∈ E2. la rotación β en el plano, se nota Rβ, y es la función definida

aśı:

Rβ : E2 −→ E2

Pa,α �−→ Rβ(Pa,α) = Pa,α+β

Todo vector Va,b del plano diferente a V0,0 tiene infinitos puntos, y todos estos

puntos pertenecen a la misma semirecta Sα, donde α es la dirección del vec-

tor. De tal manera que si aplicamos una rotación Rβ a un vector arbitrario

del plano, el nuevo vector tendrá como dirección el ángulo α + β y conserva la

magnitud. Veáse la figura 4.3.

El extremo del vector geométrico Vx,y ∈ V 2 es el punto Px,y ∈ E2 y su posición

polar es (r, α), donde r =
√

x2 + y2 y α es el ángulo que forma la semirecta

que sale del origen y pasa por Px,y con el semieje positivo de las X, se sabe que

para 0 < β < 2π se tiene Rβ(Pr,α) = Pr,α+β. Se pueden hallar las coordenadas

cartesinas del punto Pr,α+β de la siguiente manera:

Si Px,y = Pr,α
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Px,y = Pr,α

Vx,y

Rβ(Px,y) = Px′,y′

Rβ(Vx,y) α + β

α X

Y

Figura 4.3: Rotación de un vector en el plano E2

x = rCosα (5)

y = rSenα (6)

cuando se aplica la rotación β a Px,y se obtiene un punto Px′,y′ , donde Px′,y′ =

Pr,α+β y

x′ = rCos(α + β)

y′ = rSen(α + β)

solucionando, tenemos

x′ = r[CosαCosβ − SenαSenβ]

y′ = r[SenαCosβ + CosαSenβ]
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remplazando (5) y (6) en las ecuaciones anteriores, se concluye que:

x′ = xCosβ − ySenβ (7)

y′ = xSenβ + yCosβ (8)

Por lo tanto, cuando a un vector arbitrario Vx,y ∈ E2 se le aplica una rotación

β se obtiene un vector Vx′,y′, donde:

x′ = xCosβ − ySenβ

y′ = xSenβ + yCosβ (9)

de tal manera que

Rβ(Vx,y) = VxCosβ−ySenβ,xSenβ+yCosβ (10)

Teorema 4.1 La función rotación en el plano es una transformacón lineal.

Demostración

Sean V x, y ∈ V 2, k ∈ R y 0 < β < 2π, debemos demostrar que:

Rβ(k(Vx,y)) = k(Rβ(Vx,y))

de la ecuación (10) se tiene

k(Rβ(Vx,y)) = k(VxCosβ−ySenβ,xSenβ+yCosβ)

= Vk(xCosβ−ySenβ),k(xSenβ+yCosβ)

= V(kx)Cosβ−(ky)Senβ,(kx)Senβ+(ky)Cosβ

= Rβ(Vkx,ky)

= Rβ(k(Vx,y)
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Luego, se cumple la primera condición de la definición de transfromación lineal.

Considerese ahora dos vectores arbitrarios Vx1,y1 y Vx2,y2. Se debe demostrar

que

Rβ(Vx1,y1 + Vx2,y2) = Rβ(Vx1,y1) + Rβ(Vx2,y2)

De un lado se tiene que el vector suma de los vectores está dado por Vx1+x2,y1+y2

y aplicando una rotación β a este vector suma se obtiene, de acuerdo a las

ecuación (10), lo siguiente:

Rβ(Vx1,y1 + Vx2,y2) = Rβ(Vx1+x2,y1+y2)

= V(x1+x2)Cosβ−(y1+y2)Senβ,(x1+x2)Senβ+(y1+y2)Cosβ (11)

De otro lado, y aplicando (10) se tiene

Rβ(Vx1,y1) + Rβ(Vx2,y2) = Vx1Cosβ−y1Senβ,x1Senβ+y1Cosβ

+Vx2Cosβ−y2Senβ,x2Senβ+y2Cosβ

Sumando la expresión de la derecha, se tiene

Rβ(Vx1,y1) + Rβ(Vx2,y2) = V(x1+x2)Cosβ−(y1+y2)Senβ,(x1+x2)Senβ+(y1+y2)Cosβ (12)

De las expresiones (11) y (12), se concluye que
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Rβ(Vx1,y1 + Vx2,y2) = Rβ(Vx1,y1) + Rβ(Vx2,y2)

quedando demostrada la segunda condición de las tranformaciones lineales, por

lo tanto la rotación es una transformación lineal.

Si un punto Pa,α recorre cierta figura F , entonces el punto Pa,α+β obtenido a

partir de la rotación β del punto Pa,α recorre la figura F ′, que se obtiene girando

F alrededor de P0,0 con un ángulo dado β. Ver figura 4.4

F

F ′

β

X

Y

Figura 4.4: Rotación de una figura

4.5 SEMEJANZAS EN EL PLANO

A continuación se define la función semejanza de vectores en el plano E2 y se

demuestra más adelante que esta es una transformación lineal.
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Definición 4.4 Sean a, b ∈ R, k ∈ R
+ y Va,b ∈ V 2 la función semejanza

de razon k que se nota Sk, se define aśı:

Sk : V 2 −→ V 2

Va,b �−→ Sk(Va,b) = Vka,kb

Teorema 4.2 La función semejanza Sk es una transformación lineal

Demostración:

Sean λ ∈ R, Vx,y ∈ V 2, entonces

λ(Sk(Vx,y)) = λ(Vkx,ky)

= Vλ(kx),λ(ky)

= Vk(λx),k(λy)

= Sk(Vλx,λy)

= Sk(λVx,y)

Aśı queda demostrada la primera condición de la definición de transformación

lineal.

Ahora se demuestra que la transformación de una suma es la suma de las trans-

formaciones, que es la segunda condición.

Sean Va,b, Vc,d ∈ V 2, aplicando las propiedades de la función semejanza y de la

suma de vectores se tiene.
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Sk(Va,b + Vc,d) = Sk(Va+c,b+d)

= Vk(a+c),k(b+d)

= Vka+kc,kb+kd

= Vka,kb + Vkc,kd

= Sk(Va,b) + Sk(Vc,d)

Luego, la función semejanza es una transformación lineal.

Si el extremo del vectorVx,y que es el punto Px,y recorre una figura F , entonces

el punto Pkx,ky que es el extremo del vector Sk(Vx,y) recorre la figura F ′ que es

semejante a F . Véase la figura 4.5.

Px,y

Sk(Px,y)

P0,0
X

Y

F ′

F

�

�

�

Figura 4.5: Figuras semejantes

Como la semejanza Sk es transformación lineal, entonces ella transforma ĺıneas

rectas que pasan por el origen en ĺıneas rectas que también pasan por el origen,
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pero más precisamente, Sk transforma cada recta que pasa por el origen en ella

misma y más exactamente, Sk transforma cada semirecta con origen en P0,0 en

ella misma, como se ve en la figura 4.6.

� � �

�

�

Px,0 Pkx,0

Px,y

Pkx,ky

P0,0

Y

X

Figura 4.6: Transformación de una semirecta mediante Sk

Los dos triángulos de la figura 4.6 son rectángulos y los lados que forman los

ángulos rectos son proporcionales, luego, por Euclides los dos triángulos son

semejantes y el ángulo en P0,0 para ambos triángulos es igual, y por lo tanto

Vx,y y Vkx,ky están en una misma semirecta, con esto se ha probado lo propuesto.

Como la semejanza transforma paralelogramos en paralelogramos, entonces un

aparato que transforma una figura en otra semejante a ella, mediante Sk es el

que se muestra en la figura 4.7.

Donde,

NQ

NPx,y
=

MS

MPx,y
= k
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P0,0 M

N

Px,y

Q

Pkx,kyS

Y

X

N ′

M ′
� �

� �

� � �

�

�

Figura 4.7: Pantógrafo bidimensional

P0,0 es un punto fijo y cuando Px,y recorre una figura F , entonces Pkx,ky recorre

Sk(F ) = F ′.

Se dice que aqúı, Px,y y Pkx,ky están en una misma semirecta que inicia en P0,0 y

Sk transforma el paralelogramo P0,0MPx,yN en el paralelogramo P0,0M
′Pkx,kyN

′.

El aparato de la figura 4.7 se llama pantógrafo bidimesional .

4.6 SIMETRÍAS EN EL PLANO

Una simetŕıa se define, respecto a las rectas que pasan por el origen. Inicial-

mente se estudia la simetŕıa respecto al eje coordenado X y se demuestra que

es una trasformación lineal.
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Definición 4.5 (Simet́ıa respecto al eje coordenado X) Dado un vector

Va,b ∈ V 2, la simetŕıa en el plano del vector Va,b respecto al eje coordenado

horizontal X, se nota σx y se define aśı:

σx : V 2 −→ V 2

Va,b �−→ σx(Va,b) = Va,−b

Teorema 4.3 La función simetŕıa es una transformación lineal.

Demostración

Sean Va,b y Vc,d vectores en V 2, λ ∈ R. Para demostrar que es una transfor-

mación lineal, primero se prueba que σx(λVa,b) = λσx(Va,b),

σx(λVa,b) = σx(Vλa,λb)

= Vλa,−λb

= λVa,−b

= λσx(Va,b)

Queda demostrada la primera condición.

Ahora se demuestra la segunda condición,

σx(Va,b + Vc,d) = σx(Va+c,b+d)

= Va+c,−(b+d)

= Va+c,−b−d

= Va,−b + Vc,−d

= σx(Va,b) + σx(Vc,d)
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Px,y

σx(Px,y)

P0,0
X

Y

F ′

F

�

�

�

Figura 4.8: Figuras simétricas respecto al eje X

Por lo tanto la función simetŕıa respecto al eje coordenado X es una transfor-

mación lineal.

Si el punto extremo Px,y de un vector geométrico Vx,y, recorre una figura F ,

entonces el punto simétrico Px,−y recorrerá una figura F ′ que es simétrica a F .

Véase la figura 4.8.

29



5 CONSTRUCCIÓN DE UN PANTÓGRAFO

BIDIMENSIONAL ELECTROMECÁNICO

5.1 INTRODUCCIÓN

En el presente caṕıtulo se describe la construcción de un prototipo de pantógrafo

bidimensional electromecánico, basado en motores paso a paso.

5.2 MOTORES PASO A PASO

Para la construcción de un prototipo de pantógrafo electromecánico se pueden

utilizar dos motores paso a paso para controlar cada una de las coordenadas X

y Y . Por eso es conveniente ver que son y como funcionan este tipo de motores.

Los motores paso a paso son en la actualidad muy importantes en todos los

poyectos que incluyan control de movimiento y posición. Una de las aplica-

ciones más cercana a todos nosotros está en los discos duros y disqueteras de

un computador, aśı como también el avance de papel y la posición de la cabeza

de una impresora. Los brazos mecánicos de la mayoŕıa de industrias utilizan

este tipo de motores.

Estos motores son de naturaleza digital, lo cual facilita su control, ya que sen-

cillamente se hace contando el número de pasos o los ángulos que avanza.
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Un motor paso a paso convierte pulsos eléctricos en movimientos discretos de

rotación. Los motores paso a paso tienen como caracteŕıstica comercial la can-

tidad de grados que gira en cada paso, siendo los más utilizados en impresoras

los de 7.5◦ por cada paso.y en discos duros y escáner los de 1.8◦ por paso.

Los motores paso a paso estan constitúıdos por un rotor y un estator. El

rotor está constrúıdo de un imán permanente que tiene un patrón fijo alter-

nado de polos Norte y Sur, el estator está formado por una copa de hierro

con dientes, energizadas por dos embobinados separados los cuales definen la

polaridad Norte y Sur de cada uno de los dientes. La interacción entre el rotor

y el estator, polos iguales se repelen y polos opuestos se atraen hacen que el

rotor se mueva.

En la figura 5.1 se muestra como se deben conectar los embobinados de un mo-

tor paso a paso para que se pueda lograr una secuencia de cuatro pasos, cada

bobina se conecta a un sistema de conmutación para obtener las polaridades

positiva y negativa. El motor avanza en sentido de las manecillas del reloj (CW)

aplicando la secuencia de polaridades 1, 2, 3 y 4. Inviertiendo el orden el motor

gira en sentido contrario (CCW). Para energizar las bobinas, se puede utilizar

un circuito basado en transistores configurados como interruptores electrónicos.

En la tabla 5.1 se muestra como deben energizarse los embobinados para que

el motor de la figura 5.1 realice una secuencia de cuatro pasos.
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Interruptor A

+

-

Interruptor B

+

-

Figura 5.1: Funcionamiento de un motor paso a paso

5.3 PANTÓGRAFO BIDIMENSIONAL ELECTROMECÁNICO

La construcción se hace a partir del pantógrafo que aparece en la figura 5.2, el

cual está compuesto por cuatro regletas que para nuestro caso se ha utilizado

aluminio. En el pantógrafo existe un punto llamado P0,0, los demás puntos de

articulación entre las regletas de aluminio son móviles. En el punto P se coloca

un punzón de punta roma que permita recorrer la figura de la cual se quiere

reproducir una figura semejante y en el punto P ′ se coloca una plumilla o lápiz

que sirva para dibujar sobre una superficie plana la figura semejante.

En el pantógrafo de la figura 5.2 el punto P recorre la figura F , mientras que

en el punto P ′ se ha ubicado una plumilla, la cual reproduce una figura F ′ que

es semejante a F . Para demostrar que la figura F ′ es semejante a la figura F ,

basta probar que cualquier punto P ′ = Px′,y′ de la figura F ′ se obtiene de su

correspondiente punto P = Px,y de la figura F mediante una misma semejanza
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Pasos Bobina A Bobina B

1 + +

2 + -

3 - -

4 - +

1 + +

Tabla 5.1: Secuencia de conmutación de 4 pasos

Sk

Para esto observese que si a los vectores que determinan el pantógrafo se les

dibuja los vectores punteados para obtener dos paralelogramos semejantes, con

razón de semejanza k, tal como se muestra en la figura 5.3. Se obtienen dos

paralelogramos cuyos vertices son P0,0, Pa,b, Pc,d y Px,y para uno de los parale-

logramos y P0,0, Pa′,b′ , Pc′,d′ y Px′,y′ para el otro paralelogramo.

Por construcción del pantógrafo se tiene que Pa′,b′ = Sk(Pa,b) = Pka,kb y

Pc′,d′ = Sk(Pc,d) = Pkc,kd, donde k > 1. Por definición de suma de puntos

Px,y = Pa,b + Pc,d = Pa+c,b+d y Px′,y′ = Pa′,b′ + Pc′,d′ = Pa′+c′,b′d′ , reemplazando

se tiene:
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Punto fijo
F

F ′

P P ′

Figura 5.2: Pantógrafo bidimensional

Px′,y′ = Pa′,b′ + Pc′,d′

= Pka,kb + Pkc,kd

= Pka+kc,kb+kd

= Pk(a+c),k(b+d)

= Sk(Pa+c,b+d)

= Sk(Px,y)

Por lo tanto Px′,y′ = Sk(Px,y).

Aśı, si el punto Px,y recorre una figura F , entonces el punto Px′,y′ recorrerá una

figura F ′ = Sk(F ).

En el procedimiento anterior se ha considerado k > 1, que da como resultado
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P0,0

Pa,b

Pa′,b′=Pka,kb

Px′,y′Px,y

Pc,d

Pc′,d′ = Pkc,kd

Figura 5.3: Geometŕıa del pantógrafo bidimensional

una figura F ′ de mayor tamaño que la figura F , es decir que el pantógrafo ha

servido para ampliar la figura. Por el contrario si lo que se quiere es obtener

una figura reducida mediante S 1
k

(0 < 1
k

< 1), sencillamente hay que intercam-

biar los puntos P y P ′, esto es que en el punto P se ubica la plumilla o lápiz y

en el punto P ′ se coloca el punzón de punta roma con el que se sigue la figura

a reproducir. La demostración se realiza de manera similar a la anterior.

A partir del pantógrafo anterior se puede construir un pantógrafo electrome-

cánico controlado por medio de la tarjeta de puertos de un computador con la

ayuda de una interfaz adecuada basada en transistores, que permitan el manejo

de motores paso a paso.

La construcción sencillamente, consiste en poder mover mediante un mecanis-

mo electromecánico controlando el punto Px,y, para esta operación se pueden
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utilizar dos motores paso a paso, cada uno de los cuales es responsable de

una coordenada cartesiana. uno de los motores es responsable del movimiento

en el eje X y el otro está encargado del movimiento en el eje Y , del punto

Px,y del pantógrafo bidimensional de la figura 5.2. Además de los motores es

necesario implementar dos interruptores de fin de carrera los cuales permitan

inicializar cada motor, y poder hallar el origen de cada uno de los ejes del

sistema. Esta operación es muy parecida a la realizada por una impresora, a

partir de este origen se pueden localizar otros puntos aplicando traslaciones,

rotaciones o simetŕıas. Es necesario controlar los ĺımites máximos de desplaza-

miento porque si no se corre el riesgo de dañar los piñones o desajustar el

sistema.

Para cada uno de los ejes del sistema se utiliza un motor paso a paso, un tornillo

sinf́ın y dos piñones. Uno de los piñones va en el eje del motor y otro en el

extremo de tornillo sinf́ın que es el encargado del mecanismo de movimiento.

Los piñones pueden guardar una relación de 2 a 1, de tal forma que cuando el

motor ha dado un giro de 360◦ el tornillo sinf́ın ha dado media vuelta.

Como se utilizan motores de 7.5◦ por paso, para que el tornillo gire una vuelta

necesitamos que el motor realice 96 pasos. Los tornillos utilizados tienen 18

hilos por pulgada, lo que hace que por cada giro del tornillo se presente un

desplazamiento de 1
18

de pulgada en cualquiera de los ejes del sistema. Se con-

cluye entonces que cada paso del motor es equivalente a
( 1
18

)

96
, lo que representa

0.000578703 pulgadas (0.001469903cm).

Los motores pueden hacerse girar de manera independiente o simultánea, cuando

lo hacen independientemente la trayectoria forma un ángulo de 0◦ o 90◦ con el
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sistema de coordenadas y cuando se hacen girar de manera simultánea, debido

a la similitud de los sistemas de desplazamiento en X y Y describen un ángulo

de 45◦.

De tal manera que para desplazarse de un punto A a un punto B se puede hacer

siguiendo alguna de la trayectorias de la figura 5.4, donde se considera que para

llegar desde el punto A hasta el punto B uno de los motores debe girar 3 pasos

y el otro 6 pasos.

� � � � � � �
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� � � �
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A

B

A

B

A

B

(a) (b)

(c)

Figura 5.4: Posibles trayectorias para desplazarse de un punto a otro

Cualquiera de las trayectorias pueden ser implementadas en el software de con-

trol de nuestro pantógrafo, siendo la más simple la trayectoria (a) de la figura

5.4 y la más compleja la trayectoria (c). Gracias a la gran exactitud de nuestro

pantógrafo se pueden implementar los trazos con la trayectoria (b), sin que la

figura a reproducir quede imperfecta. Para cualquiera de las trayetorias se ha
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utilizado la función traslación en el plano vista en el caṕıtulo 1.

Este sistema es el encargado de dibujar la figura F y se puede hacer dando

las instrucciones desde el computador, a éste se fija el punto P del patógrafo

de la figura 5.2 de tal manera que los movimientos generados a partir de los

motores paso a paso y los tornillos sinfin se verán reflejados en el punto P ′ del

pantógrafo en el cual se ha asegurado una plumilla o lápiz el que irá dibujando

la figura F ′ que es semejante a la figura F
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6 TRANSFORMACIONES LINEALES EN EL

ESPACIO

6.1 INTRODUCCIÓN

En este caṕıtulo se estudian los conceptos matemáticos necesarios para de-

mostrar que se puede pensar en construir un pantógrafo tridimensional. Todo el

esfuerzo se concentra en demostrar y conceptualizar los diferentes movimientos

necesarios para reproducir cierta figura de tres dimensiones desde el computa-

dor con un pantógrafo tridimensional, haciendo uso de la función semejanza,

ya que esta es una transformación lineal.

6.2 EL ESPACIO

Para construir el espacio eucĺıdeo de tres dimensiones colóquese el plano E2

de forma horizontal, de tal manera que el semieje positivo de X tenga sentido

adelante y el semieje positivo de Y tenga sentido derecho, tal como se mues-

tra en la figura 6.1. Aśı se tiene un plano XY con orientación derecha, ahora

trasládese este plano continuamente hacia arriba, de tal forma que el punto

origen P0,0 de E2 produzca una semirecta perpendicular a los ejes X y Y , luego

reṕıtase el proceso hacia abajo de tal manera que el punto P0,0 produzca una

semirecta con sentido opuesto a la anterior, que también es perpendicular al

plano XY . De esta forma, se tiene que la recta producida por P0,0 se denomina

39



eje coordenado Z del espacio de tres dimensiones E3.

X

Y

Z

P0,0

Figura 6.1: Generacón del espacio E3 por traslación del plano XY

Un punto Px1,y1 ∈ E2 cuando se traslada perpendicularmente al plano XY en

la generación del espacio tridimensional E3, genera en su recorrido una única

recta perpendicular al plano origen y paralela al eje Z. Es decir que si el punto

Px1,y1 se traslada z1 por esta paralela al eje Z, se produce el punto Px1,y1,z1, el

cual es la intersección entre una única recta paralela al eje X con una única

paralela al eje Y y con una única recta paralela al eje Z, el punto origen del

espacio E3 se obtiene trasladando 0 por el eje Z a P0,0 ∈ E2.

Cualquier punto Px1,y1,z1 ∈ E3 se puede obtener a partir de P0,0,0, trasladan-

dolo x1 por el eje X para obtener Px1,0,0, luego este punto se traslada y1 por la

paralela al eje Y que pasa por Px1,0,0, obteniendo el punto Px1,y1,0 y finalmente

se traslada este último punto z1 por la recta paralela al eje Z que pasa por
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Px1,y1,0, llegando de esta manera al punto Px1,y1,z1. Ver la figura 6.2

� �

�

X

Y

Z

Px1,0,0 Px1,y1,0

Px1,y1,z1

P0,0,0

Figura 6.2: Obtención de Px1,y1,z1 a partir de la traslación de P0,0,0

En cada punto Px,y,z ∈ E3 termina un único vector que inicia en P0,0,0, a este

vector lo llamanos vector geométrico Vx,y,z, cuya longitud viene dada por:

LongVx,y,z =
√

x2 + y2 + z2

6.3 TRASLACIONES EN EL ESPACIO DE TRES DIMENSIONES

De manera análoga a como se hizo en el caṕıtulo 2, se define la función traslación

tridimensional.

Definición 6.1 (Función traslación tridimensional) Sean a, b y c reales

41



y Px,y,z ∈ E3, la función traslación a, b, c en el espacio eucĺıdeo de tres

dimensiones E3, se nota Ta,b,c y se define:

Ta,b,c : E3 −→ E3

Px,y,z �−→ Ta,b,c(Px,y,z) = Px+a,y+b,z+c

6.4 SUMA DE PUNTOS EN E3

Definición 6.2 (Suma de puntos en el espacio de tres dimensiones)

Sean Px1,y1,z1 y Px2,y2,z2 puntos de E3, la suma de estos puntos se nota Px1,y1,z1 +

Px2,y2,z2 y se define:

Px1,y1,z1 + Px2,y2,z2 = Px1+x2,y1+y2,z1+z2

Al igual que en el plano E2, se puede también ver la suma de dos puntos en el

espacio de tres dimensiones en términos de traslación, aśı:

Px1,y1,z1 + Px2,y2,z2 = Tx1,y1,z1(Px2,y2,z2)

6.5 VECTORES EN EL ESPACIO DE TRES DIMENSIONES

En el espacio E3 también existen vectores libres y vectores geométricos ,

los segundos son todos aquellos vectores que tienen como origen el punto P0,0,0

y extremo un punto Px,y,z ∈ E3 cualquiera, de otra forma es un vector libre.

Nótese que al trasladar un vector geométrico, se obtiene un vector paralelo de

igual longitud y se convierte en un vector libre.

Se define la traslación de vectores de la siguiente manera:
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Definición 6.3 (Traslación de un vector en el espacio de tres dimensiones)

Sea Vx,y,z ∈ V 3 y a, b y c reales, la traslación Ta,b,c del vector Vx,y,z, se define

aśı:

Ta,b,c(Vx,y,z) = Ta,b,c(
−−−−−−→
P0,0,0Px,y,z)

=
−−−−−−−−−−−−−−−−→
P0+a,0+b,0+cPx+a,y+b,z+c

=
−−−−−−−−−−−→
Pa,b,cPx+a,y+b,z+c

Se puede ver que la traslación Ta,b,c convierte el vector geométrico Vx,y,z en el

vector libre cuyo origen es el punto Pa,b,c y su extremo el punto Px+a,y+b,z+c.

6.6 SUMA DE VECTORES EN EL ESPACIO E3

Cuando se tienen dos vectores Vx1,y1,z1, Vx2,y2,z2 en el espacio E3, pueden suceder

dos casos:

1. Que los vectores estén alineados. En este caso los vectores perteneceŕıan a

una única recta y para sumarlos basta con trasladar sobre la recta y ubicar

el origen del segundo vector en el extremo del primero, y el vector suma

entonces es el vector que tienen como origen el punto origen del primero

y como extremo el punto extremo del segundo.

2. Que los vectores no estén alineados. Cuando los vectores no están alinea-

dos, estos determinan un plano que los contiene. Para sumar los dos

vectores se traslada sobre el plano determinado el segundo vector hasta

que su origen coincida con el extremo del primer vector y la suma es el

vector que va desde el origen P0,0,0 hasta el punto donde llegó el extremo
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del segundo vector.

La figura 6.3 muestra la suma de dos vectores en el espacio E3, representados

y vistos en el plano que ellos determinan.

�

�

�

�

Px1,y1,z1

Px1+x2,y1+y2,z1+z2

Px2,y2,z2

P0,0,0

Vx1,y1,z1 Vx1+x2,y1+y2,z1+z2

Vx2,y2,z2

Figura 6.3: Suma de vectores en E3

Definición 6.4 (Suma de vectores en E3) Sean Vx1,y1,z1 y Vx2,y2,z2 dos vec-

tores cualesquiera de E3, la suma se nota Vx1,y1,z1 + Vx2,y2,z2, y se define de la

siguiente manera:

Vx1,y1,z1 + Vx2,y2,z2 = Vx1+x2,y1+y2,z1+z3

De lo anterior se puede decir que en un espacio de dimensión n dos vectores

no colineales siempre determinarán un plano que los contiene, y aśı generalizar

el método del paralelogramo comúnmente utilizado para sumar dos vectores de

E2 ó E3.
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6.7 TRANSFORMACIONES LINEALES EN EL ESPACIO

Definición 6.5 (Transformación lineal en el espacio E3) Sean Vx1,y1,z1

y Vx2,y2,z2 ∈ V 3, λ ∈ R y f una transformación definida en el espacio, se dice

que f es una transfomación lineal, si se cumplen las condiciones siguientes:

1. f(λVx1,y1,z1)=λf(Vx1,y1,z1)

2. f(Vx1,y1,z1 + Vx2,y2,z2) = f(Vx1,y1,z1) + f(Vx2,y2,z2)

Aśı como una transfomación lineal en el plano convierte paralelogramos en

paralelogramos, un transformación lineal en el espacio convierte paraleleṕıpedos

en paraleleṕıpedos.

6.8 COORDENADAS CILÍNDRICAS Y ESFÉRICAS

Como se sabe, el espacio E3 también puede ser visto de otras dos maneras difer-

entes, como la unión de infinitos cilindros coaxiales o la unión de infinitas esferas

concentricas. De estas dos maneras particulares de ver el espacio aprecen las

coordenadas ciĺındricas y esféricas que son muy utiles a la hora de construir

máquinas utilizando motores digitales como los usados para este trabajo. En

este texto se describe la localización de un punto del espacio utilizando tanto

coordenadas ciĺındricas como esféricas, para un mayor detalle véase la obra

Geometŕıa anaĺıtica, una nueva visión del profesor Francisco Escobar, la que

ha servido como base para este trabajo.

Dado un punto Px,y,z ∈ E3, este punto pertenece a un único ciĺındro de radio

r. En la figura 6.4 se pueden ver las coordenadas ciĺındricas del punto Px,y,z.

Para llegar al punto Pr,α,z desde el punto origen P0,0,0 hay que trasladase r por

el semieje positivo X, llegando al punto Pr,0,0. Luego, girar un ángulo α al

punto Pr,0,0 alrededor de P0,0,0 sobre la circunferencia de radio r con centro en
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Pr,0,0 Pr,α,0

Pr,α,z

X

Y

Z

Figura 6.4: Coordenadas ciĺındricas de un punto en E3

P0,0,0 contenida en el plano XY y aśı se llega al punto Pr,α,0. Finalmente hay

que trasladarse z por la recta paralela al eje Z que pasa por Pr,α,0, y aśı se llega

al punto Pr,α,z.

(r, α, z) es la posición ciĺındrica del punto Pr,α,z y r, α y z son la coorde-

nadas ciĺındricas del punto Pr,α,z; donde r > 0, 0 ≤ α < 2π y z ∈ R.

Se puede pasar un punto Px,y,z expresado en coordenadas cartesianas a coorde-

nadas ciĺındricas haciendo uso de las siguientes fórmulas.
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r =
√

x2 + y2

α = arctan
y

x

z = z

Se puede pasar un punto Pr,α,z expresado en coordenadas ciĺındricas a coorde-

nadas cartesianas haciendo uso de las siguientes fórmulas.

x = r cos α

y = r sin α

z = z

Ahora, también es posible ver el espacio E3 como la unión de las infinitas esféras

concentricas de centro P0,0,0 y radio r. Un punto cualquiera P ∈ E3 pertenece

a una única esféra y sus coordenadas esféricas se pueden ver en la figura 6.5.

Para hallar un punto P partiendo de P0,0,0, es necesario trasladarse r por el

semieje positivo X quedando en el punto Pr,0,0 que pertenece a la esfera de radio

r. Luego se rota sobre el plano XY un ángulo α alrededor de P0,0,0, quedando

en el punto Pr,α,0. Por último y desde la semirecta Mα del plano XY se rota β

y se llega finalmente al punto Pr,α,β.

Se dice que (r, α, β) es la posición esférica del punto Pr,α,β o que r, α y β

son las coordenadas esféricas de punto Pr,α,β, donde r > 0, 0 ≤ α < 2π y
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Pr,0,0 Pr,α,0

Pr,α,β

Y

X

Z

Figura 6.5: Coordenadas esféricas de un punto en E3

−π
2
≤ β ≤ π

2
.

Un punto Px,y,z en coordenadas cartesianas puede pasarse a coordenadas esféricas

utilizando las siguientes fórmulas.

r =
√

x2 + y2 + z2

α = arctan (
y

x
)

β = arctan (
z√

x2 + y2
)

Un punto Pr,α,β en coordenadas esféricas puede pasarse a coordenadas carte-

sianas utilizando las siguientes fórmulas.
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x = r cos α cos β

y = r sin α cos β

z = r cos β
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7 FUNCIONES ROTACIÓN, SEMEJANZA Y

SIMETRÍA COMO TRANSFORMACIONES

LINEALES EN EL ESPACIO

7.1 INTRODUCCIÓN

En este caṕıtulo se demuestra que las funciones rotación, semejanza y simetŕıa

en el espacio E3 son también transformaciones lineales y que por esto es posible

reproducir con aparatos mecánicos y electrónicos cuerpos semejantes, rotados o

simétricos. Estas funciones se utilizan para el funcionamiento de un pantógrafo

tridimensional.

7.2 ROTACIONES EN EL ESPACIO

Cuando se rota el espacio E3 mediante una rotación R alrededor de P0,0,0, los

semiejes positivos de los ejes X, Y y Z se transforman en las semirectas Sα1,β1,γ1 ,

Sα2,β2,γ2 y Sα3,β3,γ3 respectivamente,αi, βi, γi con i ∈ {1, 2, 3} son las medidas

de los ángulos que forman estas semirectas con los semiejes positivos X, Y , Z

respectivamente y ellas son perpendiculares entre śı, esto porque la rotación R

no vaŕıa el tamaño de los ángulos existentes.

Los vectores unitarios V1,0,0, V0,1,0 y V0,0,1, se convierten respectivamente en los

vectores unitarios de la semirectas anteriores, los cuales son Vcos α1,cos β1,cos γ1 ,
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Vcos α2,cosβ2,cos γ2 y Vcos α3,cos β3,cos γ3 .

Por facilidad en las expresiones, se utiliza la siguiente notación:

Va1,b1,c1 = Vcos α1,cosβ1,cos γ1

Va2,b2,c2 = Vcos α2,cosβ2,cos γ2

Va3,b3,c3 = Vcos α3,cosβ3,cos γ3

Dado un vector Vx,y,z ∈ V 3, se puede expresar como:

Vx,y,z = Vx(1,0,0) + Vy(0,1,0) + Vz(0,0,1)

Ahora si a ese vector se le aplica una rotación R, entonces se tiene que

R(Vx,y,z) = R(Vx(1,0,0) + Vy(0,1,0) + Vz(0,0,1))

= xR(V1,0,0) + yR(V0,1,0) + zR(V0,0,1)

= xVa1,b1,c1 + yVa2,b2,c2 + zVa3,b3,c3

= Vxa1,xb1,xc1 + Vya2,yb2,yc2 + Vza3,zb3,zc3

= Vxa1+ya2+za3,xb1+yb2+zb3,xc1+yc2+zc3

= Vx′,y′,z′

Definición 7.1 (Función rotación en el espacio) Sea vx,y,z ∈ V 3 un vec-

tor geométrico en el espacio E3, se define la función rotación de vectores
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de la siguiente manera,

R : V 3 −→ V 3

Vx,y,z �−→ R(Vx,y,x) = Vx′,y′,z′

donde,

x′ = xa1 + ya2 + za3

y′ = xb1 + yb2 + zb3

z′ = xc1 + yc2 + zc3

Teorema 7.1 La función rotación de vectores en el espacio de tres dimensiones

es una transformación lineal.

demostración

Sean Vx,y,z ∈ V 3 y k ∈ R, es necesario demostrar que:

k(R(Vx,y,z)) = R(k(Vx,y,z))

aplicando la definición de función rotación, se tiene
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k(R(Vx,y,z)) = kVx′,y′,z′

= Vkx′,ky′,kz′

= Vk(xa1+ya2+za3),k(xb1+yb2+zb3),k(xc1+yc2+zc3)

= V(kx)a1+(ky)a2+(kz)a3,(kx)b1+(ky)b2+(kz)b3,(kx)c1+(ky)c2+(kz)c3

= R(Vkx,ky,kz)

= R(k(Vx,y,z))

Luego, se cumple la primera condición de las transformaciones lineales.

Sean Vx1,y1,z1 y Vx2,y2,z2 ∈ V 3 dos vectores arbitrarios. Se debe demostrar que:

R(Vx1,y1,z1 + Vx2,y2,z2) = R(Vx1,y1,z1) + R(Vx2,y2,z2)

aplicando la definición de suma de vectores y de función rotación, se tiene

R(Vx1,y1,z1 + Vx2,y2,z2) = R(Vx1+x2,y1+y2,z1+z2)

= Vx′,y′,z′

donde,
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x′ = (x1 + x2)a1 + (y1 + y2)a2 + (z1 + z2)a3

y′ = (x1 + x2)b1 + (y1 + y2)b2 + (z1 + z2)b3

x′ = (x1 + x2)c1 + (y1 + y2)c2 + (z1 + z2)c3

Lo anterior se puede reorganizar aplicando la propiedad distributiva y asocia-

tiva, quedando de la siguiente manera:

x′ = (x1a1 + y1a2 + z1a3)︸ ︷︷ ︸
x′
1

+ (x2a1 + y2a2 + z2a3)︸ ︷︷ ︸
x′
2

y′ = (x1b1 + y1b2 + z1b3)︸ ︷︷ ︸
y′
1

+ (x2b1 + y2b2 + z2b3)︸ ︷︷ ︸
y′
2

z′ = (x1c1 + y1c2 + z1c3)︸ ︷︷ ︸
z′1

+ (x2c1 + y2c2 + z2c3)︸ ︷︷ ︸
z′2

entonces,

R(Vx1,y1,z1 + Vx2,y2,z2) = Vx′
1+x′

2,y′
1+y′

2,z′1+z′2

= Vx′
1,y′

1,z′1 + Vx′
2,y′

2,z′2

remplazando se obtiene,

R(Vx1,y1,z1 + Vx2,y2,z2) = Vx1a1+y1a2+z1a3,x1b1+y1b2+z1b3,x1c1+y1c2+z1c3 +

Vx2a1+y2a2+z2a3,x2b1+y2b2+z2b3,x2c1+y2c2+z2c3

= R(Vx1,y1,z1) + R(Vx2,y2,z2)
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queda demostrado que se cumple la segunda condición de las transformaciones

lineales, por lo tanto la rotación en el espacio es una transformación lineal.

Igual que en el plano es fácil ver que si el punto extremo de un vector Vx,y,z

recorre un objeto O, entonces punto extremo del vector R(Vx,y,z) recorrerá un

objeto O′ que es el mismo objeto O rotado por R.

7.3 SEMEJANZAS EN EL ESPACIO

Definición 7.2 (Función semejanza en el espacio) Sean Vx,y,z ∈ V 3 y

k ∈ R
+, la función semejanza de razón k en el espacio E3, se define:

Sk : V 3 −→ V 3

Vx,y,z �−→ Sk(Vx,y,z) = Vkx,ky,kz

Teorema 7.2 La función semejanza en el espacio es una transformación lineal.

Demostración

Sean λ ∈ R, k ∈ R
+ y Vx,y,z ∈ V 3, entonces

λ(Sk(Vx,y,z)) = λ(Vkx,ky,kz)

= Vλ(kx),λ(ky),λ(kz)

= Vk(λx),k(λy),k(λz)

= Sk(Vλx,λy,λz

= Sk(λVx,y,z)
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Aśı se ha demostrado que se cumple la primera condición de una transformación

lineal.

Para la segunda condición, sean Vx1,y1,z1 , Vx2,y2,z2 ∈ V 3 y k ∈ R
+. Aplicando la

suma de vectores y las propiedades de los reales, se tiene:

Sk(Vx1,y1,z1 + Vx2,y2,z2) = Sk(Vx1+x2,y1+y2,z1+z2)

= Vk(x1+x2),k(y1+y2),k(z1+z2)

= Vkx1+kx2,ky1+ky2,kz1+kz2

= Vkx1,ky1,kz1 + Vkx2,ky2,kz2

= Sk(Vx1,y1,z1) + Sk(Vx2,y2,z2)

Por lo tanto, la función semejanza es una transformación lineal.

Si el extremo de un vector Vx,y,z recorre un objeto O, el extremo del vector

Sk(Vx,y,z) recorre un objeto O′ que es semejante a O, con razón de semejanza

k.

7.4 SIMETRÍAS EN EL ESPACIO

Por último en esta sección se trata una simetŕıa en el espacio E3 con respecto

al punto P0,0,0.

Definición 7.3 (Función simetŕıa en E3 respecto a P0,0,0) Sea Vx,y,z ∈
V 3, la función simetŕıa en E3 respecto a P0,0,0 que se nota σ0, se de-

fine aśı:
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σ0 : V 3 −→ V 3

Vx,y,z �−→ σ0(Vx,y,z) = V−x,−y,−z

Teorema 7.3 La función simetŕıa en E3 respecto a P0,0,0 es una transfor-

mación lineal.

Demostración

Sea Vx,y,z ∈ V 3 y λ ∈ R, para demostrar la primera condición de una transfor-

mación lineal se tiene.

λ(σ0(Vx,y,z)) = λ(V−x,−y,−z)

= V−(λx),−(λy),−(λz)

= σ0(Vλx,λy,λz)

= σ0(λ(Vx,y,z))

Finalmente se demuestra la segunda condición de una transformación lineal.

Sean Vx1,y1,z1 y Vx2,y2,z2 ∈ V 3, la simetŕıa de la suma de los dos vectores está

dada por:
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σ0(Vx1,y1,z1 + Vx2,y2,z2) = σ0(Vx1+x2,y1+y2,z1+z2)

= V−(x1+x2),−(y1+y2),−(z1+z2)

= V(−x1)+(−x2),(−y1)+(−y2),(−z1)+(−z2)

= V−x1,−y1,−z1 + V−x2,−y2,−z2

= σ0(Vx1,y1,z1) + σ0(Vx2,y2,z2)

Por lo tanto la función simetŕıa es una transformación lineal.

Si el punto extremo de un vector Vx,y,z recorre un objeto O, el punto extremo

del vector σ0(Vx,y,z) recorrerá un objeto O′ que es simétrico a O respecto al

punto P0,0,0.
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8 CONSTRUCCIÓN DE UN PROTOTIPO DE

PANTÓGRAFO TRIDIMENSIONAL

8.1 INTRODUCCIÓN

En este caṕıtulo se presenta un prototipo de pantógrafo tridimensional que

partiendo del pantógrafo bidimensional y adaptándole un motor que permita

girar su base se obtiene un sistema que reproduce objetos tridimensionales

semejantes basado en coordenadas ciĺındricas y en el hecho que el espacio es

igual a la reunión de todos los planos que pasan por una misma recta, se hace

aqúı una demostración de este resultado.

8.2 CONSTRUCCIÓN DEL PANTÓGRAFO

Para construir este prototipo podemos utilizar el pantógrafo electromecánico

bidimensional que se vió en el caṕıtulo 3, el cual sencillamente se monta sobre

una base que permita girarlo un ángulo determinado mediante el uso de un

nuevo motor paso a paso.

Recordar que un punto del espacio se expresa en coordenas ciĺındricas de la

forma Pr,α,z, donde r > 0, 0 ≤ α < 2π y z ∈ R. En el sistema bidimen-

sional, el pantógrafo permit́ıa obtener un punto Pkx,ky a partir de un punto

Px,y cualquiera del plano mediante el uso de dos motores paso a paso, uno para

el movimiento en el eje X y otro para Y , estos motores en el nuevo diseño se
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utilizan uno para lograr la distancia r y otro para obtener la posición z, y el

ángulo α se obtiene implementando un motor que gire el pantógrafo alrededor

del eje que pasa por el punto fijo P0,0 del pantógrafo.

�

�

�

�

�

Px,y,z

Px′,y′,z′

P0,0,0

Z

Y

X

Px,y,0

Px′,y′,0

α

Figura 8.1: Pantógrafo tridimensional

Para demostrar que este pantógrafo reproduce objetos tridimensionales seme-

jantes basta probar que cada punto Px,y,z ∈ E3 se convierte en un punto

Px′,y′,z′ ∈ E3 mediante la aplicación de este aparato, y que Px′,y′,z′ = Sk(Px,y,z) =

Pkx,ky,kz donde k > 0.

Se hace uso de coordenadas ciĺındricas para demostrar lo anterior, es decir

debemos expresar los puntos Px,y,z y Px′,y′,z′ de la forma Pr,α,z y Pr′,α,z′ respec-

tivamente, donde: r es el radio del ciĺındro que contiene a Px,y,z y r′ el radio
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del que contiene a Px′,y′,z′, α es el ángulo que forman las proyecciones de los

vectores Vx,y,z y Vx′,y′,z′ sobre el plano XY con el semieje positivo X; z y z′ las

cordenadas en el eje Z de cada punto.

Del pantógrafo bidimensional, podemos decir que la longitud del vector Vx′,y′,z′

es k − veces la longitud del vector Vx,y,z, esto es

long(Vx′,y′,z′) = k(long(Vx,y,z))

para k > 0.

Sea β el ángulo que forma el vector Vx,y,z con la proyección de este en el plano

XY . La longitud del vector Vx,y,0 es r que es el radio del ciĺındro que contiene

a Px,y,z y la longitud del vector Vx′,y′,0 es r′ que es el radio del ciĺındro que

contiene a Px′,y′,z′, esto es:

r = long(Vx,y,0)

r′ = long(Vx′,y′,0),

de otro lado se tiene que:

long(Vx,y,0) = long(Vx,y,z) cos β

long(Vx′,y′,0) = long(Vx′,y′,z′) cos β

como,

long(Vx′,y′,z′) = k(long(Vx,y,z))
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entonces,

long(Vx′,y′,0) = klong(Vx,y,z) cos β

long(Vx′,y′,0) = klong(Vx,y,0)

de donde,

r′ = kr (13)

Para la componente z y z′,

z = long(Vx,y,0) sin β

z′ = long(Vx′,y′,0) sin β

remplazando, se obtiene:

z′ = k(long(Vx,y,0)) sin β

de donde,

z′ = kz (14)

Se sabe que cada componente cartesiana de Px,y,z se puede expresar en función

de sus coordenadas ciĺındricas de la siguiente manera,

x = r sin α

y = r cos α

z = z
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y para el punto Px′,y′,z′

x′ = r′ sin α

y′ = r′ cos α

z′ = z′

reemplazando las ecuaciones (13) y (14) en las anteriores expresiones, se obtiene

x′ = kr sin α

y′ = kr cos α

z′ = kz

de donde se puede concluir que,

x′ = kx

y′ = ky

z′ = kz

por lo tanto, Px′,y′,z′ = Pkx,ky,kz = Sk(Px,y,z).

Este resultado demuestra que para cualquier punto Px,y,z del espacio, el pantógrafo

diseñado obtiene el punto Px′,y′,z′, en donde Px′,y′,z′ = Sk(Px,y,z).

Si el punto Px,y,z recorre la superficie de un objeto tridimensional O, entonces

el punto Px′,y′,z′ reproduce la superficie de un objeto O′ que es semejante a O.

Esto es O′ = Sk(O), esto se muestra en la figura 8.2.

Con el pantógrafo de la figura 8.1 se reproducen objetos semejantes de mayor

tamaño. Si se quiere obtener un objeto semejante de menor tamaño, sencilla-
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Px,y,z

Px′,y′,z′

P0,0,0

Z

Y

X

Figura 8.2: Reproducción de un objeto tridimensional

mente es recorre el objeto a reproducir con el punto Px′,y′z′ y el objeto semejante

lo recorre el punto Px,y,z
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9 CONCLUSIÓN

Después de realizar este trabajo puedo afirmar que para lograr un mejor Páıs,

tenemos que comprometernos como docentes a imparitr conocimientos cuya

aplicación práctica beneficie el desarrollo tecnológico. Mientras no se tengan

claros todos los conceptos geométricos del mundo que nos rodea, nos será im-

posible construir aparatos que faciliten nuestra vida cotidiana.

De no revolucinar con el conocimiento el quehacer pedagógico nos veremos

de por vida sumidos en el fondo oscuro del subdesarrollo. Me resta exten-

der la invitación para que cada uno de los que actuamos en el escenario del

conocimiento, busquemos aplicarlo de manera práctica y despertemos la cre-

atividad de nuestra sociedad con el único propósito de caminar juntos hacia un

futuro mejor.
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