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RESUMEN

Esta monografia presenta los fundamentos de la Teoria de la Aproximabilidad en pro-
blemas NP-duros. Primero, se presentan algunos modelos de computacién como las
maquinas de Turing y las maquinas RAM, que son luego usados para definir las clases
de complejidad P, NP y NPC, con lo cual se da paso al estudio de la aproximabilidad
en problemas NP-duros presentando las clases de aproximacion APX, PTAS y FPTAS
y describiendo dos estrategias muy aplicables en el desarrollo o mejoramiento de algo-
ritmos de aproximacién, las estrategias shifting y grid. Ademas, la presentacién de
todos los conceptos tratados en esta monografia se ha complementado con ejemplos,

tablas y graficos pertinentes para una mayor facilidad en su comprension.
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INTRODUCCION

La Teoria de la Computabilidad desarrollada principalmente por Alan Turing, Alonso
Church y Kurt Godel a comienzos de la década de los 30’s fué la que dié origen a la
Teoria de la Complejidad Computacional . Dicha teoria se preocupaba por conocer
si toda funcién era computable” lo cual llevé a Turing a desarrollar una mAaquina
llamada maquina de Turing, capaz de computar funciones. Turing no se preocup6 por
la eficiencia de sus maquinas, esto es, por el tiempo usado en sus computaciones, solo
se interesd en que sus maquinas fueran capaces de simular algoritmos arbitrarios; asi la
maquina de Turing se convirtié en uno de los principales modelos de computacion. La
nociéon de computacion tiempo polinomial fué introducida en los 60’s por Cobham
y Edmonds en los inicios de la Teoria de la Complejidad Computacional; Edmonds
llamé a los algoritmos tiempo polinomial, esto es, a aquellos algoritmos cuyo niimero de
pasos en su ejecucion es acotado por un polinomio, “buenos algoritmos”, asi la Teoria

de la Complejidad Computacional se preocupa por la eficiencia de los algoritmos.

En la practica, existen muchos problemas en matematicas y otras areas para los cuales
se han desarrollado procedimientos que encuentran su solucién en forma eficiente (al-
goritmos tiempo polinomial), a estos problemas se les llama usualmente “faciles de
resolver”; sin embargo, para una gran cantidad de problemas hasta el momento no ha

sido posible el desarrollo de tales procedimientos, por lo cual se les llama usualmente

* ./ . . . . . . . .
Una funcién es computable si existe un procedimiento que siguiendo un conjunto finito de pasos

encuentra el valor de la funcién para cualquier entrada.



“dificiles de resolver”. En la década de los 70’s Karp introdujo la notacion estandar
de P y NP para las clases de problemas “faciles de resolver” (clase P) y “dificiles de
resolver” (clase NP). En 1971 Stephen Cook introdujo la nocién de NP-completitud,
mas precisamente la nocién de problema NP-completo; estos problemas se caracteri-
zan por ser los “mas dificiles” en NP y tienen la propiedad fundamental que si se
resuelve uno de ellos eficientemente entonces todos los problemas en NP también se
pueden resolver en forma rapida. En el mismo ano Cook presenté el primer proble-
ma NP-completo, el cual es un problema de légica booleana, llamado el problema
de SATISFABILIDAD, a raiz de este resultado han sido identificados cientos de pro-
blemas NP-completos. En este momento, una pregunta de fundamental importancia
que surge es ;P = NP7, esto es, jtodos los problemas en NP admiten un algoritmo
tiempo polinomial que los resuelva?, esta pregunta continiia abierta y es de observar
que la comunidad matematica la considera como uno de los problemas abiertos mas
relevantes de este milenio; asi Steven Smale, ganador de la medalla Fields, lo sitia
como el problema nimero 3 en la lista de Smale de los 18 problemas desafiantes para
el siglo XXI, ademas también aparece en la lista de los siete problemas del milenio

publicada por el Instituto Clay de Matematicas.

Un tipo importante de problemas que son de interés en la actualidad son lo problemas
de optimizacion, en los cuales se busca maximizar o minimizar una cierta medida.
Este tipo de problemas ha sido ligado a la Teoria de NP-completitud al asociarles de
manera natural un problema de decision, es decir, un problema en el que la respuesta
es SI o NO; infortunadamente muchos problemas de optimizacién tienen asociado un
problema de decision que es NP-completo, dichos problemas pertenecen a una clase
especial llamada la clase de problemas NP-duros y se ha demostrado que en este
caso es improbable que el problema de optimizacién inicial pueda ser resuelto por un
algoritmo tiempo polinomial. Por esta razén es natural enfocar los esfuerzos en buscar
otras alternativas para resolverlo, una de ellas es desarrollar algoritmos que retornen
soluciones aproximadas al problema, llamados algoritmos de aproximacién, y el estudio

de ellos ha dado origen a la Teoria de la Aproximabilidad.
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La Teoria de la aproximabilidad en problemas NP-duros estudia algoritmos de apro-
ximacién que permiten obtener una solucion que puede no ser éptima, pero que no
se aleja de la solucién ideal més alla de un cierto factor conocido. Asi, los algoritmos
de aproximacion se han desarrollado en respuesta a la imposibilidad de resolver una
gran variedad de problemas de optimizacién importantes. Al analizar estos algoritmos
surgen algunas preguntas tales como: ;jqué tanto pueden ser mejorados en términos
de un factor conocido?, ;como lograr una aproximacion mejor?, jtodos los problemas
pueden ser aproximados?, estas preguntas dan una visién general de la “dureza”de de-
sarrollar aproximaciones. Ademas, para muchos problemas, estas preguntas continuan

abiertas y encontrar su respuesta seria equivalente a contestar la pregunta ;P = NP?.

Gran cantidad de problemas que se intentan aproximar han surgido como resultado de
situaciones que se presentan en la préctica en diferentes campos; el siguiente ejemplo
ilustra uno de tales problemas, el cual da una visién de la importancia de los algoritmos
de aproximacion: “Imaginese que usted se encuentra a las 9 a.m. en su trabajo, frente
a 8 maquinas que estaran listas para trabajar a las 10 a.m. con 147 tareas de varias
duraciones para ser procesadas en estas maquinas. Por otro lado, a las 9 p.m. hay un
partido de basketball en la television que no se quiere perder por nada del mundo,
pero tiene que quedarse hasta que todas las tareas estén terminadas. Asi que usted
desearia asignar tareas a las mdquinas de tal forma que pueda llegar a su casa lo
mas pronto posible”. Este problema en apariencia sencillo es sin embargo una ins-
tancia del conocido Problema Minimum Makespan el cual es NP-duro; esto significa
no solamente que no se conoce un algoritmo tiempo polinomial para resolverlo, sino
que es improblable que uno exista. A raiz de esto, se han desarrollado algoritmos de
aproximacion para este problema, intentando disminuir cada vez mas el error en la

aproximacion y el tiempo de ejecucion.

Como ya se ha dicho, el desarrollo de las Teorias de Complejidad y Aproximabilidad
son muy recientes, de ahi que la literatura disponible sea escasa y frecuentemente de
un nivel muy avanzado. La presente monografia pretende subsanar de alguna manera

esta dificultad, proporcionando un texto que recopile en forma amplia y detallada los

22



fundamentos de la Teoria de la Complejidad Computacional y de la Aproximabilidad
en problemas NP-duros. Por otro lado, se espera que este texto sirva de material de
consulta y apoyo para muchos estudiantes que desean iniciarse en este interesante
campo de la matematica y sea una motivacion para continuar su estudio y profun-
dizar en todo lo que en él queda por hacer. De manera particular se pretende que
el presente trabajo contribuya al fortalecimiento académico del Grupo de estudio y
desarrollo investigativo en Matematica aplicada del departamento de Matematicas de

la Universidad del Cauca, que trabaja en la linea de Matematica Computacional.
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1. PRELIMINARES

Este capitulo introductorio contiene algunos conceptos basicos que se requieren en el
estudio de la teoria de NP-completitud y de aproximabilidad en problemas NP-duros
que se desarrolla en el resto de esta monografia. Primero, se presentan las nociones
basicas sobre notacion asintética y teoria de grafos proporcionando varios ejemplos
que aclaran el uso que se dara a estos conceptos en el resto del texto. A continuacién
se describen los conceptos de problema, algoritmo, alfabeto, lenguaje y se introduce

la nocion de esquema de codificaciéon para un problema.

1.1. NOTACION ASINTOTICA

En el contexto de la complejidad computacional son de gran interés las funciones
de complejidad, las cuales expresan el tiempo requerido por un algoritmo para ejecu-
tarse sobre entradas de determinado tamano en el peor caso; usualmente se denotan
por T(n) donde n es el tamano de la entrada, estas funciones pueden ser del tipo
T(n) = 3n?> +5n —2, T(n) = 4lnn+ 7, T(n) = 10e™ — 1 entre otras, pero en ellas,
generalmente, no es necesario tener en cuenta sus constantes multiplicativas o aditivas.

En este caso, para representar tales funciones se utiliza la notacién asintética.



Se presentaran a continuacién, las tres notaciones asintéticas mas usuales en comple-
jidad.

En esta seccidn, se usara el simbolo R* para denotar el conjunto de ntimeros reales

positivos unido con el cero.

Definicién 1.1 (Notacién O). Sea g(n) una funcién de N en R*.

O(g(n)) = {f:N— R*: existen constantes positivas ¢ y ng tales que

0 < f(n) <cg(n), para todo n > ng}.

Usualmente, si f(n) € O(g(n)), se escribe f(n) = O(g(n)) y se lee “f(n) es o grande
de g(n)”’o “f(n) es del orden de g(n)”.

En otras palabras, O(g(n)) denota el conjunto de funciones asintéticamente acotadas

superiormente por g(n). La Figura 1.1 muestra el significado de la notacién O.

Figura 1.1: f(n) = O(g(n))
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Ejemplo 1.1

1. n?+2n+1€ O(n?). En efecto:

n < n? para todo n > 1

on < 2n? para todon > 1

n?+2n < 2n®+n? para todon > 1
n?+2n+1<2n?+n?+n? para todo n > 1
n?+2n+1 < 4n? para todo n > 1.

Haciendo ¢ = 4 y ny = 1, se obtiene que n? + 2n + 1 € O(n?), como se ilustra

en la Figura 1.2.

n?>+2n+1

Sais

Figura 1.2: n? +2n 41 = O(n?).
En general, si f: N — R* es un polinomio de grado d, es decir,
f(n)= agn® + ag_1n%' + ...+ ag, entonces f(n) € O(n?).

2. 3" ¢ O(2"). En efecto:

Si 3" € O(2") deben existir constantes positivas ¢ y ng tales que 3" < ¢2" para
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todo n > ng. Esto es, (3)" < ¢, lo cual es imposible pues (2)" es una funcién

exponencial.
3. 4n+100 = O(n).
4. n!=0[(n+ 1)

5. 2 =0(3"). O

Frecuentemente las propiedades o teoremas son herramientas tiles que permiten pro-
bar resultados que solo con el uso de la definicién seria mas complicado. A continuacién,

se presentan dos reglas que cumple la notacion o grande.

Teorema 1.1 (Regla del Maximo). [BB97] Sean f y ¢ funciones de N en R*. Se

cumple que:

O(f(n) +g(n)) = O(max{f(n),g(n)}).

Ejemplo 1.2

n® +n = O(n?). En efecto:

Por el Teorema 1.1, O(n® +n) = O(méx {n3 n}) = O(n?),
luego, O(n® +n) = O(n?)

en particular, n® + n € O(n® + n)

por lo tanto, n® + n € O(n?). $

Teorema 1.2 (Regla del Limite). [BB97] Sean f y ¢ funciones de N en R. Se

cumplen las siguientes proposiciones:

f(n)

1. Si T}Lrgom =k y k € R" entonces f(n) € O(g(n)) y g(n) € O(f(n)).
2. Si 7111_{20% = 0 entonces f(n) € O(g(n)) y g(n) ¢ O(f(n)).
3. Si nh_)n;@% = oo entonces g(n) € O(f(n)) y f(n) ¢ O(g(n)).
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Ejemplo 1.3

n!

Puesto que lim =0, por el teorema 1.2 se obtiene que n! € O((n+ 1)!) y

n—oo (n + 1)!
(n+1)! ¢ O(n!).

|

n!
El limite lim —— = oo, entonces por el teorema 1.2 se obtiene que 2" € O(n!)y
n—oo

¢ oEn. O

Definicién 1.2 (Notacién ). Sea g(n) una funcién de N en R*.

Qgn)) = {f:N— R*: existen constantes positivas ¢ y ng tales que

0 < cg(n) < f(n), para todo n > ng}.

Usualmente, si f(n) € Q(g(n)), se escribe f(n) = Q(g(n)) y se lee “f(n) es omega de
g(n)”.

En otras palabras, €2(g(n)) denota el conjunto de funciones asintéticamente acotadas

inferiormente por g(n). La Figura 1.3 muestra el significado de la notacién .

Teorema 1.3 (Regla de Dualidad). [BB97]

f(n) € O(g(n)) <= g(n) € Q(f(n)).

Ejemplo 1.4
1. n"=Q(n!). En efecto:
|
Como lim = = 0, esto implica, por el Teorema 1.2 que n! € O(n"). Y por el
n—oo N

Teorema 1.3, se obtiene que n™ = Q(n!).
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Figura 1.3: f(n) = Q(g(n))
2. /n=Q(lnn). En efecto:

n
Como lim —— = oo, esto implica, por el Teorema 1.2, que Inn = O(y/n) y por
n—oo Inn

el Teorema 1.3, se obtiene que y/n = Q(lnn).
3. Del ejemplo 1.1 y por el Teorema 1.3, se obtiene:

= n?=Q(21n2 + 15n + 8).
. 37 =Q(27).

= n = Q(4n + 100).

s (n+ D =Qn). O

Definicién 1.3 (Notacién 0). Sea g una funcién de N en R*.

O(g(n)) = {f:N — R*: existen constantes positivas ¢y, ¢y y ng tales que

0 < c1g(n) < f(n) < cog(n), para todo n > ng}

Se puede observar que ©(g(n)) = O(g(n)) N Q2(g(n)).

Usualmente, si f(n) € ©(g(n)) se escribe f(n) = ©(g(n)) y se lee “f(n) es theta de
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g(n)”. En otras palabras, ©(g(n)) denota el conjunto de funciones asintéticamente

acotadas por g(n). La Figura 1.4 muestra el significado de la notacién ©.

Y
c2g(n)
f(n)
cig(n)
|
|
|
|
I
|
' T
o
Figura 1.4: f(n) = ©(g(n))
Ejemplo 1.5
n+2=0(n+1) En efecto:
n+l<n+2<2n+1)
Haciendo ¢; = 1, ¢3 = 2 y ng = 1, se obtiene que n +2 = 0(n + 1). &

1.2. GRAFOS

Se puede pensar en un grafo como un conjunto de puntos en un plano o en un espacio
y un conjunto de segmentos lineales (o curvas) cada uno de los cuales une dos puntos

0 une un punto con él mismo.

Ejemplo 1.6

Una representacion pictorica de un grafo se muestra en la Figura 1.5. &
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Figura 1.5: Representacién de un grafo.

Los grafos son modelos muy 1tiles para analizar un rango grande de problemas practi-
cos en los cuales los puntos y las conexiones entre ellos tienen alguna interpretacién

fisica o conceptual.

Por ejemplo, la red de calles de una ciudad, los circuitos eléctricos, las moléculas

organicas, son algunas de las estructuras que pueden ser representadas con grafos.

Definicién 1.4 (Grafo). Un grafo G=(V, E, f) es una estructura matemética que
consta de un conjunto no vacio V denominado conjunto de vértices (o nodos), un
conjunto E de aristas y una funcién inyectiva f del conjunto de aristas E en un
conjunto de pares ordenados o desordenados de V. Si una arista se corresponde con
un par ordenado, entonces se dice que es una arista dirigida; en caso contrario, se
denomina arista no dirigida.

Si una arista e € E estd asociada con un par ordenado (u, v) o con un par desordenado
{u, v}, en donde u,v € V, entonces se dice que la arista e conecta o une los vértices
u'y v, los cuales son llamados sus vértices finales.

Los pares de vértices que estén conectados por una arista dentro de un grafo se de-
nominan vértices adyacentes.

Con frecuencia, es conveniente escribir los grafos en la forma (V, E) o también, sim-
plemente como G. En el primer caso, cada arista se representa directamente como el
par con el cual se corresponde, lo cual no hace necesaria la especificacion de f si f es

una Correspondencia uno a uno.

Definicién 1.5 (Bucle). Un bucle es una arista de un grafo que conecta un vértice

consigo mismo.
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Definicién 1.6 (Arista propia). Una arista propia es una arista que no es bucle.

Definicién 1.7 (Multi-arista). Una multi-arista es una coleccién de dos o mas

aristas que tienen los mismos vértices finales.

Ejemplo 1.7

El grafo de la Figura 1.5 tiene conjunto de vértices V' = {uvy, va, v3, 14} y conjunto de
aristas F = {a, b, ¢, d, ¢, f, g, h}. Las aristas e y h son bucles, el vértice v; es adyacente
a los vértices vy y w3 pero no al vértice vy, y el conjunto de aristas {g, d} es una
multi-arista. Observese que las aristas a,b,c,d, f y g estan asociadas a los pares no

ordenados {v, v}, {v1,v3}, {vs, va}, {va, va}, {v3, v4}, {v2, v4} respectivamente.

En los diagramas, las aristas representadas por medio de flechas, se denominan dirigidas.
Si e € E es una arista dirigida asociada al par ordenado de vértices (u,v) entonces, se

dice que la arista e comienza (o sale) del vértice u y llega al (o termina en el) nodo

. &

Definicién 1.8 (Grafo dirigido). Un grafo dirigido (o digrafo) es un grafo en el cual

toda arista es dirigida.

Definicién 1.9 (Grafo no dirigido). Un grafo no dirigido es un grafo en el cual

todas las aristas son no dirigidas.

Definicién 1.10 (Grafo parcialmente dirigido). Un grafo parcialmente dirigido

es un grafo que tiene tanto aristas dirigidas como aristas no dirigidas.

Definicién 1.11 (Grafo subyacente). Un grafo subyacente de un grafo dirigido o
parcialmente dirigido es el grafo que resulta de borrar todas las direcciones en las

aristas de G.
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PR ORI @

(a) Grafo dirigido (b) Grafo no dirigido

Figura 1.6: Representacién pictérica de los grafos

Ejemplo 1.8
El grafo subyacente del grafo de la Figura 1.6(a) es mostrado en la Figura 1.7. %

V2 U3 Vy

%

Figura 1.7: Grafo subyacente.

Definicién 1.12 (Grafo simple). Un grafo o digrafo es simple si éste no tiene bucles

ni multi-aristas.

Ejemplo 1.9

El digrafo de la Figura 1.8 es simple, pero su grafo subyacente no es simple. &

o o—0 o 0o—O0

Figura 1.8: Digrafo simple y su grafo subyacente

Definicién 1.13 (Aristas adyacentes). Dos aristas son adyacentes si tienen un

vértice final en comun.
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Definicién 1.14 (Arista incidente). Si el vértice v es un vértice final de la arista e

entonces se dice que e es incidente en v.

Definicién 1.15 (Grado de un vértice). El grado de un vértice v en un grafo G es

el nimero de aristas propias incidentes en v mas dos veces el nimero de bucles de v.

Ejemplo 1.10

La Figura 1.9 muestra un grafo y el grado de sus vértices. &

VERTICE | GRADO

©, (12) ”

1

@ Uy 1
@ (@ U3 0
Uy 6

@ Vs 4

Vg 4

Figura 1.9: Un grafo y el grado de sus vértices.

Definicién 1.16 (Grafo completo). Un grafo completo es un grafo simple tal que
todo par de vértices es unido por una arista. Los grafos completos de n nodos se

denotan por K,.

Ejemplo 1.11

La Figura 1.10 muestra los cinco primeros grafos completos. &

Definicién 1.17 (Grafo bipartito). Un grafo bipartito G es un grafo cuyo conjunto
de vértices V puede ser particionado en dos subconjuntos U y W, tal que cada arista

de G tiene un vértice final en U y un vértice final en W.
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o oo 3 D0 G

Ky K
Figura 1.10: Ejemplos de grafos completos.

Ejemplo 1.12
Dos grafos bipartitos se muestran en la Figura 1.11. Los elementos de los conjuntos de

vértices U y W son indicados en distinto color. &

FEe 1L

Figura 1.11: Dos grafos bipartitos.

Ejemplo 1.13
El grafo simple mas pequeno que no es bipartito es el grafo completo K3, que se

muestra en la Figura 1.12. &

Figura 1.12: El grafo simple mas pequeno no bipartito.

35



Definicién 1.18 (Grafo con peso). Un grafo con peso es un grafo G =(V, E) con

una funcion de E en R tal que a cada arista le asigna un nimero, llamado peso.

Ejemplo 1.14

Dos grafos con peso se muestran en la Figura 1.13. &

(a) Grafo no dirigido con peso  (b) Grafo dirigido con peso

Figura 1.13: Grafos con peso.

Definicién 1.19 (Subgrafo). Un subgrafo G’ = (V’, E’) de un grafo G = (V, E), es
un grafo tal que V' C Vy E’ C E y para todo {a, b} € E’ se cumple que a, b € V.

Ejemplo 1.15
Un subgrafo de un grafo G = (V, E) con V = {vy, vy, v3, vy, v5} se muestra en la
figura 1.14. &

e,

Figura 1.14: (a) Grafo G = (V, E).  (b) Un subgrafo G’=(V’,E’) con V' ={v1, va, v4}
del grafo G=(V,E).
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Definicién 1.20 (Recorrido). En un grafo no dirigido, un recorrido del vértice vg

al vértice v, es una sucesion alternante de vértices y aristas,
W = (v, €1, V1, €2, .., Un_1, €n, Up)

tal que e; es la arista que une a los vértices v;_1 y v;, parat = 1,2,... n.
Si el grafo es simple, entonces el recorrido del vértice vy al vértice v, se expresa

simplemente como la sucesién de vértices, asi:

W = (v, vi,...,0,)

Ejemplo 1.16

La Figura 1.15 muestra un recorrido en un grafo de cuatro vértices. &

W = <U47f7 Vg, h’a vy, h’a U2, €, U3>

Figura 1.15: Un recorrido de vy a vs

Definicién 1.21 (Recorrido dirigido). En un digrafo, un recorrido dirigido de vy

a v, es una sucesion alternante de vértices y aristas dirigidas,
W = (w, e1, V1, €2, ..., Up_1, €n, Un)

tal que la arista e; comienza en el vértice v;_; y termina en el vértice v;, para

i=1,2,...,n

Ejemplo 1.17

La Figura 1.16 muestra un recorrido dirigido sin aristas repetidas. &
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a /\/ b
@ v Vs W= <U17a7 anb7 U5, C, U77d7 Us, €,

U27f7 U3, 9, U4>

Figura 1.16: Un recorrido dirigido.

Definicién 1.22 (Grafo conexo). Un grafo no dirigido es un grafo conexo si para

todo par de vértices u y v, existe un recorrido de u a v.

Definicién 1.23 (Digrafo conexo). Un digrafo es un digrafo conexo (o débilmente

conexo) si su grafo subyacente es conexo.

Los grafos de la Figura 1.17 son grafos conexos.

oNe
IPE=Cciyc @:@

Figura 1.17: Grafos conexos.

Ejemplo 1.18
En la Figura 1.18 se muestra un grafo no conexo formado por subgrafos conexos

GlaGQaG?)' <>
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Figura 1.18: Un grafo no conexo con tres subgrafos conexos.

Definicién 1.24 (Digrafo fuertemente conexo). Un digrafo es fuertemente conexo
si para toda pareja de vértices del grafo los dos vértices de la pareja se pueden alcanzar

uno desde el otro.

Ejemplo 1.19
Para los digrafos dados en la Figura 1.19 el grafo de la parte (a) es fuertemente conexo

y el de la parte (b) es débilmente conexo pero no fuertemente conexo. &

O—0O

(a) Digrafo fuertemente conexo.  (b) Digrafo débilmente conexo

Figura 1.19: Conectividad en digrafos.

Definicién 1.25 (Camino). Un camino es un recorrido sin vértices repetidos, excepto
posiblemente los vértices inicial y final. Analogamente, en un digrafo un camino

dirigido es un recorrido dirigido sin vértices repetidos.

Ejemplo 1.20

Para el grafo que se muestra en la Figura 1.20, W = (aq, e, f, a, d) es la sucesién de
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aristas de un recorrido que no es camino, 7' = (a, b, ¢, d, €) es la sucesién de aristas
de un recorrido que no es camino y Z = (f, a, b, ¢) es la sucesién de aristas de un

camino.<»

Figura 1.20: Grafo con un camino

Definicién 1.26 (Ciclo). Un ciclo (o circuito) es un camino cerrado, esto es, un

camino que comienza y termina en el mismo vértice.

Ejemplo 1.21

El grafo de la Figura 1.20 tiene dos ciclos cuyas sucesiones de vértices son:

Cl = < U1, V2, U4> y CQ = <U27 U3, U5> <>

Ejemplo 1.22

La Figura 1.21 muestra un digrafo que tiene tres ciclos, cuyas sucesiones de vértices

son:
Cl = </U27 U1, U4, Us, UQ)
Cy = <U2, U3, Vg, U2>
C3 = <’U2, U3, Vs, Us, UQ) &

Definicién 1.27 (Grafo aciclico). Un grafo simple que no tenga ningin ciclo se

denomina aciclico.
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Figura 1.21: Digrafo con tres ciclos.

O—0&~

Figura 1.22: Grafos aciclicos.

Ejemplo 1.23

En la Figura 1.22 se dan ejemplos de grafos aciclicos. %

Definicién 1.28 (Ciclo hamiltoniano). Un ciclo hamiltoniano en un grafo es un

ciclo que recorre todos los vértices del grafo.

Ejemplo 1.24

Un grafo con un ciclo hamiltoniano se muestra en la Figura 1.23. &

Definicién 1.29 (Matriz de adyacencia). Sea G = (V, E) un grafo simple con
V = A{v, va,...,u,} vy en el que se supone que los nodos estan ordenados desde vy

hasta v,. La matriz Ad, n x n, cuyos elementos a;; estdn dados por:

1, si{v,v;} €k,
aij =
0, en caso contrario.

se denomina matriz de adyacencia del grafo G.

41



W

Figura 1.23: Un grafo y uno de sus ciclos hamiltonianos.

Ejemplo 1.25

En la Figura 1.24 se muestra un digrafo y su matriz de adyacencia. %

\@ Ad =
(22 (29

Figura 1.24: Un digrafo y su matriz de adyacencia.

= o O O O
e e = R )
SO = O = O
o o o O =
o = O O O

Ejemplo 1.26
Para los grafos no dirigidos, la matriz de adyacencia es simétrica, esto es, a;; = aj;
para todo ¢ y para todo j. La Figura 1.25 muestra un grafo no dirigido y su matriz de

adyacencia. &

()
(5 Vg Ad =
T ®

Figura 1.25: Un grafo y su matriz de adyacencia.

o O = = O
_ = O O =
oS O O O =
- o O = O
o = O = O

42



1.3. PROBLEMAS Y ALGORITMOS

En matematicas y en todas las ciencias surgen continuamente problemas para los cuales
se quiere encontrar su solucién, para esto usualmente se desarrollan procedimientos
que son llamados algoritmos. Asi, un algoritmo podria verse como un conjunto de pa-
sos a seguir para resolver un problema determinado. Sin embargo, actualmente existen
una gran cantidad de problemas para los cuales no se ha encontrado ningun algoritmo
que los resuelva o al menos no en forma “satisfactoria”. En el contexto de complejidad
computacional, un problema usualmente puede ser visto como una situacion en la que
surge una pregunta que se desea responder, a esta situacién generalmente la consti-
tuyen ciertas componentes variables o parametros que pueden ser grafos, vectoress,
matrices, conjuntos entre otros y cuya soluciéon puede requerir el cumplimiento de al-
gunas condiciones, por ejemplo, que un determinado conjunto no sobrepase una cota
dada. Sin embargo dar una definicién precisa del concepto de problema es bastante
complejo debido a la gran variedad de problemas que surgen en todas las areas. No
obstante si un problema se puede expresar mediante un modelo formal a menudo esto
resulta ser beneficioso ya que permite una mayor facilidad en su manejo. A contin-

uacién se presenta la definicién de problema que aqui serd usada.

Definicién 1.30 (Problema). Un problema se define como sigue:
a) Una descripcién general de todos los pardmetros.

b) Una declaracion de las condiciones que debe cumplir la solucién.

Una instancia de un problema se obtiene asignando valores particulares a todos los

parametros del problema.

Ejemplo 1.27

Sea TI1...n] un vector de n elementos. Se plantea el problema de ordenar los elementos
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de T en orden ascendente. Este problema se conoce usualmente como el problema de

ordenacion.

El parametro de este problema es el vector de n elementos y la solucién es un vector
VI[1...n] de elementos de T tal que V[1|<V[2]< ... <V][n].

Una instancia del problema de ordenacién estd dada por:
el vector [2,8,3,6,1,9,4] de 7 elementos y la solucién para esta instancia es el vector
[1234,689. <

Ejemplo 1.28
Sean A una matriz m X r y B una matriz r X n. Se plantea el problema de encontrar
el producto A-B. A este problema se le conoce con el nombre de multiplicacion de

matrices.

Aqui, los parametros son las matrices A y B y la solucién es una matriz C que es el

producto A-B.

Una instancia de este problema esta dada por:

Y la solucién para esta instancia es:

38 28 28
C= |54 63 56 &
77T 22
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Ejemplo 1.29
Sea G = (V, E) un grafo donde V es el conjunto de vértices y E es el conjunto de
aristas. Se plantea el problema de encontrar un ciclo hamiltoniano en G. Este problema

es conocido como el problema del ciclo hamiltoniano.

El pardmetro de este problema es un grafo G =(V, E). Una solucién es un ciclo
hamiltoniano; esto es, un ordenamiento (vy, vs, ..., ) de todos los vértices en V tales
que {v;, vi1} € Eparal <i<ky{v,v}€E.

Una instancia del problema del circuito hamiltoniano ilustrado en la Figura 1.26 esta
dado por:

G=(V, E)

V={1, 2, 3, 4, 5}

E={{1, 2}, {1, 5}, {1, 4}, {2, 4}, {2, 3}, {3, 4}, {3, 5}, {4, 5} }.

La sucesién (1,2,3,5,4) es una solucién para esta instancia. O

Figura 1.26: Una instancia del problema HC

Definicién 1.31 (Problema de decisién). Un problema de decisién es un problema

que tiene solo dos posibles soluciones, la respuesta SI o la respuesta NO.

« ey * . . . .
En un problema de decision II" se pueden considerar el conjunto Dy de instancias y

el subconjunto Yy C Dy de instancias con respuesta SI.

“En adelante, IT denotara un problema.
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El formato estandar que se usard para representar problemas de decisién consta de

dos partes:

= Una instancia genérica del problema en términos de varios parametros, los cuales

pueden ser conjuntos, grafos, funciones, nimeros, etc...

= Una pregunta con respuesta SI o NO, formulada en términos de la instancia

genérica.

Ejemplo 1.30

El problema de decisién del ciclo hamiltoniano puede ser descrito como sigue:

CICLO HAMILTONIANO (HC)
INSTANCIA :  Un grafo G=(V, E)

PREGUNTA : ; Existe un ordenamiento (vy, vs,...,v,) de V, con n = |V|
tal que {v;,v41} € Eparal <i<ny {v,, v} € E? O

Ejemplo 1.31

El problema de decisién del agente viajero puede ser descrito como sigue:

AGENTE VIAJERO
INSTANCIA :  Un conjunto finito C' = {¢y, ¢, ..., ¢n} de “ciudades”, una “dis-

tancia”d(c;, ¢;) € Z* para cada par de ciudades ¢;, ¢; € C'y una
cota k € Z+.
PREGUNTA : ;Existe un tour de todas las ciudades en C que tenga una longitud

total no mas que k, esto es, un ordenamiento (cr(1y, cr(2); - - -, crm))
m—1

de C tal que ) d(crpy, cri+1)) + d(cram, cray) < k7. &
i—1

7

Definicién 1.32 (Algoritmo). Un algoritmo es un método para resolver un problema

o una clase de problemas mediante una serie de pasos precisos, definidos y finitos.
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Cuando se utiliza un algoritmo para encontrar la respuesta de un problema concreto,
debe suceder que al realizar la serie de pasos, si se aplican correctamente, se obtendra la
respuesta correcta. Un algoritmo debe ser preciso, esto es, debe indicar el orden de
realizacion de cada paso; ademads, los pasos que se siguen deben ser definidos en el
sentido que si el algoritmo se sigue dos veces (con la misma instancia), se obtiene
el mismo resultado cada vez; asi, la ejecucién de un algoritmo no debe de implicar
ninguna decision subjetiva, ni tampoco debe de hacer uso de la intuicién ni de la
creatividad. Por tanto se puede considerar que una receta de cocina es un algoritmo
si describe precisamente la forma de preparar un cierto plato, proporcionando las
cantidades exactas que deben de utilizarse y también instrucciones detalladas acerca
del tiempo que debe de guisarse. Por otra parte, si se incluye nociones vagas tales
como “salpimentar a su gusto”o “guisese hasta que esté medio hecho ”entonces no se
podria llamar algoritmo. Por tltimo, un algoritmo debe tener un nimero determinado

de pasos y ademds producir un resultado en un tiempo finito. [BB97]

Sin embargo, existen otras clases de algoritmos que no cumplen todas las caracteristi-
cas de esta definicion, entre ellos estan los algoritmos probabilisticos y los algoritmos
heuristicos. Los algoritmos probabilisticos se diferencian de los algoritmos descritos
arriba, fundamentalmente, en que un mismo algoritmo probabilistico se puede com-
portar de forma distinta cuando se aplica dos veces a una misma instancia. Como
consecuencia de esto, ellos pueden producir algunas veces resultados inexactos, aunque
esto debe suceder con probabilidad suficientemente pequena para cualquier caso da-
do; de manera que para llegar a un nivel de probabilidad prefijado basta ejecutar
el algoritmo varias veces sobre el caso deseado. Lo cual no ocurre en los algoritmos
convencionales, que para cada entrada, siempre deben llegar a la respuesta correcta.
Por otra parte, un algoritmo heuristico o simplemente heuristica, es un procedimiento
que utiliza herramientas o “trucos” no convencionales que en ocasiones no tienen un
orden légico y que permiten tomar decisiones a partir de un conocimiento intuitivo
del problema a resolver. Ademas, este tipo de algoritmos puede producir una soluciéon
aproximada para el problema asociado, incluso la solucién éptima pero también, por
otro lado, puede no producir una solucién, o dar lugar a una que no sea precisamente

optima.
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Ejemplo 1.32
Un algoritmo que resuelve el problema de ordenacién presentado en el Ejemplo 1.26

es el siguiente:

Procedimiento INSERTAR (T[1...n])
para ¢ «— 2 hasta n hacer

x — TJ[i]

Jge—1—1

mientras j > 0y z < T[j] hacer
T[j +1] «— T[]
Je—yg—1

Tlj+1 «— =z

Este procedimiento examina sucesivamente todos los elementos del vector desde el
segundo hasta el n-ésimo, compara cada elemento con todos los anteriores y lo inserta

en la posicion adecuada dentro del mismo vector.

Es de anotar que se han desarrollado otros algoritmos que resuelven este mismo pro-

blema mucho mas rapido. &

Ejemplo 1.33

El algoritmo clasico para el problema de multiplicacion de matrices presentado en el
Ejemplo 1.27, proviene directamente de su definiciéon. El producto de una matriz A
de tamano mxr por una matriz B de tamano o rxn es una matriz C de tamano mxn

definida por:

r
cij =) AnBy, 1<i<m, 1<j<n
k=1

El algoritmo para realizar este producto es el siguiente:
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Para ¢ «<—— 1 hasta m hacer
Para j «— 1 hasta n hacer
Cli, j] «— 0
Para k£ «— 1 hasta r hacer
Cli, j] < Cli, j] + A[i, k] B[, J]

Hacia el final de los anos 60, Strassen mejord este algoritmo, para el caso de matrices

cuadradas, utilizando otra técnica. &

1.4. ALFABETOS Y LENGUAJES

En esta seccién se presentan los conceptos de alfabeto y lenguaje que son necesarios
para introducir la nociéon de esquema de codificacién. Un ejemplo muy conocido de
alfabeto es el utilizado por un computador actual, compuesto por dos elementos, el

cero y el uno, los cuales son usados por la maquina para el manejo de la informacién.

Definicién 1.33 (Alfabeto). Un alfabeto es un conjunto enumerable (finito o infini-

to) de simbolos indivisibles.

Ejemplo 1.34

Los siguientes conjuntos son ejemplos de alfabetos:

¥, =401}
Yo={ab,...,z A B,..., 7}
Ss=1{c¢[],/.0 1,23 456,78, 9}
Sa=A{{ (yu{w:ieN}U{,}

% =Nu{(/)}t <
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Definicién 1.34 (Cadena). Una cadena es una sucesién finita de simbolos de un

alfabeto 2. Como cadena de ¥ se incluye la cadena vacia denotada por .

Ejemplo 1.35

1. Para ¥; = {0, 1} son cadenas:
01010101, 01, 00, 000, 1111, 1101.

2. ParaYy =1{a, b,...,z A B, .., Z} son cadenas:

abea, casa, BbCc, oso.

3. Para¥Xs={c[,],/,0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9} son cadenas:
c[/0Lc[0},2/[3/, c[L]c[2]c[3]//1/2//8. &

Definicién 1.35 (Lenguaje universal). El conjunto ¥* de todas las cadenas que se

pueden construir sobre un alfabeto 3 se denomina lenguaje universal para 3, esto es:

Y =A{aay...a,:n e Z} U{e}, a; € X.

Ejemplo 1.36
Para ¥y = {0, 1}, el conjunto ¥} contiene la cadena vacia ¢ y todas las posibles cadenas

finitas de ceros y unos. &

Definicién 1.36 (Lenguaje). Sea ¥ un alfabeto. Un lenguaje L sobre ¥ denotado
por L(X) es un subconjunto de ¥*, es decir,

L(X) es un lenguaje sobre X, si y sélo si, L(3) C ¥*.

Ejemplo 1.37

1. Si X es un alfabeto, entonces X* y () son lenguajes sobre X.
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2. Sea ¥; = {0, 1}. Los siguientes conjuntos son lenguajes sobre ;.
Li(%1) ={01,001,0101,111,11011}.
Ly(Xy) ={aray...a, :a; € {0,1} parai=1,...n—1y a, = 1}.

3. Sea Yy ={a,b,...,z,A B,..., Z}. Los siguientes conjuntos son lenguajes sobre
3.
Ly (33) = {calle, gato, mesa, lapiz}.
Ly(X2) = {apq, rst, uxz, nbLo}. O

1.5. ESQUEMAS DE CODIFICACION

Si un algoritmo resuelve un problema, las instancias del problema deben ser represen-
tadas de tal forma que el computador lo entienda. Por ejemplo, en el problema del
circuito hamiltoniano, una instancia estd compuesta por un grafo. Un algoritmo que
resuelva este problema debe tomar como parametro dicha instancia; esto implica que
se debe encontrar un mecanismo adecuado de describir el grafo para ser proporcionado

al algoritmo de tal forma que sea comprendido por él.

Definicién 1.37 (Esquema de codificacién). Sea II un problema y S el conjunto
de todas las instancias de II. Un esquema de codificacién para Il es una transformacion

e de S en X* para algin alfabeto X.

Es decir, e provee una forma de describir cada instancia de II por una cadena apropiada
de .

Definicién 1.38 (Lenguaje asociado a un problema de decisién). Sea Il un
problema de decisién y e un esquema de codificacion para II. El lenguaje asociado con

IT y e, denotado por L[II,e] estd dado por:
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L[Il,e] = {x € ¥*: ¥ es el alfabeto usado por e y z es la codificacién bajo e

de una instancia I € Yy}

Un problema IT y un esquema de codificacién e para II, particiona X* en tres clases de
cadenas: aquellas que no codifican instancias de II, aquellas que codifican instancias
de II para las cuales la respuesta es NO y aquellas que codifican instancias de II para
las cuales la respuesta es SI. Las cadenas de la tercera clase son las que componen el

lenguaje L[IT,e].

Ejemplo 1.38

Considérese el siguiente problema:

INSTANCIA: Un entero positivo m.
PREGUNTA: ;m es par?

Esquema de codificacion: Representacion en binario.
¥ =4{0,1}

>*: Todas las cadenas finitas de ceros y unos.

El problema anterior y su esquema de codificacion particionan ¥* en tres clases:

1. Cadenas que no codifican instancias del problema.

Por ejemplo, {00, 000, 01, 001, 010, ...}.

2. Cadenas que codifican instancias del problema y cuya respuesta es NO.

Por ejemplo, {1, 11, 101, 111, 1001, ...}.

3. Cadenas que codifican instancias del problema y cuya respuesta es SI.
Por ejemplo, {0, 10, 100, 110, 1010, ...}. Este es el conjunto de todos los nimeros

en binario que terminan en cero.

Esta ultima clase es el lenguaje asociado al problema de decidir si un nimero es par.{

02



2. MODELOS DE
COMPUTACION BASICOS

Intuitivamente, el significado de computar es ser capaz de especificar una secuencia
finita de acciones con el objetivo de obtener algun resultado. El intento de muchos
matematicos de formalizar la nocién de algoritmo, los llevé ha desarrollar muchos mo-
delos de computacion distintos que finalmente fueron mostrados equivalentes en poder

computacional a la maquina de Turing.

En este capitulo se presentan algunos modelos de computaciéon bésicos como la maquina
de Turing 1-cinta que fué desarrollada por Alan Mathison Turing en 1935 y su gene-
ralizacion a k cintas, la maquina de Turing no deterministica, la maquina de Turing
Universal y la maquina de acceso aleatorio (RAM), enfocando la atencién principal-
mente a mostrar sus funcionamientos. Ademas, se describe el problema de la parada y
se demuestra su caracter irresoluble. También se mencionan sin demostracién los resul-
tados que muestran la equivalencia entre estos modelos de computacién y la maquina
de Turing. Por esto la maquina de Turing corresponde a la nocién formal del concepto
de algoritmo y sera el modelo de computacion formal que se usara en los proximos

capitulos.



2.1. MAQUINAS DE TURING
DETERMINISTICAS

Una méquina de Turing deterministica es un modelo computacional abstracto que
captura y formaliza la nocién de algoritmo. Estas maquinas pueden ser usadas para

computar funciones, resolver problemas de decision, etc..

2.1.1. Maquina de Turing 1-cinta

La entrada de una maquina de Turing es una cadena finita de simbolos de un de-
terminado alfabeto, el cual, por convencién siempre contendra el simbolo especial
denominado “simbolo blanco” denotado por b. Utiliza como medio para la entrada y
salida de datos una cinta unidimensional bi-infinita dividida en celdas etiquetadas por

.y —2,—1,0,1,2, ... las cuales pueden contener sélo un simbolo cada una.

La maquina consta de una cabeza de lectura-escritura que se puede mover libremente
sobre la cinta en ambas direcciones, avanzando o retrocediendo sélo una celda en un
paso, y tiene la capacidad de leer o escribir un simbolo en la celda. La maquina posee
también un conjunto finito de estados que indican el estado en que se encuentra la

maquina en algin instante de tiempo.

Una situacién de la méquina se define como una dupla formada por un estado (que
pertenece al conjunto de estados) y un simbolo (que pertenece al alfabeto). En un
instante de tiempo, la situacién actual de la maquina esta determinada por el estado
actual en el cual se encuentra y por el simbolo que estd actualmente leyendo la cabeza

de lectura-escritura.

Ademas, la parte fundamental de la maquina de Turing estd dada por un conjunto
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de instrucciones que representan el comportamiento de la maquina en cada instante
de tiempo. Cada instrucciéon estd compuesta por dos partes: la primera esta formada
por un estado y un simbolo e indica en qué situacion se debe ejecutar la instruccién;
la segunda parte indica lo que hace la maquina en esa situacion, lo cual consiste en
colocar la maquina en un nuevo estado, escribir un simbolo en la posicion actual y
mover la cabeza de lectura-escritura. De acuerdo a esto pueden suceder dos cosas,
que la maquina tenga una sola instruccion para una situacion en particular o que la
maquina tenga mas de una instruccién para una situacion en particular. El primer
caso caracteriza a las méquinas de Turing deterministicas y el segundo a las maquinas

de Turing no deterministicas.

Formalmente, una maquina de Turing se define como sigue:

Definicién 2.1 (Maquina de Turing 1l-cinta). Una mdaquina de Turing deter-
ministica 1-cinta MT es una tupla (Q, %, d) donde:

1. @ es un conjunto finito llamado el conjunto de estados, el cual contiene un estado
especial ¢, llamado el estado inicial y tres estados especiales de parada: el estado

de aceptacion gy, el estado de rechazo gy y el estado “stop”.

2. Y es un conjunto finito de simbolos llamado el alfabeto de la maquina, el cual

siempre contiene el “simbolo blanco” b.

3. 0 es una funcion, llamada funcion de transicion definida de un subconjunto de
(Q —{qv, qn, stop}) x X en Q x ¥x M donde M={I, D, N} es el conjunto de
movimientos (I:izquierda, D:derecha, N:ningiin movimiento).

La funcién ¢ puede ser representada como un conjunto finito de instrucciones,
donde cada instruccién es una quintupla de la forma (q, s, ¢’, s’, m) donde
q, ¢ € Q, s, € X ym € M tal que ningin par de quintuplas en el conjunto

tienen los dos primeros elementos iguales.

Se debe observar de la definicién que el hecho de que § sea funcion refleja la carac-

teristica principal de una méaquina deterministica, aunque en algunos casos se realizan
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asignaciones innecesarias puesto que la maquina puede no necesitarlas todas para su
funcionamiento. Por facilidad en la representacion de § se omitiran todas las asigna-

clones innecesarias.

La cadena de entrada x € (X — {b})* es colocada desde el cuadrado 1 de la cinta hasta
el cuadrado |z| (longitud de z), un simbolo por cuadrado. Todos los otros cuadrados
inicialmente contienen el simbolo blanco. La maquina comienza su operacién en el
estado qg, con la cabeza de lectura-escritura leyendo el cuadrado 1, lo cual constituye

su sttuacion inicial.

Si la situacién actual de la méquina en algin instante de tiempo es (¢, s) vy
d(q, s) = (¢, s, m) entonces la maquina pasa del estado ¢ al estado ¢/, la cabeza
de lectura-escritura borra s y escribe s’ en su lugar y se mueve a la izquierda si m =1,
a la derecha si m =D o no se mueve si m = N. Esto constituye un paso en la ejecucion
de la maquina y produce una nueva situacién actual (¢’, s’) con la cual se procede de

igual forma, aplicando la funcion de transicién.

La ejecucién de la maquina termina si alcanza uno de los tres estados de parada,
qy, qn 0 stop. Si el estado alcanzado es gy, se dice que la maquina para aceptando la
entrada, si gy ha sido alcanzado entonces la maquina para rechazando la entrada. En
muchos casos es de interés conocer la cadena obtenida al final de la ejecucién de la
maquina; por ejemplo, cuando se quiere computar una funcion. Para esto se utiliza el
estado stop. Es decir, si la maquina de Turing alcanza el estado stop, la maquina para

y la salida es la cadena contenida en la cinta en el momento de la parada.

Ejemplo 2.1
Considere la maquina de Turing MT = (@, %,0) donde Q = {qo, q1, qv, qn, stop},
¥ ={0, 1, b} y 0 se presenta en la tabla 2.1. Esta maquina toma una entrada escrita

en binario y la multiplica por 4.
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La Figura 2.1 ilustra la computacion de MT sobre la entrada 101. La salida de la

maquina es la cadena 10100.

qo -

qo -

qo -

qo -

qi :

stop :

Figura 2.1: Una computacién de la maquina MT de la tabla 2.1.

Ejemplo 2.2

Una méaquina de Turing que acepta solamente las cadenas en binario que terminan en

00 o 11 es mostrada en la tabla 2.2.

q|s| g s)
% | 0| (9,0,D)
% | 1| (9.1,D)
G | b| (¢1,0,D)
¢ | b | (stop,0,N)

Tabla 2.1: Mdquina de Turing que multiplica por 4.

v
b b 1 0 1 b b
-1 0 1 2 3 4 )
v
b b 1 0 1 b b
v
b b 1 0 1 b b
v
b b 1 0 1 b b
v
b b 1 0 1 0 b
v
b b 1 0 1 0 0
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q|s| d(q, s) q|s d(q, s)

9 | 0| (g0, 0, D) % | /| (q,/,D)

g | 1] (0,1, D) Q% |b| (¢1,/,D)

Qo | b| (@, b 1) @ |/| (¢1,/,D)

@1 |0 (g2,0,1) @ | b| (g,01)

@ | 1] (g3 1, 1) @ | /| (4,01

@ | b (an, b, N) | | g5 |/ | (stop,b, N)

%2 | 0] (v, 0, N)

@ | 1] (an, 1,N)

g2 | b | (an, b N)

g3 | 0] (g, 0, N)

gs | 1| (qv, 1, N)

g3 | b (gn, b, N)

a) b)

Tabla 2.2:  a) Maquina de Turing que acepta las cadenas en binario terminadas en 00 o
11. b) Méquina de Turing que suma dos nimeros naturales codificados con “palitos ”. <
Ejemplo 2.3

[GSOl] Sea MT:<Q7 E, 5) donde Q - {Q(b q1, 42, 43, 44, StOp}, Y= {/7 b}? una méquina’

de Turing que calcula la suma de dos nimeros naturales codificados de la siguiente

0=/
1=/
2=1///
3=1/1/
n=///...]

La funcién de transiciéon d para M7T esta dada en la tabla 2.2.
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A continuacién se calcula la suma de 2 y 3. Los datos de entrada pueden ser represen-
tados en la cinta de diferentes formas, una de ellas es colocando los ntimeros que se
van a sumar separados por el simbolo b . La salida en este caso son seis “palitos ”que
representan el nimero 5. La figura 2.2 ilustra la computacién de M T sobre la entrada
243. O

v
Qo : b |/ / / b / / / / b
v
w: o )L/ e [/ T/ [/ /e
v
Qo : b |/ / / b / / / / b
v
do b/ / / b / / / / b
v
aQ b |/ / / / / / / / b
v
qi - b |/ / / / / / / / b
v
Q b |/ / / / / / / / b
STRE b |/ / / / / / / /
v
q b |/ / / / / / / / b
v
a2 b |/ / / / / / / / b
v
a3 b |/ / / / / / / b b
v
stop : b / / / / / / b b b

Figura 2.2: La computacién de la maquina MT de la tabla 2.2 sobre la entrada 2+3.
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Ejemplo 2.4

[Pap94]Una méquina de Turing que acepta solamente las cadenas en binario que son
palindromos es mostrada en la tabla 2.3. El procedimiento usado por esta maquina es
recursivo. En el estado qp, marca el primer simbolo de la entrada con b y mueve la
cabeza a la derecha hasta el ultimo simbolo de la entrada; si este simbolo es igual al
primero entonces lo marca con b y regresa al estado qg; en caso contrario, la entrada
no es un palindromo y la rechaza. Si la maquina continua, se ha obtenido una cadena

con dos simbolos menos a la cual la maquina aplica el mismo procedimiento. <

q|s| g s) q|s| dlgs)
% | 0| (q1, b, D) ¢ |0 (¢, b, 1)
q | 1] (g2, b, D) q1 | 1] (av, 1, N)
G | b|(av,b,N) | | ¢1|b]| (gv,b N)
@10 (¢1,0,D) | | g |0](qn,0,N)
@ | 1| (@, ,D)| |ag|1] (g 0]
@ | b| (q,0,1) @ | b | (qv, b, N)
g2 |0 (2,0,D) | | ¢ |0 (g,0,1)
@ | 1| (e 1,D) ] | q¢|1]| (¢, 1,])
@ | b (g5, 0,1) q | b| (0,0 D)

Tabla 2.3: Maquina de Turing para palindromos.

Ejemplo 2.5

La méquina de Turing mostrada en la tabla 2.4 produce computaciones infinitas.

q|s| 6(as)

% | 0| (g, 0, D)
% | 1| (q,1,D)
q | 0| (q, 0, 1)

Tabla 2.4: Mdquina de Turing que produce computaciones infinitas.
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Definicién 2.2 (Configuracién). Sea MT una méaquina de Turing. Una configu-
raciéon de MT es una cadena xqy donde z,y € ¥*, y no es la cadena vacia y ¢ € Q.

(Se denotard por € la cadena vacia).

Una configuracién contiene una descripciéon completa de la situacién actual de la com-
putacion. Es decir, la interpretacion de la configuracion zqy es que MT esta en estado
q con la cadena zy sobre su cinta y con la cabeza de lectura-escritura examinando el

primer simbolo de y.

Ejemplo 2.6
En la Figura 2.3 se muestran las configuraciones de cada paso de la maquina de Turing
del ejemplo 2.1. O

Paso Configuracion
v
1 qo: - b 1 0 1 b b b |--- Co: qo 101
v
2 qo: - b 1 0 1 b b b | --- Ci: 1go01
v
3 qo: - b 1 0 1 b b b |--- Cqo: 10y 1
v

4 qo: - b 1 0 1 b b b |- C3: 101 ¢qpb
v

5 Q: - b 1 0 1 0 b b |- Cy: 1010¢1 b
v

6 stop: -~ b 1 0 1 0 0 b |- Cs: 1010 stop 0

Figura 2.3: Configuraciones de la Maquina de Turing del ejemplo 2.1 sobre la entrada 101.

Definicién 2.3 (Configuracién obtenida de otra). Sea M7T una maquina de Tur-

ing dada y C, C’ configuraciones. Se dice que C’ se obtiene de C en un paso de MT y
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se denota C” MT C si C= zqsw, (g, s) = (¢, s',m) y se cample una de las siguientes

condiciones:

Sim=D y w es no vacio entonces C'= zs'q'w.

Sim=D y w es vacio entonces C’ = xs'¢’b.

Sim=1y z = 2'a para algin a € ¥ entonces C’' = z'¢'as'w.

Sim=1y w es vacio entonces C’= ¢'bs’'w.

» Si m=N entonces C’ = zqs'w.

Definicién 2.4 (Computacién). La computacién de una méaquina de Turing MT
sobre una entrada x € (X—{b})* es una secuencia tnica Cy, Cy, Ca, ... (finita o infinita)
de configuraciones tal que Cy = go x (configuracién inicial) y C; MT Ciyy para cada i
con C;,1 en la secuencia. Se dice que MT acepta z si y sélo si la computacion es finita

y la configuracién final contiene el estado qy.

Ejemplo 2.7
La computacién de la maquina de Turing mostrada en el ejemplo 2.1 sobre la entrada

101 de acuerdo a las configuraciones del ejemplo 2.6 es: Cqy, Cy, Cq, C3, Cy, C5. &

Definicién 2.5 (Lenguaje aceptado por una MT). Sea MT una maquina de
Turing. El conjunto de entradas aceptadas por M T, denotado por L(MT), es llamado
el lenguaje aceptado por MT.

2.1.2. Maquinas de Turing k-cintas

La maquina de Turing k-cintas es una generalizacion de la maquina de Turing 1-cinta.
Como su nombre lo indica, esta opera simultaneamente con k cintas y una cabeza de

lectura-escritura para cada una de ellas.
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Definicién 2.6 (Mdaquina de Turing k-cintas). Una maquina de Turing k-cintas

deterministica MT con k> 1 es una tupla (@, X, d), donde:
1. @ y X son los mismos conjuntos que para una maquina de Turing 1-cinta.

2. 6 es una funcién definida de (Q — {qy, qn, stop}) x X¥ en Q x (X x M)* donde

M = {I,D,N} es el conjunto de movimientos.

Intuitivamente, 0 es una funciéon que debe reflejar el comportamiento de las multiples
cintas. Esto es, d(q, s1, S2, ..., sx) = (¢, s, my, sh,my, ..., s}, my) significa que: si
MT esta en estado ¢, la cabeza de lectura-escritura de la primera cinta estd leyendo
a s, la de la segunda a so, y asi sucesivamente, entonces el proximo estado sera ¢’, la
cabeza de la primera cinta escribird s] y se movera en la direccién indicada por m; y

asi sucesivamente para las otras cintas.

La cadena de entrada de una maquina de Turing k-cintas es colocada desde el cuadrado
1 de la primera cinta. La maquina comienza su ejecucién en estado qg, todas las cintas
excepto la primera contienen simbolos b y cada cabeza de lectura-escritura examina

el primer cuadrado de su cinta.

Ejemplo 2.8
En el ejemplo 2.4 se presenté una maquina de Turing 1-cinta para decidir palindromos.
Una forma maés eficiente para hacer esto es usando una maquina de Turing 2-cintas.

La tabla 2.5 muestra el comportamiento de esta maquina.

La figura 2.4 muestra la computacién de la maquina sobre la entrada 11011.
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qO: e

qO: P

qO: v

qO: e

qO: “ee

qO: P

ql: e

q1: P

ql: “en

q1: e

q | S1| S2 5(%51,32)

| 0| b (90,D,0,D)
@ | 1]0b]|(q1D1D)
g | b | b | (q,b1,bN)
@i| 0| 0b | (q1,0,1,b,N)
| 1|0 (q,1,1,b,N)
qi| b | b | (q2bD,bI)
2| 0| 0] (q0,D,0,1)
@| 1| 1] (@1,D,1,1)
| 0| 1](gn,0,N,1,N)
@ | 1|0 (gn,1,N,0,N)
@ | b | b (qv,b,N,b,N)

Tabla 2.5: Maquina de Turing 2-cintas para palindromos.
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Figura 2.4: Computacién de la M T presentada en el ejemplo 2.5 sobre la entrada 11011.

Ejemplo 2.9
La tabla 2.6 muestra una maquina de Turing 2-cintas que acepta solo las cadenas en

binario de la forma 0™1™ con n = 0, 1, 2...; es decir, acepta el lenguaje:

L={x:2=0"1"conn=0,1,...}

La maquina opera de la siguiente forma:

» Cuando lee el primer simbolo de la entrada y este es 0, escribe un cero sobre
la cinta 2 para delimitar la secuencia de ceros leidos sobre la cinta 1 y pasa al

estado ¢q;.
= Escribe un uno sobre la cinta 2 por cada cero leido sobre la cinta 1.

» Cuando el primer uno ha sido leido, se mueve hacia la derecha sobre la cinta 1
buscando otros unos y hacia la izquierda sobre la cinta 2 para chequear si un

correspondiente cero ha sido encontrado y pasa a qs.

» La cadena 0°1° denota la cadena vacfa y pertenece a L.
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q | S1| S2 5(%51, 82)

@ | 0| b (q,0,D,0,D)
q@ | 1|b|(gn,1,N,b,N)
@ | b |b| (gv,b,N,bN)
|0 |b]| (¢1,0,D,1,D)
@ | 1| b]| (q1,D0b1)
qu|b|b|(qgnbN,bN)
¢ | 0] 0| (qn0,N,0,N)
| 0| 1](qn,0,N,1,N)
@| 1| 1] (¢,1,D,1,1)
@ | 1|0 (gn,1,N,0,N)
g2 | b |0 (qv,b,N,0,N)
g | b | 1| (gn,b,N,1,N)

Tabla 2.6: Maquina de Turing 2-cintas que acepta el lenguaje L.

Si la entrada comienza con 1, entonces la rechaza.

La entrada de la forma x = 0", la rechaza.

La entrada de la forma z = 0"1%0, la rechaza.

Las entradas con mas ceros que unos las rechaza y las entradas con mas unos

que ceros las rechaza. O

Finalmente, es importante mencionar el siguiente teorema que senala que cualquier
maquina de Turing k-cintas puede ser simulada por una maquina de Turing 1-cinta
con a lo mas una pérdida cuadratica de tiempo; lo cual deja ver el poder de las

maquinas de Turing 1-cinta.

Teorema 2.1. Dada cualquier méquina de Turing k-cintas MT que opera en tiempo
f(n), se puede construir una maquina de Turing 1-cinta MT’ que opera en tiempo

O(f*(n)) y tal que, para cualquier entrada z, la salida de MT’ sobre x corresponde a

la salida de MT sobre z. [Pap94]
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2.2. MAQUINAS DE TURING
NO DETERMINISTICAS

En ésta seccion se describird un modelo de computacién denominado Maquina de Tu-
ring no deterministica, del cual se hardn dos presentaciones: el primero es el modelo
estandar, que es esencialmente una maquina de Turing que puede, en cada paso, se-
leccionar de un conjunto finito de posibilidades una accién o instruccion a ejecutar. El
segundo, es el modelo no estandar, el cual funciona igual que una maquina de Turing
solo que su computacién hace uso de dos etapas, una etapa de suposicién y una de

chequeo.

2.2.1. Modelo estandar

Definicién 2.7 (Maquina de Turing no deterministica). Una maquina de Turing
no deterministica de una cinta MTN es una tupla (@, X, §) donde: Q y ¥ son los mismos

conjuntos que para una maquina de Turing deterministica y ¢ es una relacién definida

de (Q — {qv,qn, stop}) x ¥ en Q x ¥ x M, es decir

(5g (Q_{qY7QN75t0p}) X X XQXEXM'

0 refleja la principal diferencia entre una maquina deterministica y una no deterministi-
ca. En la primera, J es una funcién mientras que en la segunda ¢ es una relacién. Esto
significa que para una situacién particular de la maquina, no existe solo una instruc-
cién a seguir sino que MNT puede “escoger” entre varias posibilidades, la instruccién

a ejecutar.

Definicién 2.8 (Computacién no deterministica). Una computacién no deter-

ministica sobre una entrada x, MNT(z), puede ser vista como un érbol, llamado drbol
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de computacion; los nodos corresponden a las situaciones de la maquina, las aristas
entre los nodos corresponden a una aplicacién de 0. Cada camino (finito o infinito)
del arbol comenzando desde la raiz se denomina camino de computacion. La figura 2.5

muestra los primeros 3 pasos de un ejemplo de un arbol de computacion.

N
TN
ANTAL

Figura 2.5: Los primeros 3 niveles de un arbol de computacion.

BN

Definicién 2.9 (Grado de no determinismo). Sea MTN una méquina de Turing
no deterministica. Para cada (q,s) € Q — {qy, qn, stop} X X, sea

Cos ={(¢,s,m):(q,s,¢',s,m) € 6}. Se define el grado de no determinismo de MNT
como:

d = max |C, 5| para todo (q,s) € Q — {qv, qn, stop} x X.

Definicién 2.10 (El lenguaje aceptado por MTN). Sea MTN una maquina de
Turing no deterministica. Una entrada x es aceptada por MTN si el arbol de com-
putacién asociado con MTN(x) incluye por lo menos un camino de computacion de
aceptacion, esto es, un camino de computacién finito cuya hoja es una situacion que
contiene el estado gy. El conjunto de entradas aceptadas por MTN es llamado el

lenguaje aceptado por MTN y se denota L(MTN).

De la definicién se observa que una cadena de entrada es rechazada solamente si ningin

camino de computacién es de aceptacion.
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2.2.2. Modelo no estandar

Una méquina de Turing no deterministica 1-cinta MTN es especificada exactamente de
la misma forma que una méaquina de Turing deterministica excepto que es aumentada
con un médulo de suposicién que tiene su propia cabeza de escritura solamente. La
maquina M TN incluye un alfabeto ¥ con su simbolo blanco, un conjunto de estados Q
con el estado inicial qg y los estados de parada gy, qy, stop y una funcién de transicion
6 de @ — {qy, qn, stop} x X en Q x ¥ x M. La computacion de una MTN sobre una
cadena de entrada « € (X — {b})* difiere de una M7 en que toma lugar en dos etapas

distintas, una etapa de suposicién y una etapa de chequeo.

Inicialmente, la cadena de entrada z es escrita en el cuadrado 1 de la cinta hasta
el cuadrado |z| (todos los demds cuadrados contienen el simbolo blanco), la cabeza
de lectura-escritura estd leyendo el cuadrado 1 de la cinta, la cabeza de escritura
estd apuntando al cuadrado -1 y la maquina no se encuentra en ningin estado. La
primera etapa que se ejecuta es la etapa de suposicién; en cada paso, el médulo de
suposicién opera dirigiendo la cabeza de escritura un cuadrado a la izquierda y escri-
biendo algtin simbolo de ¥ en el cuadrado de la cinta que estd apuntando. Cuando
para el médulo de suposicién queda inactivo. La decision de si queda activo o no, es
tomada por el médulo de suposicion en una manera totalmente arbitraria, al igual que

la decisién de qué simbolo de ¥ escribir en cada paso.

Inmediatamente la etapa de suposicién ha terminado (el médulo de suposicién queda
inactivo), la maquina toma el estado qg, y comienza la etapa de chequeo. Desde este
momento, la computacion procede de acuerdo a exactamente el mismo procedimiento
de una maquina de Turing deterministica. El mdédulo de suposicién y su cabeza de
escritura no se involucran nunca mas en la computacion habiendo ya ejecutado su
tarea: escribir la cadena supuesta sobre la cinta. La computacion termina cuando la
méquina alcanza uno de los estados (qy, qn, stop). Una computacion es de aceptacion

si la maquina para en estado qy.
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Es importante observar que cualquier maquina MTN tiene un nimero infinito de
posibles computaciones para una cadena de entrada x dada, una por cada posible
cadena supuesta. Se dice que la maquina acepta = si por lo menos una de estas es
una computacién de aceptacién. Por el contrario, si ninguna de las computaciones
posibles es de aceptacion, la méquina rechaza la entrada. El lenguaje aceptado por
MTN, L(MTN), es el conjunto de todas las cadenas de entrada aceptadas por la

maquina.

Ejemplo 2.10

Una méquina de Turing no deterministica que resuelve el problema del Agente Viajero,
presentado en el ejemplo 1.31 (pag. 46), se puede construir de la siguiente manera:
Inicialmente la cinta contiene la representacién de una instancia del problema (un
conjunto de ciudades, la distancia entre ellas y un entero positivo B). En la etapa de
suposicién la cabeza de escritura escribe una cadena arbitraria de simbolos, de longitud
no mas grande que su entrada. Cuando acaba de escribir, la cabeza de lectura-escritura
se dirige al primer simbolo supuesto y chequea si la cadena (supuesta) corresponde a la
representacion de una permutacion de ciudades, y si es asi, chequea si la permutacién
es un tour de longitud menor o igual que B. Si la cadena supuesta en realidad codifica

un tour de costo menor o igual que B, la maquina acepta la entrada.

Verdaderamente, esta maquina decide el problema del agente viajero: acepta la entrada
si, y sélo si, ésta codifica una instancia “si”* del problema. Ademas si la entrada es una
instancia “si”, existird una computacion de ésta maquina que “suponga” precisamente
la permutacion de las ciudades de costo menor o igual que B, aunque pueden existir

computaciones que supongan tours muy costosos o cadenas sin sentido. &

Un aspecto para destacar de las maquina no deterministicas y que corroboran la impor-
tancia de las maquinas de Turing deterministicas (1-cinta) se muestra en el siguiente

teorema.

(1982}

* o . . . . . . .
Si la entrada es una instancia “si”, esto significa que existe un tour de ciudades de longitud menor

o igual que B.
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Teorema 2.2. Dada una maquina de Turing no deterministica MTN, siempre es
posible derivar maquina de Turing deterministica MT equivalente. Ademds, existe
una constante ¢ tal que, para cualquier entrada x, si MTN acepta x en t pasos, MT

aceptard z en a lo mds ¢ pasos. [BC94]

2.3. MAQUINA DE TURING UNIVERSAL

Una méaquina de Turing puede ser vista como un programa fijo en el que se implementa
un algoritmo especifico, capaz solamente de aplicar ese algoritmo a distintos valores
de la entrada. Por otra parte, los computadores actuales, son maquinas programables
capaces de ejecutar cualquier programa sobre cualquier conjunto de entradas. En esta
seccidn, se presentard una maquina de Turing que se asemeja de alguna forma a los
computadores actuales, esto es, una maquina de Turing en cierto sentido programable;

denominada Maquina de Turing Universal.

Una maquina de Turing Universal U tiene la funcién de simular el comportamiento de
cualquier maquina de Turing MT sobre una entrada x. Como cualquier maquina de
Turing, U consiste de un alfabeto, un conjunto de estados y una funcién de transicién.
Una entrada de U contiene una descripcion de la maquina MT a ser simulada seguida

de una entrada para MT.

Por conveniencia, para describir una maquina de Turing Universal, se asumira que
para cualquier maquina de Turing MT=(Q, X, §), Q y X se representaran como
Y={{L2 ... X}y Q@ ={Z+1L[Z+2 ..., +|Q|}. El estado inicial g
siempre serd ||+ 1, los estados de parada gy, qy y stop serdn |X|+2, |X|+3y |X|+4
respectivamente y los movimientos de la cabeza I, D, N se codificaran por los niimeros
1]+ 1@ + 1, || +|Q] + 2, |X] + |@Q| + 3 respectivamente. Todos los niimeros serdn

representados en binario, reservando para cada uno de ellos |X| + |@| 4+ 3 cuadrados
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de la cinta, colocando ceros en los cuadrados sobrantes en cada caso, con el fin de que

todos queden con la misma longitud.

Definicién 2.11 (MAaquina de Turing Universal). Sea MT=(Q, ¥, §) una maquina
de Turing y = € {¥ — b}* una entrada para MT. Una maquina de Turing universal
U= (Qu, Xy, dy) es una maquina de Turing que toma como entrada a MT y x y
simula MT sobre x. En una maquina de Turing universal no se puede predeterminar
el nimero de estados y simbolos que usard (puesto que ella debe simular cualquier
méquina de Turing). La simulacién de U es mejor descrita asumiendo que tiene dos
cintas. En la primera cinta, se describe la entrada; la descripcién de MT puede rea-
lizarse comenzando con el nimero |@Q| y seguido por |X| ambos en binario(éstos dos
nimeros son suficientes para describir a Q y 3 por la definicién de ellos dada), segui-
do por una descripcién de §. La descripcién de § serd una secuencia de pares de la

W

forma ((q, s), (¢, s, m)) donde los simbolos “(”, “)”, “” se asume que estdn en . La

@,”

descripcion de MT es seguida por “” y continda la representacion de x, los simbo-
los de x son también codificados en binario separados por “,”. La maquina U usa su
segunda cinta para almacenar la configuraciéon actual de MT. Una configuracion wqu
es almacenada precisamente como w, ¢, u, esto es, con la codificacion de la cadena w
seguida por una “,” la cual es seguida por la codificacién del estado ¢ y luego otra “” y
la codificacién de u. La segunda cinta inicialmente contiene la codificacién de g y en

seguida la codificacion de x.

Para simular un paso de MT, U simplemente examina su segunda cinta, hasta en-
contrar la representacién binaria de un entero correspondiente a un estado (esto es,
un entero menor o igual que |@|). Luego, busca en la primera cinta una regla de ¢
que contenga este estado (que corresponde al estado actual). Si tal regla es localizada,
la cabeza de lectura-escritura de la segunda cinta se mueve hacia la izquierda para
comparar el simbolo leido con el de la regla. Si no son iguales, contintia este proceso
examinando otras reglas. Si son iguales, la regla es implementada, lo cual consiste en
cambiar el estado actual, el simbolo actual y en mover el estado hacia la izquierda o

hacia la derecha en la segunda cinta (el hecho de que los estados y los simbolos son
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codificados como enteros binarios con la misma longitud resulta 1til aqui). Cuando MT
para también lo hace U. Esto completa la descripcion de la operacion de la maquina

universal U sobre la entrada MT, x.

Si la entrada para la maquina U no es una descripciéon valida de una méaquina de

Turing junto con su entrada, U se moverd a la derecha por siempre.

2.4. EL PROBLEMA DE LA PARADA

El problema de la parada fué replanteado por Alan Turing de la siguiente forma: ; Es
posible construir una maquina de Turing capaz de responder si una maquina de Turing
se detendra o no sobre una cadena de entrada dada?. Este problema también se puede
expresar en los siguientes términos: Sean MT una méaquina de Turing y « una entrada

para MT. Existe una maquina de Turing P, tal que:

1 si MT se detiene con z
P(MT,z) =
0 si MT no se detiene con z.

donde P(MT, z) significa que la maquina P recibe como entrada la maquina de Turing

MT y la cadena z.

Se observa facilmente que para algunas maquinas de Turing y para algunas de sus
entradas es posible determinar si la maquina se detendra o no. Por ejemplo, para la
méquina MT construida en el ejemplo 2.5 (pag. 60) y cualquier cadena de entrada, la
maquina no se detiene. Por el contrario, la maquina MT construida en el ejemplo 2.3
(pag. 58) y para una cadena de entrada constituida por dos nimeros naturales, si se
detiene. Pero estas, son soluciones al problema de la parada para un caso particular, y
lo que interesa es la solucién al problema de la parada para su caso general, es decir:

jes posible construir una maquina de Turing que resuelva el problema de la parada,
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para cualquier maquina de Turing y para cualquier cadena de entrada?

Teorema 2.3. [GS01] Sea MT una méquina de Turing y = una entrada para MT,

entonces no existe una maquina de Turing P, tal que:

1 si MT se detiene con
P(MT,z) =

0 si MT no se detiene con z.

Demostracion. (Por contradiccion)
Sea MT una maquina de Turing cualquiera y x una entrada para MT. Supéngase que

existe P tal que:

1 si MT se detiene con x
P(MT,z) =
0 si MT no se detiene con z.

Una nueva maquina de Turing H, puede ser definida de la siguiente manera:

1 si PI(MT; x) =0
H(z) =
no se detiene si P(MT; z) =1

Sea [ una entrada para H. Se invocard H con la entrada (. Se pueden presentar 2
casos: H() =1 o H(f) no se detiene.

Si H(#) = 1, H se detiene con . Como H es una méquina de Turing, se puede
invocar P con la entrada H; 3. Como H se detiene con (3 entonces por la definiciéon de
P, P(H;3) =1y entonces por la definicién de H tenemos que H((3) no se detiene; lo

cual es una contradiccion.

Ahora, sup6ngase que H (3) no se detiene. Al igual que en el caso anterior, se invocara P
con la entrada H; (3. Como H no se detiene con 3 entonces por la definicién de P,
P(H;[3) = 0y entonces por la definicién de H tenemos que H(/3) se detiene; lo cual

es una contradiccion.

74



2.5. MAQUINAS DE ACCESO ALEATORIO
(RAM)

Ya se ha destacado la potencia de las maquinas de Turing cuando se menciond que las
maquinas de Turing multicintas pueden ser simuladas por una maquina de Turing de
1-cinta con solo una pérdida cuadratica de tiempo. En esta seccién se presentara otro
modelo de computacién llamado una maquina de acceso aleatorio (RAM). Como su
nombre sugiere, las maquinas RAM hacen uso de una memoria de acceso aleatorio, al
contrario de las maquinas de Turing que usan como una componente de memoria una
cinta de acceso secuencial. Sin embargo, también estos dos modelos son equivalentes,

lo cual hace notar nuevamente la potencia de las maquinas de Turing.

Una maquina RAM consiste en un programa actuando sobre una estructura de datos.
Una estructura de datos RAM es un arreglo de registros de memoria cada uno capaz
de contener un entero arbitrariamente grande, posiblemente negativo. El programa
es un conjunto de instrucciones que se asemeja al conjunto de instrucciones de los

computadores actuales (ver Tabla 2.7).

Definicion 2.12 (Md&quina RAM). Formalmente, una mdaquina RAM
I = (m,m,...,mm) es una secuencia finita de instrucciones, donde cada instruc-
cién m;, © = 1,...,m corresponde a una de las mostradas en la Tabla 2.7. Como ya
se ha mencionado II utiliza un arreglo de registros de memoria; en cada paso de una
computacién RAM, el registro de memoria i, 7 > 0, contiene un entero, posiblemente
negativo, denotado r;, y una instruccion m, es ejecutada; k es el “contador del pro-
grama’. Inicialmente, todos los registros de memoria son inicializados con ceros y la
primera instruccién se ejecuta. La ejecucién de una instruccion puede producir un

cambio en el contenido de uno de los registros de memoria y un cambio en k.

La entrada de una maquina RAM es una secuencia finita de enteros, contenidos en
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un arreglo finito de registros de entrada. Cualquier entero en la entrada puede ser

transferido a los registros de memoria.

INSTRUCCION | OPERANDO | SIGNIFICADO

READ 7 7o :=1; (lee el j—ésimo elemento de la entrada
y lo escribe en el Registro 0)

READ T ro := ir; (lee el elemento de la entrada cuyo
indice es el valor contenido en el Registro j y lo
escribe en el Registro 0)

STORE j r; := 7o (almacena en el Registro j el valor
contenido en el Registro 0)

STORE T 7y, 1= 1o (almacena en el Registro cuyo indice es
el valor contenido en el Registro j, el contenido

del Registro 0)

LOAD x ro =2
ADD x ro: =19+
SUB x ToI=Tg— T
HALF ro := |70/2]
JUMP J k := j (hace que la maquina “salte”a la instruc-
cion j)
JPOS J Sirg > 0 entonces k :=j
JCERO J Si rg = 0 entonces k := j
JNEG J Si rg < 0 entonces k :=j
HALT k := 0 (la maquina para)

Tabla 2.7: Instrucciones RAM y sus significados.

En la Tabla 2.7 se muestran las instrucciones de una maquina RAM junto con los tres
tipos de operandos que ellas usan. El operando j es un entero, 7; es el contenido actual
del Registro de memoria j, i, es el j—ésimo elemento de la entrada y = representa un
operando de la forma j, “T 77, 0 “= j”7. Si x es el entero j entonces x representa el
contenido del Registro de memoria 7; si x es “T 57, entonces x representa el contenido
del registro cuyo indice es el valor contenido en el Registro j; y si z es “= 57, esto

significa que x representa al mismo entero j. En otras palabras, el valor del operando j
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esrj,elde “7 j7 esr, yelde “=j" es j. El valor asf identificado es entonces usado
en la ejecucion de la instruccion. Todas las instrucciones cambian £ a k+1 a menos que
en la instruccién se declare otra cosa (k es el contador del programa) tal como ocurre
en las iltimas cinco. Note la funcién especial del Registro 0: es el acumulador, donde se
realizan todas las operaciones aritméticas y logicas. Finalmente, la instruccion HALT
para la computacion. Toda instruccién semanticamente incorrecta también se puede

considerar como una instruccion HALT.

Ejemplo 2.11

[Pap94] La Figura 2.6 muestra una maquina RAM que multiplica dos enteros (MPLY).
El método utilizado por esta maquina es la multiplicacién en binario; para esto se usa
la instruccién HALF. Los dos enteros que son la entrada a la maquina se colocan en los
registros de entrada iy e iy. El programa repite [iz| veces las instrucciones 5 a 19. Al
comienzo de la n-ésima iteracién (el programa comienza en la iteracién 0), el registro
3 contiene |is/2" |, el registro 5 contiene i 2", y el registro 4 contiene i, (ix mod 2™). Al
final de la iteracién el programa verifica si el registro 3 contiene 0. Si es asi, el programa

termina con la salida contenida en el Registro 4, sino contintia con la proxima iteracion.

1. READ 1

2. STORE 1 (El registro 1 contiene i1, durante la n-ésima iteracién
3. STORE 5 el registro 5 contiene 4,2". Actualmente n=0)

4. READ 2

5. STORE 2 (El registro 2 contiene is)

6. HALF (n se incrementa y la n-ésima iteracién comienza)
7. STORE 3 (El registro 3 contiene |iz/2"|)

8. ADD 3

9. SUB 2

10. JCERO 14

11. LOAD 4 (suma el contenido del Registro 5 al del Registro 4
12. ADD 5 sélo si el residuo de dividir por 2 es distinto de 0)
13. STORE 4  (El registro 4 contiene 4 - (i3 mod 2™))

14. LOAD 5

15. ADD 5

16. STORE 5
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17. LOAD 3

18. JCERO 20
19. JUMP 5
20. LOAD 4

21. HALT

(Este es el resultado)

(sino, el proceso se repite)

(Si |ig/2™] =0 entonces el proceso termina)

Figura 2.6: Mdquina RAM para multiplicar dos enteros (MPLY)

La Tabla 2.8 muestra la computacion de la maquina RAM para la multiplicacion sobre

la entrada 13 x5.

Registros de entrada: i1 | 99
1315
Iteracién | Contador Registros de memoria Iteracién | Contador Registros de memoria
(n) (k) ro | r1 | r2 | r3 | T4 | T5 (n) (k) 70 r1 | 2 | T3 | T4 T5
0 1 13 2 5 2
2 13 6 1
3 13 7 1
4 5 8 2
1 5 5 9 0
6 2 14 26
7 2 15 52
8 4 16
9 -1 17 1
11 0 3 5 1
12 13 6 0
13 13 7 0
14 13 8 0
15 26 9 -1
16 26 11 13
17 2 12 65
7 1 13 65
2 14 52
0 15 104
14 26 16 104
15 52 17 0
20 65

Tabla 2.8: Una computacién del programa MPLY sobre la entrada 13 x 5.

El programa MPLY puede ser usado como la instruccion MPLY x en cualquier otra

maquina RAM, donde x puede ser cualquiera de los tres operandos 7,“T 570 “= j7.
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Ejemplo 2.12
Una maquina RAM que calcula el producto punto entre dos vectores, se muestra en

la Figura 2.7.

1. READ 1 14. LOAD 5
2. STORE 1 15. ADD =1
3. ADD =2 16. STORE 5
4. STORE 4 17. LOAD 1
5. LOAD =2 18. ADD =2
6. STORE 5 19. SUB 5
7.READ 75 20. JCERO 26
8. STORE 2 21. LOAD 4
9. READ 74 22. ADD =1
10. STORE 3 23. STORE 4
11. MPLY 2 24. JUMP 7
12. ADD 6 25. LOAD 6
13. STORE 6 26. HALT

Figura 2.7: Maquina RAM que calcula el producto punto entre dos vectores.

Esta maquina utiliza 2n + 1 registros de entrada, donde n es la longitud de los vec-
tores. El registro de entrada 1 contiene n y en los registros restantes se colocan las
componentes del primer vector seguidas de las componentes del segundo vector. El
programa utiliza la definicién usual de producto punto entre vectores de R™ y hace uso

de 6 registros de memoria. Finalmente, la salida queda contenida en el registro 6. <
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3. NP-COMPLETITUD

A pesar de los esfuerzos realizados por muchos expertos en matematicas y otras areas,
existen muchos problemas para los cuales no se ha podido encontrar un algoritmo
que los resuelva eficientemente. En este contexto por algoritmo “mas eficiente” nor-
malmente se entiende el mas rapido. El requisito del tiempo es a menudo un factor
dominante para determinar si un algoritmo particular es o no bastante eficiente para
ser usado en la préactica. Sin embargo, la teoria de NP-completitud no esta encaminada
a tratar de encontrar tales algoritmos sino a proveer técnicas para probar que un prob-
lema dado es “dificil de resolver”, es decir que probablemente no exista un algoritmo
eficiente para resolverlo; asi que es conveniente buscar otras alternativas para tratar de
enfrentar el problema. Estas alternativas podrian ser, por ejemplo, buscar algoritmos
rapidos que retornen soluciones aproximadas al problema o también, algoritmos que

resuelvan algunos casos especiales del problema general en forma eficiente.

Por conveniencia, la teoria de NP-completitud esta disenada para ser aplicada sélo a
problemas de decisién. Tales problemas, como se mencioné en el capitulo 1, tienen sélo

[{9NEe}]

dos posibles soluciones: la respuesta “si” o la respuesta “no”.

En este capitulo se presentan las nociones basicas de la teoria de NP-completitud
describiendo cada una de las tres clases mas importantes de problemas de decisién:

la clase P, la clase NP y la clase NPC. La maquina de Turing 1-cinta introducida



en el capitulo anterior es tomada como el modelo de computacion basico y es usada
para definir la clase P; la clase NP se define usando la versién no deterministica de la
maquina de Turing. Después, se estudia la relacién entre P y NP y se define lo que es
una transformacién polinomial de un lenguaje a otro, la cual sera usada para definir la
clase mas importante, la clase de los problemas NP-completos. Finalmente, se presenta
el teorema de Cook, el cual demuestra que SAT es NP-completo. La importancia de

este resultado radica en que proporciona el primer problema NP-completo.

3.1. LA CLASE P

Antes de entrar a definir la primera clase de complejidad, es necesario primero especi-
ficar algunos conceptos, uno de ellos es el de eficiencia. Este concepto involucra entre

otras cosas, el tiempo empleado por un algoritmo para ejecutarse.

Definicién 3.1 (Longitud de la entrada). La longitud de la entrada para una ins-
tancia I de un problema II esta definida como el niimero de simbolos en la descripcion
de I, obtenida desde el esquema de codificacién para II. Si x es una entrada, su longitud

se denotard por |z|.

Definicién 3.2 (Tiempo requerido por una computacién de una MT). El
tiempo requerido en la computacion de una maquina de Turing MT sobre una entrada
x es el numero de pasos que ocurren en la computacién hasta alcanzar un estado de

parada.

La funcién tiempo de complejidad para un algoritmo recibe como parametro la longitud
de la entrada y devuelve el tiempo requerido por el algoritmo para ejecutarse en el

peor caso; es decir, el tiempo maximo que necesita el algoritmo para resolver cualquier
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instancia del problema de determinado tamano. Formalmente la funcién tiempo de

complejidad se define como sigue:

Definicién 3.3 (Funcién tiempo de complejidad). Sea MT una méaquina de
Turing y Y su alfabeto de entrada. Si MT se detiene para todas las entradas x € X%,

su funcién de complejidad Thyr : Z1 — ZT, estd dada por:

Tyr(n) = max
en la computacion de MT sobre x es m.

m: existe un x € 3*, con |x| = n, tal que el tiempo requerido }

Definicién 3.4 (Algoritmo tiempo polinomial). Un algoritmo es tiempo polino-
mial si su funcién tiempo de complejidad es O(p(n)) para algin polinomio p, donde n
denota la longitud de la entrada.

Formalmente, una maquina de Turing M'T es tiempo polinomial si existe un polinomio

p tal que Tyr € O(p(n)) para todo n € Z.

Cualquier algoritmo cuya funcién de complejidad no pueda acotarse mediante un poli-
nomio es llamado usualmente algoritmo tiempo exponencial, se debe notar que esta
definicién incluye ciertas funciones de complejidad no polinomiales tales como n!°8™ o

nn

Definicién 3.5 (Problema soluble por una maquina de Turing). Una maquina
de Turing MT resuelve un problema de decisién I bajo un esquema de codificacion e

si:
1. MT se detiene para todas las cadenas de entrada sobre su alfabeto.

2. L(MT) = L[II, €].

Definicién 3.6 (Clase P). La clase de complejidad P se define como el siguiente

conjunto:
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P L: L es un lenguaje y existe una maquina de Turing deterministica MT
que corre en tiempo polinomial y tal que L = L(MT).

Esto es, P es el conjunto de todos los lenguajes que son aceptados por alguna maquina
de Turing deterministica tiempo polinomial. Por otra parte, se dird que un problema

de decisién II pertenece a P bajo el esquema de codificacién e si L[II, e] € P.

La correspondencia entre problemas de decision y lenguajes se origina en los esquemas
de codificaciéon que se usan para especificar las instancias del problema. Como se
menciond en el Capitulo 1 (seccién 1.5), un esquema de codificacion e para un problema
IT provee una forma de describir cada instancia de II mediante una cadena apropiada
de simbolos sobre un alfateto ¥; de esta manera se obtuvo el lenguaje asociado con II
y e, L[IT, e].

No se puede hablar de resolver un problema sin especificar primero una codificacién
para sus instancias aunque en realidad las instancias de un problema pueden ser re-
presentadas de muchas formas distintas. Sin embargo, no todas las codificaciones son
convenientes, los siguientes ejemplos muestran la diferencia que puede haber entre los

distintos esquemas de codificacién que se usan para codificar un problema dado.

Ejemplo 3.1

[GJ79] Si se considera un problema en el cual cada instancia es un grafo G = (V, E),
donde V es el conjunto de vértices y E es el conjunto de aristas, tal instancia podria
ser descrita (ver Tabla 3.1) simplemente con un listado de todos los vértices y aristas,
o con un listado de filas de la matriz de adyacencia para el grafo, o listando para
cada vértice todos los otros vértices que comparten una arista comiin con él (lista de
adyacencia). Cada uno de estos esquemas puede dar una longitud de entrada diferente
para el mismo grafo. Sin embargo, se puede observar que las longitudes de entrada
que ellos determinan difieren a lo mas polinomialmente unas de otras, de modo que

algiin algoritmo tiempo polinomial bajo uno de estos esquemas de codificacion también
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sera tiempo polinomial bajo todos los otros. &

ESQUEMA DE CODIFICACION CADENA LONGITUD
Lista de vértices y aristas VIIVI2IVBIV4](VLIV[2)(V[2]V]3]) 36
Lista de adyacencia (VI2)(V[IIVI[3)(V[L])( ) 24
Filas de la matriz de adyacencia 0100/1010/0100/0000 19

Tabla 3.1: Descripciones del grafo G = (V, E) donde V = {v1, vo, v3,v4} v E =

{{v1, va}, {va,v3}} bajo tres esquemas de codificacién diferentes.

Por otra parte, existen esquemas de codificacién que determinan, para una misma
instancia, longitudes de entrada exponencialmente mas grandes que las determinadas
por otros esquemas, como es el caso de la representacién de enteros en unario, cuya
longitud es exponencial respecto a la obtenida con la representaciéon en binario, como

lo muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.2

[CLRI0] Supdngase que un algoritmo recibe como entrada un entero k y que el tiempo
de ejecucién del algoritmo es (k). Si el entero k es codificado en unario (una cadena de
k-unos) entonces el tiempo de ejecucion del algoritmo es O(n) donde n es la longitud
de la entrada (aqui n = k), luego el algoritmo es tiempo polinomial. Sin embargo,
si se usa la representacion binaria del entero k entonces la longitud de la entrada
es n = [logk]|. En este caso, el tiempo de ejecucién del algoritmo es 0(k) = 0(2"),
el cual es exponencial en el tamano de la entrada. Asi, dependiendo del esquema de

codificacion, el algoritmo corre en tiempo polinomial o exponencial. &

Sin embargo, no es de interés desarrollar algoritmos eficientes que resuelvan problemas
bajo un esquema de codificacién fijo si la representacién de tales problemas bajo este
esquema es demasiado grande (esto seria muy costoso computacionalmente). Dichos
esquemas, por consiguiente, deben ser descartados. Se puede probar que, en la préactica,
los alfabetos unarios, esto es, los alfabetos consistentes de exactamente un simbolo,

son los unicos que deben ser descartados. El uso de tales esquemas podria hacer que
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la complejidad del problema sea ocultada en la representaciéon del mismo, como lo

muestra el ejemplo anterior y el que a continuacién se presenta.

Ejemplo 3.3

EL PROBLEMA DEL CAMINO MAS CORTO
INSTANCIA: Un grafo G = (V, E), dos nodos ny,ns € V' y un niimero natural k

PREGUNTA: ; Existe un camino entre n; y ns que tenga una longitud a lo

mas k 7.

Si una instancia de tal problema es representada listando todos los caminos en el grafo
G, entonces es facil derivar un algoritmo eficiente que lo resuelva; solamente se debe
determinar si el camino conecta n; y no vy chequear si su longitud es mayor o igual
que k. Por otra parte, si el grafo G es representado en una forma més natural, por
ejemplo por su matriz de adyacencia, ningin algoritmo tiempo polinomial que resuelva

el problema del camino mas corto es conocido. &

Los ejemplos anteriores muestran que se debe ser cuidadoso al seleccionar la codi-
ficacion de un problema de decisién; dicho esquema debe ser “razonable”. Aunque
es dificil definir formalmente la nocién de “esquema de codificacion razonable”, este

siempre debe satisfacer las siguientes condiciones:

1. La codificacién de una instancia I debe ser concisa y no contener informacion o

simbolos innecesarios, y

2. Los numeros incluidos en [ son representados en base k, con k > 1, los conjun-
tos son representados como secuencias de elementos delimitados por simbolos

apropiados.

Si se hace uso de tales esquemas de codificacion estandar, la complejidad del problema
no dependera del esquema usado y ademas se puede cambiar de un esquema a otro

rapidamente. En conclusién, se puede evitar especificar el esquema de codificacién
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para un problema asumiendo implicitamente que éste es razonable, como se hara en

adelante.

Por otro lado, desde el punto de vista de los modelos de computacion, la definicion de
la clase P puede ser reformulada utilizando otro modelo tal como la méquina de Turing
multi-cintas o la maquina RAM, debido a que estos son equivalentes con respecto al
tiempo de complejidad polinomial, como se mencioné en el capitulo anterior. Por esto
y dado que los modelos computacionales formalizan la nociéon de algoritmo, se puede
reemplazar el término “méaquina de Turing tiempo polinomial ” por “algoritmo tiempo

polinomial”.

Todo lo anterior, permite también considerar la clase P como el conjunto de todos los

problemas solubles por un algoritmo tiempo polinomial.

Ejemplo 3.4

[AKS02] El problema de distinguir ntimeros primos de niimeros compuestos es uno de
los mas importantes y ttiles que se ha conocido en Aritmética. Tres cientificos Hindtes
anunciaron recientemente haber resuelto este problema que por varias décadas ha
desafiado a investigadores de todo el mundo: decidir primalidad eficientemente. Ellos
desarrollaron un algoritmo deterministico tiempo polinomial para determinar si un
nimero entero n es primo o compuesto; asi, el problema de decidir primalidad esta en
P. Los autores del descubrimiento son Manindra Agrawal, Neeraj Kayal y Nitin Saxena

del Indian Institute of Technology de Kanpur. &

Ejemplo 3.5

[CLR90] EI problema del CAMINO MAS CORTO est4 en P. Un algoritmo deter-
ministico tiempo polinomial para él computa el camino mas corto de ny; a ny en G
usando busqueda primero en anchura, y luego compara la distancia obtenida con k; si

la distancia es a lo mas k, el algoritmo responde “si” y para, en otro caso, el algoritmo

no para. &
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3.2. LA CLASE NP

En ésta seccién se presenta otra clase de complejidad, denominada la clase NP *. A
esta clase pertenecen una gran cantidad de problemas que hasta el momento no se
han podido resolver deterministicamente en tiempo polinomial. Primero, se hara una
presentacion formal de la clase NP mediante maquinas de Turing no deterministicas y
luego, haciendo uso de algoritmos de verificacién, se mostrara otra caracterizacion de

esta misma clase.

3.2.1. Maquinas de Turing no deterministicas y la clase NP

Definicién 3.7 (Tiempo requerido en una computacién por una MTN). El
tiempo requerido por una maquina de Turing no-deterministica MTN para aceptar la
cadena x € L(MTN) se define como el minimo nimero de pasos que ocurren en las
etapas de suposicion y chequeo, sobre todas las computaciones de aceptacion de M TN

sobre x, hasta que para en estado qy.

Considerando el arbol de computacion de una maquina MTN, también se puede ver el
tiempo requerido para aceptar la cadena = € L(MTN) como la longitud del camino

de computacién de aceptacién mas corto entre todos estos caminos (Ver figura 3.1).

Definicién 3.8 (Funcién tiempo de complejidad). Sea MTN una maquina de
Turing no-deterministica. La funcién tiempo de complejidad Thry : ZT — ZT para

MTN esta definida como sigue:

* <z .z .’ . . . . . .
La notaciéon NP representa la expresion “no deterministico tiempo polinomial” y no significa “no

polinomial”.
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an v

Figura 3.1: Arbol de computacién para una cadena x en una MTN, cuyo camino de com-

putaciéon de aceptaciéon méas corto tiene longitud 3.

el tiempo requerido por MTN para aceptar x es m.

m: existe un x € L(MTN) con |x| = n tal que
Tynr(n) = maix{{l}u { ( ) |z q }}

Se puede observar que la funcién tiempo de complejidad para MTN depende solamente
de el nimero de pasos que ocurren en las computaciones de aceptacion, y que, por
convencién, Ty yr es igual a 1 si ninguna entrada de longitud n es aceptada por MTN.

Este valor es asignado para que en éste caso la funcién esté bien definida.

Definicién 3.9 (Maquina de Turing no deterministica tiempo polinomial).
Una méaquina de Turing no deterministica MTN es tiempo polinomial si existe un

polinomio p tal que Tyry(n) € O(p(n)), para todo n € Z*.

Definicién 3.10 (Clase NP). La clase de complejidad NP se define como el siguiente

conjunto:
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NP — L: L es un lenguaje y existe una maquina de Turing no-deterministica
MTN tiempo polinomial para la cual L = L(MTN).

Un problema de decisién I se dice que pertenece a NP bajo un esquema de codificacion
e si el lenguaje LI, e] € NP. Al igual que en la clase P, solamente se dird que IT esta en
NP sin especificar un esquema de codificacion para I, ya que se supondra siempre que

se tiene implicitamente un esquema de codificacién razonable.

3.2.2. Algoritmos de verificacion y la clase NP

A continuacion se presentard la clase NP haciendo uso de algoritmos de verificacién.
Las nociones de “verificacion” y “verificacion tiempo polinomial” se muestran en los

ejemplos siguientes.

Ejemplo 3.6
Sea HC el problema del ciclo hamiltoniano descrito en el ejemplo 1.30 (pdg. 46), el

cual se definié como sigue:

EL PROBLEMA DEL CICLO HAMILTONIANO (HC)
INSTANCIA :  Un grafo G = (V, E)

PREGUNTA : ; Existe un ordenamiento (vy, v, ..., v,) de V, con n = |V|
tal que {v;,v41} € Eparal <i<ny {v,, v} € E 7.

., Existe un algoritmo deterministico para HC 7

Dada una instancia (G) del problema, un posible algoritmo que lo resuelve debe listar

todas las permutaciones de los vértices de G y luego chequear cada permutacion para
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determinar si es un ciclo hamiltoniano. Si se usa la matriz de adyacencia Ad del grafo
G como su codificacién y si m es el nimero de vértices de G, entonces m = Q(y/n),
donde n = |{(G)] es la longitud de la codificacién de G, puesto que n < m? por ser Ad
simétrica (G es no dirigido). Existen m! posibles permutaciones de los vértices, y por
consiguiente el tiempo de ejecucién es Q(m!) = Q(y/n!) = Q(2V™). Por lo tanto, este
algoritmo no corre en tiempo polinomial y hasta el momento no se conoce algoritmo

tiempo polinomial que resuelva HC.

Aunque HC es dificil de resolver, sin embargo, es facil de verificar; es decir, dada una
instancia arbitraria (G) de este problema, si la respuesta para (G) es “si”, entonces,
esto puede ser probado, proporcionando el ciclo hamiltoniano C requerido. La validez
de esta afirmacion puede ser verificada facilmente chequeando que C es realmente
un ciclo que recorre todos los vértices de G. De esta forma, es posible construir un
algoritmo tiempo polinomial que verifique que la respuesta para (G) es “si”. Por otra
parte, si se considera una instancia (G) cuya respuesta es “no”, esto es, si (G) no es
hamiltoniano, ninguna lista de vértices debe llevar a que el algoritmo responda que

(G) es hamiltoniano. o

Note que verificabilidad tiempo polinomial no implica solubilidad tiempo polinomial.
En el ejemplo anterior, cuando se dice que se puede verificar una respuesta “si”para una
instancia de HC en tiempo polinomial, no se esta considerando el tiempo necesitado
para buscar el circuito deseado entre la cantidad exponencial de posibles ciclos; lo que
se afirma es que dado cualquier ciclo para una instancia (G), se puede verificar en

[P}

tiempo polinomial si ese ciclo prueba o no que la respuesta para (G) es “si”.

Formalmente un algoritmo de verificacién se puede definir como sigue:

Definicién 3.11 (Algoritmo de verificacién). Un algoritmo de verificaciéon A es
un algoritmo que tiene dos argumentos, donde cada uno de ellos es una cadena y el
segundo argumento es llamado un certificado. Un algoritmo A con dos argumentos,

verifica una cadena de entrada x si existe un certificado y tal que A(z,y) = 1, donde
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A(z, y) es el valor retornado por A con las entradas = y y.

Definicién 3.12 (Algoritmo de verificacién tiempo polinomial para un pro-
blema de decisién). Un algoritmo de verificaciéon A(z,y) tiempo polinomial para un

problema de decisién I debe cumplir que:

= Si x representa una instancia “si”de II entonces existe un certificado y tal que

A(z,y)=1y |y| < O(]z|°) para alguna constante c.

= Si x representa una instancia “no”de II entonces no existe un certificado y tal

que A(x,y)=L.

En otras palabras, un algoritmo de verificacién A para un problema II debe cumplir
)
ue para cualquier instancia “si” de II, existe un certificado ue se puede usar para
b
probar que la instancia es “si”, y ademads, para cualquier instancia “no”, no debe existir

U3

ningun certificado que lleve a que la instancia es “si”.

Definicién 3.13 (Clase NP en términos de verificadores). La clase de comple-
jidad NP se define como la clase de problemas de decision que pueden ser verificados

por un algoritmo tiempo polinomial.

Ejemplo 3.7
El ejemplo 3.6 muestra que el problema del CICLO HAMILTONIANO esta
en NP. &

Ejemplo 3.8
El problema de determinar si un niimero entero es compuesto esta en NP. El algoritmo
de verificacién recibe como entrada un entero a y un certificado b y verifica si b es menor

que a y si b divide a a. Ademés de acuerdo al ejemplo 3.4 este problema tambien esta en

P. &
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Ejemplo 3.9
Considérese el problema de decisién del AGENTE VIAJERO (AV) presentado en el

ejemplo 1.31 (pég. 46), el cual se definié como sigue:

EL PROBLEMA DE DECISION DEL AGENTE VIAJERO (AV)
INSTANCIA :  Un conjunto finito C' = {¢y, ¢, ..., ¢} de “ciudades”, una “dis-

tancia”d(c;, ¢;) € Z* para cada par de ciudades ¢;, ¢; € C'y una
cota k € Z+.
PREGUNTA : ,Existe un tour de todas las ciudades en C que tenga una longitud

total no mas que k, esto es, un ordenamiento (cr(1y, cr(2); - - -, Crm))

m—1
de C tal que: Y d(cr), crit1)) + d(crmy, cray) < k7.
=1

1

El problema AV pertenece a NP. Un algoritmo de verificacién para AV recibe como
entrada un conjunto de ciudades, la distancia entre ellas, una cota dada B y un certifi-
cado. El algoritmo chequea si el certificado corresponde a un tour de todas las ciudades

y si es asi, computa su longitud y la compara con B. &

Ejemplo 3.10

Considérese el siguiente problema:

EL PROBLEMA SUBSET-SUM
INSTANCIA: Un conjunto S de enteros positivos y ¢t € Z™.

PREGUNTA: ;Existe un subconjunto S’ C S tal que t =) s7.

El problema SUBSET-SUM € NP. Un algoritmo de verificaciéon para €él recibe como
entrada un conjunto S de enteros positivos, un valor ¢ € Z* y un certificado S’ C S
y chequea si la suma de los elementos de S” es t. No es dificil ver que el algoritmo

trabaja en tiempo polinomial. %
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Ejemplo 3.11

Considere el siguiente problema:

EL PROBLEMA DE LA MOCHILA
INSTANCTIA:  Un conjunto finito U, para cada u € U un valor v(u) € Z™ y un peso

w(u) € ZT, un tamano fijo W € Z* y un valor objetivo K € Z*.
PREGUNTA: ;Existe un subconjunto U" C U tal que ) v s(u) < W'y

Y e V(u) > K7

El problema de la MOCHILA estd en NP. Un algoritmo de verificacion para este
problema recibe como entrada un conjunto U, los valores y pesos para cada elemento
de U, dos enteros positivos K y W y un certificado U’ C U. El algoritmo chequea
que la suma de los pesos de los elementos de U’ sea menor que W y la suma de los
valores sea mayor o igual que K. No es dificil ver que el algoritmo trabaja en tiempo

polinomial. &

3.3. RELACION ENTRE P Y NP

Se podria pensar en la clase P como aquella que contiene los problemas “faciles de
resolver”, en el sentido de que existe para cada uno de ellos un algoritmo deterministi-
co que los resuelve en tiempo polinomial; ademas se puede ver que todo problema de
decision soluble por un algoritmo deterministico tiempo polinomial es también soluble
por un algoritmo no deterministico tiempo polinomial (Teorema 3.1). Muchos investi-
gadores han tratado durante décadas de establecer la relacién entre las clases P y NP,
han puesto sus esfuerzos en tratar de responder una de las preguntas mas importantes
de este siglo: ;P = NP?, pero aunque alrededor de estas clases se han establecido
muchas relaciones y se ha desarrollado una extensa teoria, la pregunta ain continua
abierta. Realmente, la respuesta a esta pregunta traeria grandes consecuencias no sélo

para las matematicas sino tambien para otras areas. En esta seccion se presentan dos
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resultados fundamentales al respecto.

Teorema 3.1. P C NP.

Demostracion. Sea Il un problema y supdngase que II € P, entonces existe un
algoritmo deterministico tiempo polinomial A que lo resuelve. Se puede obtener un
algoritmo no deterministico tiempo polinomial para II, solamente usando A como la
etapa de chequeo del nuevo algoritmo e ignorando la cadena supuesta en la etapa de

suposicién. Asi II € NP.

Existen muchas razones para creer que esta inclusion es propia, esto es, que P no es
igual a NP. Una de ellas es que hasta el momento no se conocen métodos eficientes
para convertir un algoritmo no deterministico tiempo polinomial en uno deterministico
tiempo polinomial. El siguiente resultado muestra un procedimiento que obtiene un
algoritmo deterministico a partir de uno no deterministico pero que sin embargo no

cumple con las condiciones de eficiencia deseadas.

Teorema 3.2. Si Il € NP, entonces existe un polinomio p tal que I puede ser resuelto

por un algoritmo deterministico que tiene tiempo de complejidad O(27™). [GJ79]

Demostracion. Como II € NP, supéngase que A es un algoritmo no deterministico
tiempo polinomial que resuelve II, y sea ¢(n) una cota polinomial para el tiempo de
complejidad de A. Entonces, para toda entrada aceptada por A de longitud n, debe
existir alguna cadena supuesta (sobre el alfabeto 3) de longitud a lo mas ¢(n) que
lleve la etapa de chequeo de A a responder “si” para esta entrada en a lo mas g(n)
pasos. El nimero de posibles supuestos que necesitan ser considerados es a lo més k2™
donde k = |X|, ya que los supuestos més cortos que g(n) pueden ser considerados como
supuestos de longitud exactamente g(n) completandolos con simbolos blanco. Se puede
averiguar deterministicamente si A tiene una computaciéon de aceptacién para una
entrada dada de longitud n, aplicando la etapa de chequeo deterministica de A hasta
que pare o haga ¢(n) pasos sobre cada uno de los k%™ posibles supuestos. La simula-

[{9)]

cién responde “si” si encuentra una cadena supuesta que lleva a una computacion de
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aceptacion en la cota de tiempo; en otro caso responde “no”. Por lo tanto, esto produce
un algoritmo deterministico que resuelve II; ademds, su tiempo de complejidad es

q(n)k?™ el cual es O(2P(™) para una escogencia apropiada del polinomio p. En efecto,

k< 2k para todo k > 1,

k9 < gka(n) para todo k > 1,
q(n)k1™) < g(n)2kem) < 2a(m)gka(n) para todo k > 1,
= 24(n)+ka(n) para todo k > 1.

Haciendo p(n) = q(n) + kq(n), se obtiene que g(n)Ak?™ = O(2rM).

En efecto, la dificultad en encontrar algoritmos deterministicos tiempo polinomial
para cualquier problema en NP, es un argumento fuerte para pensar que P # NP.
Sin embargo, al mismo tiempo, el hecho de que ninguna prueba a esta conjetura haya
surgido, a pesar de los esfuerzos de muchos investigadores, podria llevar a creer que

P = NP. Por otro lado, es importante senalar que el teorema 3.2 parece mostrar que los
algoritmos no deterministicos son estrictamente mas poderosos que los deterministicos.
En la Figura 3.2 se muestra una posible representacion de las clases P y NP, quiza la

mas esperada, en la cual la regién NP-P no es vacia.

NP

Figura 3.2: Una posible visién del mundo de NP.
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3.4. TRANSFORMACION POLINOMIAL Y LA
CLASE NPC

En ésta seccidon se presenta una clase importante de problemas de decision, la clase de
problemas NP-completos. Esta clase tiene la propiedad fundamental que si cualquier
problema NP-completo puede ser resuelto deterministicamente en tiempo polinomial,
entonces todo problema en NP tiene solucion determinista en tiempo polinomial, lo
cual implicaria que P = NP. Ademas, es importante senalar que hasta el momento,
para ningin problema NP-completo ha sido encontrado un algoritmo deterministico
tiempo polinomial que lo resuelva. Por esta razén, los problemas NP-completos son
considerados como los problemas “maés dificiles” en NP. Antes de presentar la definicién
de estos problemas, se introducira la nocién de transformacion polinomial que juega
un papel importante en la teoria de NP-completitud, como se observara a lo largo del

capitulo.

Definicién 3.14 (Transformacién polinomial aplicada a lenguajes). Sean ¥,
y 29 alfabetos. Una transformacién polinomial de un lenguaje L; C ¥} a un lenguaje

Ly € ¥ es una funcién f : X7 — 23 que satisface las dos condiciones siguientes:
1. Existe una maquina de Turing tiempo polinomial que computa f.

2. Paratodo x € 33, x € L si, y sélo si f(z) € Ls.

En este caso se escribe L; <, Lo y se lee “L; se transforma polinomialmente a Ly”. La

Figura 3.3 ilustra la nocién de transformacion polinomial.

Teorema 3.3. Sean L; y Ly lenguajes tales que L; <, Ly. Si Ly € P entonces
Ly € P. [GJ79]

Demostracion. Sean X} y X5 los alfabetos de L y L, respectivamente. Por hipétesis,

Ly <, Lo, es decir, existe una transformacioén polinomial f : X7 — 33 de L a Ly. Sea
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e

Figura 3.3: Una ilustracién de una transformacién polinomial f de L; a Lo

MTy la maquina de Turing tiempo polinomial que computa f. Por otra parte, como
Ly € P, existe una maquina de Turing M T, tiempo polinomial que acepta Ly. Se debe
probar que L,; € P, esto es, que existe una maquina de Turing M7T; tiempo polinomial
que acepta L.

El programa MT| puede ser construido de la siguiente forma: Para cada entrada x €
X3, MT, usa M Ty para transformar x en f(z) € ¥} y luego, usa MT), para determinar
si f(x) € Lg. Si es asi, MT) acepta z, en caso contrario MT} rechaza x. Puesto que
x € Ly si, y s6lo si f(z) € La, se obtiene que MT; acepta L. Ademds, MT; opera en
tiempo polinomial pues M1y y M7, operan en tiempo polinomial. Mas precisamente,
si pr y p2 son funciones polinomiales que acotan el tiempo de ejecucién de MT} y
MT,; respectivamente, entonces |f(z)| < ps(|z|) v el tiempo de ejecucién de MT; es
O(ps(|x]) + p2(ps(|z]))), €l cual es polinomial en |z|.

Teorema 3.4. Sean L;, Ly y L3 lenguajes. Si L; <, Ly y Ly <, L3 entonces
L; <, Ls. [GJ79]

Demostracion. Sean X1, Yo v X3 los alfabetos asociados a Lj, Ly y L3 respectiva-
mente.

Como L; <, Ly y Ly <, Ls, existen transformaciones polinomiales f; : X7 — X3 de Ly
aloy fo: X5 — X5 deLyals.

Se debe probar que L; <, Ls, esto es que existe una transformacion polinomial

f:37 — %5 de Ly alLs.
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Sea f(x) = fo(fi(x)) para todo = € ¥3.

f es una transformacion polinomial de Ly a Ls:

= Como f; y fo son transformaciones polinomiales se tiene que:
Para todo z € ¥, z € Ly <= fi(z) € Ly y
para todo y € 35, y € Ly <= fo(y) € L3

Por lo tanto, tomando y = f1(x) se cumple que:
r € L < fi(z) € Ly <= fo(f1(x)) € L3,
Luego, © € Ly <= f(z) € Ls, para todo z € 7.

= Por un razonamiento similar al usado en el teorema 3.3, se puede ver que f opera

en tiempo polinomial.

La nocién de transformacién polinomial también puede ser planteada solamente en

términos de problemas, de la siguiente manera.

Definicién 3.15 (Transformacién polinomial aplicada a problemas de de-
cisién). Sean II; y II; problemas de decisién con esquemas de codificacién asociados
e1 y e respectivamente. Se dice que II; se transforma polinomialmente a I, (II; <, II,)
si existe una transformacion polinomial de L[II;, e;] a L[IIy, es]. Es decir, en términos
de problemas, se puede considerar una transformacion polinomial de IT; a II; como

una funciéon f : Dy, — Dy, que satisface las siguientes condiciones:
1. f es computable por un algoritmo tiempo polinomial.
2. Paratodo I € Dy, I € Yy, si, y sélosi, f(I) € Yr,.

en donde Dy, v Dy, denota el conjunto de todas las instancias del problema II; y Il

[P}

respectivamente, y Yiy,, Y, €l conjunto de instancias con respuesta “si”.

En la seccién 3.6 se muestran algunos ejemplos de transformaciéon polinomial.
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Informalmente, un problema IT puede ser transformado a otro problema I si cualquier
instancia de II puede ser “ficilmente expresada’ como una instancia de II', y una
solucion para esta instancia provee una solucion para la instancia correspondiente de
I1. Asi, si un problema II se reduce a otro problema II', entonces II es en cierto sentido

no mas duro para resolver que II.

Definicién 3.16 (Lenguaje NP-completo). Un lenguaje L es NP-completo si:
1. LeNPy

2. L <, L para todo L' € NP.

Si un lenguaje L satisface la propiedad 2, pero no necesariamente la propiedad 1

entonces se dice que L es NP-duro.

En forma analoga a las definiciones anteriores, la definicion de problema NP-completo

también es expresada en términos de problemas.

Definicién 3.17 (Problema NP-completo). Un problema de decision II es NP-

completo si:

1. MeNPy

2. 1T <, II para todo IT' € NP.

Definicién 3.18 (Clase NPC). La clase NPC es el conjunto de todos los lenguajes
NP-completos.

Si P # NP entonces un problema II NP-completo cumple que II € NP-P. Es decir,
IT € P si, y sélo si P = NP. Asumiendo que P # NP, se puede dar una visién mas

detallada del “mundo de NP”, como se muestra en la Figura 3.4.
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NP

Figura 3.4: Una visién mas detallada del mundo de NP.

Mostrar que un problema es NP-completo implicaria mostrar que todo problema en
NP se transforma a él, lo cual evidentemente no es una tarea facil, mas atin cuando no
se conoce cuantos problemas NP-completos existen en realidad. El siguiente teorema
proporciona una herramienta mas préactica para probar NP-completitud, si se tiene un

problema que ya es NP-completo.

Teorema 3.5. Sean L; y Ly lenguajes. Si Ly y Lo estan en NP, L; es NP-completo y
Ly <, Ly entonces Ly es NP-completo. [GJ79]

Demostracion. Como Ly, € NP, sélo falta probar que, para todo L’ € NP, L’ <, L.
Sea L’ cualquier lenguaje en NP. Como L; es NP-completo, debe cumplirse que
L' <, L. Por la transitividad de <, mostrada en el teorema 3.4 y puesto que L; <, L

se obtiene que L' <,Ls.

Teorema 3.6. [CLRI0]

1. Si cualquier problema NP-completo es soluble por un algoritmo deterministico

tiempo polinomial, entonces P = NP.

2. Si algin problema en NP no es soluble por un algoritmo deteministico tiempo
polinomial, entonces ningtin problema NP-completo es soluble por un algoritmo

deterministico tiempo polinomial.
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Demostracion.

1. Sea II un problema NP-completo soluble por un algoritmo deterministico tiempo
polinomial, es decir, IT € P. Por la condicién 2 de la definiciéon 3.17, para todo
problema II' € NP, se cumple que II' <, I y por el Teorema 3.3, se tiene que
II" e P.

2. Supodngase que existe un problema II € NP tal que II ¢ P. Sea II' cualquier
problema NP-completo y supéngase por contradiccion que II” € P. Entonces por
definicién de NP-completitud, II <, IT', y por el Teorema 3.3, II € P, lo cual es

una contradiccion.

3.5. TEOREMA DE COOK

Hasta el momento se ha presentado la nocién de problema NP-completo, pero no se

ha probado que un problema particular es NP-completo.

En 1971, el matematico Stephen Cook demostré el primer problema NP-completo, el
cual es un problema de decision de Légica Booleana llamado el problema de satisfabi-

lidad (SAT). Los términos que se usan para describirlo son definidos como sigue:

Sea U = {uq,ug,us, ..., un,} un conjunto de variables booleanas. Una asignacidon de

verdad para U es una funcién ¢ : U — {V, F'} tal que:

» Sit(u) = V entonces u es verdadera.

» Sit(u) = F entonces u es falsa.

Si u es una variable en U, entonces u y @ son literales sobre U.
El literal u es verdadero bajo t si, y solo si la variable u es verdadera bajo t.

El literal uw es verdadero bajo t si, y solo si la variable u es falsa bajo t.
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Una cldusula sobre U es un conjunto de literales sobre U, tal como {uy,u3, us }. Esto
representa la disyuncion de estos literales, es decir, una asignacion de verdad satisface

la clausula cuando al menos uno de sus miembros es verdadero bajo esta asignacion.

Una coleccién C de clausulas es satisfactible si, y solo si, existe alguna asignacion de

verdad para U que simultaneamente satisface todas las cldusulas en C.

El problema se describe como sigue:
INSTANCIA: Un conjunto U de variables y una colecciéon C de clausulas sobre U.
PREGUNTA: ;Existe una asignacién de verdad que satisface C?

Teorema 3.7. (TEOREMA DE COOK) El problema de satisfabilidad (SAT) es
NP-completo. [GJ79]

Demostracion. Se debe probar que:

1. SAT estd en NP.

2. L<, Lgar para todo lenguaje Le NP, donde Lgar = L[SAT, e] para algin

esquema de codificacién e.

1. La maquina de Turing no deterministica tiempo polinomial que resuelve SAT
supone una asignaciéon de verdad para las variables dadas (en la etapa de su-
posicién) y en la etapa de chequeo verifica si la asignacion satisface todas las
clausulas en la coleccién dada C. Ademads, se puede ver que la ejecucién de esta

magquina es polinomial.

2. Sea L un lenguaje en NP y sea M = (@, %, §) una MTN tiempo polinomial que
acepta el lenguaje L (L = Lj).

Se debe construir una funcion f;, : ¥* — Dgar. Por simplicidad, f7, es construida

directamente a instancias de SAT y no al conjunto de cadenas sobre el alfabeto
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de SAT. Asi, f;(x) representard un conjunto U de variables y una coleccién C

de clausulas para alguna cadena x € »*.

Se probara que fr es una transformacién polinomial, mostrando primero que
para todo z € X*, = € L si, y solo si fr(x) tiene una asignaciéon de verdad

satisfaciente, y después que fr, se computa en tiempo polinomial.

Dada una entrada = € »*, si x es aceptada por M existe una computacion de
aceptacion de M sobre x tal que el nimero de pasos en la etapa de chequeo y el
numero de simbolos en la cadena supuesta son acotados por un polinomio p(n),
n = |z|, esto ocurre puesto que M es tiempo polinomial y por lo tanto el tiempo
de complejidad (que se puede ver como el méximo nimero de pasos en la etapa
de suposicién y de chequeo requeridos por M para aceptar z) es acotado por
p(n). Tal computacién involucra solamente los cuadrados de la cinta enumerados
desde -p(n) hasta p(n)+1, puesto que la cabeza de lectura-escritura comienza en

el cuadrado 1 y se mueve a lo mas un cuadrado en cualquier paso simple.

-p(n) -+ -1 0 1 - p(n+l)

La situacién de la etapa de chequeo en cualquier momento puede ser especificada
completamente, dando el contenido del cuadrado, el estado actual, y la posicion
de la cabeza de lectura-escritura. Ademds, puesto que no hay més que p(n) pasos
en la computacion de chequeo, hay a lo més p(n)+1 tiempos distintos que pueden

ser considerados.

Los elementos de () se etiquetaran como sigue:

qo, @1 = Qqy, 92 = 4N, 43, --., Qr, donde r = ’Q|_1

Y los elementos de ¥ como: sg = b, $1, S2, ..., Sy, donde v = |¥| — 1.

Existiran tres tipos de variables, cada una de las cuales tiene un significado

particular como se muestra en la Tabla 3.2.

Una computacion de M induce una asignacion de verdad sobre estas variables ba-

jo la convencién que, si el programa para antes del tiempo p(n), la configuracién
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VARIABLE RANGO SIGNIFICADO

Ql, k] 0<i<pn) En tiempo i, M estd en estado .
0<k<r
H[z, j] 0 <i<p(n) En tiempo i, la cabeza de lectura-escritura,

-p(n)< j < p(n)+1 | estd examinando el cuadrado j de la cinta.

Sli, 7, k] 0<i<p(n) En tiempo ¢, el contenido del cuadrado j
-p(n)< j < p(n)+1 | de la cinta es el simbolo s.
0<k<w

Tabla 3.2: Variables en fr(x) y sus significados.

permanece estatica en todos los tiempos posteriores, manteniendo el mismo es-
tado de parada, posicion de la cabeza y contenido de la cinta. Por otro lado,
una asignaciéon de verdad arbitraria para ellas no necesariamente corresponde a
una computacion, mucho menos a una computaciéon de aceptacién, puesto que
una asignacion de verdad arbitraria para ellas puede implicar por ejemplo que
en un mismo tiempo, un cuadrado dado de la cinta contenga varios simbolos o
que la maquina pueda estar simultaneamente en varios estados diferentes o que

la cabeza de lectura-escritura pueda estar examinando varios cuadrados a la vez.

La transformacién f; trabaja por construir una coleccién de clausulas que in-
volucre estas variables tal que una asignacion de verdad es una asignacién de
verdad satisfaciente si, y solo si esta es la asignacién de verdad inducida por una

computacién de aceptacion para x.

Las cldusulas en f1(x) pueden ser divididas en seis grupos, los cuales son creados

para cumplir una misién especifica, que son mostrados en la Tabla 3.3.

Se puede observar que si todos los seis grupos de clausulas realizan sus misiones,

entonces una asignacion de verdad satisfaciente para las variables conducira a la com-

putacion de aceptacién deseada para x. Asi, todo lo que se necesita mostrar es como

construir los grupos de clausulas para que cumplan sus misiones.

104



GRUPO DE MISION
CLAUSULAS
Gy En cada tiempo ¢, M esta en exactamente un estado.
Go En cada tiempo ¢, la cabeza de lectura-escritura estéa
escaniando exactamente un cuadrado de la cinta.
Gs En cada tiempo ¢, cada cuadrado de la cinta contiene
exactamente un simbolo de X..
Gy En tiempo 0, la computacién esta en la configuracién
inicial de su etapa de chequeo para la entrada =x.
Gs En tiempo p(n), M ha entrado al estado ¢,
y por lo tanto ha aceptado .
Ge Para cada tiempo i, 0 <4 < p(n), la configuraciéon de M
en tiempo ¢ 4+ 1 se sigue de una unica aplicacién de la
funcion de transiciéon § desde la configuracion en tiempo 1.

Tabla 3.3: Grupos de cldusulas en fr(x) y sus misiones.

La Tabla 3.4 muestra las clausulas que conforman a cada grupo.

El primer subgrupo de clausulas de G; pueden ser satisfechas simultaneamente si, y
sOlo si, para cada tiempo i, M estd en al menos un estado. Las cldusulas del segundo
subgrupo pueden ser satisfechas simultaneamente si y sélo si, en cada tiempo 7, M no

estd en dos estados a la vez. Los grupos Gs y Gs son construidos de la misma forma.

El grupo G4 esta formado por clausulas de un solo literal y garantiza que en tiempo
0, la maquina esté en su configuracion inicial. Las clausulas del primer subgrupo son
satisfechas si y s6lo si en tiempo 0, el estado es qq, la cabeza de lectura-escritura
estd examinando el cuadrado 1 de la cinta y el simbolo en el cuadrado 0 es sg = b.
Las clausulas del segundo subgrupo son satisfechas si y sélo si en tiempo 0, la entrada

x esta escrita desde el cuadrado 1 hasta el cuadrado n y todos los deméds cuadrados

contienen el simbolo blanco.
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GRUPOS DE | SUBGRUPO CLAUSULAS EN EL GRUPO
CLAUSULAS
G, 1 {Q[i, 0], Qi, 1], ..., Q[i, r]}
2 {QLl, ], Qli, ']}
0<i<pn), 0<j<j <r
Gy 1 {H[i, —p(n)], Hli, —p(n) +1],..., H[i, p(n) + 1]}
2 {Hli, 5], H[i, 5’}
0<i<pn), pn)<j<j <pn)+l
Gs 1 {S[i, 3, 0], S[i, 4, 1],..., S, 4, v]}
2 {Sli, j, k], Sli, j, ']}
0<i<pn), -p(n)<j<pn)+l, 0<k<k' <w
Gy 1 {[o, 0]}, {H[0, 1]}, {S0, 0, O]},
2 {S[0, 1, k1]}, {S[0, 2, k2]}, ..., {S[0, n, ky,]},
{S[0, n+ 1, 0]}, {S[0, n+ 2, 0]},..., {S[0, p(n) + 1, O]},
donde = = Sk, Sk, Sk - - - Sk,
Gs 1 (Qlp(n), 1))
Go 1 {Sli- 4. 1, Hlis 71, S+ 1, 4, 1}
2 {50, 5], Qlis ), ST, j, 1), Hli+1, j + Al}
{H[i, j], Qli, k], S[i, 4, 1], Qi + 1, K]}
{Hi, 31, Qli, K], Sli, 4, 1), S+ 1, 4, 1)
0<i<p(n), -p(n)<j<pn)+l, 0<k<r, 0<I<w
donde si q; € Q — {qv, qn }, entonces los valores
de A, k' y I son tales que 6(qx, s1) = (qw’, sir, A)
y si gx € {qy, qn }, entonces A = N, k' =k, I' =1.

La clausula en Gj es satisfecha cuando en tiempo p(n) la méquina alcanza el estado

de parada gy .

El primer subgrupo de clausulas de Gg garantiza que si la cabeza de lectura-escritura
no esta examinando el cuadrado j en el tiempo ¢, entonces el simbolo en el cuadrado
j no es cambiado entre los tiempos ¢ y i« + 1, de lo contrario las clausulas no seran
satisfechas. Las clausulas del segundo subgrupo son satisfechas si y sélo si los cambios

de una configuracién a la préxima son de acuerdo a la funcién de transicién 6 para M.

Tabla 3.4: Los seis grupos de clausulas de fr,(z).
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Asi, se ha mostrado cémo construir los grupos de clausulas Gy,. .., Gg que cumplen la

misién establecida previamente. Luego:

1. Si z € L, entonces existe una computacion de aceptacién de M sobre x de
longitud p(n) o menos, y esta computacién impone una asignacién de verdad

que satisface todas las clausulas en C' = G; UGy U G3 U G4 U G5 U Gg.

2. Reciprocamente, la construccién de C es tal que cualquier asignacién de verdad
satisfaciente para C corresponde a una computacion de aceptacion de M sobre

X.

De (1) y (2) se sigue que fr(z) tiene una asignaciéon de verdad satisfaciente si y sélo

siz € L.

En este momento, sélo falta probar que fr se computa en tiempo polinomial, es decir,
que fr(z) puede ser construido de z en tiempo acotado por una funcién polinomial de
n = |z|. Para esto, basta con verificar que el tamano de fi(z) es acotado por arriba
por una funcién polinomial de n. Para esto, puesto que f7(z) es una instancia de SAT,
determinada por el conjunto U de variables y la coleccién C de clausulas, es necesario
observar el nimero de variables (Tabla 3.5) y el ntimero de cldusulas (Tabla 3.6) que

componen la instancia.

VARIABLE No. DE
VARIABLES
Q [p(n+ 1)](r+1)
H 2[p(n + 1)
S 2p(n + )2 (v + 1)

Tabla 3.5: Ntimero de variables.

Ademds, se puede observar que |U| = O(p?(n)) y |C| = O(p*(n)). Por otra parte, la

longitud de la instancia obtenida, |f7(z)|, puede considerarse como |fz(x)| = |U||C],
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GRUPO DE No. DE CLAUSULAS
CLAUSULAS
Gy [p(n) + 1] + [p(n) + 1](r + 1)r/2
Gy [b(n) + 1] + 2p(n)[p(n) + 1]?
Gs 2[p(n) + 12+ 2[p(n) + 1)*(v + 1)v/2
e 3+ [p(n+1)]
Gs 1
Ge 6p(n)[p(n)+1](r +1)(v + 1)

Tabla 3.6: Nuimero de cldusulas en cada grupo.

esto es, cuando en cada clausula de C se encuentran todas las varibles de U. Por
consiguiente, |f1(z)] = O(p®(n)). De lo cual se obtiene que f1(z) se puede construir
en tiempo polinomial para cualquier entrada x y por lo tanto f; se computa en tiempo

polinomial.

De lo anterior se obtiene que f;, es una transformacién polinomial de L a SAT.

Finalmente, se puede concluir que SAT es NP-completo.

3.6. ALGUNOS PROBLEMAS NP-COMPLETOS

En esta seccién se presentan algunas pruebas de NP-completitud, haciendo uso de
uno de los resultados mas ttiles que se han mencionado, el Teorema 3.5. Asi, se
mostrara basicamente cémo se puede transformar un problema a otro para deducir

que si uno de ellos es NP-completo, el otro también lo es.
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3.6.1. El problema del ciclo hamiltoniano (HC)

Para probar que el problema del ciclo hamiltoniano es NP-completo se utilizara el
hecho que el problema 3-SATISFABILIDAD es NP-completo [GJ79]. Este problema

se define como sigue:

EL PROBLEMA 3-SATISFABILIDAD (3SAT)

INSTANCIA  Una coleccién C = {¢q, ¢, ..., ¢n} de cldusulas sobre un conjunto
finito U de variables tales que |¢;] = 3 para 1 < i < m.
PREGUNTA ;Existe una asignacién de verdad para U que satisfaga todas las

clausulas en C?

Teorema 3.8. HC es NP-completo. [CLRI0]

Demostracion. Por el ejemplo 3.6 se tiene que HC € NP.

Ahora se mostrara que 3SAT se transforma polinomialmente a HC.

Dada una coleccién de cldusulas C' = {cy, cq, ..., ¢x} sobre un conjunto finito de
variables 1, xo, ..., T, con |¢;| = 3 para ¢ = 1, ..., k, se debe construir un grafo
G = (V, E) en tiempo polinomial tal que G contiene un ciclo hamiltoniano si y sélo si

C' es satisfactible.

La construccion del grafo G esta basada en dos estructuras especiales, que son partes

de grafos que imponen ciertas propiedades.

La primer estructura es el subgrafo A mostrado en la Figura 3.5. Supéngase que A es
un subgrafo de algtin grafo G’ y que las tinicas conexiones entre A y el resto de G’ son
por medio de los vértices a, a/, b y b'. Ademas, si G’ tiene un ciclo hamiltoniano, éste

debe pasar por los vértices z1, 29, 23 ¥ 24 en una de las formas mostradas en la Figura

3.5(b) v (c).
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Figura 3.5: (a) Subgrafo A. (b)-(c) Los dos recorridos posibles en el cual el subgrafo A de

un grafo G’ puede ser atravesado por un ciclo hamiltoniano.

La segunda estructura es el subgrafo B mostrado en la Figura 3.6. Supéngase que B
es un subgrafo de algtin grafo G’ y que las unicas conexiones de B al resto del G’ son
a través de los vértices by, by, b3 v bs. Un ciclo hamiltoniano del grafo G’ no puede
atravesar todas las aristas {b1, ba}, {b2, b3} y {bs3, b4}, ya que entonces los vértices
en B distintos de by, by, b3 y by no serian atravesados por el ciclo. Luego, un ciclo

hamiltoniano de G’ debe recorrer B en una de las formas mostradas en la Figura 3.6.

El grafo G que se construira esta compuesto principalmente de subgrafos Ay B. En la
Figura 3.7 se ilustra la construccion del grafo G para la instancia de 3SAT compuesta
por U = {xy, x9, 3} v C = {{z1, xa, T3}, {71, To, 3}, {2, Ta, w3}, {72, 3, T3}}.
La construccion del grafo G es como sigue:

Para cada una de las k cldusulas en (', se incluye un subgrafo B, y se unen estos sub-

grafos entre si en serie conectando el vértice b; 4 al vértice b,y 1 parat =1, 2, ..., k—1.

Para cada variable z,, se incluyen dos vértices /. v 2 . Se conectan estos dos vértices
m m
por medio de dos copias de la arista {z/ , « }, las cuales son denotadas por e,, y €,

para distinguirlas.
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Figura 3.6: Subgrafo B. (a)-(g) Todos los posibles recorridos por donde puede pasar un ciclo

hamiltoniano de un grafo G’.

Cada par de estas aristas forma un bucle; se conectan estos bucles en serie adicionando

" /

las aristas {x,,2/,,,} param =1, ..., n — 1. El lado izquierdo del grafo (cldusulas)

"
nlo

se conecta al lado derecho (variables) por medio de dos aristas {by 1, |} v {bk.4, @

las cuales corresponden a la arista mas alta y mas baja de la Figura 3.7.

Si el j—ésimo literal de la clausula ¢; es z,,, entonces se conecta la arista {b; ;, b; j11}
con la arista e,, mediante un subgrafo A. Si el j-ésimo literal de la clausula ¢; es T,,,

entonces se conecta la arista {b; ;, b; j+1} con la arista €,, mediante un subgrafo A.
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b1 ,

Ty
b1,2
b1,3
b1,4
"
A
b21 1
ba 2
Ty
ba2,3
b2 4
b31
b3, 2
b33
/
X
b3,4 3
ba1
bao
ba,3
ba,4

Figura 3.7: Transformacién de una instancia de 3SAT a una instancia de HC.
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En la Figura 3.7, por ejemplo, se colocan tres subgrafos A de la siguiente manera:
» entre {by 1, b2} y e1.
» entre {by 9, b1 3}y eo.
» entre {by 3, b1.4} y €s.

puesto que la cldusula ¢; es {z1, z9, T3}.

Ahora se probara que C' es satisfactible si y so6lo si el grafo G contiene un ciclo hamil-

toniano.

= Supdngase que G tiene un ciclo hamiltoniano h. El ciclo h debe tener la siguiente

forma:

e Primero, este atraviesa la arista {b 1, 21} para ir del lado superior izquierdo

al lado superior derecho.

e Luego, h pasa por todos los vértices z/, y ' de arriba a abajo, escogiendo

la arista e,, o €,,, pero no ambas.

e Después atraviesa la arista {by 4, 2.} para ir del lado inferior derecho al

lado inferior izquierdo.

e Finalmente, atraviesa los subgrafos B de abajo hacia arriba.

Dado el ciclo hamiltoniano h, se define una asignacién de verdad para C' como
sigue:

Si la arista e, pertenece a h, entonces a x,, se le asigna V. En caso contrario,
la arista €,, pertenece a h, y entonces a x,, se le asigna F. Esta asignacion de
verdad satisface C'. En efecto, se debe probar que todas las clausulas en C' son
verdaderas. Considérese una cldusula c¢; y su correspondiente subgrafo B en G.
Cada arista {b; ;, b; j+1} esta conectada por un subgrafo A a una arista e,, 0 €,
dependiendo si x,, 0 T,, es el j-ésimo literal en la clausula. Ademas, la arista
{bi j, b, j+1} es atravesada por h si y sélo si el correspondiente literal es F, esto

se puede ver de la siguiente forma: Si la arista {b; ;, b; j+1} es atravesada por
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h entonces h no atraviesa la arista (e,, o €,) con la que ella estd conectada
por medio de un subgrafo A. Si h no atraviesa a e,, (en este caso, el literal
correspondiente es x,,), h debe pasar por €,, y de acuerdo con la asignacion de
verdad x,, es F. Si h no atraviesa €,, (en este caso, el literal correspondiente es
Zm), h debe pasar por e,, y de acuerdo con la asignacién de verdad z,, es V' y
T, es F.

Reciprocamente, si el literal correspondiente a la arista {b; ;, b; j+1} es F y éste
es T, entonces por la asignacién de verdad, h pasa por €, y como {b; ;, b; j+1}
estd conectada con e, se obtiene que h atraviesa {b; ;, b; j+1}-

Por otra parte, ya que las tres aristas {b; 1, b; 2}, {bi2, bi 3} v {bi 3, bi 4} en la
clausula ¢; no pueden ser todas atravesadas por h, una de las tres aristas debe
tener un literal correspondiente cuyo valor asignado es V (por la equivalencia
que se acaba de probar) y por lo tanto la clausula ¢; se satisface. Esta propiedad

se cumple para todas las clausulas en C' y asi se obtiene que C' es satisfactible.

= Supoéngase que C' es satisfactible. Se puede construir un ciclo hamiltoniano para
el grafo GG asi: El ciclo atraviesa la arista e,, si x,, es V, atraviesa la arista e,,
si x., es F, y atraviesa la arista {b; j, b; j41} si y s6lo si el j-ésimo literal de la

clausula ¢; es F bajo la asignacion de verdad.

Finalmente, el grafo G puede ser construido en tiempo polinomial, este contiene un
subgrafo B por cada una de las k clausulas en C'. Existe un subgrafo A por cada literal
en cada cldusula en C', luego hay 3k subgrafos A. Puesto que los subgrafos A y B son
de tamano fijo, el grafo G tiene O(k) vértices y aristas. Asi, G se puede construir en
tiempo polinomial.

Por lo tanto, 3SAT <, HC.
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3.6.2. El problema SUBSET-SUM

Para probar que el problema SUBSET-SUM es NP-completo se usara el hecho que
problema EXACT COVER BY 3-SETS es NP-completo [GJ79]. Este problema se

define como sigue:

EL PROBLEMA EXACT COVER BY 3-SETS
INSTANCIA: Una familia F' ={S,...,S,} de subconjuntos de un conjunto U

tal que |U| = 3m para algun entero m y |S;| = 3 para todo
1=1,...,n.

PREGUNTA: ;Existen m conjuntos en F' disyuntos y que su unién sea U?

Teorema 3.9. El problema SUBSET-SUM es NP-completo. [Pap94]

Demostracion. Por el ejemplo 3.10, SUBSET-SUM € NP.

Se probarda que EXACT COVER BY 3-SETS <p SUBSET-SUM. Sea (U, F) una
instancia de EXACT COVER BY 3-SETS donde U = {x1, 23, ..., %3, } para algin
meZty F={S1, Sy, ...,5} es una familia de subconjuntos de U tal que |S;| = 3,
i =1,...,n. Se debe construir un conjunto S = {wy, we,...,w,} de enteros positivos
y t € ZT tal que S tiene un subconjunto cuya suma es t si y sélo si existen m
subconjuntos disyuntos cuya unién es U. A cada S; se le asigna un vector de ceros y
unos de longitud 3m de la siguiente manera:

Si z; € S; entonces se asigna 1 a la j-ésima componente del vector.

Six; ¢ S; entonces se asigna 0 a la j-ésima componente del vector.

para todo j = 1,...,3m. Asi, se obtiene un conjunto de n vectores donde cada vector
es la representacién de un entero en base n+ 1. Luego, cada conjunto S; se transforma

en el entero

w; = Z(n +1)3m,

JES;
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Para completar la transformacion se define

3Im—1

S={w,...,w,} y t= Z(n+1)j

=0
donde t corresponde al entero de longitud 3m que contiene sélo unos, escrito en base

n+ 1. Ademas, es facil ver que esta transformacién tiene tiempo de complejidad lineal

en el tamarno de la entrada.

La Figura 3.8 ilustra la transformacién de una instancia particular de EXACT COVER
BY 3-SETS compuesta por U = {2,4,5 7, 10, 11, 12, 15, 18, 19, 21, 22}
vy F = {{4,7, 10}, {19, 21, 22}, {4, 12, 21}, {11, 12, 19}, {7, 10, 22}, {2, 5, 21},
{2, 7, 18}, {15, 18, 22}} en una instancia de SUBSET-SUM.

S ={4,710} — 01 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
S, =1419,21,22} — 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
S3=44,12,21} — 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0
Sy={11,12,19y — 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 O
Ss=4{7,10,22} — 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1
S¢=4{2,521} — 1 01 0000 O0O0O0 10
S;=4{2,7184 — 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
Ss=1{15,18,22} — 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1

111111111111

Figura 3.8: Transformacién de una instancia particular de EXACT COVER BY 3-SETS en
una instancia de SUBSET-SUM.

[A9)]

Ahora, sélo falta probar que (U, F') es una instancia “si” siy sélo si (5, t) es también

Weln .,

una instancia “si”:

1. Suponga que (U, F') es una instancia con respuesta S, es decir, existen m subcon-
juntos de U (elementos de F') cuya unién es U. Se puede obtener una instancia
de SUBSET-SUM con respuesta SI, tomando los m enteros correspondientes a
los m elementos de F' y sumandolos. Puesto que estos subconjuntos son disyun-

tos, los enteros correspondientes no tendran 1 en la misma posicién y, ademaés,
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ya que su unién es U, en todas las 3m posiciones habrd un 1 puesto que cada
columna en la suma representa a un elemento de U. Asi, se obtiene que la suma

de estos m nimeros es un vector de 3m unos, es decir, la suma es t.

2. Suponga que (S, t) es una instancia con respuesta S, es decir, existe un subcon-

junto A de S tal que la suma de sus elementos es t. Se debe notar lo siguiente:

a) Puesto que la representacién de t en base n + 1, es un vector de n unos,
debe suceder que en cada columna de la suma de los elementos de A haya
exactamente un 1 (ver Figura 3.8) ya que de lo contrario, si en una columna
hay dos o mas unos, el vector suma tendria el nimero 2 o mayor en la
posicién correspondiente a dicha columna, lo cual implicaria que la suma
no es t; o si en un columna no aparece ningun 1, el vector suma tendria en

esa posicion 0.

b) Cada vector tiene exactamente tres unos repartidos en sus 3m posiciones.

Finalmente, de (a) y (b) se obtiene que |A| = m y los conjuntos correspondientes

a los elementos de A son disyuntos y tienen a U como unién.

En esta seccion se han demostrado algunos problemas NP-completos haciendo uso de
la nocion de transformaciéon polinomial y de otros problemas que ya se conoce son
NP-completos. A continuacién se describird otra técnica para probar NP-completitud
denominada restriccion. La prueba por restriccion es una de las técnicas mas sencillas

y mas aplicable.

Probar por restricciéon que un problema dado II € NP es NP-completo, consiste en
mostrar que II contiene como un caso particular un problema II’ que ya se conoce es
NP-completo. Se debe observar que el problema restringido y el problema NP-completo
conocido no requieren ser dos duplicados exactos sino que exista una correspondencia

entre instancias SI y NO de tal forma que se preserven las respuestas.

Teorema 3.10. El problema de la Mochila (KNAPSACK) es NP-completo.
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Demostracion.
= Por el ejemplo 3.11, KNAPSACK € NP.

s KNAPSACK se puede restringir a SUBSET-SUM de la siguiente forma: Sea
v(u) = w(u) para todo u € Uy K = W. Luego, el problema se reduce a tener un
conjunto de enteros positivos wy, ws, ..., w, y otro entero K y pregunta si existe
un subconjunto de los enteros dados que sumen exactamente K. Este problema
obtenido coincide con el problema SUBSET-SUM, el cual por el Teorema 3.9, es

NP-completo. Por lo anterior, el problema de la Mochila es NP-completo.

Considérese el problema:

EL PROBLEMA MINIMUM COVER (MC)
INSTANCIA: Una coleccién C' de subconjuntos de un conjunto S y un entero

positivo K.
PREGUNTA: ;C contiene una cubierta para S de tamano K o menos, esto es,

un subconjunto C' C C con |C'| < K y tal que |J ¢= 57
ceC’

Teorema 3.11. El problema MINIMUM COVER es NP-Completo.
Demostracion. El problema MINIMUM COVER se puede restringir a EXACT

COVER BY 3-SETS, considerando solamente las instancias de MC en las cuales
|S| = 3m para algin m € Z", |c¢| = 3 para todo c € C'y K = m.
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4. ALGORITMOS DE APROXIMACION
PARA PROBLEMAS NP-DUROS

Muchos problemas de optimizacion se caracterizan porque su problema de decision
asociado es NP-completo y, como se ha visto, es improbable encontrar un algoritmo
tiempo polinomial que lo resuelva; estos problemas de optimizacion se denominan
NP-duros y conservan la dureza de sus correspondientes problemas de decision. Esta
dificultad para resolverlos eficientemente condujo a la busqueda de algoritmos que
retornen soluciones aproximadas a dichos problemas; estos algoritmos se denominan
algoritmos de aproximacién. Si la solucién éptima es dificil de encontrar entonces usar
un algoritmo de aproximacién es una buena opcién aunque se sacrifique precision para
obtener una solucién aproximada que pueda ser computada eficientemente; mas ain,
lo que se busca es sacrificar tan poca precision como sea posible y al mismo tiempo

ganar eficiencia.

En este capitulo se presentan los conceptos bésicos sobre problemas de optimizacion,
las clases de aproximabilidad APX, PTAS y FPTAS. Finalmente se presentan algorit-

mos de aproximacion para algunos problemas NP-duros.



4.1. FUNDAMENTOS: PROBLEMAS DE OPTI-
MIZACION Y LAS CLASES NPO y PO

La Teoria de Aproximabilidad en problemas NP-duros estudia fundamentalmente
aquellos problemas de optimizacién que cumplen ciertas propiedades, mas precisa-

mente, aquellos pertenecientes a la clase de problemas NPO.

Definicién 4.1 (Clase NPO). Un problema de optimizacion A = (I, sol, m, obj)

pertenece a la clase NPO si:

1. I es el conjunto de instancias de A y es reconocible en tiempo polinomial, esto
es, existe un algoritmo tiempo polinomial que decide para cualquier entrada, si

ésta corresponde a una instancia del problema.

2. Dada una instancia x de I, sol(z) denota el conjunto de soluciones posibles
de z. Estas soluciones deben ser cortas, esto es, existe un polinomio p tal que,
para todo y € sol(z), |y| < p(|z]). Ademds, para todo = y para todo y tal que
ly| < p(|z|), es decidible en tiempo polinomial si y € sol(x).

3. m es una funcién tal que para cualquier instancia x en I, m(z, y) € Z* representa
el costo o valor de la solucién y € sol(x). La funcién m es computable en tiempo

polinomial y es llamada funcion objetivo.

4. obj € {max, min} determina si el problema es de maximizacién o minimizacion.

Resolver un problema de optimizacion A = (I, sol, m, obj) consiste en encontrar para

cada = € I, una solucién y € sol(x) tal que

m(z,y) = obj{m(z, z): z € sol(x)}

= opt(x)
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Definicién 4.2 (Clase PO). La clase PO es el conjunto de todos los problemas de

optimizacién en NPO que tienen un algoritmo de tiempo polinomial que lo resuelve.

Ejemplo 4.1
EL PROBLEMA DEL AGENTE VIAJERO (MIN-AV)
INSTANCIA: Un conjunto C' = {cy, ¢o,...,¢n} de ciudades y una distancia

d(ci, ¢j) € Z" para cada par de ciudades ¢;, ¢; € C.
SOLUCION:  Un tour de todas las ciudades en C, esto es, un ordenamiento
(Cx(1)s Cx(2), - - > Cx(m)) donde 7 es una permutacién
m:{L,...,m} —{1,...,m}.
MEDIDA: La longitud del tour, esto es, d(Cr(m), Cx1)) + 27:11 d(Cr()s Cr(i41))-
OBJETIVO:  Minimizar.

El problema MIN-AV esta en NPO.

1. I es reconocible en tiempo polinomial puesto que dada una entrada para AV es
suficiente chequear si C' es un conjunto finito, si estan dadas todas las distancias
entre ciudades y si estas son enteros positivos. Esto se hace en tiempo cuadratico

en el tamarno de la entrada.

2. Dada una instancia (C, d) de AV compuesta por un conjunto C' de ciudades y
la distancia entre ellas, sol((C, d)) es el conjunto de todos los ordenamientos de
la forma (Cr(1), Cr(2)s-- -5 Crim))- S1 (Ca1)s Cr(2)s -+ Cr(m)) € SOL((C, d)), se tiene
que [{cr(1); Cr(2)s - - Cxm)| = [C] < [T ).

Ademds, para todo x € I y y tal que |y| < p(|z|) = ||, es decidible en tiempo
polinomial si y € sol(x), chequeando si |y| = |C| y si corresponde a un orde-

namiento de la forma (crx), Cx(2)s - - - Cr(m))-

3. Para cualquier instancia (C, d) de AV, la medida m({C, d), y) es la longitud del

tour y, la cual es computable en tiempo polinomial.

4. obj = min &
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Ejemplo 4.2

EL PROBLEMA DEL AGENTE VIAJERO METRICO (MIN-AVM)

INSTANCIA:

SOLUCION:
MEDIDA:
OBJETIVO:

Un conjunto C' = {¢y, ¢a,...,cp} de ciudades y una distancia
d(ci, ¢;) € ZT para cada par de ciudades ¢;, ¢; € C que satisface
la desigualdad triangular.

Un tour de C.

La longitud del tour.

Minimizar.

De igual forma que en el ejemplo 4.1, se obtiene que el problema MIN-AVM estd en

NPO. &

Ejemplo 4.3

EL PROBLEMA MAX SUBSET-SUM

INSTANCIA:

SOLUCION:

MEDIDA:
OBJETIVO:

Un conjunto S = {z1, z9,...,x,} donde z; € Z* para todo
t=1,...,nyunvalort € Z".

Un subconjunto A de S tal que la suma de sus elementos sea menor
o igual que .

zaeA a.

Maximizar.

El problema MAX SUBSET-SUM esta en NPO:

1. I es reconocible en tiempo polinomial puesto que dada una instancia (S, t) de I,

es suficiente chequear si S es un conjunto finito de valores positivos y si t € Z™;

esto se hace en tiempo lineal en la longitud de la entrada.

2. Dada una instancia (S, t) de I, sol((S, t)) es el conjunto de todos los subcon-

juntos de S que cumplen que la suma de sus elementos es menor o igual que t.
Si A € sol({S, t)), entonces |A| < [S| < (S, t)], luego |A] < |(S, )| (p(z) = x).
Ademas, para todo (S, t) y para todo A que cumplan |A| < p(|(S, t)|) = (S, ) es

decidible en tiempo polinomial si A € sol({S, t)) ya que sélo se necesita chequear
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que A C Sy si la suma de sus elementos es menor o igual que ¢.

3. Puesto que la medida es la suma de los elementos de A C S se tiene que

m((S, t), y) es calculable en tiempo polinomial en el tamano de la entrada.

4. obj = max. &

Ejemplo 4.4
EL PROBLEMA MAX3SAT
INSTANCIA: Una coleccién C' = {cy, co,..., ¢} de cldusulas sobre un conjunto

finito U de variables tales que |¢;] = 3 para 1 < i < m.
SOLUCION:  Una asignacién de verdad para U.
MEDIDA: Numero de clausulas que se satisfacen con la asignacién de verdad.

OBJETIVO: Maximizar.

4.2. PROBLEMAS DE DECISION
SUBYACENTES

La teoria desarrollada en los capitulos anteriores, como se observo, sélo se aplica a
problemas de decisién y por lo tanto no puede ser aplicada directamente a problemas
de optimizacién. Sin embargo, a cada problema de optimizacion se le puede asociar un

problema de decisién como se indica a continuacion.
Definicién 4.3 (Problema de decision subyacente). El problema de decisién sub-
yacente de un problema de optimizaciéon A = (I, sol, m, obj) en NPO es el siguiente:

INSTANCIA: z€el, keZ.
PREGUNTA: ;Existe y € sol(x), tal que m(z, y) <k 7 (si obj = min).
i Existe y € sol(x), tal que m(x, y) > k 7 (si obj = max).
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Ejemplo 4.5
El problema de decisién subyacente de MIN-AV es AV (ejemplo 3.9).

Ejemplo 4.6
El problema de decisién subyacente de MAX SUBSET-SUM es SUBSET-SUM (ejem-
plo 3.10).

Ejemplo 4.7
El problema de decisién subyacente de MAX3SAT es 3SAT (subseccién 3.6.1). &

Lema 4.1. Si un problema de optimizacion pertenece a NPO, entonces el problema

de decision subyacente pertenece a NP. [Mac99|

Demostracion. Sea A = (I, sol, m, obj) un problema de optimizacién en NPO y
sea (z, k) una instacia del problema de decisién subyacente. Se mostrard un algoritmo
tiempo polinomial V que verifica el problema de decision subyacente. El algoritmo V
recibe como pardametros a (x, k) y un posible certificado ¢. Para que V acepte a (x, k)
se debe dar lo siguiente:

lel <p(lz|), c€ sol(x) y m(xz,c) <k (siobj =min) o m(x,c) >k (si obj = max).
El algoritmo trabaja como sigue:

Si || < p(]z|) entonces es decidible en tiempo polinomial si ¢ € sol(x) puesto que A
pertenece a NPO. A continuacién, el algoritmo calcula m(zx,c), lo compara con k y
decide si ¢ es una solucién del problema de decision subyacente. Todo esto se hace en

tiempo polinomial. En cualquier otro caso el algoritmo rechaza la entrada.

Lema 4.2. Si un problema de optimizacién pertenece a PO entonces el problema

subyacente pertenece a P. [Mac99]

Demostracion. Sea A = (I, sol, m, obj) un problema de optimizacién en PO. Por

hipétesis, para toda instancia z, el costo éptimo opt(z) del problema puede calcularse

124



en tiempo polinomial. Si (x, k) es una entrada para el problema de decisién subyacente,
entonces es posible comparar opt(x) con k, lo cual tambien se puede hacer en tiempo

polinomial. Por lo anterior, el problema subyacente pertenece a P.

Lema 4.3. Si P # NP, entonces cualquier problema A = (I, sol, m, obj) en NPO

cuyo problema subyacente es NP-completo no pertenece a PO. [Mac99|

Demostracion. Sea L el problema de decisién subyacente del problema de opti-
mizacion A. Puesto que L es NP-completo y P # NP, entonces L no pertenece a Py

por el lema anterior se tiene que A no pertenece a PO.

Corolario 4.1. Si P # NP entonces PO # NPO.

4.3. CLASES DE APROXIMACION

Cuando se intenta aproximar la soluciéon de un problema de optimizacién, se encuen-
tran diversos comportamientos en dichos problemas; en algunos, por ejemplo, la solu-
cién puede aproximarse a la éptima tanto como se desee en tiempo polinomial aunque
cuando la solucién se acerca a la éptima el tiempo de ejecucién del algoritmo aumenta
rapidamente, estos algoritmos se llaman esquemas de aproximacion tiempo polinomial.
En otros problemas, cuando el error que se comete disminuye, el tiempo del algoritmo
crece pero en forma mas lenta, a estos se les llama esquemas de aproximacion total-
mente polinomiales. Existen problemas cuya solucién se ha aproximado en un factor
constante pero hasta el momento no se ha podido mejorar dicho factor, puesto que se
ha probado que reducir esta constante es en si un problema NP-duro. En casos peores,
se puede estar enfrentando un problema que simplemente no es aproximable lo que ha

levado a buscar criterios que indiquen si la aproximacion es o no posible. Para probar
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que un problema no es aproximable se ha desarrollado una extensa teoria y varios

resultados importantes llamados resultados de no aproximabilidad.

Definicién 4.4 (Factor de aproximacién). Sea A = (I, sol, m, obj) un problema
en NPO. Dada una instancia x € I y una posible solucién y € sol(z), se define el
factor de aproximacion de y con respecto a x como:

m(z, y) opt(z) }

opt(x) * m(z, y)

R(z,y) = méx{

Para problemas de minimizacién, 0 < opt(x) < m(zx, y), lo que implica que

R(x, y):wzl.

opt(x)

y para problemas de maximizacién, 0 < m(z, y) < opt(z), lo que implica que

R(x, y):m>1.

m(z,y) ~

Este factor de aproximacion siempre es un niimero mayor o igual que 1 y es cercano a

1 cuando y es cercano a la soluciéon 6ptima.

Definicién 4.5 (Algoritmo r(n)-aproximado). Sea A = (I, sol, m, obj) un pro-
blema en NPO y sea T un algoritmo tal que, para toda instancia x € I, retorna una
solucién factible T'(z) € sol(x). Dada una funcién arbitraria r : N — Q% se dice que
T es un algoritmo r(n)-aproximado para A, si para cualquier instancia z, el factor de

aproximacién de la solucién T'(x) con respecto a x verifica la siguiente desigualdad:
R(z, T(x)) < r(|z]).

Si un problema A € NPO admite un algoritmo r(n)-aproximado y que corre en tiempo

polinomial se dice que A es r(n)-aproximable.
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4.3.1. La clase APX

Definicién 4.6 (Clase APX). Sea A un problema en NPO. A pertenece a la clase

APX si es e-aproximable para alguna constante € > 1.

En otras palabras, que A pertenezca a APX significa, con respecto a las soluciones que

genera el algoritmo 7', que:

Si A es un problema de minimizacién entonces

T
Rz, T(a)) = "0 T
opt(x)
y en consecuencia, m(x, T'(z)) < eopt(x). Esto significa que la solucién dada por T es

a lo méas € veces la 6ptima, con € > 1.

m(x, T(x
o (z, T(x))
r 1
opt(x) € opt(z)

y, si A es un problema de maximizacién, entonces

R(z, T(z)) = #% <e

y por lo tanto, £ opt(z) < m(z, T(x)), con € > 1. Esto significa que la solucién dada
1

por T es por lo menos = veces la 6ptima.
e

m(z, T'(x
o (z, T(x))

2 4
: OPt(x) opt(x)

Sin embargo, no todo problema en NPO es e-aproximable para alguna constante e. El

siguiente teorema demuestra esta afirmacién condicionada a que P # NP.

127



Teorema 4.1. Si P # NP entonces existe un problema en NPO que no es

aproximable. [CLR90]

Demostracién. Se probaréd que:
Si P # NP y € > 1, no existe un algoritmo e-aproximado para el problema del Agente
Viajero (AV).

Supongase por contradiccién que, para algiin € > 1, existe un algoritmo e-aproximado
A tiempo polinomial para AV y que € es un entero (aproximando por arriba en caso
de que no lo sea). Se mostrard como usar A para resolver instancias del problema del
ciclo hamiltoniano (HC) (presentado en el ejemplo 3.6) en tiempo polinomial; lo cual
lleva a una contradiccion ya que HC es NP-completo segiin el Teorema 3.8, y resolverlo

en tiempo polinomial implicaria que P = NP.

Sea G = (V, F) una instancia de HC. Se desea determinar eficientemente si G contiene
un ciclo hamiltoniano usando el algoritmo de aproximacién A. Se transforma G en una
instancia del AV como sigue:

Sea G = (V, E') el grafo completo con conjunto de vértices V; esto es,
E' = {{u, v} : u,v € V y u # v}. Se asigna un costo entero a cada arista en E’
como sigue:

1 si{u, v} €FE
c(u, v) =
e|V]+1 en otro caso

Observese que G’ y ¢ se obtienen de G en tiempo polinomial en |V| y |E].

Ahora, se considera la instancia del problema del Agente Viajero (G’ ¢). Si el grafo
original GG tiene un ciclo hamiltoniano H, entonces la funcién de costo c asigna a cada
arista de H un costo igual a 1, y asi (G', ¢) contiene un tour de costo |V|. Por otra
parte, si G no contiene un ciclo hamiltoniano, entonces cualquier tour de G’ debe u-
sar alguna arista que no estd en E. Pero cualquier tour que use alguna arista que no

estd en E tiene un costo de al menos (e|V]+ 1)+ (|[V|—1) > €|V].
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Por lo tanto, existe una gran diferencia entre el costo de un tour que es ciclo hamilto-

niano en G (su costo es |V|) y el costo de cualquier otro tour (su costo es mayor que
e|Vl).

Se aplica el algoritmo de aproximacién A al problema del Agente Viajero (G, c¢).
Puesto que el costo del tour retornado por A es a lo mas € veces el costo del tour
6ptimo, si G contiene un ciclo hamiltoniano entonces A debe retornar un tour de
costo |V| que es el ciclo hamiltoniano en G. En efecto: si esto no fuera asi entonces
el tour de menor costo que puede retornar A que no es ciclo hamiltoniano en G es
(e|V]+ 1)+ (]V] = 1) y esto es mayor que €|V, lo cual contradice el hecho que A es

un algoritmo e-aproximado para AV.

Si GG no contiene un ciclo hamiltoniano, entonces A retorna un tour de costo mayor que
e |V]. Por lo tanto, se puede usar A para resolver el problema del ciclo hamiltoniano

en tiempo polinomial.

Corolario 4.2. Si P # NP entonces APX # NPO.

4.3.2. La clase PTAS

Definicién 4.7 (Esquema de aproximacién). Sea A un problema en NPO. Un
algoritmo T es un esquema de aproximacion para A si, para toda instancia x de A y
para cualquier racional € > 1, T(z, €) retorna una solucién posible de x cuyo factor de

aproximacion es a lo més e.

Definicién 4.8 (Clase PTAS). Un problema A en NPO pertenece a la clase PTAS si

admite un esquema de aproximacion tiempo polinomial, esto es, un esquema de apro-
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ximacién cuyo tiempo de complejidad es acotado por ¢(]z|) donde ¢ es un polinomio

en el tamario de z.

Sin embargo, se observa que el tiempo de complejidad de un esquema de aproximacién
en la definicién anterior puede ser del tipo 2%/¢Yp(|z|) o |z|"V donde p es un
polinomio. Asi, las computaciones con valores de e muy cercanos a 1 podrian no generar

soluciones en forma eficiente ya que el tiempo se hace muy grande para dichos valores.

Teorema 4.2. Si P # NP entonces existe un problema en APX que no pertenece a
PTAS. [Hou97]

Antes de presentar la prueba de este teorema, es necesario proporcionar algunos nuevos
elementos. Uno de ellos es la definicion de un nuevo verificador que al igual que el veri-
ficador presentado en la seccion 3.2 toma como entrada una cadena x y un certificado,
que para el nuevo verificador se llamara prueba, y ademas una cadena de bits aleatorios
denominada cadena de bits random. También se presentara un teorema reciente que ha
tenido muchas aplicaciones, sobre todo ha sido utilizado para probar muchos resultados

de no aproximabilidad, tal como el teorema 4.2.

Definicién 4.9. (Verificador (log n, 1)-restringido) Un verificador (logn,1)—
restringido V' es una maquina de Turing (probabilistica) tiempo polinomial que tiene
acceso a una entrada x, una cadena r compuesta de O(log |z|) bits random y una prueba
IT1. Dependiendo de la entrada x, la cadena random r y la prueba 11, el verificador V'
aceptara o rechazara la entrada z. Aunque el verificador tiene acceso completo a la
entrada x, el acceso a la prueba II es muy limitado, V' solamente examina un ntmero
constante de bits de II. Esto lo hace de la siguiente forma: sobre la entrada x y con la
cadena r € {0, 1}f€1°g‘x” para algun ¢ > 0, el verificador computa un conjunto finito
de enteros Q(z, r) = {i1,...,ix} donde k es un entero fijo y |i;| < |II| < p(|z]) para
J =1,..., k. Luego, el i;-¢simo simbolo de II, II;,, es leido y escrito sobre una cinta

del verificador, el resto de la prueba Il no es necesaria. El proceso de leer un bit de II
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es llamado una pregunta. Finalmente, el verificador ejecuta una computacion tiempo

polinomial sobre z, r y II, , ..., II,,.

Asi, un verificador (log n, 1)-restringido es un verificador que para entradas de longitud

n usa a lo méas O(logn) bits random y pregunta a lo més O(1) bits de la prueba I1.

Un verificador (logn, 1)-restringido decide un lenguaje L si:

= Si z € L entonces existe una prueba Il tal que para todas las cadenas random

(A9}

el verificador finaliza con “si”.

» Siz ¢ L entonces para toda prueba I1 se cumple que al menos 1/2 de las cadenas

random llevan al verificador a responder “no”.

El siguiente teorema denominado Teorema PCP (Probabilistically Checkable Proofs)

proporciona una nueva caracterizacién de la clase NP.

Teorema 4.3 (Teorema PCP). Un lenguaje L estd en NP si y sélo si L es decidible
por un verificador (logn, 1)-restringido. [Pap94]

Demostracion del Teorema 4.2. Se probarda que, si P # NP entonces
MAXS3SAT € APX [CK95] no admite un PTAS. La prueba se realizara por contradic-
cién mostrando que la existencia de un PTAS para MAX3SAT implica
P = NP.

Sea L un lenguaje arbitrario de NP y sea V el verificador (logn, 1)-restringido para L

cuya existencia esta garantizada por el Teorema PCP.

Para cualquier entrada x se usara el verificador V' para construir una instancia S,

de 3SAT tal que S, es satisfactible si y sélo si z es un elemento de L. Ademas si
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x no pertenece a L entonces a lo méas una fraccién constante de las cldusulas en S,
se pueden satisfacer simultdneamente. Por consiguiente, un PTAS para MAX3SAT
podria ser usado para decidir si x estd en L o no y el lenguaje L puede ser reconocido

en tiempo polinomial, es decir P = NP.

Ahora, se describird cémo construir la instancia §, de 3SAT para una entrada dada
x usando el verificador V. La prueba requerida por V' se denota como una secuencia
X1, T9, T3, ... de bits, donde el i-ésimo bit de la prueba es representado por la variable
x;. Para una cadena random r el verificador V' requerird ¢ = O(1) bits de la prueba
los cuales se denotaran b,,, b,,...,b, . El verificador V' aceptard la entrada x para
la cadena random r si los bits b, by,,..., b, tienen los valores correctos. Tomando
subconjuntos de a lo mas ¢ de estos bits se puede construir una férmula ¢-SAT ¥,
que contiene a lo més 27 clausulas y de modo que ¥, es satisfactible si y sélo si existe
una prueba II tal que el verificador V' acepta la entrada x sobre la cadena random r.
Esta férmula ¢-SAT ¥, puede ser transformada en una férmula 3SAT ¥ equivalente
que contiene a lo mas ¢ 27 clausulas; esto debido a que en la transformacion el niimero
de clausulas de tres literales que aparecen depende del ntimero de literales que hay
en cada cldusula de SAT y el maximo nimero de literales en una clausula es g vy,
puesto que hay 27 clausulas, en el peor caso resultaran ¢ 27 clausulas de tres literales y
posiblemente algunas nuevas variables. Se define §, como la conjuncién de todas las

formulas ¥’ para todas las posibles cadenas random r.

1. Si z es un elemento de L entonces por la definicién de verificador restringido
existe una prueba Il tal que V acepta x para cualquier cadena random r. Asi,

la féormula S, es satisfactible.

2. Six no es un elemento de L entonces para cada prueba I1 el verificador V' acepta
x para a lo més 1/2 de todas las posibles cadenas random r. Esto significa que
a lo mas la mitad de todas las férmulas ¥ se satisfacen simultaneamente. El
nimero de cldusulas en S, es alo mas Ny ¢ 27, donde Ny es el numero de férmulas
.. Luego, al menos % Ny férmulas . no se satisfacen y por lo tanto el menor
nimero de clausulas en S, que no se satisfacen es %N ¢ puesto que basta que

una clausula sea falsa para que la formula no sea satisfactible. Asi, la fraccion
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de clausulas que no se satisfacen de S, es al menos:
s Ny 1
Nyq21  2q2¢

(4.1)

Sea A, un PTAS para MAXS3SAT, el cual recibe como entrada a S, y un € > 1
apropiado tal que:
1 1
_qu2q>qu2q_§Nf (42)
€

Esta desigualdad garantiza que los dos intervalos que se muestran en el siguiente gréafico

no se intersecten, lo cual es necesario para que A, pueda decidir el lenguaje L.

1 q
‘ Nf< N/fq 2
1 d 1
I \ 1

P

L(Npq2e—LNp)  (Npq27—§Ny)

Por definicion de PTAS se tiene que:
1
Ademas:

» Si OPT(z) = N¢g2? entonces el mayor numero de cldusulas que se satisfacen
son todas las clausulas de §,, es decir, S, es satisfactible y por (2) se obtiene

que x € L.

» Si OPT(x) = Nyq29 — %N ¢ entonces el mayor nimero de cldusulas que se
satisfacen en S, es Nyq29 — %Nf, es decir, S, no es satisfactible y por (1) se

obtiene que x ¢ L.

Por consiguiente, A, puede ser usado para decidir L de la siguiente forma:

si Ac(S4) > LNpq2? entonces x € L, en caso contrario z ¢ L.
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Finalmente se ha construido un algoritmo que decide L en tiempo polinomial, lo cual

implica que P = NP.

Corolario 4.3. Si P # NP entonces PTAS # APX.

4.3.3. La clase FPTAS

Definicién 4.10 (Clase FPTAS). Un problema A en NPO pertenece a la clase
FPTAS si admite un esquema de aproximacién totalmente polinomial, esto es, un

esquema de aproximacion cuyo tiempo de complejidad es acotado por q<|x|, ﬁ)

donde ¢ es un polinomio tanto en |z| como en ﬁ

Teorema 4.4. Si P # NP entonces existe un problema en PTAS que no pertenece a
FPTAS.[BC94]

Corolario 4.4.
FPTAS C PTAS C APX C NPO

y las inclusiones son estrictas si y sélo si P # NP.

4.4. ALGORITMOS DE APROXIMACION PARA
ALGUNOS PROBLEMAS NP-DUROS

En esta seccion se presentan algunos problemas para los cuales se han desarrollado

algoritmos de aproximacién tiempo polinomial. Dependiendo de las caracteristicas de
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estos algoritmos, estos problemas se clasifican en las clases APX, PTAS o FPTAS.
También, se describen la estrategia shifting y la estrategia grid cuya aplicacién pro-

porcionan un PTAS para el problema de Cobertura con discos en tiempo lineal.

4.4.1. El problema del AGENTE VIAJERO METRICO
esta en APX

En el Teorema 4.1 se demostré que el problema del Agente Viajero no puede ser
aproximado con un factor de aproximacién constante. Sin embargo, restringiendo el
problema a que la funciéon de costo c satisfaga la desigualdad triangular, es decir, si
para todo vértice u, v, w en V: ¢(u,w) < ¢(u,v) + ¢(v,w), entonces el problema puede
ser aproximado con un factor de aproximacién 2. Esto significa que el problema del

Agente Viajero Métrico pertenece a APX.

Teorema 4.5. El problema del AGENTE VIAJERO METRICO € APX. [CLR9(]

Demostracion. Para desarrollar un algoritmo de aproximacion para el Agente Via-
jero Métrico se modelard el problema como un grafo completo no dirigido G = (V, E),
donde el conjunto V' de vértices representa el conjunto de ciudades y un costo entero
no negativo asociado a cada arista {u, v} € FE que representa la distancia entre cada

par de ciudades.

El algoritmo APROX-AVM computa un tour aproximado de un grafo no dirigido G,
usando el algoritmo PRIM que retorna el arbol de recubrimiento minimo para G. Estos

algoritmos se presentan a continuacion.
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funcién PRIM(G = (V, E), ¢, r): conjunto de aristas

T 0

B «—r

mientras B # V' hacer
buscar e = {u, v} de longitud minima tal que w € Byv eV — B
T —TU{e}
B — BU{v}

devolver T'

APPROX-AVM (G, ¢)
1. Selecciona un vértice r € V para ser el vértice “raiz”.
2. Desarrolla un arbol de recubrimiento minimo 7" para G desde la raiz r, usando
PRIM(G, ¢, ).
L es la lista de vértices visitados en un recorrido ordenado del arbol T.

Retorna el ciclo hamiltoniano H que visita los vértices en el orden L.

Se mostrard que cuando la funcién de costo ¢ satisface la desigualdad triangular, el
tour que este algoritmo retorna no es mayor que dos veces la longitud de un tour

6ptimo. En el ejemplo 4.6 se muestra una aplicacién del algoritmo APROX-AVM.

Un recorrido ordenado de un arbol visita todos los vértices en el arbol, listando un
vértice cuando es encontrado por primera vez, antes de que cualquiera de sus ramas

sea visitada.

Ahora se probara que APPROX-AVM es un algoritmo 2-aproximado para el problema
del Agente Viajero Métrico.

Sea H* un tour o6ptimo para el grafo G = (V, F) dado. Se debe probar que
m(G, H) < 2m(G, H*), donde H es el tour retornado por APPROX-AVM. Puesto

que se puede obtener un arbol de recubrimiento borrando cualquier arista de un tour,
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si T es un arbol de recubrimiento minimo para el conjunto de vértices dado, entonces
m(G, T) <m(G, H") (4.3)

Un recorrido completo de T lista los vértices cuando ellos son visitados por primera vez
y tambien cada vez que se regresa a ellos después de haber visitado un sub-arbol. Sea
W este recorrido. Puesto que el recorrido completo visita cada arista de 1" exactamente
dos veces, entonces

m(G, W) =2m(G, T) (4.4)

De (4.3) y (4.4) se tiene
m(G, W) <2m(G, H") (4.5)

y asi, la longitud de W es menor o igual que dos veces la longitud de un tour éptimo.

Desafortunadamente, 1 no es generalmente un tour ya que éste visita algunos vértices
mas de una vez. Sin embargo, por la desigualdad triangular se puede borrar una visita
a cualquier vértice y la longitud no se incrementa. Repitiendo este proceso, se pueden

remover de W todas, menos las primeras visitas a cada vértice.

El ordenamiento de vértices obtenido haciendo uso de un recorrido completo y quitando
de él todas las visitas repetidas es exactamente el mismo que se obtiene si se halla
un camino ordenado del arbol T', que es el calculado por APROX-AVM. Sea H el
ordenamiento correspondiente a este recorrido ordenado. H es en realidad un tour

puesto que todos los vértices son visitados exactamente una vez.

Por la desigualdad triangular y puesto que H es obtenido borrando vértices del recor-
rido W se tiene que:
m(G, H) <m(G, W) (4.6)

Finalmente de (4.5) y (4.6) se obtiene que

m(G, H) <2m(G, H")
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Ejemplo 4.8

Una instancia del problema del Agente Viajero Métrico puede ser representada me-
diante un grafo completo G donde el conjunto de vértices esta formado por los puntos
a, b, c, d, e, f, g los cuales estan ubicados sobre una grilla entera donde la distancia
entre los vértices es la distancia euclidea. En la Figura 4.1 se muestra una operacion del
procedimiento APROX-AVM. Primero, se computa un arbol de recubrimiento mini-
mo T de estos puntos usando el algoritmo de PRIM donde a es el vértice raiz (Figura
4.1(b)). Luego, se calcula un recorrido completo de 7', comenzando en a, el cual visita
los vértices en el orden a, d, e, g,e,b, ¢, f, ¢, b, e,d, a (Figura 4.1(c)). Usando la desigual-
dad triangular se obtiene un recorrido ordenado de T': a,d, e, g, b, ¢, f. Finalmente, un
tour de los vértices es obtenido visitando los vértices en el orden dado por el recorrido
ordenado. Este es el tour H retornado por APROX-AVM vy su costo total es aproxima-
damente 28.61 (Figura 4.1(d)). Un tour 6ptimo H* para el conjunto de puntos dados

es mostrado en la Figura 4.1(e), su costo total es aproximadamente 22.93. &
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Figura 4.1: Una aplicacién de APROX-AVM.
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4.4.2. El problema de Cobertura con discos esta en PTAS

El problema de Cobertura con discos es un problema geométrico que se define como

sigue:

INSTANCIA: Un conjunto de puntos en el plano y un didmetro D € Z™*.

SOLUCION:  Una cobertura de discos, esto es, un conjunto de discos de radio
r = D/2 que cubran todos los puntos dados.

MEDIDA: La cardinalidad de la cobertura de discos.

OBJETIVO:  Minimizar.

Para desarrollar un esquema de aproximacion tiempo polinomial para este problema
se utiliza fundamentalmente una aplicacion simple de la técnica “divide y vencerds”,

denominada la estrategia shifting.

La estrategia shifting

A continuacién se ilustra la aplicacion de la estrategia shifting para cubrir puntos
en el plano con discos de radio fijo. Sin embargo, el método puede ser aplicado para
cubrir puntos en el espacio d-dimensional con cualquier tipo de objetos de una forma
arbitraria fija. Sea n el nimero de puntos dados en el plano, el objetivo es cubrir estos
puntos con un nimero minimo de discos de didmetro D. Sea [ el parametro shifting.
El algoritmo Shift S (A), definido para un algoritmo local dado A, trabaja como
sigue: primero, se subdivide el plano en bandas verticales de ancho D y se consideran
grupos de | bandas consecutivas, obteniendo asi bandas de ancho I D (Figura 4.2). Sea
A un algoritmo que retorna una solucién en cualquier banda de ancho [D. Aplicando
el algoritmo A a cada una de las bandas de ancho [D y luego considerando la unién de

todos los discos usados, se encuentra una solucion factible. Después se desplazan todas
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las bandas de ancho [ D una longitud D y se repite el mismo procedimiento. Puesto que
cada banda considerada tiene ancho [D, se pueden realizar en total [ desplazamientos,
resultando [ soluciones factibles de las cuales el algoritmo shi ft escoge la de minima

cardinalidad.

Sean Si,...,S; las particiones del plano en bandas de ancho [D obtenidas en cada
uno de los [ desplazamientos respectivamente (Figura 4.2). Para una particién dada
S;, se denotard por A(S;) el algoritmo que aplica el algoritmo A a cada banda en la
particién S; y retorna la unién de todos los discos usados. Asi, el algoritmo shift S (A)

retorna el conjunto de discos de cardinalidad minima entre los [ conjuntos retornados

por A(S1),..., A(S)).

I I I I I I [ I
I It | o | o | | o I I I I
I I I I I I I I I I
| | | | Il e | o | ¢ o | |
I I I I I I I I I I
I | e | e | o | o | I I I I
I I I I | | | I I I
* [ * [ b t g P ® r®
I I I I o I I I o | I I
I I I I I I I * I *
I It It o ! | o | o | I I I
I I I I I I I I I I
| | | | | o | I e ¢ I e |
I I I I I I I I I I
I I e | U | e o | L] I I I
I I I I I I I I I
P ® I P I I + I o *
I I I I o | I é o | I I
I I I I I I I | ® I | ®
I I It | o | o | o ! I I I
I I I I I I I I I I
| | | | | I e I e | I o |
I I I I I I I I I I
I I * | | e I & | e L] I I I
I I I I I I I I
P o I + I + * P ®
I I I I o | I é I o I I

Figura 4.2: Particiones S1, So y S3 generadas por la estrategia shifting paral =3y D = 2.

Sea Rp el factor de aproximacién de un algoritmo B definido como el supremo de %

sobre todas las instancias del problema, donde m(B) denota el valor de la solucién

retornada por el algoritmo B.
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Lema 4.4. (Lema Shifting)

1
Rg .y < Ra (1 + 7) (4.7)

donde A es un algoritmo local y [ es el pardmetro shifting. [Hoc97]

Demostracion. Puesto que
m(4;)
R4 =su J
A p OPT;
se tiene que m(A4;) < R4OPT; donde j corre sobre todas las bandas en la particién
S;, OPT}; es el nimero de discos en una cobertura éptima de los puntos en la banda

J vy m(A;) es el valor de la solucién retornada por el algoritmo A sobre la banda j.

Luego,
m(A) +...+m(Ajs) < Ra Y OPT; (4.8)

JES;

Ademas, es facil ver que

De (4.8) y (4.9) se sigue que

m(A(S;)) <ra Yy _ OPT; (4.10)

JES;

Sea OPT el conjunto de discos en una solucién éptima y OPT® el nimero de discos en
OPT que cubren puntos en dos bandas [ D adyacentes en la i-ésima particion, i=1,. .. /.

Puesto que OPT puede escribirse de la forma:

OPT = |Bl| —+ |BQ| 4+ ...+ |B|5i|

+ 4|+ L]+ 4 sy (4.11)

donde Bj; denota el conjunto de discos en OPT que cubren puntos de la banda

j-ésima solamente, esto es, que no cubren puntos en ningiin par de bandas adyacentes
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y I; el conjunto de discos que cubren puntos en las bandas j y j + 1 simultdneamente.

Ademas,
OPTy < |By| + [14]
OPT, < || + | Ba| + |
OPT; < [Iy| + |Bs| + |13]

OPTis, < |1js;1-1] + |Bys;|

Sumando estas desigualdades y por (4.11) se tiene que:
> OPT; <OPT + (1] + | Ia| + ... + L5, -1]) =
JES;

=OPT +0PT®

Esto es,

Y OPT; < OPT + OPTY (4.12)

JES;

No pueden existir discos en OPT que cubran puntos en dos bandas adyacentes en una
particion y que también cubran puntos en dos bandas adyacentes de otra particién.
Por consiguiente, los conjuntos OPT"!, ... OPT'" son disyuntos y pueden sumar a lo

mas OPT. Es decir,
!

Z OPTY < OPT

i=1

De esto se sigue que:
!
Y (OPT + OPTY) < (1+1)OPT (4.13)
i=1
Ademas, usando el hecho que el elemento minimo de cualquier conjunto de nimeros

es menor o igual que el valor medio de ellos, se obtiene que:

l
min > OPT; < Z(Z OPT]-) (4.14)

JES; i=1 \jES;

~| =
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Y por las expresiones (4.12) y (4.13)

N

i=1 \j€ES;

Combinando las desigualdades (4.10), (4.14) y (4.15) se obtiene que:

m(S(A)) = min m(A(S;)) < Ra (1 + %)OPT

i=1,...,0

de lo cual se establece (4.7).

El siguiente teorema muestra el PTAS para el problema de Cobertura con discos, que

fué desarrollado por Hochbaum y Maass en 1985.

Teorema 4.6. Existe un esquema de aproximacién tiempo polinomial #; tal que para
todo nimero natural dado [ > 1, el algoritmo #; retorna una cobertura de los n puntos
dados en un espacio Euclidiano bidimensional con discos bidimensionales de didmetro

dado D en O(I2 [13/2]2 n2[V21*+1) pasos con factor de aproximacién menor o igual que
()

La prueba de este teorema se encuentra en [Hoc97], en ella se usan dos aplicaciones

anidadas de la estrategia shifting.

4.4.3. Una mejor aproximacién para el problema de Cober-

tura con discos

La Tabla 4.1 muestra varios algoritmos de aproximacién que se han desarrollado para
el problema de Cobertura con discos. En la seccién 4.4.2 se presenté el esquema de
aproximacion tiempo polinomial desarrollado por Hochbaum y Maass en 1985. Ha-

ciendo uso de la estrategia shifting, ellos obtuvieron una familia de algoritmos cuyos
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factores de aproximacién son a lo mas €, con 1 < € < 4 y tiempo de ejecucion que
es polinomial cuando € es fijo. Si € = 4 el grado del polinomio es 9 y crece cuando €
se aproxima a uno. Posteriormente, Feder y Greene, e independientemente Gonzalez
obtuvieron resultados similares para este problema. Ellos encontraron una familia de
algoritmos con factores de aproximacion de a lo mas € con 1 < € < 2 y tiempo de
ejecucion que es polinomial cuando € es fijo. El grado del polinomio es 13 sie =2y
crece cuando € se aproxima a uno. Ellos tambien obtuvieron un algoritmo mas rapi-
do, con un factor de aproximacién de 8 y un tiempo de ejecucién de O(n + nlog.S),
donde S < n es el numero de discos en la solucién 6ptima. Por otro lado, Bronnimann
y Goodrich desarrollaron un algoritmo O(n?®logn) que produce un factor de aproxi-
macion constante, todavia no determinado. Finalmente, Franceschetti, Cook y Bruck
desarrollaron otro esquema de aproximacién tiempo polinomial para este problema
cuyo tiempo de ejecucién es lineal en el niimero de puntos a cubrir y el factor de
aproximacion es a lo mas € con 3 < € < 24. Ellos obtuvieron este resultado combinan-
do la estrategia shifting de Hochbaum y Maass con una estrategia grid que consiste
en encontrar una cobertura de los puntos colocando discos solamente en los vértices

de una malla.

Autor Aproximacion | Tiempo de ejecucién | Ano
1 | Hochbaum y Maass (1+ %)2 O(1[1v/2]2n?WV21+1) | 1985
2 | Gonzalez - Feder y Greene (1+7) O(6I[1v2] n6”\@+1) 1991
3 | Gonzalez - Feder y Greene 8 O(n +nlogS) 1991
4 | Brénnimann y Goodrich O(1) O(n®logn) 1995
5 | Franceschetti, Cook y Bruck | a(1+ %)2 O(Kn) 2000

Tabla 4.1: Algoritmos de aproximacién para Cobertura con discos. [ es un parametro entero,
n es el nimero de puntos a cubrir, S < n es el nimero de discos en la solucién éptima,

a€{3,4, 5,6}, K es un valor constante que depende de « y .

Por lo anterior y de la Tabla 4.1 se observa que los algoritmos ntimero tres y niimero
cinco presentan los mejores tiempos de ejecucién aunque este tltimo, a diferencia del
anterior, permite controlar la aproximacién ya que es un PTAS. Sin embargo, los

algoritmos niimero uno y nimero dos presentan los mejores factores de aproximacion.
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A continuacion se explicard en qué consiste la estrategia grid y cémo se aplica para
obtener un PTAS para el problema de Cobertura con discos. Este es el resultado de

Franceschetti, Cook y Bruck que se muestra en el algoritmo nimero cinco en la tabla.

La estrategia Grid

Considere un cuadrado que contiene m puntos que se desean cubrir con discos de radio
r fijo y sobre él una rejilla. La estrategia grid consiste en encontrar una cobertura de
los puntos colocando los discos centrados solamente en los vértices de la rejilla. Un
disco de radio fijo r, centrado en un vértice de la malla, se llamard un disco grid
(Figura 4.3). Usando esta estrategia R4 € {3, 4, 5, 6}, como se observa en el corolario

4.5 del siguiente teorema.

Figura 4.3: Una rejilla y algunos discos grid.

Teorema 4.7. [FCB00] Considérese una rejilla cuadrada, donde la distancia entre dos
de sus vértices consecutivos es uno. El nimero N de discos grid que son necesarios y

suficientes para cubrir cualquier disco de radio r colocado sobre el plano, es dado por:

1. N no existe, si r < ?

2. N=6,s L <r<¥i0
3. N=5,5Y0<r<1.
4. N=4,si1<r< 22
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5. N=3,sir

IV
“5

Corolario 4.5. Considérese una rejilla cuadrada donde la distancia entre dos de sus
vértices consecutivos es uno. El factor de aproximacion resultante de cubrir un conjunto

de n puntos en el plano usando discos grid es:

(

S

5v2

sir>

4

sil<r< 22

si@§r<l

SOt e W

si ? <r< @
y es indefinido para r < ?

Demostracion. Sea OPT la cobertura éptima de los n puntos dados. Una cobertura
minima obtenida usando discos grid es llamada una cobertura grid. Puesto que para
cubrir un disco de OPT se necesitan un nimero constante (3,4,5 o 6) de discos grid, el
factor de aproximacion es el nimero de discos en la cobertura grid que son requeridos,
en el peor caso, para cubrir todos los puntos cubiertos por un disco del conjunto OPT.

Este nimero es dado por el Teorema 4.7.

El siguiente teorema muestra el algoritmo desarrollado por Franceschetti, Cook y
Bruck.

Teorema 4.8. Existe un algoritmo de aproximacion tiempo lineal B; tal que para todo
numero natural dado [ > 1, el algoritmo B, retorna una cobertura de los n puntos dados
con discos de didmetro dado D en O(K(; ) n) pasos, con factor de aproximacion menor

o igual que a(1+ %)2 [FCBOO]

Demostracion. Inicialmente, se usan dos aplicaciones anidadas de la estrategia
shifting. Primero, se corta el plano en bandas verticales de ancho [ D; luego, con el ob-

jetivo de cubrir los puntos en una de estas bandas, se aplica la estrategia
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shifting a la otra dimensién. Asi, se corta la banda considerada en cuadrados de lado

[D (Figura 4.4).

| | |

| | |

| | |

1 1 1

| | |

| | |

| | |
-y a1 T r/——a- - fyr— 1 r———

| | | | | |

| | | | | |
—_———d e - - — = _lD_I___L___

| | | | | |

| | | | | |

| | | | | |
AR Y [ S I N I N R R

| | | | | |

| | | | | |

] ] ] ] ] ]

| ] ] | |

| | ZD | | |

| | | | | |
L r—-——a-—-"-Fr~-"—""1-"~-"~-r——%

| | |

| | |

| | |

Figura 4.4: Una particién del plano en cuadrados de lado ID conl=4y D = 1.

En el algoritmo desarrollado por Hochbaum y Maass (Teorema 4.6) se muestra que

con [1v/2]? discos de didmetro D, se puede cubrir un cuadrado /D compactamente

(Figura 4.5).

Figura 4.5: Cobertura compacta de un cuadrado D con 32 x 2 discos para l =3y D = 2.

Ahora el algoritmo procede aplicando la estrategia grid. Considérese una rejilla finita

colocada en el tope de un cuadrado de lado (D, donde la distancia entre dos de los
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vértices consecutivos de la rejilla es uno. Sea p el nimero de vértices de esta rejilla y
« el factor de aproximacion resultante de cubrir los puntos en este cuadrado usando

discos centrados en vértices de esta rejilla. Sea K, ) = [° Zi“:\{ﬂll (P)i.

Sea T el nimero de puntos dados para cubrir, contenidos en un cuadrado de lado [D.
Ya que con [l \/ﬂ 2 discos se puede cubrir el cuadrado compactamente, restringiendo la
buisqueda a una cobertura éptima con discos grid, se tienen que considerar arreglos de
a lo mas [l \/512 — 1 discos grid, sobre las p posibles posiciones de discos. Esto se debe
a que si no se puede cubrir todos los 7 puntos usando [I \/§]2 — 1 discos grid, se puede
abandonar la rejilla y usar la cobertura compacta. Con el objetivo de chequear si un
arreglo de discos es una cubierta factible de los n puntos en el cuadrado, se necesita
determinar para cada punto si estd a una distancia a lo mas de r = D/2 de uno de los
centros de los discos. Esta operacion requiere a los méas in pasos, donde ¢ es el niimero
de discos en el arreglo, asumiendo que la distancia entre dos puntos en el plano se
puede determinar con la precisiéon necesaria en un paso. Por consiguiente, el ntimero
de pasos necesarios para encontrar una cubierta minima en un cuadrado es a lo mas:

V2121

,Zl (f)m

Sumando sobre todos los cuadrados, se tiene un niimero de pasos de:

AL REISI REiSI
Z-Zl (i)lnl—l— ; <i)zn2+...+ ZZI <i>znt
[1v2]%2-1
> <];>i[ﬁ1+ﬁ2+...+ﬁt]
i=1
a1

S @m

i=1
donde 77; es el nimero de puntos en el cuadrado j-ésimo. Las dos aplicaciones anidadas
de la estrategia shifting adicionan otro factor [2. Asi, la cota de tiempo global es:

[1v/2]2-1

I? Z (P)in:[((lﬁp)n pasos.
i

i=1
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Para cada aplicacién de la estrategia shifting, de acuerdo al lema 4.4 (Lema Shi fting)

se obtiene: )

Ry = Rssp) < Rsp) (1 + %) < Rp (1 + %)
donde B es un algoritmo local que calcula una soluciéon en un cuadrado (D usando
discos grid y por el corolario 4.5, el factor de aproximacion del algoritmo local B es

2
a, donde « € {3, 4, 5, 6}. Por lo tanto, Rﬂ < a(l + %) .

oe(H— e/a)

€E—

Asi, para cualquier € tal que a < € < 4q, el algoritmo B, con [ = retorna

una solucién cuyo factor de aproximacién es a lo mas e.

4.4.4. El problema MAX SUBSET-SUM esta en FPTAS

Teorema 4.9. El problema MAX SUBSET-SUM € FPTAS. [CLR90]

Demostracion. Por el ejemplo 4.3, MAX SUBSET-SUM € NPO. Se debe probar que
MAX SUBSET-SUM admite un esquema de aproximacion completamente polinomial.
Primero se mostrard un algoritmo de tiempo exponencial, EXACT-SUBSET-SUM,
para este problema.

Sea L una lista de enteros positivos y # € Z*. Sea L + x una lista de enteros obtenida
de L incrementando en x cada elemento de L. Por ejemplo, si L = (5, 7, 9) entonces
L+3=(8,1012). También, se usard esta misma notacién para conjuntos. Asi, si A
es un conjunto, A+z ={a+z: a € A}.

El algoritmo EXACT-SUBSET-SUM utiliza un procedimiento auxiliar, MEZCLAR-
LISTAS(L, L) el cual retorna una lista que es el resultado de unir las listas de entrada
Ly L' ordenadas. MEZCLAR-LISTAS corre en tiempo O(|L| + |L/|).
EXACT-SUBSET-SUM toma como entrada un conjunto S = {1, xs, ..., x,} con

x; €ZT,i=1,...,n y un entero positivo t.
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EXACT-SUBSET-SUM (S, t)
L. n«|9|
2. Lo (0)
3. parai < 1 hasta n hacer
L; — MEZCLAR-LISTAS(L; 1, L; 1 + x;)
quitar de L; todos los enteros mayores que t

4. Retornar el entero mas grande en L,,

La Figura 4.6 (a) ilustra el funcionamiento de EXACT-SUBSET-SUM para la instancia
S={1,3,528yt="T.

n <« 4
Ly <O>
Iteracién(i) L,
1 Ly = MEZCLAR-LISTAS(Lo, Lo + 1) = (0, 1)
2 Ly = MEZCLAR-LISTAS(L1, Ly +3) = (0, 1, 3, 4)
3 Ly = MEZCLAR-LISTAS(Ls, Ly +5) = (0, 1, 3, 4, 5, 6, 8, 9)
Ly=1(0,1,3,4,5,6)
4 Ly = MEZCLAR-LISTAS(L3, L3 +8) = (0, 1, 3,4, 5, 6, 8, 9, 11, 12, 13, 14)
Li=1(0,1,3,4,56)
a)
P ={0, 1}
P, ={0, 1, 3, 4}

P;=1{0,1,3,4,5, 68,9}
Py=1{0,1,3,4,5 68,9, 1112, 13, 14, 16, 17}
b)

Figura 4.6: a) Funcionamiento del procedimiento EXACT-SUBSET-SUM aplicado a la ins-
tancia S = {1, 3, 5, 8} y t = 7. Retorna 6 que corresponde a la suma de los elementos del

subconjunto {1,5}. b) Conjuntos P; para S, t.

Sea P; el conjunto de todos los enteros que son obtenidos seleccionando un subcon-

junto (posiblemente vacio) de {xy, ..., z;} y sumando sus miembros (Figura 4.6 (b)).
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Observe que |P;| < 2!y ademas que P, = P, U (P +x;),i=1,...,n.
Utilizando induccién matematica se probara que cada lista L; es una lista ordenada

que contiene todos los elementos de P; que son menores o iguales que t.

» Sii=1,P ={0, x;}. Ademads, por las lineas 4 y 5 del algoritmo se tiene que:
MEZCLAR-LISTAS(Lg, Lo+ 21) = (0, 1) y

L1:<O,,CC1> si xlgt
o

Ly = <0> si x>t

Luego, L es una lista ordenada que contiene todos los elementos de P; que son

menores o iguales que .

» Suponga que la afirmacién se cumple para ¢ = k (kK = 1,...,n — 1), esto
es, si P, = {y1, ..., yr} con r < 2F entonces L, = (¥, Uo,-..,¥,,) tal que
{ylay%'-'aym}gpk COIlyl §y2§ Symgt

= Finalmente, se mostrara que la afirmacion se cumple para ¢ = k + 1. Puesto que
P, = P,_1 U(P_y + ;) se tiene que Pry = {y1, .-, Yrs Y1+ Thg1s - - - Yp + Tiog1 }-
Ahora, de las lineas 4 y 5 del algoritmo se obtiene que MEZCLAR-LISTAS( Ly, Li+
Tpy1) es una lista ordenada compuesta por Uy, ..., U, U1 + Thily -« s Gy + Thtl
y puesto que {7y, ¥o, -+, U} € Po € Prog1r ¥ U1 + Tgt, -+ s Uy + Trg1 ) C
Py + xp11 © Pryr.
Ademas, por lalinea 5, L se obtiene quitando de ¥y, ..., ¥,,, Y1 +Tk+1, - - - Yyt
Zr+1 todos los valores que sean mayores que t. Por lo tanto, Ly, es una lista

que contiene todos los elementos de Py ; menores o iguales que t.

Asi, por lo anterior, |L;| < |P| < 2', i =1,...,n. Luego, EXACT-SUBSET-SUM es

un algoritmo de tiempo exponencial.

Se puede derivar un esquema de aproximaciéon completamente polinomial para SUBSET-

SUM “recortando” cada lista L; después de creada. Sea ¢ un “pardmetro de recorte”
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tal que 0 < 0 < 1. “Recortar” una lista L por ¢ significa quitar de L tantos elementos
como sea posible, de tal forma que si L’ es el resultado de “recortar” L, entonces para
cada elemento y que fué quitado de L, existe un elemento z < y en L’ tal que

y—z
Y

<5

o equivalentemente

(I-0)y<z<y.

Se puede pensar del elemento z como un “representante” de y en la lista L'. Cada
y es representado por un z tal que el error relativo de z con respecto a y es a lo
més 0. Por ejemplo, si § = 0.2 y L = (3,5, 10, 11, 13, 14, 16, 19, 20), entonces el
“recorte” de L es L' = (3, 5, 10, 13, 19) donde el valor borrado 11 es representado
por 10, los valores borrados 14 y 16 son representados por 13 y el valor borrado 20 es
representado por 19. Asi, cada elemento borrado de la lista tiene un representante de

la misma lista. A continuacién se presenta un procedimiento que “recorta” una lista

dada L = (y1,...,Ym) en tiempo O(m) asumiendo que L estd ordenada en forma no
decreciente.
TRIM(L, )
1. m« |L]
2. L= (y)
3. ultimo « 1
4. para 1« 2 hasta m hacer
5. si 1dltimo < (1 — §) y; entonces
6. colocar y; al final de L'
7. ultimo « ;.
8. Retornar L'

Los elementos de L son examinados en forma creciente y un nimero es colocado en la
lista L’ si, y sélo si es el primer elemento de L o si no puede ser representado por el

ultimo nuimero acabado de colocar en L'.
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Finalmente, se mostrarda un esquema de aproximacién totalmente polinomial para
MAX SUBSET-SUM. Este procedimiento toma como entrada un conjunto

S ={xy, x2,...,x,} de enteros y un “pardmetro de aproximacién” e donde € > 1.

APROX-SUBSET-SUM(S,t,¢)

n— |5

Lo < (0)

para: < 1 hastan hacer
L; — MEZCLAR-LISTAS(L; 1, L; 1 + x;)
Ly TRIM(L;, 2 (1~ 1))

quitar de L; todos los elementos que sean mayores que ¢

N Gt W=

Retornar el elemento mayor de L,

La Figura 4.7 muestra una computaciéon de APROX-SUBSET-SUM aplicado a la
instancia S = {52, 48, 75, 80, 77}, t =208 y € = 1,25.

La solucién optima de esta instancia es 207 = 80 + 75 4 52, el algoritmo retorna

z = 200 que corresponde a la suma 77+ 75 + 48. Noétese que el factor de aproximacion

R(z, T'(z)) = 207/200 < 1.25.

A continuacién se probard que APROX-SUBSET-SUM es en realidad un esquema de
aproximacion totalmente polinomial para MAX SUBSET-SUM.

Como se observo anteriormente, todos los elementos de L; son también elementos de P,
ademds, después de recortar L; y quitar de ella todo elemento més grande que ¢ (lineas
5y 6) esta propiedad se sigue manteniendo. Por consiguiente, el valor z retornado en
la linea 8 es realmente la suma de algiin elemento de S. Se debe probar que z no es

mas pequeno que 1/e veces una solucién éptima, es decir,



n<«>5

Lo < (0)
Iteracién(i) Linea Li
1 4 = (0, 52)
5 = (0, 52)
2 4 = (0, 48, 52, 100)
5 = (0, 48, 52, 100)
3 4 L3— (0, 48, 52, 75, 100, 123, 127, 175)
5 Ls = (0, 48, 52, 75, 100, 123, 175)
4 4 L, = (0, 48, 52, 75, 80, 100, 123, 128, 132, 155, 175, 180, 203, 255)
5 Ly = (0, 48, 52, 75, 80, 100, 123, 132, 155, 175, 203, 255)
6 L4— (0, 48, 52, 75, 80, 100, 123, 132, 155, 175, 203)
5) 4 = (0, 48, 52, 75, 77, 80, 100, 123, 125, 129, 132, 152, 155, 157, 175,
177, 200, 203, 209, 232, 252, 280)
5 Ls = (0, 48, 52, 75, 80, 100, 123, 129, 152, 175, 200, 209, 232, 252, 280)

6 Ls = (0, 48, 52, 75, 80, 100, 123, 129, 152, 175, 200)
Figura 4.7: Una computacién del algoritmo de aproximacién para MAX SUBSET-SUM

aplicado a la instancia S = {52, 48, 75, 80, 77}, t =208 y ¢ = 1,25

donde z* es una solucion éptima, y tambien que el algoritmo corre en tiempo polino-

mial.

Por induccién sobre 4, se mostrara que para todo elemento y en P; que sea menor que

t, existe un z € L; tal que:

—1\?
<1—6 ) y<z<uy. (4.16)

ne

= Primero, obsérvese que para ¢ = 1 la afirmacién 4.16 se cumple:
Si S ={x1, xa,...,2,}, entonces P, = {0, 1}y
Ll — <O7 x1> Si T S t
0

L, = <O> si x>t



Luego, Ly contiene todos los enteros de P; no mayores que t.

» Ahora, supéngase que para k = i — 1, la afirmacién 4.16 se cumple (hipétesis

inductiva), es decir, para todo y en P,_; que es menor que ¢, existe un 2z’ € L;

tal que:

N
(1 € ) y <z <u. (4.17)

ne

» Sea y; € P; con y < t. Puesto que P, = P,_1 U (P,_1 + z;) pueden suceder dos

casos: y; € P10y, € Py + ;.

1.

Si y; € P, aplicando la hipdtesis inductiva sobre y; se tiene que existe

Z € Li*l:
(1-0)"ty <z <wy (4.18)

Del algoritmo APROX-SUBSET-SUM se puede observar que todo elemento
en L; 1 oen L; 1+ x; tiene representante, el mismo o un elemento distinto,

en la iteracion i-ésima. Por consiguiente existe z” € L; tal que
(1-0)2 <" <7 (4.19)
Multiplicando (4.18) por (1 — ¢), se tiene que
1=8)y<(1-6)<"<<y (4.20)

(por(4.18) y (4.19)).
Luego, (1 —0)'y; < 2" < ;.

Siy; € P,_1+x;, implica que existe w € P;_; tal que y; = w+ z;. Aplicando

la hipdtesis inductiva sobre w, se tiene que existe 2z’ € L;_; tal que
(1—-6)"" w< 2 <w. (4.21)

Ademads, puesto que 2’ € L;_y, 2’ +x; € L;_1 + x;. Luego, existe z” € L; tal

que

(1= +x) <" <(Z+x) (4.22)
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De (4.21) y (4.22) se tiene que

/

(1=0)" My —wi) <2
(1-0)'(yi — i) < 2'(1-9)
(1—68) 'y — (1 —0)a <2(1—0)
(1—=6)y; < (1 =6 +2(1—0)
<2(1=8) 4 (1—6)z;
<(1-90)E+x)
< <4z, <w+z=vy

Por lo tanto, (1 —§)'y; < 2" <.

Si z* € P, es una solucién 6ptima de MAX SUBSET-SUM entonces existe un z € L,

e—1\" . .
(1— ) <2<z
ne

donde z es el valor retornado por APROX-SUBSET-SUM.

tal que

Puesto que

d e—1\"

— | 1- 0

dn( ne) -
e—1

entonces la funcién (1 — —)n es creciente, de modo que n > 1 implica que:
ne

1 _1\"
—<<1—e )
€ ne

Luego, 1 2* < 2.
€

Por consiguiente, el valor z retornado por APROX-SUBSET-SUM es por lo menos 1/¢

veces la solucion éptima.

Ahora sélo falta probar que APROX-SUBSET-SUM es tiempo polinomial en la lon-

gitud de la entrada y en E_% Para esto, se acotara la longitud de cada lista L;. Sea
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L; = {0, y1,...,yx) después de aplicar el algoritmo TRIM y quitar los nimeros mas
grandes que t. Por definicién del algoritmo TRIM para todo y; y y;—1 en L; se tiene
que yj_1 < (1 — %) y; puesto que cuando last = y;_; esa es la condicién que se debe

cumplir para incluir a y; en L;. Como y; > 1y y;, <t se obtiene que
e—1 e—1\° e—1\"! e—1\"!
1<y < (1——)yg< (1——) Y3 < ... < (1— > Y < (1— ) t.
ne ne ne ne

<1 ge tiene que
ne

Haciendo uso de la desigualdad (1 — ) < e™® con o =

e—1 k—1
1 S t(l o ) < te—(k’—l) e—1/ne
n

Luego,

tef(kfl) e—1/ne > 1

e—1
>

Int — (k—1) >0
e—1

ne

ne

Int > (k—1)

ne

Int >k —1
e—1 =

n€1lnt+22k+1

€ —

Por lo tanto, |L;| es acotada en n y 11. Puesto que se realizan n iteraciones y en

p
. ., , . . 1 . .
cada iteracion, el niimero de operaciones es lineal en n y —5 y polinomial en ) log z;

(correspondiente a los bits utilizados por los nimeros z;), se obtiene que el tiempo

de ejecucion del algoritmo es polinomial en la longitud de la entrada y en 6_%, co-

mo se queria probar. En consecuencia, APROX-SUBSET-SUM es un FPTAS para el
problema MAX SUBSET-SUM.
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5. CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS
PARA TRABAJOS FUTUROS

= Cuando una persona se enfrenta por primera vez a la Teoria de NP-completitud
y de aproximabilidad en problemas de optimizacién frecuentemente se encuentra
con la dificultad de que gran parte de la literatura disponible alrededor de estas
teorias tienen un nivel avanzado. En esta monografia se hizo una presentacion
amplia, detallada y clara usando ilustraciones gréficas, ejemplos y modificando
la forma de presentacion de las demostraciones con los detalles y justificaciones
pertinentes de tal manera que sea accesible a toda persona interesada en el tema

con un nivel basico de preparacion matematica.

= Se realizdé un estudio minucioso e ilustrativo de los modelos de computacién
especificamente de las maquinas de Turing y las maquinas RAM con el propédsito
de alcanzar una buena comprensién de sus funcionamientos y de proporcionar
una vision general de su aplicabilidad y su importancia como elementos que

sustentan la Teoria de la Complejidad Computacional.

= En el estudio realizado de la Teoria de NP-completitud se identificé el papel
central que tienen los esquemas de codificaciéon dentro de esta teoria puesto que
el uso de un esquema de codificacién no apropiado puede llevar a disminuir la
dureza de un problema hasta tal punto que pueda resolverse en tiempo polino-
mial, cuando en realidad utilizando una codificacién apropiada, el problema sea

incluso NP-completo.



= Se hizo una presentacion amplia y didactica de dos técnicas recientes, denomi-
nadas la estrategia shifting y la estrategia grid, que estan siendo muy aplicadas
en el desarrollo de esquemas de aproximacion tiempo polinomial por lo que han
alcanzado gran importancia dentro de la teoria; esta aplicabilidad se ilustré con

el desarrollo de un PTAS para el problema de Cobertura con discos.

= Dentro de la Teorfa de la Aproximabilidad se identificd la importancia de la
relacion entre las clases P y NP. Esta teoria se fundamenta en la suposicién de
que P # NP puesto que si se prueba lo contrario entonces todo problema en

NPO cuyo problema de decisién subyacente es NP-completo esta en PO.

= La teoria desarrollada alrededor de NP-completitud y aproximabilidad en pro-
blemas NP-duros es muy extensa y lo que se ha presentado en este trabajo es sélo
una pequena parte que puede servir de motivacién y base para futuros trabajos.

Algunos aspectos que se podrian tener en cuenta se presentan a continuacién.

e Es de interés buscar entre los problemas relaciones cada vez mas especificas
de acuerdo a sus caracteristicas y su dureza de tal forma que estas relaciones
los clasifican y generan clases cada vez mas excluyentes, esto es conveniente
puesto que los resultados que se obtienen para los problemas mas “duros”
benefician a toda la clase. Asi, andlogamente a la nocién de transforma-
cion polinomial utilizada en la teoria de la complejidad, también se definen
transformaciones o reducciones entre problemas de optimizacién en NPO,
algunas de ellas son las L-reducciones, PTAS-reducciones y A-reducciones
que introducen el concepto de completitud en las clases APX y PTAS, simi-
lar a la nocién de completitud en la clase NP. Algunas referencias: [Mac99],
[Hoc97], [Pap94].

e Realizar un estudio de la no-aproximabilidad de problemas NP duros ya
que éste es un campo muy amplio en el que recientemente se han obtenido
avances tedricos importantes, muchos de los cuales se han generado a raiz de
la aparicién del Teorema PCP (Probabilistically Checkable Proofs). Algunas
referencias: [Hoc97], [Hou97], [Pap94].
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