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2.3.3. Código Dual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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INTRODUCCIÓN

Una de las aplicaciones de los campos finitos es la teoŕıa de codificación, la cual permite

la descripción de códigos lineales mediante elementos de un campo F o por medio de

polinomios definidos sobre dicho campo. Estas herramientas ofrecen una estructura alge-

braica bien definida, la cual permite que los códigos lineales sean eficientes. El origen de

los códigos correctores de errores se remonta a finales de la década de los 40, cuando los

trabajos de Claude Shannon, sobre la teoŕıa de la información abrieron paso a numerosas

investigaciones y estudios en el ámbito de las comunicaciones. Inicialmente se abordó como

un problema de ingenieŕıa electrónica, con aplicaciones tanto en la transmisión de infor-

mación como en el almacenamiento de la misma en un soporte digital, siendo su finalidad

el preservar la calidad de las comunicaciones frente a la amenaza del ruido, la distorsión

o el deterioro del medio. El desarrollo de tales aplicaciones se ha realizado gracias a la

utilización de múltiples herramientas matématicas y de la ingenieŕıa.

Uno de los problemas fundamentales en la teoŕıa de codificación es lograr que los errores

que ocurren, por ejemplo, debido a canales ruidosos, sean extremadamente improbables.

Los métodos para mejorar la confiabilidad de la transmisión dependen de las propiedades

de los campo finitos.

Para enviar un mensaje a través de un canal, se debe escribir el mensaje en una forma

susceptible de ser enviada por dicho canal. Para ello se traduce el mensaje en un alfabeto

A que pueda ser transmitido a través del canal. Siempre se transfiere un número finito de

śımbolos, lo que impone que el alfabeto sea finito. En este trabajo, el alfabeto corresponde

a un campo de dos elementos, por lo cual cada mensaje se puede codificar como una

secuencia de ceros y unos. En principio, las palabras escritas en este alfabeto pueden
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tener distintas longitudes, sin embargo, para realizar el proceso de corrección y detección

de errores es conveniente que todas tengan la misma longitud.

El siguiente gráfico muestra un modelo de un sistema de comunicación. Supongamos

que un mensaje de la fuente, denotado por m se desea enviar. Debido a que todo canal

está expuesto al ruido, cada mensaje durante la trasmisión puede ser distorcionado, con

el riesgo de no ser recuperado en el receptor. La idea básica en teoŕıa algebraica de

codificación es transmitir información redundante junto con el mensaje, esto es, se extiende

la secuencia de los śımbolos mensaje a una secuencia más larga. La redundancia es añadida

por el codificador, obteniendo aśı la palabra código c que es enviada por el canal, donde el

ruido representado por un vector error e distorsiona la palabra código, produciendo una

palabra recibida y. Este vector pasa al decodificador, donde los errores son eliminados, la

redundancia es retirada, y se calcula el mensaje original.

En resumen, en este proceso comunicativo intervienen básicamente 5 componentes:

Mensaje: es la información que se quiere comunicar, la cual se trasmite en forma

de un vector de k componentes, con elementos en el alfabeto A.

Fuente: componente de naturaleza humana o mecánica que determina el tipo de

mensaje que se transmitirá y su grado de complejidad.

Codificador: Recurso técnico que transforma el mensaje originado por la fuente, ex-

tendiendo cada vector mensaje al agregarle información redundante, convirtiéndolo

en una secuencia más larga de n componentes, la cual será enviada por el canal.
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Canal: Es el medio por el cual se realiza la transmisión de datos que contienen

información, generalmente el canal está expuesto al ruido.

Decodificador: Recurso técnico que transforma las señales recibidas a una forma

entendible por el destino, obteniendo el vector mensaje original, eliminando la in-

formación distorsionada provocada por la inevitable presencia de interferencia en el

canal, con el fin de corregir posibles errores.
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PREFACIO

Entre todos los tipos de códigos, los más estudiados son los códigos lineales, porque su

estructura algebraica, permite que sean más faciles de describir, codificar y decodificar

que los códigos no lineales. El alfabeto para los códigos lineales es un campo finito, aunque

algunas veces, otras estructuras algebraicas como los enteros módulo 4 pueden ser usados

para definir códigos que también son llamados lineales. En este texto, estudiamos los

códigos lineales, donde el alfabeto es un campo finito de dos elementos, denotado por F2.

A lo largo del primer caṕıtulo, nos concentramos en la descripción de la estructura ge-

neral y las propiedades básicas de los códigos lineales, aunque no consideramos la imple-

mentación o aplicación técnica de los códigos; además se plantean las reglas que permiten

detectar y corregir errores. En el caṕıtulo 2, se describen algunos tipos de códigos lineales,

entre ellos el código Hamming, capaz de corregir un error, con la propiedad de poder ex-

tender su tamaño para aumentar la capacidad de corrección y detección de errores. Los

siguientes tipos de códigos que se analizan, son los códigos ćıclicos. Estos se describen me-

diante los ideales del anillo cociente F2[z]/ 〈zn − 1〉, por lo cual su estructura algebraica

está perfectamente definida. Luego, nos referimos a los códigos BCH, los cuales se definen

a partir de las ráıces del polinomio q(z) = zn − 1, pertenecientes a campos de extensión

de F2.

Finalmente, enfatizamos que las aplicaciones se describen unicamente para dar ejemplos

del uso real de los códigos, pero no discutimos el diseño experimental.
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Caṕıtulo 1

CÓDIGOS

Debido a la presencia de señales no deseadas en el proceso de comunicación, cada vector

enviado x ∈ F n
2 , puede ser distorsionado convirtiéndose en otro vector y ∈ F n

2 . Para

poder corregir estas alteraciones, se debe conocer el número de coordenadas en donde los

vectores difieren, por lo cual, se introduce una forma de medida conocida como distancia

Hamming.

Definición 1. Sea F2 un campo de dos elementos. Dados dos vectores o palabras

x, y ∈ F n
2 , se llama distancia Hamming entre ellos, y se denota d(x, y) al número de

coordenadas donde ambos vectores no coinciden.

Al considerar z ∈ F n
2 usaremos zi para referirnos a la i-ésima componente de este vector.

En cualquier conjunto, en particular en F2, se puede introducir la distancia discreta, donde

cualquier par de elementos diferentes distan entre śı la unidad. Por tanto la distancia

Hamming en F n
2 se puede expresar aśı

d(x, y) =
n−1∑
i=0

δ(xi, yi),

donde,

δ(xi, yi) =

 1 si xi 6= yi

0 en otro caso,
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es la métrica discreta en F2.

Para efectos prácticos, se introduce el concepto de peso de un vector, el cual será de gran

utilidad para simplificar algunos cálculos.

Definición 2. El peso Hamming de un vector x ∈ F n
2 , denotado por w(x) es el número

de coordenadas no nulas que posee dicho vector.

Sea

$(xi) =

 1 si xi 6= 0

0 en otro caso,

luego

w(x) =
n−1∑
i=0

$(xi).

Proposición 1. Para cada x, y, z ∈ F n
2 , se cumple

1. El peso se puede expresar en función de la distancia, es decir w(x) = d(x,0).

2. Dados dos vectores x, y ∈ F n
2 se tiene que d(x, y) = w(x− y).

Demostración.

1. La igualdad es inmediata a partir de las definiciones de peso y distancia Hamming.

2. Sea z = x− y, donde

$(zi) =

 1 si xi − yi 6= 0

0 en otro caso
=

 1 si xi 6= yi

0 en otro caso

Por tanto, w(x− y) = d(x, y). ∇

Teorema 1. La distancia hamming define una métrica sobre F n
2 . Esto es, para todo

x, y, z ∈ F n
2 se cumple

1. d(x, y) ≥ 0 y d(x, y) = 0 si y sólo si x = y.

2. d(x, y) = d(y, x).
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3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Demostración.

Las dos primeras propiedades son inmediatas a partir de la definición. A continuación se

prueba la desigualdad triangular.

Si x, y ∈ F n
2 entonces d(x, y) =

∑n−1
i=0 δ(xi, yi), donde xi, yi ∈ F2. Como δ es la métrica

discreta en F2, cumple

δ(xi, yi) ≤ δ(xi, zi) + δ(zi, yi).

Con zi ∈ F2, para todo i = 0 . . . n− 1. Luego

d(x, y) ≤
n−1∑
i=0

(δ(xi, zi) + δ(xi, zi))

=
n−1∑
i=0

δ(xi, zi) +
n−1∑
i=0

δ(xi, zi)

=d(x, z) + d(z, y).

En conclusión, la distancia Hamming es una métrica.∇

Como el espacio vectorial F n
2 , junto con la métrica Hamming es un espacio métrico, tiene

sentido considerar el concepto de bola cerrada.

Se denota por B̄r(x), a la bola cerrada de centro x y de radio r, donde r ≤ n.

B̄r(x) = {y ∈ F n
2 : tales que d(x, y) ≤ r}.

En este espacio métrico todas las bolas tienen un número finito de elementos. Es posible

contar cuantos elementos tiene.

Lema 1. Si r ≥ 0 es un entero, el número de elementos de la bola cerrada de radio r

centrada en la palabra del código x es

|B̄r(x)| =
(

n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ ... +

(
n

r

)
.

Demostración.

Consideremos para r = 0. La bola de radio cero tiene un único elemento.
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Para r = 1 se tiene que la bola contiene su centro y a todos los elementos cuya distancia

es exactamente la unidad. Como hay n coordenadas, existen n maneras distintas de elegir

una de ellas y considerar el único elemento de F n
2 que difiere del centro sólo en esa

coordenada. Hemos visto que la bola de radio uno tiene
(

n
0

)
+
(

n
1

)
elementos.

Para r = 2. El número de elementos de esta bola es la suma del resultado anterior y

los vectores que se diferencian de x en exactamente dos coordenadas. Para encontrar

dichos vectores primero se eligen las dos posiciones, hay
(

n
2

)
posibles formas de escogerlas.

Después consideramos el único elemento de F n
2 que difiere de x en esas dos posiciones.

Contando, la bola de radio dos tiene(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
,

elementos de F n
2 .

Para la bola de radio r, primero elegimos las r posiciones donde difiere el vector x de y,

hay
(

n
r

)
posibles formas, después consideramos el único elemento de F n

2 que difiere de x

en esas r posiciones, luego se debe sumar todos los elementos que difieren de x en r o

menos coordenadas. Por tanto la bola de radio r tiene(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ ... +

(
n

r

)
vectores. ∇

En adelante nos referimos a los elementos de F n
2 indistamente como vectores o palabras.

1.1. Códigos lineales

Definición 3. Un código lineal es un subespacio vectorial C ⊆ F n
2 .

Definición 4. La distancia mı́nima de un código lineal es la menor de las distancias

entre dos palabras distintas del código. Esto es,

dc = mı́n {d(x, y) : x 6= y ∈ C} .

Definición 5. El peso mı́nimo wc de un código lineal es el menor de los pesos no nulos.

Es decir,

wc = mı́n {w(x) : x ∈ C} .
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Un subespacio C de F n
2 de dimensión k, contiene M = 2k vectores de longitud n, luego

el código lineal C con distancia mı́nima dc, tiene los siguientes parámetros [n, k, dc] o

también (n,M, dc).

Proposición 2. Si C es un código lineal entonces dc = wc.

Demostración.

Mostremos que dc ≤ wc. Sea wc el peso mı́nimo de un código lineal C, donde wc = w(x)

para algún x ∈ C, como w(x) = d(x,0) ≥ dc, luego wc ≥ dc.

Además dc ≥ wc. En efecto, sea dc la distancia mı́nima del código lineal, luego existen

x, y ∈ C tales que dc = d(x, y) = w(x− y) ≥ wc, luego dc ≥ wc.

De lo anterior se concluye dc = wc. ∇

En un código lineal de tamaño M , para encontrar la distancia mı́nima se calcula
(

M
2

)
distancias y de ellas se escoge la menor. Estos cálculos se pueden simplificar gracias a la

proposición anterior, dado que, basta con encontrar M pesos.

1.2. Corrección y detección de errores

Los códigos se emplean normalmente para transmitir información a través de un canal.

Supongamos que el emisor env́ıa una palabra x ∈ C. Si el receptor recibe esa misma

palabra no existe ningún problema y puede interpretar correctamente la palabra emitida,

pero si el canal deforma la palabra x, llegando al receptor la palabra y, decimos que se han

producido errores en la comunicación. Indicaremos este hecho con la notación x 7−→ y.

Definición 6. Sea x 7−→ y, se denomina error al vector e = x− y.

De esta forma, si en la transmisión de una palabra se comete un error solamente, la palabra

y difiere de la palabra x en una coordenada, y aśı sucesivamente.

Definición 7. Dado x 7−→ y, el número de errores cometidos es la distancia de x a

y, es decir, d(x, y) = ε.

Observación 1. Dado x 7−→ y, si y ∈ C no es posible saber si se han cometido errores

en la transmisión.
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Para efectos prácticos, cada código lineal debe permitir analizar la información en el

receptor para corregir los errores cometidos en la transmisión, para esto se debe detectar la

cantidad de errores. A continuación presentamos una serie de resultados que, dependiendo

de las caracteŕısticas del código permiten detectar y corregir errores.

Teorema 2. Si C ⊆ F n
2 es un código lineal con distancia mı́nima dc entonces C permite

detectar dc − 1 errores.

Demostración.

Sea dc la distancia mı́nima del código lineal C, si al enviar x en y se cometen dc−1 errores

o menos entonces d(x, y) < dc, aśı que y /∈ C y se detectan los errores cometidos, pero si

d(x, y) ≥ dc entonces no se puede saber si se han cometido errores. Por lo tanto es posible

detectar hasta dc − 1 errores. ∇

Definición 8. Dado un código C ⊆ F n
2 , una regla de decisión es una función

f : F n
2 → (C ∪ {∗}).

En una transmisión cuando el canal es afectado por el ruido, podemos recibir cualquier

palabra y ∈ F n
2 . Para decodificarla el receptor emplea una regla de decisión, asignándole

la palabra f(y) ∈ C o bien el śımbolo ∗ que significa que no puede decodificar la palabra.

Decimos que una regla de decisión es capaz de corregir ε errores si decodifica correctamente

todas las palabras que tienen un número de errores menor o igual que ε.

Observación 2. Una regla de decisión f corrige ε errores si para toda transmisión x en

y, tal que d(x, y) ≤ ε se tiene que f(y) = x.

1.2.1. Reglas de decisión

Existen varios algoritmos que permiten corregir errores en la comunicación. A continuación

hacemos refencia a algunos de los métodos que generalmente se aplican a cualquier código

lineal.

Definición 9. Sea t un número natural, un código lineal C corrige t errores, si

para todo y ∈ F n
2 hay a lo más un x ∈ C tal que d(x, y) ≤ t.

6



La regla del vecino más cercano: Si existe una única palabra del código x ∈ C a

distancia mı́nima de y, entonces f(y) = x. Si existen dos o más palabras del código

que están a la misma distancia mı́nima de y entonces f(y) = ∗.

La regla de las esferas (bolas) I: Las esferas de radio cero centradas en las

palabras del código son disjuntas. Ahora consideremos las esferas de radio unidad,

si éstas siguen siendo disjuntas podemos seguir aumentando el radio. Este proceso

de aumentar el radio manteniendo disjuntas las esferas debe detenerse en algún

momento, dado que el espacio métrico es finito. El mayor radio que permite que las

esferas sean disjuntas, se llama radio de empaquetamiento del código.

Sea t cualquier valor menor o igual que el radio de empaquetamiento, si y ∈ B̄t (x)

entonces f(y) = x. Si y no pertenece a ninguna de las esferas entonces f(y) = ∗.

La regla de las esferas (bolas) II: Utilizando nuevamente el hecho de que las

esferas son disjuntas, para obtener f(y) calculamos la esfera de radio t centrada en

y. Si dicha esfera contiene a una palabra x del código, entonces f(y) = x. Si no

contiene a ninguna palabra entonces f(y) = ∗. Si existen dos o más elementos del

código en una bola a igual distancia del centro y entonces f(y) = ∗.

Teorema 3. Sea C un código lineal con distancia mı́nima dc. Si dc ≥ 2t + 1 para algún

entero positivo t entonces la regla del vecino más cercano permite corregir t errores.

Demostración.

Supongamos que x 7−→ y, y que d(x, y) ≤ t. Veamos que todas las demás palabras

del código están a una distancia superior. Sea x1 otra palabra del código, aplicando la

desigualdad triangular tenemos

d(x, x1) ≤ d(x, y) + d(y, x1),

luego,

d(y, x1) ≥ d(x, x1)− d(x, y).

Como x y x1 pertenecen al código, d(x, x1) ≥ dc luego,

d(y, x1) ≥ dc − t ≥ (2t + 1)− t = t + 1,

7



d(y, x1) ≥ t + 1.

Por lo tanto f(y) = x y se corrigen los errores cometidos. ∇

Teorema 4. Sea C un código lineal con distancia mı́nima dc ≥ 2t + 1. El método de las

esferas I de radio t permite corregir hasta t errores.

Demostración.

Para corregir t errores, se contruyen bolas de radio t, centradas en las palabras del código.

Supongamos que u ∈ B̄t(x) y u ∈ B̄t(x1) con x, x1 ∈ C, x 6= x1 con d(x, x1) ≥ dc, entonces

d(x, x1) ≤ d(x, u) + d(u, x1) ≤ t + t

d(x, x1) ≤ 2t,

lo cual es una contradicción dado que d(x, x1) ≥ dc. Por lo tanto, si C es un código con

distancia mı́nima dc entonces C puede corregir hasta t errores. ∇

Observación 3. Si dc es impar, entonces dc = 2t + 1 y permite corregir t errores. Si dc

es par, entonces dc = 2t + 2 y permite corregir t errores. Existe una fórmula que nos pro-

porciona el número t de errores que puede corregir cualquier código, independientemente

de si dc es par o impar

t =

⌈
d− 1

2

⌉
,

donde d e denota la parte entera techo de un número.

1.3. Cotas del tamaño de los códigos

Los parámetros fundamentales de todo código lineal C ⊆ F n
2 son la longitud n, el cardinal

M y la distancia mı́nima dc. El valor de alguno de estos parámetros normalmente limita

el posible valor de los otros. Por ejemplo, si n es la longitud del código, no es posible que

dc sea mayor que n. De la misma forma no es posible que M supere el valor de 2n. Estas

limitaciones en los parámetros, dadas en forma de desigualdades, se denominan cotas.

Examinaremos ahora algunas de ellas.
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Proposición 3. (Cota Hamming) Sean t un número natural, C ⊆ F n
2 un código lineal

con distancia mı́nima dc y cardinal M = |C|. Si 2t + 1 ≤ dc entonces se cumple la

desigualdad

M |B̄t(x)| ≤ 2n.

Es decir,

M
t∑

i=0

(
n

i

)
≤ 2n.

Demostración.

Consideremos las M bolas de radio t centradas en las palabras del código. Por el teorema

4, estas bolas son todas disjuntas por parejas. El número de vectores en cada una de las

M bolas es

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+ . . . +

(
n

t

)
,

luego, la suma de todos los elementos de las esferas debe ser menor o igual que el número

de elementos del espacio vectorial F n
2 que los contiene. Por tanto la suma de todos los

elementos es

M
t∑

i=0

(
n

i

)
≤ 2n.∇

Esta desigualdad también se denomina cota de empaquetamiento de las esferas.

Definición 10. Decimos que un código C ⊆ F n
2 es perfecto, si se alcanza la cota Ham-

ming. Esto es, si

M

t∑
i=0

(
n

i

)
= 2n.

Definición 11. Sea C ⊆ F n
2 un código lineal con distancia mı́nima dc. C es maximal

si no existe otro código Ć, tal que C ⊂ Ć ⊂ F n
2 que tenga la misma distancia mı́nima.

Como se está trabajando con un número finito de elementos, la existencia de elementos

maximales está garantizada.

Proposición 4. Si C es un código perfecto con parámetros [n, k, dc] entonces es maximal.

9



Demostración.

Supongamos que C es un código perfecto y no maximal. Existe un código Ć tal que

C ⊂ Ć ⊂ F n
2 con la misma distancia mı́nima, tal que |Ć| > 2k. Como C es perfecto cumple

que M |B̄t(x)| = 2n. Además, para ambos códigos se mantiene la relación dc ≥ 2t+1, luego

Ć cumple que |Ć||B̄t(x)| > 2n donde |B̄t(x)| es el número de vectores en cada una de las

esferas de Ć, pero esto es una contradicción puesto que las bolas deben estar contenidas

en el espacio F n
2 . Por tanto si C es perfecto es maximal. ∇

Observación 4. Dados n y dc es interesante encontrar códigos con el cardinal M lo

más grande posible. Denotaremos mediante A2 (n, dc) a dicho valor de M . Este problema

se denomina a veces como el problema principal de la teoŕıa combinatoria de códigos. El

valor de M está acotado superiormente por tener que cumplir la desigualdad de Hamming.

Definición 12. A2(n, dc) := máx {M tales que un código (n, M, dc) existe }.

Un código lineal C, tal que M = A(n, dc) es llamado código lineal óptimo.

Proposición 5. (Cota Gilbert-Varshamov) Si C es un código lineal maximal (n,M, dc)

de tamaño M entonces

M ≥ 2n

|B(dc−1) (x) |
.

Demostración.

Si C un código maximal implica que no hay una palabra en F n
2 con distancia dc o mayor

a todas las palabras del código. Es decir, las bolas con centro en las palabras del código

son un recubrimiento de F n
2 , además la suma de todos los elementos de dichas bolas es

M |B(dc−1) (x) | el cual es mayor o igual que F n
2 . ∇

Observación 5. La prueba muestra que un código que tiene al menos 2n

|B(dc−1)(x)| pal-

abras puede ser constrúıdo empezando con una palabra c0 y consucutivamente añadiendo

nuevas palabras que tienen distancia al menos dc a las palabras que han sido escogidas

anteriormente, hasta conseguir un código maximal.

Proposición 6. (Cota Singleton) Si C es un código lineal (n, M, dc) entonces

M ≤ 2n−(dc−1)

10



Demostración.

Sea x = (x1, . . . , xn−(dc−1), . . . , xn). Consideremos la función

ϕ : C ⊆ F n
2 → F

n−(dc−1)
2

x 7→ ϕ(x) := (x1, . . . , xn−(dc−1))

Consistente en eliminar las (dc − 1) últimas coordenadas.

ϕ es función. En efecto, sean x, z ∈ F n
2 tal x = z, en particular por igualdad de vectores

se tiene que las (n− (dc − 1)) coordenadas son iguales, es decir, ϕ(x) = ϕ(z).

La aplicación ϕ es inyectiva. Mostremos que el K(ϕ) = {0}. Supóngase que existe un

vector z ∈ K(ϕ) distinto del vector cero, donde z = (z1, . . . , zn−(dc−1), . . . , zn) con zi = 0

para 1 ≤ i ≤ n − (dc − 1). Como w(z) ≤ dc − 1 = wc − 1, se presenta una contradicción

porque existiŕıa un vector en C con peso menor que el peso mı́nimo. Por tanto ϕ es

inyectiva.

Como los espacios vectoriales son finitos y la función ϕ es inyectiva entonces el número

de elementos del código C debe ser menor o igual que el número de elementos del espacio

de llegada, es decir,

M ≤ 2n−(dc−1).

Lo cual termina la demostración ∇.

Corolario 1. Sea C un código lineal de tipo [n, k, dc]. Entonces dc ≤ n− k + 1.

Demostración.

Como C es un código lineal cumple la Cota de Singleton, es decir

M ≤2n−dc+1

2k ≤2n−dc+1,

aplicando logaritmo base dos a ambos lados de la igualdad se obtiene, k ≤ n− dc + 1.

Por tanto dc ≤ n− k + 1. ∇
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1.3.1. Matriz generadora

Definición 13. La aplicación ϕ : F k
2 → C ⊆ F n

2 se llama función de codificación si

ϕ es una transformación lineal.

Observación 6. Si m ∈ F k
2 el vector mensaje que se desea codificar, luego ϕ(m) ∈ C

es la palabra codificada, de esta forma el código lineal es precisamente la imagen de la

aplicación lineal.

Sea m ∈ F k
2 el mensaje generado por la fuente, donde m = (m1, m2, ...,mk) y ϕ una

función de codificación tal que ϕ(m) = x, con x ∈ C ⊆ F n
2 . Este vector x está formado

por los k bits del vector m y (n − k) bits restantes, los cuales se calculan a partir de

los bits de mensaje de acuerdo a la regla de codificación establecida. Estos (n − k) bits

reciben el nombre de bits de chequeo de paridad. Los códigos de bloque donde los bits de

mensaje se transmiten de forma inalterada se denominan códigos sistemáticos.

Por ejemplo, supongamos que m = (m1, m2, ...,mk) es un vector mensaje de k compo-

nentes. Si un codificador se aplica en esta secuencia de bits, produce una palabra de código

de n bits, denotada x = (x1, x2, ..., xn). Si x se cumple

xi =

 bi i=1,..n-k

mi+k−n i=n-k+1,..,n

donde b = (b1, b2, ..., bn−k) es el vector de paridad, entonces el código es sistemático. De

acuerdo a nuestro ejemplo, los (n − k) bits a la izquierda de la palabra código son los

bits de paridad y los k bits más a la derecha son los bits mensaje, de esta forma nuestra

palabra codificada se expresa como el vector

x = (b1, b2, ..., bn−k, mn−k+1, mn−k+2, ...,mn).

Ahora bien, los (n−k) bits de paridad se calculan a partir de los bits mensaje por medio de

combinaciones lineales, denominadas ecuaciones de paridad, por lo cual, podemos escribir

bi = a1im1 + a2im2 + ... + akimk

12



con i = 1, . . . , (n− k), donde

aji =

 1 si bi depende de mj

0 en otro caso.

Los coeficientes aji se eligen de tal manera que los renglones de la matriz generadora

(la cual se dá en forma expĺıcita más adelante), sean linealmente independientes y las

ecuaciones de paridad sean únicas.

Definamos la matriz A de tamaño k× (n−k) de coeficientes en F2 de la siguiente manera

A =


a11 a12 ... a1(n−k)

a21 a22 ... a2(n−k)

...
... ...

...

ak1 ak2 ... ak(n−k)


Por tanto, obtenemos cada vector b de paridad aśı, b = mA. Por la forma en que está com-

puesto cada vector x ∈ C es posible escribir x = (b, m), luego

x =

[
mA

...m

]

x = m

[
A

...Ik

]
.

Al denotar por G =

[
A

...Ik

]
se obtiene

x = mG.

Debido a que C es un subespacio vectorial, se puede extraer de él una base, donde los

vectores se colocarán como filas de una matriz.

Definición 14. Llamamos matriz generadora a toda matriz cuyos vectores filas sean

linealmente independientes. Decimos que una matriz G de tamaño k×n genera un código

C si los vectores fila de la matriz forman una base del subespacio vectorial C.
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El número de columnas de G indica la longitud del código y el número de filas nos informa

la dimensión del código.

Sea ϕ una función de codificación, la matriz M asociada a esta aplicación lineal está for-

mada por las imágenes de los vectores de la base, colocados en forma de columna.

Observación 7. En teoŕıa de la codificación se hace un convenio, el cual consiste en

multiplicar el vector por la izquierda, esto es, ϕ(m) = mM . Si seguimos este convenio los

elementos de la base se deben escribir en forma de filas y la matriz G es precisamente la

matriz de la aplicación lineal y genera un código C, luego C se puede expresar aśı

C =
{
x ∈ F n

2 : x = mG,m ∈ F k
2

}
.

Como cualquier subespacio vectorial de dimensión finita puede tener distintas bases, la

matriz generadora G no es única. Por ejemplo, si tomamos una matriz G y permutamos

sus filas, la nueva matriz también genera el mismo código. Lo mismo ocurre si a una fila

la multiplicamos por un escalar no nulo, o bien sumamos combinaciones lineales de filas.

Sabemos, por resultados del álgebra lineal, que aplicando estas operaciones elementales,

se pueden trasformar entre śı cualquier par de bases de un subespacio.

Proposición 7. Dos matrices G y Ĝ generan el mismo código si y sólo si se puede

transformar una en la otra, aplicando las siguientes operaciones elementales:

1. Permutar filas.

2. Multiplicar una fila por un escalar no nulo.

3. Sumar combinaciones lineales de filas a otra fila.

Definición 15. Decimos que un código lineal admite una codificación sistemática si

posee alguna matriz generadora de la forma G = (Ik|A), o G = (A|Ik), donde A es de

orden k × (n − k) y contiene la información de los bits de paridad (Ik es debido a que

cada palabra codificada tiene como prefijo al vector mensaje).

Observación 8. En adelante se utilizará la siguiente estructura para la matriz generadora

del código G = (Ik|A).
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Si x = (x1, . . . , xn) entonces x = mG por lo cual, x = (m1, m2...mk) ∗ (Ik|A) donde

xi =

 mi i = 1, . . . , k

bi−k = a1(i−k)m1 + . . . + ak(i−k)mk i = k + 1, . . . , n

Luego x = (m1, . . . ,mk, b1, . . . , bn−k). Las últimas (n− k) combinaciones lineales se llaman

ecuaciones de paridad.

1.3.2. Código Dual

Definición 16. Se llama producto interior o producto escalar de los vectores x e y

〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn.

Si se cumple que 〈x, y〉 = 0, decimos que x e y son ortogonales.

Definición 17. Dado V ⊆ F n
2 , se llama conjunto ortogonal de V y se nota V ⊥, al

conjunto

V ⊥ = {z ∈ F n
2 : 〈z, w〉 = 0 ∀w ∈ V } .

Definición 18. Sea C ⊆ F n
2 un código lineal. El código dual de C es el conjunto

ortogonal y se denota C⊥. Aśı,

C⊥ = {z ∈ F n
2 : 〈z, x〉 = 0 ∀x ∈ C} .

Es bueno recordar algunos resultados de espacios vectoriales, los cuales son de gran utili-

dad al desarrollar la teoŕıa expuesta respecto del código dual.

Proposición 8. Si C ⊆ F n
2 es un código lineal entonces dim(C) + dim(C⊥) = dim(F n

2 ).

Proposición 9. Si C es un código lineal entonces (C⊥)⊥ = C.

Proposición 10. z ∈ C⊥ si y sólo si z es ortogonal a una base de C.

Demostración.

⇒) z es ortogonal a una base de C. En efecto, si z ∈ C⊥, entonces es ortogonal a todos

los vectores de C y en particular es ortogonal a los elementos de una base.
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Sea B = {v1, v2, . . . , vk} una base de C y z ortogonal a cada uno de ellos, es decir,

〈z, vi〉 = 0 para todo vi.

⇐ Para cada x ∈ C existen escalares α1, · · · , αn, tales que x = α1v1 + · · ·+ αnvn, aśı

〈z, x〉 = 〈z, α1v1 + · · ·+ αnvn〉

= 〈z, α1v1〉+ · · ·+ 〈z, αnvn〉

=α1 〈z, v1〉+ · · ·+ αn 〈z, vn〉

= 0,

esto es, z es ortogonal a cualquier elemento de C y por tanto z ∈ C⊥. ∇

1.3.3. Matriz de chequeo de paridad

Definición 19. Dado un código C, se llama matriz de paridad a una matriz de tamaño

(n− k)× n generadora de su código dual. La denotaremos con la letra H.

Como H genera todos los elementos de C⊥, por tanto el código dual se puede expresar de

la siguiente forma

C⊥ =
{
u ∈ F n

2 : u = vH, v ∈ F n−k
2

}
.

Un vector w ∈ F n
2 es ortogonal a una base de C, escrita como una matriz generadora G

si y sólo si GwT = 0 o también, wGT = 0.

De esta forma, dado un código C, con matriz generadora G, podemos afirmar que su

código dual es

C⊥ =
{
x ∈ F n

2 : xGT = 0
}

.

La demostración es inmediata a partir de la definición de matriz de chequeo de paridad

dado que G es la matriz generadora para C.

Como se tiene la igualdad (C⊥)⊥ = C, resulta que C es el espacio nulo de H, esto es

C =
{
x ∈ F n

2 : xHT = 0
}

.

Es decir, los elementos de C son perpendiculares a una base del código dual.
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A continuación se presenta una relación importante entre la matriz generadora y la matriz

de paridad para un código lineal. Sea m un elemento de F k
2 . Sabemos que x = mG, donde

x es un elemento del código C. Si a este elemento le aplicamos HT , debe obtenerse el

vector nulo, es decir, xHT = 0. Luego

(mG)HT =0

m(GHT ) =0 para todo m ∈ F k
2

GHT =0

HGT =0.

En general, dada G, encontrar una matriz H que cumpla la condición anterior, nos conduce

a un sistema de ecuaciones lineales. Pero si la matriz G está en forma estandar, el cálculo

de H es sencillo.

Proposición 11. Si G está escrita en forma estandard (Ik, A), entonces la matriz de

paridad es H = (−AT , I(n−k)).

Demostración.

Supongase que la matriz H es del tamaño y del rango adecuados, aśı HGT = 0. En efecto,

HGT =(−AT |I)(I|A)T

=(−AT |I)(I|AT )

=− AT + AT

=0,

utilizando la multiplicación matricial por bloques. ∇

Definición 20. Una matriz de paridad H está en forma estandar si H = (−AT , I(n−k)).

Observación 9.

La matriz generadora G se usa en la operación de codificación en el transmisor.

La matriz H de verificación de paridad se usa en la operación de decodificación en

el receptor.
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Una de las principales ventajas que tiene la matriz de paridad sobre la matriz generadora

es que permite calcular la distancia mı́nima, como lo garantiza el siguiente teorema.

Teorema 5. Sea C un código lineal con matriz de chequeo de paridad H. Si dc es la

distancia mı́nima de C entonces dc es el menor número de columnas linealmente depen-

dientes de H.

Demostración.

Sea x ∈ C, con matriz de chequeo de paridad

H =


h11 h12 · · · h1n

h21 h22 · · · h2n

...
...

...

h(n−k)1 h(n−k)2 · · · h(n−k)n


Denotemos mediante hi, 1 ≤ i ≤ (n − k), las columnas de la matriz HT . Es claro que

xHT = 0. Luego

xHT = (xh1, xh2, . . . , xh(n− k)) = (0, 0, . . . , 0).

Por lo cual

xh1 = x1h11 + x2h12 + . . . + xnh1n = 0

xh2 = x1h21 + x2h22 + . . . + xnh2n = 0
...

...

xh(n−k) = x1h(n−k)1 + x2h(n−k)2 + . . . + xnh(n−k)n = 0

Sumando y agrupando se obtiene

x1


h11

h21

...

h(n−k)1

+x2


h12

h22

...

h(n−k)2

 + · · ·+ xn


h1n

h2n

...

h(n−k)n

 =


0

0
...

0


Se denota ĥj con 1 ≤ j ≤ n a las filas de HT . Claramente se verifica que

x1ĥ1 + x2ĥ2 + x3ĥ3 + . . . + xnĥn = 0.
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Dado que C es un código lineal con distancia mı́nima dc, existe un vector x ∈ C tal que

w(x) = dc = wc, es decir, el vector x tiene dc componentes no cero, los cuales son los

coeficientes de la combinación lineal de las filas de HT , entonces indezando nuevamente

las componentes no cero del vector x, obtenemos la combinación lineal

x1ĥ1 + x2ĥ2 + . . . + xdcĥdc = 0.

Por tanto, hay dc columnas linalmente dependientes.

Ahora se prueba que dc es el menor número de columnas linealmente dependientes. Supon-

gamos que hay d columnas de H linealmente dependientes con d < dc. Entonces existen

α1, α2, . . . , αd elementos no todos cero en el campo F2, tales que

α1ĥ1 + α2ĥ2 + . . . + αdĥd = 0.

Con estos coeficientes y aumentando ceros (αi = 0), se construye un vector z ∈ F n
2 que

cumple:

α1ĥ1 + α2ĥ2 + . . . + αnĥn = 0.

aśı, zHT = 0 por definición de C, luego z ∈ C.

Como w(z) = d < dc = wc esto contradice la elección de wc, dado que no puede existir

un vector en C con menor peso que el mı́nimo. En conclusión, dc es el menor número de

columnas linealmente dependientes de H. ∇

Corolario 2. Sea C un código lineal [n, k, dc] con matriz de chequeo de paridad H. Si d

es el menor número de columnas linealmente dependientes de H entonces d = dc.

Demostración.

Por el teorema anterior, dc es el menor número de columnas linealmente dependientes de

H, luego dc = d. ∇

Corolario 3. Si C es un código lineal con distancia mı́nima dc y matriz de paridad H,

entonces dc − 1 es el mayor número de columnas de H linealmente independientes.

Demostración.

Sea dc la distancia mı́nima de C, por el teorema 5, dc es el menor número de columnas de

H linealmente dependientes, luego hay dc − 1 columnas linealmente independientes. ∇
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1.3.4. Cálculo del error

Debido a la presencia de ruido en el canal durante el env́ıo de datos, al receptor llega una

palabra y que es el resultado de sumar, al vector original x, un vector e, el cual es el error

generado por la contaminación del medio de transmisión.

Si y = x + e, donde e = (e1, e2, . . . , en) entonces

ei =

 1 si un error ha ocurrido en la i-ésima posición.

0 en otro caso.

A continuación se describe un algoritmo de decodificación para códigos lineales. Sea C

un código lineal [n, k, dc] sobre F2. El anillo cociente F n
2 /C consiste de todas las clases

laterales

a + C = {a + c : c ∈ C}.

Cada clase lateral contiene 2k elementos, donde F n
2 puede verse como

F n
2 = (a0 + C) ∪ (a1 + C) ∪ (a2 + C) ∪ . . . ∪ (a2n−k−1 + C).

El receptor decodifica el vector enviado x a partir del vector recibido y, este procedimiento

puede facilitarse haciendo uso de las clases laterales F n
2 /C.

Definición 21. Sea C ⊆ F n
2 un código lineal de tipo [n, k, dc] y el anillo cociente F n

2 /C.

Un elemento de peso mı́nimo en la clase a + C es llamado un representante de la clase;

si varios vectores en a + C tienen peso mı́nimo entonces se escoge uno de ellos como

representante de dicha clase.

Sean a1, a2, · · · , a2n−k−1 los representantes de las clases laterales diferentes a la clase C

y sean, x1, x2, x3, · · ·x2k
todas las palabras código en C, donde x1 = 0. Consideremos el

siguiente arreglo



0 + x1 0 + x2 . . . 0 + x2k

a1 + x1 a1 + x2 . . . a1 + x2k

...
...

...

a2n−k−1 + x1 a2n−k−1 + x2 . . . a2n−k−1 + x2k
.
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Si una palabra y ∈ F n
2 es recibida, con y = ai + xj, utilizando las reglas de decisión, el

decodificador decide que el vector error e corresponde al representante de la clase lateral

ai (el de menor peso), el cual, garantiza la menor distancia entre x e y, siempre que, en

esta clase se encuentre un solo vector de peso mı́nimo; de esta forma se decodifica y como

la palabra x = y − e = xj.

Definición 22. Dada la clase a+C, llamamos ĺıder de la clase al único vector e ∈ a+C

de peso mı́nimo.

Observación 10. Es claro que en cada clase debe existir un vector de peso mı́nimo. Si

existen varios vectores de peso mı́nimo, decimos que esa clase no tiene lider. Sin embargo

el siguiente lema garantiza la existencia del lider en los casos que nos interesa.

Teorema 6. Sea C un código de distancia mı́nima dc ≥ 2t + 1. Si d(x, y) ≤ t donde

y ∈ (a + C) entonces la clase a + C tiene lider.

Demostración.

Sea x un elemento del código que cumple d(x, y) ≤ t. Construimos el vector e = y − x

que necesariamente pertenece a a + C. Entonces el peso de e es menor que t puesto que

d(x, y) = w(y − x) = w(e). Si e∗ es otro vector de la clase, de peso menor o igual que t,

se cumple: e = a + xi y e∗ = a + xj, entonces e− e∗ = xi + xj, es decir, (e− e∗) ∈ C, pero

w(e− e∗) ≤ w(e) + w(e∗) ≤ 2t < dc, lo cual contradice la definición de distancia mı́nima.

1.3.5. Śındrome

El receptor tiene la tarea de decodificar el vector de código x, a partir del vector recibido

y. El algoritmo que se usa comunmente para efectuar esta operación de decodificación

empieza con el cálculo de un vector de tamaño 1 × (n − k) llamado vector śındrome del

error o simplemente vector de diagnóstico. La importancia de este śındrome radica en que

depende solamente del errror.

Definición 23. Sean C ⊆ F n
2 un código lineal, H una matriz de chequeo de paridad y el

vector y ∈ F n
2 . Se nota por sy al śındrome de y, el cual corresponde al vector yHT .
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Proposición 12. El vector śındrome cumple las siguientes propiedades

1. El śındrome de un elemento es nulo si y sólo si el elemento pertenece al código.

2. s(y) = s(z) si y sólo si y + C = z + C.

3. El śındrome depende únicamente del error y no de la palabra de código transmitida.

Demostración.

1. Por definición de C se tiene que sz = 0 si sólo si zHT = 0, para todo z ∈ C.

2. sy = sz si y sólo si zHT = yHT si y sólo si (z − y)HT = 0 si y sólo si (z − y) ∈ C

si y sólo si z + C = y + C.

3. Sea y ∈ F n
2 una palabra recibida, luego

sy =yHT

=(x + e)HT

=xHT + eHT .

Como x ∈ C, se tiene xHT = 0, además se = eHT , luego sy = se. ∇

La igualdad anterior indica que la palabra recibida y el vector error pertenecen a la misma

clase lateral. Sea y = x + ẽ donde ẽ es un vector error, y ∈ a + C y esta clase contiene

todas las expresiones de la forma ẽ = y−x. Si escogemos un vector error e de menor peso

en esta clase y decodificamos y como x = y−e, entonces x será un vector en C a distancia

mı́nima de y. Pueden haber varios vectores de peso menor, en tal caso escogemos uno de

ellos. Por la definición de ĺıder se tiene que el vector error e coincide con él.

La regla de decisión del ĺıder para decodificar sigue los siguientes pasos

1. Dada la transmisión x 7−→ y, calculamos el śındrome de y. Si es nulo, entonces se

hace f(y) = x.
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2. Si el śındrome es no nulo y su clase asociada tiene lider e, entonces se hace

f(y) = y − e.

3. Si el śındrome es no nulo y la clase asociada no tiene lider, entonces f(y) no decide.

El lema anterior nos dice que si d(x, y) ≤ t, la clase asociada tiene ĺıder y por tanto esta

regla de decisión es capaz de corregir hasta t errores. Es fácil ver que esta regla coincide

con la del vecino más cercano, a pesar de que el método de construcción sea distinto.

Teorema 7. Existe una correspondencia biuńıvoca entre el conjunto de clases de equi-

valencia de F n
2 módulo C y el conjunto de śındromes.

Demostración.

Sea S el conjunto formado por los śındromes, consideremos la aplicación

ϕ : Fn
2/C → S

a+C 7→ ϕ(a + C) = sa

Probemos que ϕ es función. Sean z + C, y + C en F n
2 /C, con z + C = y + C. Ahora,

ϕ(z + C) = ϕ(y + C) si y sólo si sz = sy.

ϕ es inyectiva. Sean z + C, y + C en F n
2 /C, supongamos que ϕ(z + C) = ϕ(y + C), esto

es, sz = sy si y sólo si z + C = y + C, porque el conjunto de clases laterales forman una

partición de F n
2 .

Finalmente, ϕ es sobreyectiva. En efecto, para cada sy ∈ S, con y ∈ F n
2 /C, existe una

única clase lateral a + C, tal que y ∈ a + C.

Esta función permite asignar a cada clase lateral un único vector śındrome. ∇

1.3.5.1. Algoritmo de decodificación

Sea M = {m1, m2, . . . ,m2k}, un conjunto de vectores mensajes a codificar y el conjunto

C =
{

x1 = 0, x2, x3, · · · , x2k
}

, un código lineal [n, k, dc], con matriz de paridad H.

En el anillo cociente F n
2 /C, sean a1, a2, · · · , a2n−k−1 los representantes de las clases la-

terales diferentes a la clase C. Las palabras código forman la clase del cero, para hallar las

otras clases del conjunto F n
2 /C, tomamos un elemento de F n

2 que no esté en el código y
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sumamos módulo 2 con cada elemento del código. Luego de formar las clases laterales, se

toma un representante de cada una de ellas (el de menor peso) y se calcula el śındrome de

cada representante, de esta forma se encuentra el śındrome de cada clase. Consideremos

el siguiente arreglo

x1 x2 . . . x2k → s0

a1 + x1 a1 + x2 . . . a1 + x2k → sa1

...
...

...

a2n−k−1 + x1 a2n−k−1 + x2 . . . a2n−k−1 + x2k → s
a2n−k−1

Si y es la palabra recibida, en el arreglo se busca la clase a la que pertenece y; para arreglos

grandes este procedimiento consume demasiado tiempo, para evitar estas dificultades se

hace uso del vector śındrome sy, conociendo que sy = yHT = sai , el cual informa que

y pertenece a la clase que tiene dicho śındrome. Como el vector error e es igual al lider

de la clase aj el cual tiene el mismo śındrome de y, se puede encontrar la palabra código

original enviada, al decodificar y, aśı

y =x + e

x =y − e.

Para encontrar el mensage original m, dado G = (Ik, A) basta con tomar las primeras k

componentes del vector código x.

Ejemplo 1. Sea C un código lineal binario con parámetros [4, 2, dc], con matriz gene-

radora G y matriz de chequeo de paridad H

G =

 1 0 1 0

0 1 1 1

 , H =

 1 1 1 0

0 1 0 1


Conjunto de palabras mensaje M = {00, 10, 01, 11}

Código C = {0000, 1010, 0111, 1101}.
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Se forman las clases laterales, se toma un representante de cada clase (el de menor peso)

y se calcula el śındrome de cada representante, de esta forma se encuentra el śındrome de

cada clase. El correspondiente arreglo de clases laterales es

0000 1010 0111 1101 →
(
0
0

)
1000 0010 1111 0101 →

(
1
0

)
0100 1110 0011 1001 →

(
1
1

)
0001 1011 0110 1100 →

(
0
1

)
Si la palabra y = 1110 es recibida, en el arreglo se busca la clase a la que pertenece y,

conociendo que sy = yHT =
(
1
1

)
, entonces y pertenece a la clase que tiene dicho śındrome.

Como el vector error e es igual al lider de la clase, el cual es 0100, se puede encontrar la

palabra código original enviada, al decodificar y, aśı

y =x + e

x =y − e reemplazando,

x =1110− 0100

x =1010 además,

m =10,

donde m es el mensage original sin codificar.

En códigos lineales con longitud n grande, el proceso para encontrar los representantes

de peso mı́nimo de las clases laterales se hace extenso. Para sortear tales dificultades se

hace uso del siguiente resultado.

Teorema 8. Sea C ⊆ F n
2 un código lineal [n, k, dc], con matriz de chequeo de paridad

H, el śındrome es la suma de las columnas de H que corresponden a posiciones donde ha

ocurrido error.

Demostración.

Sea y ∈ F n
2 el vector recibido, luego y = x+ e con x ∈ C. Sabemos que sy = yHT = eHT .

Se toma las coordenadas no nulas en el vector error e, indezando nuevamente se tiene que

dichas coordenadas son e1, e2, . . . , et, donde t toma valores entre 1 y n, luego al realizar

25



el producto eH t se tiene sy = h1 + . . . + hi + · · · + ht donde hi corresponde a la i-ésima

columna de H. ∇

1.4. Códigos con distancia de separación máxima

Existen códigos que son más eficientes que otros, entre ellos los llamados MDS, los cuales

tienen la caracteŕıstica de que su distancia mı́nima dc es lo mas grande posible; esto

permite que tales códigos tengan la mayor capacidad de corregir errores.

Corolario 4. Si C es un código lineal de tipo [n, k, dc] entonces dc ≤ n− k + 1.

Demostración.

Como C es lineal, satisface la cota Singleton, luego 2k ≤ 2n−dc+1, pero la función expo-

nencial es creciente, por tanto k ≤ n− dc + 1, esto es, dc ≤ n− k + 1.

Definición 24. Un código lineal C con distancia de separación máxima es aquel

que cumple dc = n− k + 1. También de denomina código MDS.

Proposición 13. Un código lineal C con parámetros [n, k, dc] es MDS si y sólo si un

conjunto de n − k columnas de una matriz de chequeo de paridad H de C forma un

conjunto linealmente independiente de vectores de F n−k
2 .

Demostración.

⇒) Sea H la matriz de chequeo de paridad para C, entonces por corolario 3, como C tiene

distancia mı́nima dc entonces todo conjunto de dc − 1 columnas de H son linealmente

independientes. Debido a que C es MDS cumple que dc − 1 = n− k.

⇐) Si H tiene n− k columnas linealmente independientes, entonces n− k ≤ dc − 1 dado

que dc − 1 es el mayo número de columnas linealmente independientes de H. Como C

es lineal satisface el corolario 4, es decir, dc − 1 ≤ n − k, luego se cumple la igualdad

dc = n− k + 1. Por lo tanto C es un código MDS. ∇

Proposición 14. Si C es un código MDS con parámetros [n, k, dc] entonces C⊥ también

es MDS con parámetros [n, n− k, dc⊥ ].
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Demostración.

Se debe probar que la distancia mı́nima de C⊥ satisface la igualdad k+1 = dc⊥ . Sea H la

matriz de paridad del código lineal C de dimensión k. Como el código es MDS, cualquier

conjunto de r = n− k columnas de H es siempre linealmente independiente. Como H es

la matriz generadora del dual, todo elemento v de este, se puede escribir en la forma

v = uH = (〈h1, u〉 , 〈h2, u〉 , . . . , 〈hn, u〉),

donde hi denota la i-ésima columna de H y u es un vector de longitud r. El número

máximo de elementos nulos de este vector es r − 1. Veamos que un número mayor nos

lleva a contradicción. Supongamos que hay r coordenadas nulas de v, entonces existen r

columnas que cumplen la condición 〈hi, u〉 = 0. Las r columnas pertenecen al ortogonal

de u, cuya dimensión es menor o igual que r − 1, lo cual es una contradicción dado

que las r columnas son linealmente independientes. Luego, el número de coordenadas no

nulas de v debe ser menor o igual que r − 1, entonces w(v) debe ser mayor o igual que

n− (r − 1) = n− (n− k − 1) = k + 1. Pero, wc⊥ = dc⊥ , se tiene que dc⊥ ≥ k + 1.

Como C⊥ es un código lineal, por corolario 1 se cumple que dc⊥ ≤ k+1. Aśı que k+1 = dc⊥ .

Por tanto C⊥ es un código MDS. ∇

Corolario 5. C es un código lineal MDS si y sólo si cada conjunto de k columnas de la

matriz generadora G de C es linealmente independiente.

Demostración.

⇒) La matriz G es la matriz de chequeo de paridad para el C⊥, luego hay dc⊥ − 1 = k

columnas linealmente independientes de la matriz G.

⇐) Supongamos que la matriz G tiene k columnas linealmente independientes, luego

k ≤ dc⊥ − 1 y como C⊥ es lineal, se tiene por el corolario 1, que dc− 1 ≤ n− (n− k) = k.

Por tanto se cumple dc⊥ = k + 1 = n− (n− k) + 1. Es decir, C⊥ es un código MDS. ∇

1.4.0.2. Matriz de Vandermonde

Sea un campo F , α1, α2, . . . , αn elementos distintos en F . Decimos que una matriz Dn de

tamaño n× n es de Vandermonde si Dn tiene una de las siguientes formas
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1 1 · · · 1

α1 α2 · · · αn

α1
2 α2

2 · · · αn
2

...
...

...

α1
n−1 α2

n−1 · · · αn
n−1


o


1 α1 α1

2 · · · α1
n−1

1 α2 α2
2 · · · α2

n−1

...
...

...

1 αn αn
2 · · · αn

n−1

 ,

donde su determinante es no nulo.

Teorema 9. Sean α1, α2, . . . , αn elementos distintos de un campo F y sea d < n. El

código C ⊆ F n que tiene por matriz de paridad

H=



1 1 · · · 1

α1 α2 · · · αn

α1
2 α2

2 · · · αn
2

...
...

...

α1
d−2 α2

d−2 · · · αn
d−2



es un código MDS, con parámetros [n, n− (dc − 1), d = dc].

Demostración.

Como C ⊆ F n, luego los vectores x ∈ C tienen longitud n.

Para la dimensión de C, recuerde que RH + dim(C) = n, donde RH denota el rango de

H, además C corresponde al espacio nulo de la matriz H, dado que

C =
{
x ∈ F n

2 : xHT = 0
}

.

Sea R el espacio generado por los renglones de H, luego dim(R) = RH , como H es la

matriz generadora del código dual, por definición sus filas forman un conjunto linealmente

independiente, por tanto las d − 1 filas son una base para R, aśı dim(R) = d − 1 = RH .

En conclusión dim(C) = n− (d− 1).

Sea CH el espacio generado por las columnas de H, como dim(CH) = dim(R) = RH ,

entonces a lo más, hay d− 1 columnas linealmente independientes las cuales forman una
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base de CH . Además d es el menor número de columnas linealmente dependientes, por

corolario 2, d = dc.

Finalmente se muestra que es un código MDS. En efecto,

d =dc

=n− n + 1− 1 + d

=n− (n− (d− 1)) + 1

=n− k + 1.

Lo cual concluye la demostración. ∇

1.5. Código Extendido

Si a cada palabra del código lineal se le añade un nuevo d́ıgito, de tal forma que al sumar

todas las coordenadas, incluyendo la nueva componente la suma se hace cero, se obtiene un

nuevo código, llamado código extendido. Este proceso se realiza cuando se desea aumentar

la capacidad de un código para corregir errores.

Códigos con bit de paridad

Paridad par: Dado x ∈ F n
2 , x = (x1, x2, . . . , xn) construimos x̂ ∈ F n+1

2 , donde

x̂ = (x1, x2, . . . , xn, xn+1) añadiendo un 0 si w(x) es par y un 1 si w(x) es impar,

donde xn+1 =
∑n

i=1 xi(mód2). Se tiene que C es de tipo [n + 1, n − r, 2i], con i un

número natural. Según la construcción, el peso de todos los vectores es par. Como

el código es lineal, se cumple que dc = wc, por tanto dc es par.

Paridad impar: Dado x ∈ F n
2 , x = (x1, x2, . . . , xn) construimos x̂ ∈ F n+1

2 , con

x̂ = (x1, x2, . . . , xn, xn+1) añadiendo un 0 si w(x) es impar y un 1 si w(x) es par,

donde xn+1 =
∑n

i=1 xi(mód2). Se tiene que C es de tipo [n+1, n−r, 2i+1], con i en

los naturales. Según la construcción, el peso de todos los vectores es impar. Como

el código es lineal, se cumple que dc = wc, por tanto dc es impar.

Lo anterior establece una biyección de F n
2 con un subconjunto C de F n+1

2 que será nuestro

nuevo código.
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Definición 25.

Si C ⊆ F n
2 es un código de longitud n, se define el código extendido CE como

CE :=

{
(x1, x2, . . . , xn, xn+1) : (x1, x2, . . . , xn) ∈ C, xn+1 =

n∑
i=1

ximód(2)

}
.

Sea C es un código lineal con matriz de paridad H entonces CE tiene matriz de chequeo

de paridad HE, para obtener la matriz generadora GE se resuelve el sistema HGT = 0.
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Caṕıtulo 2

CÓDIGOS LINEALES

2.1. Código Hamming

Hasta aqúı se ha presentado la estructura general de los códigos lineales. Ahora se analizará

algunos tipos de códigos particulares. En este caṕıtulo se inicia con el código Hamming,

el cual tiene la capacidad de detectar dos errores y corregir uno. En general los códigos

lineales que tienen esta caracteŕıstica se llaman códigos de corrección simples. Si se desea

ampliar la capacidad de corrección de errores se recurre al código Hamming extendido.

Estos algoritmos fueron construidos por Richard Hamming, el cual fue uno de los pioneros

en la teoŕıa de la codificación.

Definición 26. Un código binario C de longitud n = 2r − 1, con n− k = r ≥ 2 y matriz

H de chequeo de paridad de tamaño r × (2r − 1), se llama código Hamming, si las

columnas de H son las representaciones binarias de los enteros 1, 2, . . . , (2r − 1), donde

cada par de columnas son linealmente independientes.

Dado un natural r, considérese todos los números binarios no nulos de r cifras (en total

hay n = 2r−1); con estos se construye la matriz de paridad H ubicándolos como columnas

en orden creciente, donde el total de filas de H es r. Esta matriz es de rango r, porque la

base canónica de F n
2 está incluida dentro de ella y se satisface para CH (el espacio de las
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columnas de H) la siguiente igualdad

dimCH = dim(imagenH) = r.

Se denota el código Hamming como

Ham(r) = {x ∈ F n
2 : xHT = 0}.

Tenemos que Ham(r) es el espacio nulo de la matriz H, para el cual se cumple que

r + dimHam(r) = n, donde n es el número de columnas. Por tanto el código Hamming

es un subespacio vectorial de dimensión k = (n− r) = 2r − 1− r.

Los códigos Hamming tienen la caracteŕıstica de que su distancia mı́nima dc es igual a 3,

como lo afirma el siguiente teorema.

Teorema 10. Un código Hamming tiene peso mı́nimo igual a 3.

Demostración.

Mostremos que no existen elementos de peso 1 y 2. Si x ∈ Ham(r) donde w(x) = 1,

entonces tal vector pertenece a la base canónica, el cual se denota mediante x = ei, con

i = 1, . . . , r. Al actuar H sobre un vector ei, se tiene eiH
T = hi, donde hi es una columna

de H que por definición es no nula. Si w(x) = 1 entonces xHT 6= 0 y por tanto no

pertenece al subespacio Ham(r).

Si w(x) = 2, al actuar HT sobre él se obtiene la suma de dos columnas de la matriz, es

decir xHT = hi + hj, como son linealmente independientes, necesariamente hi + hj 6= 0,

aśı xHT 6= 0. Por tanto x no pertenece al subespacio.

Mostremos que existe un vector x ∈ Ham(r) tal que w(x) = 3. Sea el vector x ∈ F n
2 ,

donde solamente sus tres primeras componentes son diferentes de cero. Al multiplicar

matricialmente se tiene xHT = h1 + h2 + h3. Al sumar las dos primeras columnas se

obtiene la tercera, dado que son las representaciones binarias de los enteros 1, 2, 3, es

decir h1 + h2 = h3, entonces al sumar módulo 2 se cumple que xHT = 0. Por tanto

x ∈ Ham(r). ∇

Como el código Hamming es lineal, cumple que su peso mı́nimo es igual a su distancia

mı́nima, es decir wc = dc, luego la distancia mı́nima es igual a 3.
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Corolario 6. El código Ham(r) con parámetros [n, n−r, dc] detecta dos errores y corrige

uno.

Demostración.

Como los códigos de Hamming tienen dc = 3, permiten detectar dc − 1 errores y corrige

hasta t errores, siempre que 2t + 1 ≤ dc para algún t. Como dc = 3 se tiene que t = 1.

Por tanto el código hamming es un corrector simple de error. ∇

Si al enviar x → y se cometen dos errores, entonces y = x + ei + ej. Si hacemos actuar la

matriz H sobre el vector y se tiene

sy = yHT = (x + ei + ej)H
T

= xHT + eiH
T + ejH

T

= 0 + hi + hj.

Luego el śındrome de y es diferente del vector cero (sy 6= 0), porque hi y hj son diferentes

de cero y linealmente independientes.

Si se produce sólo un error, entonces y = x + ei, al hacer la misma operación se tiene la

igualdad yHT = hi. El resultado de esta operación nos informa (en binario) de la posición

donde ha tenido lugar el error y podemos corregirlo.

Esté código tiene la caracteŕıstica de poder corregir t errores a todas las palabras del

espacio que llegan al receptor, porque cada vector de longitud n está en una de las esferas

con centro en palabras del código. Por esta razón, Hamming es perfecto.

Teorema 11. Ham(r) es un código perfecto, es decir alcanza la cota Hamming.

Demostración.

Ham(r) tiene peso mı́nimo tres, es decir, dc = 3, aśı que t = 1. Tenemos que n = 2r − 1,

M = 2n−r. Por tanto

2n−r

t=1∑
i=0

(
n

i

)
= 2n−r(1 + n) = 2n−r(1 + 2r − 1) = 2n−r+r = 2n. ∇

Debido a que el código Hamming corrige sólo un error no es muy eficiente, por esta razón

se recurre a los códigos extendidos los cuales permiten detectar y corregir más errores.
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2.2. Código Hamming extendido

Si a un código Hamming se le añade un bit de paridad se aumenta la longitud y la

distancia mı́nima. Este nuevo código se llama código Hamming extendido y se denota por

EHam(r).

Teorema 12. Una matriz de paridad para el código EHam(r) se denota HE de tamaño

(r + 1)× (2r) y tiene la forma 
1 1 · · · 1

0

H
...

0


Demostración.

Se debe mostrar que HE tiene sus columnas linealmente independientes dos a dos. Como

la matriz de paridad es la matriz generadora del código dual, se cumple que sus filas

son linealmente independientes, luego al aumentar una columna de ceros a H esta nueva

matriz de tamaño r × (2r) también tiene sus filas linealmente independientes. Ahora, al

aumentar a esta matriz una fila de unos se tiene una matriz de tamaño (r + 1) × (2r),

esta nueva fila no se puede obtener como combinación lineal de las anteriores, porque su

última componente igual a uno no es igual a una suma de ceros. Por tanto, la matriz HE

tiene sus filas linealmente independientes.

Sus columnas son linealmente independientes por pares, puesto que las columnas de H

lo son y como la última columna representa en binario el número 1, esta columna nunca

será un múltiplo escalar de otros vectores.

Para x̂ ∈ F n+1
2 se cumple que x̂HT

E = 0. En efecto, si x ∈ Ham(r) entonces xHT = 0.

El producto punto entre el vector x̂ = (x1, x2, . . . , xn, xn+1) con la primera columna de

HT
E es (x1 + x2 + . . . + xn + xn+1) donde xn+1 =

∑n
i=1 ximód2, luego [(x1 + x2 + . . . +

xn) +
∑n

i=1 xi]mód2 = 0. Por tanto x̂HT
E = 0, entonces HE es una matriz de chequeo de

paridad para el código Hamming extendido. ∇
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Al realizar la construcción de códigos Hamming extendidos se debe tener cuidado al

aumentar los bits de paridad, para no reducir la distancia mı́nima debajo de 3.

A continuación se mencionan las propiedades más importantes del código Hamming. Con-

sidérese un código del tipo [n, k, dc] entonces,

1. La longitud es n = 2r − 1, para r = 2, 3, ...

2. La dimensión k del código cumple que k = 2r − 1− r.

3. El número de bits de chequeos de paridad es r.

4. La distancia mı́nima es dc = 3.

2.3. Código ćıclico

Los códigos ćıclicos forman una subfamilia de códigos ĺıneales o de bloques. En realidad,

muchos de los códigos de bloques importantes descubiertos hasta la fecha son ćıclicos o

están bastante relacionados con este tipo de códigos. Una ventaja de los códigos ćıclicos

sobre la mayor parte de los otros tipos de códigos, es que son más fáciles de codificar,

además poseen una estructura matemática perfectamente definida, la cual ha conducido

al desarrollo de esquemas de decodificación muy eficientes para ellos. Se afirma que un

código lineal será ćıclico si cualquier corrimiento ćıclico de una palabra del código produce

de nuevo una palabra del código.

Observación 11. De ahora en adelante se hace el convenio, que toda palabra x en un

código se representa de la siguiente forma (x0, x1, ..., xn−1).

Definición 27. Un código lineal C ⊆ F n
2 se llama ćıclico si para todo

x = (x0, x1, ..., xn−1) ∈ C su permutación ćıclica σ(x) = (xn−1, x0, ..., xn−2) ∈ C.

En la definición hemos rotado todos los elementos del vector x una unidad hacia la derecha.

Por aplicación repetida de esta propiedad, vemos que el código es invariante por la rotación

de r elementos a la derecha, porque siempre se obtiene una palabra en el código C. Como

una rotación de n−1 elementos hacia la derecha es igual que una rotación de un elemento
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a la izquierda, el código también es invariante por rotaciones a la izquierda. En definitiva,

un código ćıclico es invariante por cualquier tipo de permutación ćıclica de sus elementos.

Teorema 13. Sea x ∈ F2
n un vector no nulo. El subespacio generado por los n vectores

σi(x), con i = 0, 1, . . . , (n− 1), obtenidos por rotaciones de x es un código ćıclico.

Demostración.

Sea C = gen {σ0(x), σ1(x), . . . , σn−1(x)}. Probemos que C es un código lineal.

C es subespacio de F2
n, además, si z, w ∈ C por la forma en que se define C existen

escalares a0, . . . , an−1 y b0, . . . , bn−1 en F2 tales que

z = a0σ
0(x) + · · ·+ an−1σ

n−1(x) y w = b0σ
0(x) + · · ·+ bn−1σ

n−1(x).

Al sumar z y w se tiene

z + w =a0σ
0(x) + · · ·+ an−1σ

n−1(x) + b0σ
0(x) + · · ·+ bn−1σ

n−1(x)

=(a0 + b0)σ
0(x) + · · ·+ (an−1 + bn−1)σ

n−1(x).

Por tanto, (z + w) ∈ C, aśı C es un código lineal.

Como los vectores σi(x) generan el subespacio, un subconjunto de ellos forman una base.

Sea
{
σ0(x), σ1(x), . . . , σk(x)

}
los elementos de la base, indizados en algún orden. Es claro

que toda rotación de cualquier elemento de esta base es nuevamente un elemento de la

forma σi(x) que está contenido en el subespacio. ∇

A continuación se describen los códigos ćıclicos por medio de una estructura algebraica

diferente. Se muestra que un código ćıclico de longitud n sobre F2 consiste de todos los

múltiplos de un polinomio generador p(z), el cual es un polinomio mónico, irreducible de

grado mı́nimo en el ideal y es un divisor de zn − 1.

Se estudia los factores de zn − 1, los cuales serán los generadores de los códigos ćıclicos,

además se asume que n y 2 son primos relativos, aśı los ceros de zn−1 pertenecen a algún

campo de extensión F2m , donde m es el entero positivo más pequeño tal que n divide a

2m − 1.
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Teorema 14. Si n y 2 son primos entre śı, el polinomio (zn − 1) ∈ F2[z] no posee ráıces

múltiples en.

Demostración.

Sea q(z) = (zn−1 + . . . + z + 1). Es claro que (zn − 1) = (z − 1)q(z).

Las posibles ráıces para t(z) = zn − 1 son z = 0 y z = 1. Como t(0) = 1 entonces cero no

es ráız, sin embargo z = 1 si es ráız. Mostremos que z = 1 no es ráız múltiple. Como n

es impar entonces q(1) = 1mód2. Esto muestra que 1 no es ráız de q(z) y aśı (zn − 1) no

posee ráıces múltiples. ∇

De ahora en adelante sólo se consideran códigos ćıclicos de longitud n, donde se cumpla

que el mcd(2, n) = 1. De esta forma, el grado del polinomio zn − 1 y la caracteŕıstica

del cuerpo a la que pertenecen sus coeficientes son primos entre śı y podemos aplicar el

teorema anterior. La herramienta más importante en la descripción de los códigos ćıclicos

es el isomorfismo existente entre F n
2 y un grupo de polinomios de grado a lo más n − 1

en F2[z], dado de la siguiente manera

Teorema 15. Sea λ ∈ F2, c = (c0, c1, . . . , cn−1) ∈ F n
2 . Existe un isomorfismo entre los

espacios vectoriales F n
2 y Rn = F2[z]/ 〈zn − 1〉, definido aśı

ϕ : F n
2 → Rn

c 7→ ϕ(c) := c(z) = c0 + c1z + · · ·+ cn−1z
n−1

Demostración.

Probemos que ϕ es función. Sean b, c ∈ F n
2 , donde (b0, b1, . . . , bn−1) = (c0, c1, . . . , cn−1)

luego por igualdad de vectores ci = bi para todo 0 ≤ i ≤ n− 1, por tanto ϕ(c) = ϕ(b).

Demostremos que ϕ es inyectiva. Sean c, b ∈ F n
2 , supóngase que ϕ(c) = ϕ(b) es decir,

c(z) = b(z). Por igualdad de polinomios los coeficientes son iguales, esto es, ci = bi para

todo 0 ≤ i ≤ n− 1. Por tanto (b0, b1, . . . , bn−1) = (c0, c1, . . . , cn−1).

ϕ es función sobreyectiva. En efecto, para todo polinomio c(z) ∈ F2[z]/ 〈zn − 1〉, donde

c(z) = c0 + c1z + · · ·+ cn−1z
n−1, existe c = (c0, c1, . . . , cn−1) tal que ϕ(c) = c(z).

Verifiquemos que ϕ es un isomorfismo de espacios vectoriales.

37



1. ϕ es lineal En efecto,

ϕ(b + c) = ϕ((b0 + c0, . . . , bn−1 + cn−1))

= (b0 + c0) + (b1 + c1)z + · · ·+ (bn−1 + cn−1)z
n−1

= b0 + b1z + · · ·+ bn−1z
n−1 + c0 + c1z + · · ·+ cn−1z

n−1

= ϕ(b) + ϕ(c).

2. ϕ cumple la multiplicación por escalar.

ϕ(λb) = ϕ((λb0, λb1, . . . , λbn−1))

= λb0 + λb1z + · · ·+ λbn−1z
n−1

= λ(b0 + b1z + · · ·+ bn−1z
n−1)

= λϕ(b).

Por lo tanto ϕ es un isomorfismo de espacios vectoriales. ∇

Ahora bien, consideremos el anillo cociente Rn = F2[z]/(zn−1). Un elemento perteneciente

a una clase de Rn es un representante de ella, pero utilizando el algoritmo de la división

observamos que hay un único representante de grado menor que n. En efecto, dado q(z)

un elemento de grado arbitrario, efectuamos la división eucĺıdea, aśı

q(z) = c(z)(zn − 1) + r(z) ⇒ q(z)− r(z) = c(z)(zn − 1),

donde el polinomio q(z) ∼= r(z)mód(zn − 1) es de grado menor que n y es único. Es

importante tener presente que (zn − 1) pertenece a la clase del cero por la forma en

que está constituido Rn. Igualmente, todos los elementos de F2[z]/(zn − 1) pueden ser

representados por polinomios de grado menor que n, es decir, las clases residuales del

anillo cociente F2[z]/(zn − 1) tienen al siguiente conjunto de polinomios

{
x0 + x1z + ... + xn−1z

n−1 : xi ∈ F2, 0 ≤ i ≤ n− 1
}

,

como un sistema de representaciones. Si q(z) = x0 + x1z + . . . + xn−1z
n−1 es un elemento

de Rn, lo podemos entender como el vector x = (x0, x1, . . . , xn−1), además, se introduce
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la multiplicación de polinomios módulo (zn − 1) en la forma usual, es decir, si q(z) es el

representante de una clase lateral, q(z) ∈ F2[z]/(zn − 1) y g(z), h(z) ∈ F2[z], entonces

g(z)h(z) = q(z), significa g(z)h(z) ∼= q(z)mód(zn − 1).

Para desarrollar las propiedades algebraicas de los códigos ćıclicos, es necesario asociarle

a una palabra x ∈ C ⊆ F n
2 su polinomio código q(z) = x0 + x1z + ... + xn−1z

n−1, siendo

q(z) ∈ S ⊂ F2[z]/(zn−1). Para hacer un corrimiento hacia la derecha en un vector código,

se realiza el producto entre z y su polinomio correspondiente q(z), donde la potencia de

z representa el número de desplazamientos en la palabra del código.

Teorema 16. Si q(z) es un polinomio código, entonces el polinomio

qi(z) = ziq(z)mód(zn + 1),

también es un polinomio código para todo corrimiento ćıclico i.

Demostración.

Sea C ⊆ F n
2 un código lineal y (x0, x1, ..., xn−1) una palabra del código, a la cual le

corresponde el polinomio q(z) = x0 + x1z + ... + xn−1z
n−1 ∈ S. Al multiplicar q(z) por zi

se tiene

ziq(z) =zi(x0 + x1z + ... + xn−iz
n−i + xn−i+1z

n−i+1 + ... + xn−1z
n−1)

=x0z
i + x1z

i+1 + ... + xn−iz
n + xn−i+1z

n+1 + ... + xn−1z
n+i−1

=xn−iz
n + ... + xn−1z

n+i−1 + x0z
i + x1z

i+1 + ... + xn−i−1z
n−1.

Ahora, como los xi ∈ F2, sumando y restando los términos xn−i + · · ·+ xn−1z
i−1, se tiene

ziq(z) = xn−iz
n + ... + xn−1z

n+i−1 + x0z
i + ... + xn−i−1z

n−1 + xn−i

+ · · ·+ xn−1z
i−1 + xn−i + · · ·+ xn−1z

i−1.

Manipulando los términos se obtiene

ziq(z) =xn−i + · · ·+ xn−1z
i−1 + x0z

i + ... + xn−i−1z
n−1 + xn−iz

n

+ xn−i + ... + xn−1z
n+i−1 + xn−1z

i−1
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Sean los siguientes polinomios

qi(z) = xn−i + ... + xn−1z
i−1 + x0z

i + x1z
i+1 + ... + xn−i−zn−1.

h(z) = xn−i + xn−i+1z + ... + xn−1z
i−1.

Aśı, podemos expresar

ziq(z) = h(z)(zn + 1) + qi(z). Esto es, qi(z) = ziq(z)mód(zn + 1), donde qi(z) ∈ S cor-

reponde a la palabra (xn−i+1, . . . , xn−1, x0, x1, . . . , xn−i) ∈ C, que se obtiene al aplicar i

desplazamientos ćıclicos a la palabra del código original. ∇

Utilizando el isomorfismo establecido anteriormente, se muestra que los códigos ćıclicos

en F n
2 corresponden a los ideales de Rn.

Teorema 17. C ⊆ F n
2 es un código ćıclico si y sólo si ϕ(C) = S es un ideal de Rn.

Demostración.

⇒) Sea C un código ćıclico, x ∈ C y q(z) ∈ S su polinomio código. S es cerrado bajo la

suma porque su preimágen es un código ćıclico. Probemos que para cualquier a(z) ∈ Rn

y q(z) ∈ S se tiene que a(z)q(z) ∈ S.

a(z)q(z) = (a0 + a1z + a2z
2 + . . .+ an−1z

n−1)q(z) = a0q(z)+ a1zq(z)+ . . .+ an−1z
n−1q(z).

Por el teorema 16, aiz
iq(z) ∈ S por ser un polinomio código, para cada 0 ≤ i ≤ (n− 1).

Como S es cerrado bajo la suma a(z)q(z) ∈ S. Con lo cual se concluye que S es un ideal.

⇐) Sea S un ideal en F2[z]/(zn − 1), q(z) = x0 + x1z + · · · + xn−1z
n−1 el polinomio

código correspondiente a la palabra (x0, x1, . . . , xn−1) ∈ C, por teorema 16, zq(z) es un

polinomio código, al cual le corresponde la palabra (xn−1, x0, x1, · · · , xn−2) ∈ C. Por tanto

C es ćıclico.∇

Veamos que Rn = F2[z]/(zn − 1) es un anillo de ideales principales y que todo ideal tiene

un generador particular.

Teorema 18. Sea C ⊆ F n
2 un código ćıclico y S el correspondiente ideal en Rn. Si p(z)

es el polinomio mónico de menor grado en S, entonces p(z) está determinado en forma

única, es un divisor de zn − 1 y S = 〈p(z)〉.
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Demostración.

Sea p(z) el polinomio mónico de menor grado en S y a(z) otro polinomio en S. Por el

algoritmo de la división, existen b(z) y r(z) en F2[z] los cuales satisfacen

a(z) = p(z)b(z) + r(z),

donde el grado de r(z) es menor que el grado de p(z) o r(z) = 0. Luego

r(z) = a(z)− p(z)b(z),

y como S es ideal, r(z) ∈ S, lo cual contradice la elección de p(z), a menos que r(z) = 0,

por lo cual a(z) = p(z)b(z) y p(z) genera el ideal.

Mostremos que p(z) es único. Supóngase que existen p(z) y h(z) polinomios mónicos de

grado mı́nimo en S. Aśı p(z)−h(z) = q(z) ∈ S, es un polinomio de menor grado que p(z)

y h(z), lo cual es una contradicción. Por tanto existe un único polinomio mónico p(z) de

grado mı́nimo tal que S = 〈p(z)〉.

Probemos que p(z) es un divisor de (zn − 1). Al dividir (zn − 1) entre el generador p(z)

se obtiene

(zn − 1) = c(z)p(z) + r(z),

luego 0 ∼= p(z)c(z) + r(z) donde el grado r(z) es menor que el grado de p(z). Luego

−p(z)c(z) = r(z) ∈ S, esto es una contradicción a menos que r(z) sea identicamente cero.

Por tanto p(z) divide a (zn − 1). ∇

Observación En adelante se usará la terminoloǵıa de vectores (x0, x1, ..., xn−1) ∈ C y

polinomios q(z) =
∑n−1

i=0 xiz
i, q(z) ∈ S sobre F2 similarmente. Podemos interpretar al

código ćıclico C como el subconjunto S del anillo factor F2[z]/(zn − 1).

Sea (zn−1) ∈ F2[z], (zn−1) = q1(z)q2(z)...qt(z) la descomposición del polinomio (zn−1)

en factores irreducibles diferentes. Podemos encontrar todos los códigos ćıclicos de longitud

n, escogiendo (entre todas las posibles formas) uno de los 2t factores de (zn − 1) como

polinomio generador p(z) y definiendo el correspondiente código al conjunto formado por

todos los múltiplos de p(z)mód(zn − 1).

Definición 28. El código ćıclico generado por el polinomio irreducible qi(z) es llamado

un código ćıclico maximal.
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Definición 29. El código ćıclico generado por el polinomio

q̂i(z) =q1(z) · · · qi−1(z)qi+1(z) · · · qt(z)

q̂i(z) =
(zn − 1)

qi(z)
,

se llama código ćıclico minimal.

Ejemplo 2.

Sea V = F 3
2 y R3 = F2[z]/(z3 − 1). Localicemos simultáneamente los códigos ćıclicos en

V e ideales en R3. La factorización de (z3 − 1) = (1 + z)(1 + z + z2), da como resultado

22 códigos ćıclicos. La siguiente tabla muestra tales códigos

Código Vectores Ideal

C1 (0, 0, 0) 〈0〉

C2 (0, 0, 0) 〈1 + z + z2〉

(1, 1, 1)

C3 (0, 0, 0) 〈1 + z〉

(1, 1, 0)

(0, 1, 1)

(1, 0, 1)

C4 V R3

2.3.1. Codificación

Considérese los polinomios

m(z) =m0 + m1z, ..., mk−1z
k−1 ∈ F k

2 ,

b(z) =b0 + b1z, ..., bn−k−1z
n−k−1 ∈ F n

2 ,

donde m(z) es el polinomio del vector mensaje y b(z) es el polinomio que tiene como

coeficientes los bits de paridad.

Para codificar la secuencia del mensaje (m0, m1, ...,mk−1) en un código ćıclico sistemático

[n, k, dc], donde los bits de información se transmiten de forma inalterada, se encuentra el
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polinomio código q(z) el cual es la suma del polinomio de paridad y el polinomio mensaje

con n − k corrimientos, es decir, q(z) se expresa q(z) = b(z) + zn−km(z) y se encuentra

con el siguiente algoritmo

Sea m(z) el polinomio mensaje, al hacer n− k corrimientos se obtiene el polinomio

zn−km(z).

Se divide zn−km(z) entre el polinomio generador p(z), luego

zn−km(z) = p(z)a(z) + b(z),

donde b(z) es el residuo, llamado polinomio de paridad.

Al sumar módulo 2 se obtiene p(z)a(z) = zn−km(z) + b(z).

Como el código es generado por p(z), se cumple que q(z) = p(z)a(z), para algún

a(z) ∈ F2[z].

Reemplazando q(z) = b(z) + zn−km(z).

Dado q(z) se encuentra su vector de n componentes correspondiente.

Ejemplo 3.

Sea M ⊂ F 4
2 el conjunto formado por las palabras mensaje. Sea S ⊂ F2[z]/ 〈z7 − 1〉. Pero

(z7−1) = (z−1)(1+z +z3)(1+z2 +z3) donde S = 〈1 + z + z3〉. Hallar la palabra código

correspondiente al vector mensaje m = (1, 0, 1, 1) ∈ M .

El polinomio mensaje es m(z) = 1 + z2 + z3 y el producto

z7−4m(z) = z3(1 + z2 + z3) = z3 + z5 + z6.

Al dividir z3m(z) entre p(z) se tiene

z6 + z5 + z3 =(z3 + z + 1)(z3 + z2 + z + 1) + 1

=z6 + z5 + z3 + 1.
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El polinomio código es q(z) = 1 + z3 + z5 + z6

La palabra código es q = (1, 0, 0, 1, 0, 1, 1).

Las primeras tres coordenadas corresponden al vector de paridad y las cuatro últimas

forman el vector mensaje m.

2.3.2. Matriz generadora del código

Los elementos de un código ćıclico [n, k, dc] pueden obtenerse multiplicando cada poli-

nomio mensaje de grado k − 1 por un polinomio fijo p(z) de grado n − k. Si p(z) es el

polinomio generador de un código ćıclico S de longitud n y de grado n − k, entonces el

conjunto de polinomios
{
p(z), zp(z), . . . , zk−1p(z)

}
corresponden a palabras del código y

forman una base para S, además la dimensión de S = 〈p(z)〉 es k. El siguiente teorema

formaliza estas afirmaciones.

Teorema 19. Si p(z) = p0 +p1z + . . .+pn−kz
n−k es un divisor de zn−1 y S es un código

ćıclico generado por p(z), entonces S tiene dimensión k y

G =


p0 p1 ... pn−k 0 0 ... 0

0 p0 p1 ... pn−k 0 ... 0
...

...
...

0 0 0 ... 0 p0 p1 ... pn−k


es una matriz generadora para S.

Demostración.

Se debe garantizar que las filas de G forman una base para el código.

Las k filas de G, p(z), zp(z), . . . , zk−1p(z) corresponden a permutaciones de p(z). Supon-

gamos que estos polinomios son linealmente dependientes, luego existen escalares ai ∈ F2,

0 ≤ i ≤ k − 1, no todos cero tales que

a0p(z) + a1zp(z) + . . . + ak−1p(z)zk−1 = (a0 + a1z + . . . + ak−1z
k−1)p(z) = 0
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Pero este producto tiene grado menor que n, aśı no puede ser cero módulo (zn − 1), a

menos que cada ai = 0, lo que contradice la elección de los ai. Por tanto el conjunto de

polinomios es linealmente independiente.

Ahora se prueba que las filas de G generan a S. Sea s(z) ∈ S, el cual puede expresarse

como s(z) = c(z)p(z) donde el grado de c(z) es menor o igual que (k − 1). Luego,

s(z) = c(z)p(z) = (c0 + c1z + . . . + ck−1z
k−1)p(z)

s(z) = c0p(z) + c1zp(z) + . . . + ck−1z
k−1p(z).

Esto muestra que s(z) se puede escribir como combinación lineal de las filas de G. Aśı,

las filas de la matriz G forman una base para S. Por tanto S tiene dimensión k.∇

Por lo anterior, para codificar una secuencia de información (m0, m1, . . . ,mk−1) se hace

el producto s = mG o también

s(z) = (m0 + m1z + · · ·+ mk−1z
k−1)p(z).

Al factorizar zn − 1 en F2[z] se sabe cuantos códigos ćıclicos de longitud n hay sobre F2.

Además, es posible saber la dimensión del código ćıclico con el grado del factor (dado que

este polinomio factor es el generador del código), también dicho factor da lugar a una

matriz generadora expĺıcita.

2.3.3. Código Dual

Sea p(z) el polinomio generador de un código ćıclico S. Si p(z) tiene grado n− k, divide

a zn − 1, aśı que (zn − 1) = p(z)h(z), entonces S tiene dimensión k y h(z) tiene grado

k. Como h(z) es un factor de zn − 1, entonces es el generador de un código ćıclico de

dimensión n−k. Como S⊥ es el código dual de S, su dimensión es n−k y en verdad seŕıa

conveniente si h(z) fuera su polinomio generador, pero no hay una razón para que esto

sea aśı, lo sorprendente es que el polinomio generador del código dual puede ser descrito

en términos de h(z). A este polinomio se le denomina polinomio de paridad para S.

Lema 2. Sea S = 〈p(z)〉 un código ćıclico y h(z) el polinomio de paridad para S. Un

polinomio q(z) ∈ S si y sólo si q(z)h(z) ∼= 0mód(zn − 1).
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Demostración.

⇒) Si c(z) ∈ S entonces c(z) ∼= p(z)a(z)mód(zn − 1). Multiplicando por h(z) se tiene

c(z)h(z) ∼= p(z)a(z)h(z)mód(zn − 1).

Como p(z)h(z)mód(zn − 1) ∼= 0mód(zn − 1) entonces c(z)h(z) ∼= 0mód(zn − 1) ∇

⇐) Supóngase que q(z)h(z) ∼= 0mód(zn − 1). Al dividir q(z) entre p(z) se tiene

q(z) = p(z)t(z) + r(z),

donde el grado de r(z) es menor que el de p(z). Multiplicando por h(z) la igualdad

q(z)h(z) = (t(z)p(z) + r(z))h(z)

0mód(zn − 1) ∼= t(z)p(z)h(z) + r(z)h(z)

Como p(z)h(z) ∼= 0mód(zn − 1) entonces r(z)h(z) ∼= 0mód(zn − 1). Pero el grado de

r(z)h(z) es menor que n y aśı necesariamente r(z) = 0 y q(z) es múltiplo del generador.

Por lo tanto q(z) ∈ S.∇

Los resultados anteriores muestran la importancia del polinomio de chequeo de paridad,

el cual permite definir el código ćıclico de otra forma, además por medio de este, es posible

obtener el generador del código dual.

Definición 30. Sea c(z) ∈ F2[z], donde c(z) = c0 + c1z + . . .+ crz
r y r = n− k. Se llama

polinomio rećıproco de c(z), al polinomio c̄(z) = zrc(z−1), es decir,

c̄(z) =
r∑

i=0

cr−iz
i = cr + cr−1 + . . . + c0z

r.

Teorema 20. Si p(z)h(z) = (zn−1) en F2[z] y p(z) es el polinomio generador del código

S, entonces el polinomio h̄(z) = hk +hk−1z+hk−2z
2 + · · ·+h0z

k es el generador del código

ćıclico S⊥. Además si h(z) = h0 + h1z + . . . + hkz
k, entonces una matriz de chequeo de

paridad de tamaño (n− k)× n para S es

H =


hk hk−1 ... h0 0 ... 0

0 hk ... h1 h0 ... 0
...

...
...

...
...

0 . . . hk hk−1 ... h1 h0
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Demostración.

Para comprobar que H es una matriz de chequeo de paridad es suficiente mostrar que

para todo c(z) = c0 + c1z + · · · + cn−1z
n−1, con c(z) ∈ S, su respectivo vector código c

cumple que cHT = 0. Sea c(z) ∈ S, luego c(z)h(z) ∼= 0mód(zn − 1), donde h(z) es el

polinomio de paridad de S Como

c(z)h(z) = q(z)(zn − 1), (2.1)

el producto c(z)h(z) tiene grado a lo más (n − 1 + k), luego q(z) tiene grado a lo más

k − 1. Por la igualdad 2,1, c(z)h(z) se tiene que los coeficientes de zk, . . . , zn−1 son cero,

donde estos se expresan mediante las respectivas combinaciones lineales

c0hk + c1hk−1 + · · ·+ ckh0 = 0

c1hk + c2hk−1 + · · ·+ ck+1h0 = 0

...

cn−k−1hk + cn−khk−1 + · · ·+ cn−1h0 = 0

Estos coeficientes son precisamente el producto escalar del vector c por cada fila de la

matriz H. De esta forma, c = (c0, c1, . . . , cn−1) es ortogonal a cada una de las n − k

columnas de la matriz HT y aśı cHT = 0.

Ahora se garantiza que el polinomio rećıproco de h(z) es un factor de (zn − 1). Sea

(zn − 1) = p(z)h(z). Como

(z−n − 1) = p(z−1)h(z−1) =
1− zn

zn
,

se dan las igualdades siguientes

1− zn = znp(z−1)h(z−1)

= zn−kp(z−1)zkh(z−1)

= p̄(z)h̄(z).

Pero en F2[z] se cumple que 1− zn = z−1 luego, h̄(z) divide a z−1. Por tanto h̄(z) genera

un código ćıclico.
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Ahora se prueba que h̄(z) genera a S⊥. Como H es la matriz generadora del código

S⊥, para todo q(z) ∈ S⊥ se satisface que q = mH donde q denota el vector código

correspondiente al polinomio q(z). Aśı, q(z) = m(z)h̄(z) y por tanto
〈
h̄(z)

〉
= S⊥.∇

2.3.4. Codificación sistemática

Hasta aqúı se ha explicado la estructura general de los códigos ćıclicos. En esta sección

se muestra un enfoque alternativo de algunos conceptos, dado que el método de codifi-

cación usado anteriormente produce codificaciones no sistemáticas. Analizaremos ahora

otro método, basado exclusivamente en el álgebra del anillo de polinomios, que da lugar

a codificaciones sistemáticas y puede simplificar alguno de los desarrollos.

Teorema 21. la aplicación φ es una función de codificación para el código con polinomio

generador p(z), siendo r = n− k su grado.

φ : Rk → Rn

q(z) → φ(q(z)) = zrq(z)− (zrq(z)módp(z))

Demostración. Notemos que φ(q(z)) es el cocientye de dividir zrq(z) entre p(z).

φ es función. Sean r(z), t(z) polinomios en Rk. Supóngase que r(z) = t(z). Luego

zrr(z) = zrt(z), con lo que zrr(z) − (zrr(z)modp(z)) = zrt(z) − (zrt(z)modp(z)) y por

tanto φ(r(z)) = φ(t(z)).

La imagen de la aplicación está contenida en el código. En efecto, al hacer la división de

zrq(z) entre p(z) se tiene zrq(z) = c(z)p(z) + w(z) con el grado de w(z) menor que el

grado de p(z), donde w(z) = zrq(z)módp(z). Es claro que zrq(z) − w(z) = c(z)p(z), por

tanto, la imagen de la aplicación pertenece al 〈p(z)〉 .

Ahora mostremos que φ es una aplicación lineal. φ es lineal. Sean q(z) =
∑k−1

i=0 (qiz
i) y
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t(z) =
∑k−1

i=0 (tiz
i) en Rk. Luego

φ(q(z) + t(z)) = φ

(
k−1∑
i=0

(qiz
i + tiz

i)

)

= zr

(
k−1∑
i=0

(qiz
i + tiz

i)

)
−

[
zr

(
k−1∑
i=0

(qiz
i + tiz

i)

)]
mód(p(z)

= zr(q(z) + t(z))− (zr(q(z) + t(z)))módp(z)

= zrq(z) + zrt(z)− zrq(z)módp(z)− zrt(z)módp(z)

= zrq(z)− zrq(z)módp(z) + zrt(z)− zrt(z)módp(z)

= φ(q(z)) + φ(t(z)).

Probemos que φ es inyectiva. Para eso se muestra que el Kernel de φ está formado por el

polinomio cero. Sea q(z) ∈ Rk con q(z) 6= 0, ahora φ(q(z)) = zrq(z) − (zrq(z)mód p(z)).

Sea w(z) = zrq(z)módp(z) con grado de w(z) menor que r y el grado de zrq(z) mayor

que r (y menor que n), luego la diferencia es no nula, es decir φ(q(z)) es distinto de cero,

por tanto Ker(φ) = {0} lo que implica que la función es inyectiva.

Sea α en F2. φ(αq(z)) = αφ(q(z)). En efecto,

φ(1q(z)) = φ(q(z))

= 1φ(q(z))

Además,

φ(0q(z)) = 0

= 0φ(q(z)).

Para códigos ćıclicos sistemáticos es más útil trabajar con una matriz generadora de la

forma G = (A, I). Recordemos que las filas de G son los corrimientos ćıclicos del polinomio

generador p(z). Dichos corrimientos, son precisamente las filas de A, por lo cual se escribe

Ai = (zi+rmodp(z)) donde Ai es la fila i-ésima de la matriz A.

La matriz generadora asociada a la anterior aplicación se llama matriz sistemática del

código. Esta se escribe
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G=



p00 p01 · · · p0r−1 1 0 0 · · · 0

p10 p11 · · · p1r−1 0 1 0 · · · 0

p20 p21 · · · p2r−1 0 0 1 · · · 0
...

...

pm−10 pm−21 · · · pm−1r−1 0 0 0 · · · 1


Corolario 7. Dada la matriz generadora G = (A, I) en forma sistemática, su matriz de

paridad H = (I,−AT ) de tamaño r× n donde r = n− k, cumple hi = zimodp(z), siendo

hi la columna i-ésima. (la numeración empieza en cero).

Demostración.

Si 0 ≤ i < r, entonces hi = zimód p(z) = zi y se obtiene la matriz identidad. La

columna hr se obtiene trasponiendo la fila 0 de la matriz A y cambiando el signo, entonces

hr = −(A0)
T = zrmódp(z). La siguiente columna se obtiene aśı

hr+1 = −(A1)
T = zr+1módp(z).

Se sigue el mismo proceso para obtener las columnas posteriores. Luego para toda columna

hi de H se tiene hi = zimódp(z) con 0 ≤ i ≤ n− 1.

H =


1 0 · · · 0 p00 p10 · · · pm−10

0 1 · · · 0 p01 p11 · · · pm−20

...
...

0 0 · · · 1 p0r−1 p1r−1 · · · pm−1r−1.


Ejemplo 4.

Sea S ⊆ F2[z]/ 〈z7 − 1〉 donde S = 〈z3 + z + 1〉. Haciendo uso de la aplicación lineal

φ : R3 → R7 se calcula la matriz generadora asociada a la aplicación lineal para este

código ćıclico, encontrando las imagenes de la base B = {1, z, z2, z3} de R3.

φ(1) =z3 − (z3mód[z3 + z + 1]) = 1 + z + z3

φ(z) =z3z − (z4mód[z3 + z + 1]) = z + z2 + z4

φ(z2) =z3z2 − (z5mód[z3 + z + 1]) = 1 + z + z2 + z5

φ(z3) =z3z3 − (z6mód[z3 + z + 1]) = 1 + z2 + z6.

50



Las filas de la matriz G son los vectores correspondientes a los polinomios obtenidos. Por

tanto la matriz generadora es

G =


1 1 0 1 0 0 0

0 1 1 0 1 0 0

1 1 1 0 0 1 0

1 0 1 0 0 0 1


y la matriz de paridad H se puede construir directamente aplicando H = (I,−AT ). Esto

es,

H =


1 0 0 1 0 1 1

0 1 0 1 1 1 0

0 0 1 0 1 1 1


2.3.5. Cálculo del śındrome

Supóngase que la palabra de código (c0, c1, . . . , cn−1) se transmite por un canal ruidoso

originando una palabra recibida (yo, y1, . . . , yn−1). Recordemos que el primer paso en la

decodificación de un código de bloques lineales consiste en calcular el śındrome sy = yHT

de la palabra recibida y. Cuando el śındrome es cero, no hay errrores de transmisión en

la palabra recibida. Pero, si el śındrome es distinto de cero, la palabra recibida contiene

errores de transmisión que es necesario corregir. En el caso de un código ćıclico en forma

sistemática, el śındrome puede calcularse con facilidad, haciendo uso de la matriz de pari-

dad H, pero debido a su estructura, el śındrome se puede calcular sin realizar productos

de matrices, utilizando únicamente operaciones con polinomios.

Teorema 22. Sea S = 〈p(z)〉. Si al transmitir q(z) ∈ S se cometen errores, el śındrome

sy(z) de la palabra recibida y(z) es

sy(z) = y(z)mód(p(z)).

Demostración.
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De la definición de śındrome dada en el caṕıtulo uno, se tiene sy = yHT , donde el vector

y es la correspondiente n-upla del polinimio y(z) = y0 + y1z + · · · + yn−1z
n−1. Sea hi la

columna i-ésima de la matriz de paridad H. Aśı,

sy = yHT = (y0h0, y1h1, . . . , yn−1hn−1).

Pero por la estructura de H, se tiene que hi = zimódp(z), por lo cual aplicando la

linealidad de la operación módulo tenemos que su polinomio correspondiente viene dado

por sy(z) = (y0 + y1z + y2z
2 + · · ·+ yn−1z

n−1)módp(z) que es el resultado que se deseaba

mostrar. ∇

Teorema 23. Sea S un código ćıclico de distancia mı́nima dc ≥ 2t + 1. Si en una

transmisión g(z) → q(z) se producen menos de t errores y el śındrome tiene peso menor

o igual que t, entonces el error cometido es exactamente igual que el śındrome.

Demostración.

Denotemos por e(z) el polinomio error y por sq(z) el śındrome de q(z); se cumple que

e(z) = q(z)− g(z) y q(z) = c(z)w(z) + sq(z). Reemplazando q(z) en la primera igualdad

se tiene e(z) = c(z)w(z) + sq(z)− g(z) por lo tanto e(z)− sq(z) = (c(z)w(z)− g(z)) ∈ S.

Como e(z)− sq(z) pertenece a S, encontrando sus vectores correspondientes se tiene que

(e− sq) ∈ C, pero el peso de esta resta cumple w(e− sq) ≤ w(e + sq) ≤ 2t < dc, lo cual

es una contradicción dado que distancia mı́nima dc = wc, entonces no puede existir un

vector en C con esta condición por lo cual la resta es necesariamente nula e− sq = 0, en

conclusión e(z) = sq(z). ∇

2.3.6. Generadores Idempotentes

Se seguirá utilizando la condición que n y 2 son primos relativos, lo cual implica que

zn − 1 se descompone en factores distintos. Estos factores son los generadores de dife-

rentes códigos ćıclicos y su grado brinda información de la dimensión del código, además

dichos ideales pueden tener varios generadores. Tal es el caso de los llamados generadores

idempotentes los cuales se describen a continuación.
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Definición 31. Un elemento µ(z) de un anillo se llama idempotente si

µ(z)2 = µ(z) = µ(z2).

Proposición 15. Sea S = 〈p(z)〉 un código ćıclico sobre F2. Existe un único elemento

µ(z) idempotente que genera el ideal.

Demostración.

Mostremos que existe un polinomio idempotente. Sea p(z) el generador del ideal (poli-

nomio mónico de grado mı́nimo). Considérese la descomposición zn−1 = p(z)h(z). Como

n y la caracteŕıstica del campo son primos relativos, resulta que p(z) y h(z) también son

primos. Al aplicar el lema de Euclides se tiene que

1 = a(z)p(z) + b(z)h(z),

además

p(z)h(z) ∼= 0mód(zn − 1) (2.2)

Denótese µ(z) al producto a(z)p(z), si multiplicamos la identidad anterior por µ(z) se

obtiene

µ(z) = µ(z)µ(z) + b(z)h(z)µ(z)

= µ(z)µ(z) + b(z)h(z)p(z)a(z),

Por la ecuación (2,2) el último sumando es nulo, aśı que µ(z) = µ(z)µ(z). Por tanto µ(z)

es un elemento idempotente.

Sea c(z) un elemento cualquiera del código, donde c(z) = p(z)t(z). Como p(z) y h(z) son

primos relativos, entonces existen polinomios a(z) y b(z) tales que 1 = a(z)p(z)+b(z)h(z).

Multiplicando la identidad anterior por c(z) se tiene

c(z) = a(z)p(z)c(z) + b(z)h(z)c(z)

= µ(z)c(z) + b(z)h(z)p(z)t(z),

de donde c(z) = µ(z)c(z), por lo cual µ(z) es otro generador del ideal, además se comporta

como el neutro.
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El elemento µ(z) es único. En efecto, si otro elemento idempotente genera el mismo ideal,

también se comportará como un elemento neutro para el producto, de donde se deduce

la unicidad.∇

La prueba anterior muestra una forma de encontrar el generador idempotente µ(z) para

un código ćıclico S a partir del polinomio generador p(z), además es posible encontrar

p(z) si se conoce µ(z), como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 24. Si S es un código ćıclico en F2[z]/(zn − 1) con polinomio generador idem-

potente µ(z), entonces el polinomio generador p(z) de S es igual al mcd(µ(z), (zn − 1).

Demostración.

Probemos que d(z) = mcd(µ(z), (zn − 1)) es un divisor de p(z). Como d(z) divide a

µ(z) entonces existe k(z) en F2[z] tal que µ(z) = d(z)k(z), además S = 〈µ(z)〉. Luego,

para todo m(z) ∈ S se cumple que m(z) = µ(z)r(z). Reemplazando µ(z) se tiene que

m(z) = d(z)k(z)r(z), por tanto m(z) ∈ 〈d(z)〉. Como S es un ideal entonces S ⊂ 〈d(z)〉

y d(z) divide a p(z).

p(z) divide a (zn − 1) y a µ(z), luego p(z) divide a d(z) por tanto 〈d(z)〉 ⊆ 〈p(z)〉.

Aśı d(z) = p(z). ∇

Ejemplo 5. la siguiente tabla muestra todos los códigos ćıclicos de longitud siete sobre

F2 junto con sus polinomios generadores pi(z) y sus generadores idempotentes µi(z).

i dim pi(z) µi(z)

0 0 p0(z) = 1 + z7 µ0(z) = 0

1 1 p1(z) = z(1 + z + z3)(1 + z2 + z3) µ1(z) = p1(z) = 1 + z + z2 + · · ·+ z6

2 3 p2(z) = (1 + z)(1 + z + z3) µ2(z) = z3p2(z) = 1 + z3 + z5 + z6

3 3 p3(z) = (1 + z)(1 + z2 + z3) µ3(z) = p3(z) = 1 + z + z2 + z4

4 4 p4(z) = 1 + z + z3 µ1(z) + µ2(z) = zp5(z) = z + z2 + z4

5 4 p5(z) = 1 + z2 + z3 µ1(z) + µ3(z) = z3p6(z) = z3 + z5 + z6

6 6 p6(z) = 1 + z µ2(z) + µ3(z) = p4(z)(z + z3 + z5)

7 7 p7(z) = 1 µ7(z) = 1
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Teorema 25. Sea S un código ćıclico con parámetros [n, k, dc] con generador idempotente

µ(z) =
∑n−1

1=0 µiz
i. Entonces la siguiente matriz de tamaño k×n, es una matriz generadora

para S.

G =


µ0 µ1 µ2 · · · µn−2 µn−1

µn−1 µ0 µ1 · · · µn−3 µn−2

...
...

µn−k+1 µn−k+2 µn−k+3 · · · µn−k−1 µn−k


Demostración.

Mostrar que G es una matriz generadora es equivalente a probar que el conjunto de filas{
µ(z), zµ(z), . . . , zk−1µ(z)

}
es una base para S.

Considérese la siguiente combinación lineal igualada a cero

a0µ(z) + a1zµ(z) + · · ·+ ak−1z
k−1µ(z) = 0,

donde los ai ∈ F2, 0 ≤ i ≤ (k − 1). Factorizando µ(z) se tiene la igualdad

(a0 + a1z + · · ·+ ak−1z
k−1)µ(z) = 0.

Denotemos por a(z) = a0 + a1z + · · · + ak−1z
k−1. Como el elemento idempotente actua

como la identidad se tiene µ(z)a(z)µ(z) = a(z) = 0. Por tanto el conjunto es linealmente

independiente.

Los corrimientos de µ(z) generan el código. En efecto, para todo a(z) ∈ S se cumple que

a(z) = a(z)µ(z). Por tanto, el conjunto es una base de S y la matriz G es una matriz

generadora para el código S. ∇

2.4. Distancia mı́nima de un código ćıclico

En cualquier código es importante establecer la distancia mı́nima con el fin de determinar

su capacidad para corregir y detectar errores. Para los códigos ćıclicos hacemos uso de la

cota BCH. Antes de introducirla retomamos algunos conceptos de la teoŕıa de campos.
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Si f(z) es un polinomio en F2[z] y α es una ráız en algún campo de extensión F2t entonces

α2 es también ráız de f(z) en F2[z], aplicando repetidamente el resultado se tiene que

α, α2, α22
, . . . , α2r

son todas ráıces del mismo polinomio, donde α2r
= α para algún

0 ≤ r ≤ t. Supóngase ahora que γ es un elemento primitivo de F2t entonces α = γs para

algún entero s . Puesto que

α2r

= α

α2r

α−1 = 1

γs2r−s = 1, (2.3)

y además γ es un elemento primitivo de orden 2t − 1 y por la ecuación (2,3) se cumple

que s2r − s = k(2t − 1), para algún entero k, aśı s2r ∼= smód(2t − 1). Con base a las

observaciones anteriores, se definen las clases ciclotómicas.

Definición 32. La operación de múltiplicación por 2, divide a los enteros mód(2t− 1) en

conjuntos disjuntos, llamados clases ciclotómicas mód(2t − 1).

La clase ciclotómica que contiene a s consiste de

Cs = {s, 2s, 22s, . . . , 2r−1s}mód(2t − 1),

donde r es el entero positivo más pequeño tal que s2r ∼= smód(2t − 1). Como la relación

módulo es una relación de equivalencia entonces el conjunto formado por los Cs es una

partición del conjunto {0, 1, 2, . . . , 2t − 1} de números enteros.

Definición 33. Las n ráıces de la unidad Z(C) = {αi : i ∈ K} son llamadas ceros del

código, donde K es la unión de las clases ciclotómicas.

El polinomio zn − 1 se puede escribir

zn − 1 =
n−1∏
i=0

(z − αi),

donde α denota una ráız n-ésima de la unidad.
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Definición 34. El polinimio minimal de αi ∈ F2t es

M (j)(z) =
∏
i∈Cs

(z − αi).

De las consideraciones anteriores se tiene que

zn − 1 =
∏

s

M (s)(z).

Ejemplo 6.

Considérese F23 un campo de extensión de F2, construido a partir del polinomio irre-

ducible p(z) = 1 + z + z3. La tabla siguiente muestra los polinomio minimales sobre F2

de cada elemento de F8 y las clases ciclótómicas módulo siete.

Raiz Polinomio clase

0 z

1 z + 1 {0}

α, α2, α4 z3 + z + 1 {1, 2, 4}

α3, α5, α6 z3 + z2 + 1 {3, 5, 6}

Definición 35. Decimos que un código tiene r ráıces consecutivas si

{
αb, αb+1, . . . , αb+δ−2

}
⊆ Z(C),

para cierto natural b.

Teorema 26. Cota BCH

Sea C un código ćıclico de longitud n con polinomio generador p(z) tal que para algunos

enteros b ≥ 0, δ ≥ 1

p(αb) = p(αb+1) = · · · = p(αb+δ−2) = 0.

Si el código tiene un arreglo de δ− 1 potencias consecutivas de α como ceros, entonces la

distancia mı́nima del código es al menos δ.

Demostración.
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Sea c = (c0, c1, . . . , cn−1) una palabra no nula de peso w en C y c(z) su respectivo poli-

nomio. Por hipótesis, el polinomio p(z) tiene ráıces que incluyen αb, αb+1, . . . , αb+δ−2.

Considérese la matriz

H =


1 αb α2b · · · α(n−1)b

1 αb+1 α2(b+1) · · · α(n−1)(b+1)

...
...

1 αb+δ−2 α2(b+δ−2) · · · α(n−1)(b+δ−2)


la cual cumple que HcT = 0, para todo c ∈ C. En efecto, c(z) = p(z)t(z) entonces

c(αb) = c(αb+1) = · · · = c(αb+δ−2) = 0.

Aśı H es una matriz de paridad para el código C.

La idea de la prueba es mostrar que wc ≥ δ. Supóngase que el vector c tiene peso w, donde

w ≤ δ − 1. Como existen w componentes de c diferentes de cero, considérese el conjunto

D = {a1, a2, . . . , aw}, donde ci 6= 0 si i ∈ D, luego la igualdad HcT = 0 permite dejar

solamente en la matriz H las columnas que corresponden a posiciones donde el vector c

tiene coordenadas no nulas, por tanto se puede escribir
αa1b αa2b · · · αawb

αa1(b+1) αa2(b+1) · · · αaw(b+1)

...
...

αa1(b+w−1) αa2(b+w−1) · · · αaw(b+w−1)




ca1

ca2

...

caw

=0.

Puesto que el vector c es no nulo, H es una matriz singular y por tanto detH = 0. Pero

detH = α(a1+···+aw)bdetV donde V es la matriz de Vandermonde

V =


1 1 · · · 1

αa1 αa2 · · · αaw

...
...

αa1(w−1) αa2(w−1) · · · αaw(w−1)

.

Como todos los αaj , 1 ≤ j ≤ w son distintos, el determinante de Vandermonde es distinto

de cero, lo cual contradice el hecho de que el determinante de H sea nulo. Por tanto el peso
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w de c es mayor que δ − 1, aśı para todo c ∈ C, w(c) ≥ δ, luego wc ≥ δ. Por propiedades

de los códigos lineales se tiene que wc = dc. Por tanto la distancia mı́nima del código es

al menos δ. ∇

2.5. Códigos BCH

Hemos visto que los códigos ćıclicos pueden ser descritos en términos de un polinomio

generador p(z). En esta sección se estudia otra forma, donde los códigos ćıclicos son

descritos por medio de las ráıces de un polinomio generador, pertenecientes a algún campo

de extensión. Si α ∈ F2t es ráız de p(z), se cumple para todo g(z) en el código, que

g(z) = p(z)r(z), luego g(α) = 0, de igual forma si algún polinomio g(z) ∈ Rn, cuyas

ráıces incluyen los ceros de p(z) tendrá a p(z) como factor, luego g(z) pertenece al código.

Los códigos BCH son una familia de códigos diseñados para corregir múltiples errores y

están definidos en términos de las ráıces de sus polinomios generadores.

Corolario 8. Un código ćıclico de longitud n con ceros αb, αb+r, αb+2r, . . . , αb+(δ−2)r donde

r y n son primos relativos tiene distancia mı́nima a lo menos δ.

Demostración.

Sea β = αr. Como r y n son primos relativos, β es también una ráız n-ésima primitiva de

la unidad, aśı αb = βt para algún t, además

βt = αb

βt+1 = αb+r

βt+2 = αb+2r

...

βt+2 = αb+2r

y el código tiene los siguientes δ− 1 ceros consecutivos βt, βt+1, βt+2 · · · , βt+δ−2. Al reem-

plazar β por α en la cota BCH se tiene el resultado del teorema. ∇

Esta idea nos permite definir códigos cuya distancia mı́nima está acotada inferiormente.
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Definición 36. Un código de longitud n sobre F2 es un código BCH con distancia asig-

nada δ, si para algún entero b ≥ 0, su polinomio generador es

p(z) = mcm[M b(z), M b+1(z), . . . ,M b+δ−2(z)],

donde M b(z), M b+1(z), . . . ,M b+δ−2(z) son los polinomios minimales de αi respectivamente.

p(z) es el polinomio mónico de menor grado sobre F2 que tiene como ráıces αi donde

b ≤ i ≤ b + δ − 2.

Además c está en el código si y sólo si c(αi) = 0 para todo b ≤ i ≤ b+ δ−2. Aśı, el código

tiene un arreglo de δ−1 potencias consecutivas de α como ráıces. Por el corolario anterior,

la distancia mı́nima de un código BCH es mayor o igual que la distancia asignada δ.

La matriz de chequeo de paridad de un código BCH tiene la forma

H =


1 αb α2b · · · α(n−1)b

1 αb+1 α2(b+1) · · · α(n−1)(b+1)

...
...

1 αb+δ−2 α2(b+δ−2) · · · α(n−1)(b+δ−2)


Comentarios

Si b = 1 el código BCH es llamado narrow sense.

Si n = 2m − 1 el código es llamado primitivo, donde α es un elemento primitivo del

campo F2m .

Si algún αi es un cero en el código entonces también lo son todas los αl, para l en

la clase ciclotómica Ci.
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2.6. Aplicaciones de los códigos lineales

Los datos digitales mueven actualmente la sociedad. La enorme cantidad de información

que se incorpora cada d́ıa a la Internet, las tarjetas de crédito, los informes y registros

bancarios, el campo de las comunicaciones telefónicas, la administración fiscal, los datos

generados en el mundo laboral, las imágenes, la música y muchos más. En todos estos

campos se genera gran cantidad de información, la cual es necesario enviar de un sitio a

otro en forma segura. El intercambio de información ha dejado de ser algo simplemente

impĺıcito en los sistemas actuales y pasó a reclamar un papel central y protagonista, en

los planes y estrategias informáticas en el ámbito doméstico y empresarial.

En los últimos años, la codificación ha adquirido un alto grado de importancia en la vida

cotidiana y cient́ıfica debido a las múltiples posibilidades de mejorar la calidad y seguridad

en las comunicaciones, por esta razón, los códigos correctores de errores se aplican a una

gran variedad de sistemas de información, entre ellos se destacan

Sistemas de comunicación: v́ıa satélite, microondas (radio y televisión), sistemas de

teletexto, videoconferencia, internet.

Sistemas informáticos: circuitos lógicos, memorias de semiconductores, discos

flexibles, discos duros, memorias flash, discos de lectura óptica (CD-ROM,CD-RW).

Sistemas de audio y video: sonido digital (CD), video digital (DVD).

El código de Hamming es utilizado para identificar y corregir un bit erróneo en una palabra

codificada, actualmente son utilizados en el proceso de lectura y escritura de una memoria

RAM.

Los códigos ćıclicos se aplican en telefońıa móvil, telefońıa para comunicación de voz IP, en

especial han sido utilizados por la NASA para transmisión de información en las misiones

espaciales, como fueron la sonda Galileo a Júpiter en 1989, la sonda Magallanes a Venus

ese mismo año o la sonda Ulises al Sol en 1990).

Los códigos BCH son utilizados actualmente para codificar y grabar los datos en discos

compactos y mejorar la confiabilidad de estos.
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Además en los nuevos campos de investigación encontramos que las ideas de Shannon se

aplican en medicina, en teoŕıas evolutivas, bioloǵıa, etc. Por ejemplo, se ha planteado la

posibilidad de medir qué tanta información puede absorber, procesar y emitir un cere-

bro humano. Experiencias llevadas a cabo demuestran sorpresivamente que el tiempo de

respuesta a cierto tipo de est́ımulo es una función logaŕıtmica de la cantidad de fuentes

de est́ımulos utilizadas. Otras investigaciones utilizan estas herramientas para medir la

capacidad de un nervio, o para medir la capacidad de almacenamiento de información de

una molécula de ADN. Algunos estudios sugieren la posibibilidad de que estas molécu-

las puedan utilizar protocolos correctores de errores. Se ha propuesto que el paso de los

años produce en el ADN cierto tipo de aveŕıas que afectan su capacidad de transmitir

la información vital, es decir, con el envejecimiento se incrementa el ruido en nuestros

organismos.
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2.7. Comentarios

1. Este trabajo se realizó con base a un campo F2, pero la teoŕıa expuesta se puede

extender a campos Fq, de esta forma se definen códigos lineales con condiciones para

establecer sus parámetros. Tal es el caso de los códigos Reed-Solomon, una subfamilia

importante de los BCH, con la propiedad especial que su longitud es n = q − 1.

Construir códigos Reed-Solomon con longitud n = 1 no es de gran utilidad, dado

que no son eficientes, por lo cual, estos códigos necesitan ser especificados sobre un

campo con q > 2. Esta es la razón por la cual no son analizados en este texto.

2. Los algoritmos basados en codificaciones ćıclicas, brindan posibilidades a los inves-

tigadores de encontrar mejores códigos para sus aplicaciones, gracias a su estructura

matemática la cual permite manipular polinomios de grados muy grandes, permi-

tiendo aumentar la longitud del código, logrando aśı mayor capacidad de codificar

una gran cantidad de información, de igual forma aumenta el número de ráıces con-

secutivas del código y por tanto la distancia mı́nima, se tiene entonces una mayor

capacidad de corregir errores en forma óptima.

3. Se utilizan otras herramientas de la matemática para definir códigos, tales como la

teoŕıa de grafos usada para la representación de los códigos convolucionales, también

se han construido códigos utilizando geometŕıas algebraicas, estos están definidos

sobre curvas en un espacio. En proyectos de investigaciones recientes se construyen

nuevos códigos haciendo uso de conjuntos Bh.
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