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Introduccion

Es bien conocido que el concepto clasico de derivada resulta insuficiente para abordar
problemas practicos, en particular en la fisica tedrica y la fisica matematica. Asi, la
resolucién de problemas con condiciones iniciales y de frontera para ciertas ecuaciones
diferenciales, requiere de métodos y teorias mas avanzadas que las que proporciona el

calculo diferencial.

Ciertas idealizaciones propias de la fisica, tales como densidad de una carga puntual,
densidad de un punto material, impulso instantaneo, etc, encuentran un tratamiento
riguroso solamente bajo el enfoque de la teoria de funciones generalizadas y las llamadas
distribuciones de crecimiento lento. Es justo en este ambito formalizado por
Laurent Schwartz (1915-2002) que es posible extender la nocién de derivada para un

tipo de funciones mas amplio, que la clase de funciones continuas.

En los anos 30 del siglo XX, el matematico ruso Serguei Lvévich Sébolev introdujo y
estudié los espacios seminormados W}/(€2) (R" D Q —abierto, 1 <p < oo, l€N),
llamados en la actualidad espacios de Sébolev, que juegan un papel fundamental en la
teoria de las ecuaciones diferenciales y la fisica matematica. Para definir la clase W]f,,
(donde el indice [ € N refleja la suavidad de las funciones) es indispensable extender el
concepto de derivada. Esto se hace a partir de ciertas representaciones integrales: se hace
posible entonces definir la derivada generalizada segin Sobolev para funciones localmente
Lebesgue - sumables. Esta tltima clase es mucho mas amplia que la clase de funciones

continuas.



Las dos generalizaciones de diferenciacion arriba descritas tienen la particularidad de
coincidir con la diferenciacién clasica, en el caso de funciones con suficiente suavidad. No

obstante, existen diferencias sustanciales entre ellas.

En el programa de matematicas no se cuenta con un curso formal sobre estos tépicos,
los cuales en opinién de los autores del presente trabajo, revisten especial interés. Estas
razones motivaron a los autores a profundizar en dicha tematica, con el fin de establecer
ciertas similitudes y diferencias entre estas tres nociones.

El trabajo tendra como eje principal el andlisis funcional, concretamente los espacios de
Hilbert, la teoria de las funciones generalizadas y la nocion de derivada en el sentido de
S.L. Sébolev, conceptos ampliamente utilizados en la teoria de las ecuaciones diferenciales

y en la fisica matematica.

Para el desarrollo del trabajo se hacen necesarios ciertos conceptos especificos del anélisis
matematico, tales como la teoria de funcionales lineales, los espacios de Hilbert, y los
espacios de funciones de prueba.

El objetivo general de este trabajo es estudiar la derivada generalizada y la derivada débil

segtin S.L. Sébolev, y algunos de los objetivos especificos son:

Estudiar elementos de la teoria de las funciones generalizadas.

Analizar las propiedades fundamentales de la derivada generalizada y la derivada

débil en el sentido de S.L. Sobolev.

Establecer diferencias y similitudes entre estos dos modelos de diferenciacién.

Estudiar la relaciéon entre la derivada clasica y las derivadas generalizadas.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo abordaremos de manera esencial las definiciones necesarias y algunos
teoremas fundamentales de la teoria de espacios lineales, los cuales son la principal
herramienta usada en esta tesis.

Los resultados expuestos en esta seccion son considerados auxiliares, algunos de estos

seran citados sin demostracién, pero con su respectiva referencia bibliografica.

Definicién 1. Sea H un espacio lineal sobre R o C.

Una norma es una funcion

[l : H —[0,00)
que tiene las siguientes propiedades:

1. Yee H VaeC |ax|y=l|of|z|y;
2. Veye H |z +ylly < llzlly + lyllgs

3. |zl =0=2=0p, (On es el neutro aditivo de H ).

Definicién 2. Un espacio lineal H dotado de una norma se llama espacio normado, y se

denota (H, ||.]| z)-

Ejemplo 1. Para 1 < p < oo, en el espacio de sucesiones

ly = {x ={z;},en, 2;€C: Z\xj|p < 00}7

=1
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definimos la norma

0 5
ol = (zw) |
j=1

Es facil ver que (lp, HHl,,) es espacio normado (Ver [7] Tomo II, Pdg. 430).

Para p = 0o el espacio l, consta de sucesiones acotadas. La norma se define como:
], := sup |z;].
JjeN
Nota 1. En adelante consideraremos a 2 C R un conjunto medible sequn Lebesque.
Ejemplo 2. Sea 1 < p < 4+00. El conjunto

L,(Q): =< f:Q—R:f medible y /|f(x)|pdx<oo
Q

FEs facil ver que (LP(Q), ||‘||Lp(9)> es un espacio normado con la norma definida mediante:

RS

1l = / F@)lPdr | L 1< p< +oo.
Q

Sip = 00, Lo(Q) consta de todas las funciones medibles segun Lebesgue f : Q — R
tales que son esencialmente acotadas en ), es decir, que f es acotada en ) excepto
(posiblemente) en un subconjunto de medida cero. La norma en Lo.(Q2) es la norma del

supremo esencial:

sup vrail f(x)| == inf su ).
sup oral () = _int s 1(2)

Loo(2) es espacio normado (Ver [8], Pdg. 155 ).

11



Definicién 3. Sean (H, ||.||5) un espacio normado y {x;}, .y una sucesion de elementos

de H.

1. La sucesion {:L’j}jeN se dice convergente a x € H si Ve > 0 3dng € N tal que

Vi > ng HLL’]—IHH<€

2. La sucesion {xz;}, y se dice de Cauchy (o fundamental) si Ve >0 3ng € N tal que

Vik>mng |z — x|y <e

Si {:z:j}jeN converge a x € H se escribe th& r; =, o bién x; — ven H (j — o0). Es
claro que x; — x en H (j — 00) & lim [jz; — z||,; = 0.

j—00
Toda sucesion convergente es de Cauchy, pero en algunos espacios no toda sucesion de

Cauchy es convergente.

Definicién 4. Decimos que un espacio lineal normado (H,|.||;) es completo si toda
sucesion de cauchy converge en (H, ||.||y)-

Un espacio lineal normado completo se llama espacio de Banach.

Ejemplo 3. Los espacios (lp, ||Hzp) Y (LP(Q), H.HLP(Q)) con 1 < p < oo son espacios de
Banach (Ver [8], Pag. 163).

Definicién 5. (Producto Interior) Un producto interior sobre el espacio lineal H, es

una funcion (.,.) : H x H — C, con las siguientes propiedades:

1. Ya,€CyVa,y,z€ H {(ax+ fy,z)=alr,z)+ 6y z2).

2. Veye H (z,y)=(y,z) ((.,.) es el conjugado complejo de (.,.) ).
3. Yee H (x,z)>0.
4. (x,z) =02 =0g.

Un espacio lineal H dotado de un producto interior se llama espacio euclideo, y se denota

(H, ()

12



Definicién 6. (Espacio de Hilbert)
Si (H,(.)) es espacio lineal con producto interior y es completo bajo la norma inducida

por el producto interior, decimos entonces que H es un espacio de Hilbert.

Ejemplo 4. El conjunto

Ly(Q) =< f:Q—R: f medible y /|f(:v)]2d;v<oo

Q

es un espacio Hilbert, con el producto interior dado por:
(1.9) = [ f@yg(o) s
Q
donde f,g € Ly(2) (Ver [6], Pdg. 426).

Definicién 7. Sea f: R — C definimos el soporte de f por

Supp [ :={z € R, f(z) # 0}.

Es decir, el soporte de la funcion f es el “mayor” conjunto cerrado donde la funcion no

se anula.
Ejemplo 5. Sea la funcion

0 st ox < —1
14+ st —1<z<0
—r+1 s 0<z<l1

0 st x>1

\

El soporte de h(z) es el segmento [—1,1].
Observaciones.
1. Por fuera del Supp f la funcién se anula.

2. Si Supp f es acotado entonces se dice que f es una funcién de soporte compacto.

Asi la funcién h del ejemplo 5 es de soporte compacto.

13



3. f es de soporte compacto si y solo si f(z) = 0 fuera de algin compacto.
Ejemplo 6. Sea la funcion

Fa) = 0 si ¢ (a,b)

R S
e @ @-0? ¢ ag<xr<b

f asi definida es de soporte compacto: Supp f = |a, b].

Al conjunto de funciones continuas en R y de soporte compacto lo denotaremos como

Co(R).

Definicién 8. Sea R D Q-medible. Una funcion f definida sobre € se denomina localmente

integrable en €2, si es absolutamente integrable en cualquier compacto K de 2. Se simboliza

f e L¥(Q). Es decir f € L'*(Q) si VK C Q, K- compacto, se tiene que:

[15@)ds < o

Es claro que si f € Li(R), entonces f € LY(R); el reciproco es falso, por ejemplo
la funcién f(x) = sin(z) € L'(R), pero f ¢ Li(R).

Ejemplo 7. Sea a € R, a fijo. La funcion

pertenece a L'*(R). La funcion hq(x) se llama funcién de Heaviside centrada en x = a.

1
La funcién g(x) = — ¢ LY(R), ya que la integral impropia de |g(x)| es indeterminada o
T

no es finita en cualquier intervalo que contenga al punto cero.

14



1.1. Funcionales lineales y operadores lineales

Definicién 9. Sea X un conjunto no vacio y supongamos que en la totalidad de todas las

sucesiones {x;} de elementos de X, distinguimos una clase de sucesiones, llamadas

jEN?
convergentes, y a toda sucesion convergente le hacemos corresponder un elemento v € X,

llamado limite de la sucesion. Si en este caso se cumple las tres condiciones:
1. cada sucesion de elementos del conjunto X puede tener no mds de un limite;
2. toda sucesion del tipo {z,x,x,...,x, ...} es convergente y el elemento  es su limite;

3. toda subsucesion de una sucesion convergente es también convergente y tiene el

mismo limite,

entonces el conjunto X lo llamamos espacio con convergencia.
Si la sucesion {a:'j}jeN en X converge al elemento v € X, la denotaremos de manera usual

es decir, x; — v en X (j — 00).

Definicién 10. Un espacio lineal X sobre C se llama espacio lineal con convergencia,
st es un espacio con convergencia, respecto de la cual las operaciones de sumacion de los
elementos del espacio y de su multiplicacion por un nimero son continuas esto significa que
para cualesquiera sucesiones convergentes {a;j}jeN e {yj}jeN de elementos de X, que tienen
por limites x,y € X respectivamente, y cualesquiera o, f € C la sucesion {ax; + ﬁyj}jeN
es también convergente y converge a ax+By. Ademds, si{\; }jeN €S UNG SUCESTION NUMETICA

y A — AenC(j — o0), entonces \jx — A\x en C (j — 00) para cualquier x € X.

Como espacios lineales con convergencia pueden indicarse los espacios lineales
normalizados; no obstante, existen espacios lineales con convergencia en los cuales no se

puede introducir una norma, como por ejemplo el espacio lineal ! Li¢(R).

'"Decimos que una sucesién {f;} de funciones en L{°°(R) converge a f en L{°“(R) si para todo

jEN
compacto K C R, la sucesién {f; }jEN converge a f en Li(K)

15



Definicién 11. Sea X un espacio lineal sobre C, el funcional F de X en C se llama

funcional lineal sobre X si
Ve,y e X, VA, ue C, F(Ax + py) = AF(x) + uF(y).

El conjunto Dp de todos los v € X para los cuales ésta definida F' se llama campo
de definicion del funcional F; en general no se impone Dp = X; sin embargo siempre
admitiremos que Dp es un subespacio lineal de X .
En adelante, la accion del funcional lineal F sobre el elemento x € X la denotaremos
F(z) = (F,x) y se lee F actuando sobre x. Con esta notacion diremos que F' es lineal
sobre X si:Vr,y € X, Y\, u € C, (F, x+ uy) = \NF,z)+ u(F,y).
Ejemplo 8. Definamos el funcional:

by: C(R) — C

fo= (6,f) = f(0)

d es un funcional lineal sobre C(R), conocido como funcion delta de Dirac centrada en

z=0.

Ejemplo 9. Sea f € LY(R), definamos el funcional Ty : C(R) — C mediante la

formula
+oo
u%m:/?@mwm
Ty esta bién definido, ya que -
+oo b b b
Z}mwwx:/mmmm s!ﬁ@%MMSE%mm/wmm,

donde Supp g C [a, b].
Ty es lineal sobre C°(R). En efecto:

+oo
Vg.h € CE(R), Va,B€C  (Ty,ag+Bh) — / f(2) lag(z) + fh(z)] de

—a/jumwm+ﬁ/fmmwm
— a(Thg)+ BT ).

16



Definicién 12. Sea X un espacio lineal sobre C con convergencia. Un funcional F de
X en C se denomina continuo en X,

si x; — x (j — 00) implica que (F,z;) — (F,x), (j — 00).

Sea X un espacio lineal sobre C con convergencia, la coleccién de todos los funcionales

lineales y continuos ( de X en C) se llama espacio dual de X y se denota X'.

Definicién 13. Sean H un espacio normado sobre C, y F' un funcional lineal sobre H.

Se dice que F es acotado sobre H si existe una constante M > 0 tal que:
Vo e H, |(Fa)| <M,
La constante M se llama una cota del funcional lineal F.

Teorema 1.1. Sea H un espacio normado sobre C, y F un funcional lineal sobre H,

entonces I es continuo sobre H si y solo si F' es acotado sobre H .

Demostracion. Suficiencia.

Supongamos que F' es acotado sobre H , es decir existe M > 0 tal que |(F,z)| < M ||z| 4
para todo x € H.

Siz; —xenH (j — oo), entonces ||z; — x|, =0 (j — 00).

Ademas :

(Fyay) = (Fa)| = |(Foay — )| < M flay — all,; = 0 (j — o0).

Por lo tanto tenemos que :

(F,z;) — (F,x), (j — o0), entonces F' es continuo sobre H.

Necesidad.

Supongamos que F' es continuo y no acotado sobre H, por el no acotamiento de F', existe

{xj}jeN una sucesion no nula de elementos de H tal que :
|(F,2j)| = 8 ||zl

Definamos la sucesion {y;}, y como sigue:

Lj

- lzilly 1
2 ||zjll

— =0 (j— o0).

=1.2,...). Ent ; = —2= =
(y ;2,...). Entonces ||y;||; 2 il 2

Yj

17



Ahora veamos que:

Zj 1 ”x]”H .
) = (P ) = g (P 2 gl =6 oo = o0
’ 2 \|zlly ) 2l T T 20 gl
lo cual es una contradiccién ya que F' es un funcional continuo sobre H. O

Observacion 1. Sea H un espacio normado y F un funcional lineal continuo sobre H.
[o¢]

Si E x; = x donde {xj}jeN es una sucesion de elementos de H y x € H entonces
=1

i F,x;).
7j=1

J
Demostracion. Sea Z xr — xen H |5 — oo, dado que F' es un funcional lineal y

k=1
continuo, tenemos que:

<F,Z ;Ek) :Z (F, k) y (F Z xk> (F,z) j— oo. (1.1)

Es decir:

]

Teorema 1.2. Sea H un espacio normado sobre C. Si F' es un funcional lineal acotado
sobre H, entonces
|(F, )|

veHazton ||Zln

M =

es una cota para F.

Demostracion. Como F' es un funcional acotado sobre H, luego existe una constante
K > 0 tal que:
VeeH |(Fz)| <K |zl

. |(m>\ ]l ¢ [(F.2)l ir exi
Si x+# op, <K luego e < K es decir existe xe;}izo,{ ||$||H

Sea M = sup , entonces Vr € H\{0g} ||(|§|’|x)| < M.
seHaton %]y H
Luego
Va # on, |(F,x)] < M|z -
Es decir M es una cota para F. O

18



Definicién 14. Sea H, y H, espacios lineales sobre C. El operador T de Hy en Hy es
lineal si:

Ve,y € Hy, Va,feC T(ax+ fy) =aT(z)+ T(y).

Es claro que un funcional lineal es un operador lineal (con Hy = C). Ademads las
definiciones de continuidad y acotacion para un operador son andlogas a las
definiciones de funcional lineal continuo y funcional lineal acotado que se han dado
anteriormente. En adelante la acciéon del operador T sobre el elemento x € H la

denotaremos por Jx.

Definicién 15. Sean Hy y Hy espacios normados.

El operador T de Hy en Hy se dice cerrado en Dy C Hy si:
r; — x en Hy ({:Bj}jeN CDy) y Je; —yen Hy, j— 00 implica x € Dy, To=y.
Ejemplo 10. Sean H; = Hy = C'|0, 1], definimos el operador T como sigue:

Tf = f, donde Dy = C'[0,1].

Donde la norma para cualquier f € C*[0,1] estd definida como: || f|lcp. = Sel[t)pl} | f(z)].
Sea { fj};en una sucesion de elementos de C'0,1], tal que f; = f en [0,1] y
fi = gen [0,1] j — oo, debido a que la norma del sup en C'[0, 1] implica la convergencia

uniforme en [0,1], ademds por el teorema fundamental del cdlculo tenemos los siguiente:
fo) = [ gas 0= [awde 10 5.
0 0

Pero f; = f en [0,1], j — oo. Por lo tanto

xT

f(x) = / g(t)dt + £(0),

0
lo que implica que f es una primitiva de g, es decir diferenciable sobre [0,1], y ademds
que Tf = f' = g. Asi el operador T es cerrado en C*[0,1].

(Mas adelante se dara un ejemplo de un operador no cerrado.)
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1.2. Algunas propiedades de los espacios Lp

Antes de enunciar ciertos resultados relacionados con los espacios Lp, presentaremos 2
teoremas a conocer que hacen parte de la teoria de integracion y que serdn importantes

en el transcurso de nuestro trabajo.

Teorema 1.3. (Convergencia dominada de Lebesgue) Sea {f;}, y una sucesidn

de funciones de L1(S2). Supongamos que:

1. Yz eQ, fix)— f(z), j— oo

2. Euiste una funcion g € L1(Q) tal que: Vi €N, Vo € Q, |f;(2)] < g(z).
Butonces f € Ly() y ;= fly0) = 0. 3 =00 (Ver [4, Pig. 110).

Teorema 1.4. (Teorema de Fubini) Sea [ € L1(Q x ) donde Q0 C R, Qy C R,

con 2y y Qo conjuntos medibles. Entonces
1. Yz eQ f(x,y) esintegrable en Qy como funcién de y.

2. [ f(z,y)dy es integrable en Qy como funcion de x.
Q2

3. VYxeQy f(x,y) es integrable en QU como funcién de x.

4. [ f(z,y)dx es integrable en Qy como funcion de y. Ademds son wvdlidas las
1951
wgualdades

/fxydy dgv/(7 f(x,y)dx dy—/ fx,y)dzdy. (1.2)
Q1 %09

Consecuencia 1. (Teorema de Tonelli) Si al menos una de las integrales

/ (W/ ey | e, C/ £ y)lde | dy

es finita, entonces existen las tres integrales de (1,2) y ademds (1,2) es vdlida,

(Ver [4], Pag. 202).
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Definicién 16. Sea 1 < p < 00; decimos que q es el conjugado de p si

Para p =1 consideramos q := oo y reciprocamente, para p = 0o, q := 1.

Teorema 1.5. (Desigualdad de Hélder) Sean Q CR, 1 < p < +oo y q el conjugado
dep. Si f e L,(Q) yge L,Q), entonces fg € Li(2) y es vdlida la desigualdad

[ fods] <1l 9l (Ver(sl, Pig. 22)
Q

De esta desigualdad se tiene una consecuencia importante.

Consecuencia 2. Sean 0 < p < ¢ < 400, E CR, m(E) < 4+o00. Si f € L,(E), entonces
f € Ly,(E), es decir Ly(E) C L,(E) y se verifica la desigualdad:

11y < (MUE)) >0 | Il (Ver [5], Pag. 24).

Teorema 1.6. (Desigualdad de Minkowsky)
Sean f,g € L,(Q), 1<p<+oo, entonces f+ g € L,(?) y ademds,

1+ 9l <l @ + l9llL,@ - (1.3)

Demostracion. Veamos primero los casos para p =1y p = oo.

Si p = 1 entonces:

1+l = / f4glde < / (1] +1g]) do = / fldet / g1 dz = 11,1911, -
Q Q 9]

Q

Si p = oo, entonces:

I+ 9l = Sugvmilf(x)w(w)l Ssugvmi(lf(x)lﬂg(a:)l)
S HAS
< supovrail (o)) +suporailg(@)] = 1l + Nl
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Finalmente si 1 < p < o0, y ||f + gHLP(Q) =0, (1.3) es trivial.

Supongamos que || f + gl ) > 0. Luego,

1f+ 9l o = /Iﬂumdxsjkuwwmﬂu+mv*dx
Q

Q

= [0+ ab @ o107+ o a
Q Q
Ahora por la desigualdad de Holder tenemos que:

If+9lL,0 < IfllL@ I1f +g|p_1HLq(Q) + 191z, @) I1f +g|p_1||Lq(Q)

1

q

—1
= (HfHLp(Q)+ HgHLP(Q)> /‘f+9’q<p )
0

= (I lyi +lslly) | [ 1 + P
Q
D
< (Il + 19y ) 1F + 612, 0

p_B
Luego, 1 + gll7 by < 111, + 91l erop =2 =p (1= 1) =p (1) = 1.

Por lo tanto se cumple (1.3). O

Teorema 1.7. Sea f € L*°(Q) tal que Vo € C°(Q), [ fodr =0, entonces Vo € Q f =0
Q
(Ver [1], Pdg. 59).

Antes de la demostracion del teorema (1.8) enunciaremos dos resultados que serdn ttiles
en el transcurso de la misma; uno de ellos llamado el teorema de densidad

(Ver [8], Pdg. 79) y el otro teorema de Lusin (Ver [8], Pdg. 83).

Teorema(densidad). Sea S la clase de todas las funciones simples medibles de Q en C que

son nulas salvo en un conjunto de medida finita. Si 1 < p < 0o, entonces S es denso en

Ly($2).
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Teorema (Lusin). Supongamos que f es una funcion medible real en 2, tal que f = 0
salvo en un conjunto de medida finita . Dado € > 0 existe una funcion g € Cy(S2) talque

f =g salvo en un conjunto de medida menor que €. Ademds se tiene que:

sup |g(x)] < sup|f(z)]
zeQ z€S

Teorema 1.8. El espacio Cy(2) es denso en L,(S2) para 1 < p < oo; es decir
Ve L,(Q), Ve>0, g€ Co(Q): |f—gllp o <e

Demostracion. Sean h € L,(2) v ¢ > 0. Por el teorema de densidad existe s € S
(clase de todas las funciones simples medibles de € en C que son nulas salvo en un

conjunto de medida finita) tal que :
I~ Al <
Ahora por el teorema de Lusin, existe g € Cy(Q2) tal que g(x) = s(x) salvo en un conjunto
p

E (FE C Q) de medida menor que ( ‘
2sup,eq |s(2)]

y ademas

sup [g(x)| < sup [s(z)].
€S €N

Dado que

l9(z)| < sup|g(z)| < sups(z)] vy [s(z)| < sup|s(z)| tenemos:
€N e e

l9(x) = s(2)] < [g(@)] + |s(z)] < 221615 |s(x)],

de lo cual se sigue que:

Sl

3 =
AN
™

lg = sl = / 9(2) — s@)Pdz | < 2supls(z)| [m(E)

e
E

Por lo tanto,

lg = hllp,@ =Illg—s+s=nhll @ <Ig=sl@+Is—hl,q <2
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Lema 1. Sea 1 <p < +o0. Si f € L,(R), entonces f € LY(R).

Demostracion. Es claro que si K es compacto, entonces m(K) < 4oo y segun
la consecuencia 2 de la desigualdad de Holder VK compacto, Vp > 1, L,(K) C Li(K) es

decir , si f € L,(K) entonces f € Li(K), ademds tenemos que:

1 1
1y < U2 1 fll ) < (m(ED) % |11l y < +o0.
Por tanto para 1 < p < 400, si f € L,(R) entonces f € LY*(R). O

Teorema 1.9. Sea Q@ C R un abierto arbitrario . Entonces C§(S2) es denso en L,(f2)

para 1 < p < oco. (Ver [2], Pdg. 71).

1.3. Espacio de funciones de prueba

Definicién 17. Diremos que la sucesion {p;},.y de elementos de C3°(R) converge a la

funcién ¢ € CP(R) si :

1. Euiste un segmento [a,b] fuera del cual las funciones ¢ y ; 7 =1,2,--- se anulan.

2. Para todo k € Ny, la sucesion de derivadas de orden k, {<p§~k)} converge unifor-
jEN
memente en dicho segmento, (j — 00) hacia la funcién ¢ y a sus correspondientes

derivadas p*) | respectivamente.

Dotado de esta convergencia, el conjunto de funciones C§°(R) constituye un espacio lineal

con convergencia que lleva el nombre de espacio de funciones de prueba y se simboliza

D(R) = D.

Ejemplo 11. Sea a € R-fijo.

Consideremos la funcion @ definida de la siguiente forma:

=2 5 |zl <a

0 si x| >a
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esta funcion estd en C3°(R).

—a2

ea?—a? 1
c = 0. Sea u=

Mostremos primero que para k € Ng-fijo, lim

e () a2 — x2’
st x — a , u— 400, entonces
_a?
, ) ) uk 100
Im ———— = lim — = —.
z—a~ (g2 — 2?) u—+oo e 400
uF k
Aplicando k wveces la regla de L Hopital tenemos que: lim —— = lim ——— =
u—too AU u—too q2kea’u
Es decir
_a?
ea2—7:2
lim —— = 0. (1.4)
v—a” (a? — x?)
a2
eaZ—z2
Andlogamente para k € No-fijo lim ———— =10

sat (a2 — 32)
Como p(x) = 0 para |z| > a, entonces para todo k € Ny ©*(x) =0, |z| > a.
Ahora probemos por induccion que:

a2

e a?-a2

Pt (a) = Pk(x)m si |z] <a,

donde Py es un polinomio de grado 3k — 2.

a
e a?—22

Para k=1:¢'(x) = —2a’z

a2

2 .2

Caso k =2:¢"(x) = (6za® + 2a6)(52_—ny1.

Supongamos que el resultado es vdlido para k =m :

a

e —;
o™ (z) = rm(x)ms_w donde r,,(x) es un polinomio de grado 3m — 2.

—x
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Probemos que se cumple para k =m + 1.

/
— a2
e a2-a2

(m) [
("™ (z) = mﬂn(ﬂc)
(a2 =), (x) + dma(a® — 22 g (x) et 20°wrm (2) e
- (a2 — x2)2m] € - (a2 — 2)20m+1)
2
- (@ ) ro(2)(a® — 2%)? + dma(a® — 2)rp, (z) — 2a2xrm(x)>
a? — x2)2m
6717(2‘1_12
= (@ =y L)

donde P, .1 es un polinomio de grado 3m + 1, por el principio de induccion matemdtica

hemos probado, que:

a2

e aZ—o2

o () = Py(x) si|z] <a,

Nuevamente por induccion matemdtica respecto a k € Ny mostremos que ¥ (a)yo® (—a)

ezxisten y valen cero.
a2 112
ro_ . wlr) —pla ., e a?-a? . —(a4+x)e o2
Pamkzl:go(a):hmwzhm = lim ( 2>2
T—a~ r—a rz—a- T — A T—a~ a — X
2
—a

2

a®—x

2

este limite es cero ya que hm | (v +a) =2a y lim =0, es decir ¢ (a”) = 0.

r—a~ (CL2 — X
Un procedimiento andlogo al antemor muestra que ¢ (a™) = 0, luego ¢ (a) = 0.
a2
W, _ . (x) — ¢ (a) . 2a°z(a+x)e o227
Para k=2 = lim ———— =1
ara ¢ (a”) o T —a S (a2 — 22)3
a2
2222

?)

Y

este limite es cero ya que hm 2a x(x +a) = 4a* y lim es decir goﬁ (a=) =0.

r—a~ (CL2 — ZL’Q)37

Similarmente, ¢" (a*) = (), luego ¢ (a) = 0.
Supongamos que el resultado es valido para k = m, es decir go(m)(a) =0.

Probemos que se cumple para k =m + 1

a.2
_ 1y —lat @) Pi(x)e
= m (a2 _ x2)2m+1

(m+1)(g7) = lim " (x) — " (a)
r—a~ xr —a T—a

2

FEste altimo limite es cero ya que (a + z)Py(x) estd acotado en cualquier entorno de

a2

P -

m+1(

a y lim = 0, luego ¢ ) = 0. De manera similar se muestra que

voa- (a2 — 22)2m+]
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@™ (a™) =0, por lo tanto o™ (a) = 0, por el principio de induccion matemdtica hemos
probado, que: ¢®(a) = 0. De igual manara se muestra que ¥ (—a) = 0. Por lo tanto
tenemos que: p*)(a) = 0 = ¥ (—aq).

Hemos asi demostrado que Vk € N

Pi(x)———= st |z <a
0 si x| >a
Por lo tanto se ha probado que ¢ € C°(R).

Ejemplo 12. Consideramos la sucesion {¢;} . de elementos de C§°(R) :

jeN

a2

e @22 s x| <a

2
90j<x> = ’ )
0 si x| >a

y probemos que p; — 0 en D, j— +oo.

2 ., .
—— < —1 y que €® es una funcion creciente tenemos que:

En efecto, debido a que —

1
<f 2.0 jo oo (1.5)
i Jje

—e a2 —z2

n
J

Procedemos de manera similar al ejemplo ejemplo anterior, para mostrar que las funciones
;i € G (R) y que:

a2

P .
" le @ p <
() = § T Fonc2le) s el s (1.6)
0 st |x| >a
donde Supp ; = [—a,a| y Ps,—2(x) es un polinomio de grado 3n — 2, ademds
a2
1 e a?—<? 1 .
_ a.2 B u.2
Donde R es el sup %Pgn,z(x) en |—a,al ya que %Pym,g(m) es continua en

[—a,al, luego tenemos que gog»n) = 0, sobre [—a, al.

De (1.5) y (1.7) podemos concluir que ¢; — 0 en D, j — 0.
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Definicién 18. Se llama funcion generalizada sobre D a todo funcional lineal y continuo

definido sobre D.

Ejemplo 13. Sea f € L'“(R). Podemos definir una funcién generalizada

(que denotaremos con la misma letra) mediante la expresion:

VoeD, (f.p):= / f(@)p(x)dz. (18)

Por el ejemplo 9 tenemos que este funcional estd bien definido y es lineal sobre D. Ademds,

sip; — @ (j — o00) en D entonces en particular, ¢; = ¢ enR. Por lo tanto,

+oo
(fs05) = (fi9)l < /If(fv)llsoj(fv)—w(wﬂdx

- / @) l05() — (@) de

< swp lgi(a) — plo)] [ If@)]dz =0, j— o

z€a,b] .

donde Supp ¢ C la,b]. En este sentido toda funcién localmente integrable puede
considerarse como una funcion generalizada. Toda funcion generalizada representada de

la forma (1.8) se llama regular y un funcional no regular se llama singular.

Ejemplo 14. Definimos el funcional

Vo e D, (d,¢):=¢(0). (1.9)

FEste funcional no puede ser representado en la forma (1.8) cualquiera que sea la funcion

f localmente integrable en R. En efecto supongamos que existe f € LY(R) tal que:

Vo eD, (5.¢)= / f(@)p(x)d.

Sea a € R-fijo. Consideremos la funcion ¢ definida de la siguiente forma:

a2

e =22 s |r|<a
plr) =
0 si x| >a .
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Esta funcidon estd en C§°(R).

Para f y p, y por (1.9) tenemos que:

/ f(@)p(z) de = (6,0) = p(0) = . (1.10)

e

Ademds como m([—a,a]) = 2a < +00, entonces por la consecuencia de la desigualdad de

Hélder tenemos que, ¥p > 1 L,([—a,a]) C Li([—a,a]) y se cumple la desigualdad:

1,l
1oy oy = / @) dz < ) 1)

Ahora en la parte derecha de la desigualdad tiende a cero cuando a tiende a cero, luego

h’r%/ f(2)] dz = 0.

a2

_ L
Ahora e =" < el = — si|z| < a, entonces

7mf<x>¢<x>dx - / fla)e #dn| < - / f(2)] da.

De la misma manera la parte derecha de la desigualdad tiende a cero cuando a tiende a
cero. Por tal razén el primer miembro de (1.10) tiende a cero cuando a tiende a cero ,
mientras que é es distinto de cero.

Por lo tanto el funcional § no puede ser expresado en la forma (1.8).

El funcional § es lineal y continuo. En efecto,
Vo, €D, Vo, € C (6, a0+ 1)) = (ap+ 1) (0) = ap(0) + B(0) = (8, ap) + (6, B).
Si pi(z) = (z), (j — 00) en D entonces ;(0) — ¢(0) 5 — oo; por lo tanto

(0,05) = ¢(0) = ©(0) = (d,¢) j — 0.

Asi d es una funcion generalizada singular.

Sea a € R, a fijo. El funcional definido como:

(00, 0) = ¢(a),
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es una funcion generalizada que se llama funcion Delta de Dirac centrada en el punto
r=a.

Otro ejemplo de funcion generalizada singular corresponde al valor principal de % (Up%)
La integral impropia de la funcion % no existe en cualquier intervalo que contenga el

origen. Sin embargo, para cada funcion p € D existe y es finita la integral en el sentido

del valor principal segin Cauchy ( Ver [5], pdg 14) :

(v.p.l,go) = lim /de%—/@dm
x e—0+ x x

— o0 €

(v.p.%) esta bien definido, en efecto, sea a > 0 y supongamos que supp ¢ C [—a,al;

entonces
i | [ s [Ege| gy | [ [l =0,
e—0t x T e—0t €T T

a

+ lim /@dxﬁL/@dx
T

e—0Tt xT

€
a

— (0 —€ N
_ /de—l—(p((]) li%l+ {log|x|‘ +log|x|’ }

—a

Como {log |z ‘_ + log |z ‘ } = log |—¢€| — log |—a| + log |a| — log |¢| = 0, entonces;

(1pd) - [HD=sl0y, )

X

—a

Ahora por el teorema del valor medio para derivadas tenemos que existe ¢ entre x y 0 tal

que
p(x) — ¢(0)
22O ol <
T
donde M = sup |¢'(z)|, ya que ¢ es continua y de soporte compacto en [—a,al,
z€[—a,a)
—»(0 / — (0
entonces M esta acotada, luego /de< oo. FEs decir (U.p.%)
x x

define un funcional sobre D. )
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Ahora probemos que el (v.p.%) es una funcion generalizada sobre D.
Es lineal, debido a la linealidad de la integral.

Y continuo, en efecto supongamos que ¢; — ¢ en D, j — oo.

a

(pi (0; - @) - (e e 0w,

X

—a
a

/ (ps() = 9(0) = ((2) = (0)) ,

T
i

—a

Ahora por el teorema del valor medio para derivadas tenemos que:

a

(03001 -0)) = [ 8 =) o [y S

—a —a

donde supp p; C [—a,a] y c) estd entre x y 0.
Como p; — ¢ en D, j — oo, entonces ¢ = ¢’ en [—a,al, luego

a

—a

1 1
Por tanto lim <v.p.—,gpj> = (v.p.—,cp), ahora supongamos que existe f € LY(R) tal
x x

J—00

que

Entonces por (1.11)

Vo € D /f dx—/de,

T

—a

donde supp ¢ C [—a,a]. Sea ¢ arbitraria en C5°(R) tal que p(x) = xp(z). Entonces

/f Vi (z dx_/w“ d—/w

—a

Esto es .

/(f(:c)w(x) —(x)) do = /w(x)(f(:c)x —1)dr =0.

—a
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Pero por Teorema 1.7, tomando a 2 = (—a,a), tenemos que x f(x) —1 = 0, lo que implica
que
flz)y=1 vz € R, pero 1 ¢ Ll°(R), esto contradice nuestro supuesto que f € Li*°(R).

1
Lo cual quiere decir que (v.p.—) define una funcion generalizada singular.
x

Observacion 2. Sobre el conjunto de funciones generalizadas se definen las operaciones
de adicion y multiplicacion por escalares de manera natural: Sean f,qg elementos de D’
Vo € D, Va,p € C, (af + Bg,p) = alf,¢) + B(g,p). Asi el conjunto de funciones

generalizadas constituye el espacio dual de D, que denotaremos por D’.

Definicién 19. Sea f € D'. Se dice que f se reduce a cero en un intervalo (a,b), si

(f,¢) =0 para cualquier ¢ € D tal que supp ¢ C (a,b).

Ejemplo 15. Sea (a,b) C R que no contiene al origen. Entonces Vo € D tal que

Supp ¢ C (a,b) tenemos que ¢(0) = 0. Luego

Es decir la funcion delta de Dirac se reduce a cero en cualquier intervalo que no contenga

al origen.
Definicién 20. f,g € D', son iguales siVp € D, (f,¢) = (g9,¢).

Definicién 21. (convergencia débil)
Se dice que la sucesion { f;},cy C D' converge débilmente a f € D', (f; — fenD', j — o0)
si:

Ve €D, lim(f,9) = (/.0

En este caso, diremos que f es el limite débil de {f;}, y

Ejemplo 16. Sea
.2
Vie

FEsta es una sucesion de funciones continuas, por tanto definen una sucesion de funciones

generalizadas requlares.
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Probemos que la sucesion {fj}jGN C D' converge débilmente a la funcion delta de Dirac.

En efecto Vo € D tenemos que:

(f5, ) /\/—6 ol Vie w ) — : (1.12)

Donde supp ¢ C [—a,a], haciendo el cambio de variable z = %5 en (1.12) obtenemos

(fi ) = / e? dz—i—\/_/ { < >—¢(0)} dz. (1.13)

,a\f

En la primera integral de (1.13) tenemos que:
ayi

/ _Zdz—>/ =7, j— . (1.14)

—af

Aplicando el teorema del valor medio para derivadas, existe c(; .y € (0, \2/—'3)
(que depende de jy z), tal que:
2z

; (%) —¢(0) = =0 ().

Asi en la seqgunda integral de (1.13) tenemos

S

a

e [<p (%)—90(0)} iz = % / 2 (e dz (L15)

—a+\/j —a+\/j
2

1

N3

STk

donde la integral de la parte derecha de (1.15) es cero debido a que ¢’ estd acotada en

ayi
2
s : ) L,
[ ‘;ﬁ, —a\Q/j} y ademds / e % 2zdz es cero.
_a\/j
2

Por lo tanto la primera integral de (1.15) es cero.

Remplazando (1.15) en (1.18) cuando j tiende a infinito, y por (1.14), tenemos que:

Vo eD (fjp) = (6,) =(0), Jj— oo

z2
Es decir § es el limite débil de { 2f7 } .
jEN
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Proposicion 1. Si el limite débil de una sucesion de funciones generalizadas existe,

entonces este es unico.

Demostracidn. Sea {f;}, y de elementos de D',donde f, g son los limites débiles de { f;},y,

tales que:

Vo €D, lim (f;,¢) = (f.0) y lm(f,0) = (9,%).

Luego, tenemos que; lim |(f; — f,¢)| =0y lm |[(f; —g,¢)| =0,
j—00 j—00

0<1[(fy0) = (g,0) = [(fip) = (fir) + (fis0) = (g, 0)| = |(f; = fr0) + (f5 — 9, 0)]
< [(fi=Fol+Ifi—9,0) =0 j— o0
Entonces Vo € D, (f,¢) = (g, ), por lo tanto f = g. O

Proposicion 2. La operacion del paso al limite es lineal.

Demostracion. Sean a, § € C; f,g € D’ tales que:

VoD, lim(f;¢)=(f¢) y lim(g;,¢) = (g,¢). Entonces

Vo €D, lim (af;+0Bg;, ¢) = lim [a(f;, @) + Blgs, 0)] = alf, ) +6(9, ) = (af +B9,¢).

En consecuencia, Vo € D, lim (af; + Bg;, ¢) = (af + Bg, ¢). ]
Jj—00

Observacion 3. La convergencia de una serie infinita en D' la definimos como la con-

vergencia de la sucesion de las sumas parciales,es decir,

d fes fr€D k=12, (1.16)
k=1
k
La suma Sy = ij se llama suma parcial del k-ésimo orden (k = 1,2,...) de la serie
j=1

(1.16). Esta serie se dice convergente, si Sy — f en D', k — oo.

La funcion generalizada f se llama suma de la serie (1.16); y se denota f = Z fr-
k=1

SifeD, f:ka, fr € D', entonces

k=1
J J 0o
voeD (fp)=lim (Z fmo> = jlggoz (frr0) =D (fr0)
k=1 k=1 k=1
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Proposicion 3. Sea {fj}jeN una sucesion de elementos de D' y supongamos que para
cualquier funcion ¢ € D existe el limite de la sucesion numérica (f;,¢) y

F(p) = Jlirgo(fj, ©). Entonces F' es una funcién generalizada.

Demostracion. F es lineal:

Por la linelidad de cada f; € D’ tenemos que:

Vo, p €D, Vo, F€C Flap+fy) = lm(f;ap+fy) = lim (f;, ap) + lim (f;, 5y)
= Flap) + F(BY).
F' es continuo:

Supongamos que ¢ — ¢ en D cuando k — oco. Por la continuidad de cada f;, j € N

tenemos que:
Fpw) = lm (f;, o) — lim (fj, ) = F(p), k — oo.
Por lo tanto F es lineal y continuo, es decir F' € D’. O]

Teorema 1.10. Si {fj}jeN € LY(R) la cual converge en casi toda parte a una funcion
f en R, y existe una funcion g € LY(R) tal que |f;] < g para todo j € N, entonces
feLlR)y fj— fen D, j— oco.

Demostracion. Aplicando el teorema de convergencia dominada de Lebesgue

(Teorema 1.3) tenemos que: f € Li(R) y ademaés,

+00 +o0
VoeD, lim(fe) = lin [ fopede = [ Folade = (5.0)

Por lo tanto f es el limite débil de {fi} O

jEN -

Proposicién 4. Dada f € D'y € C*(R) se define el funcional pf mediante la relacion:

Vo € D, (uf, @)= (f, pep).

Asi definida, uf € D', donde la expresion del miembro derecho tiene sentido, ya que

e € D.
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Demostracion. Verifiquemos que pf es una funcion generalizada.

wf es lineal:

Vo, €D, Vo, €C (uf,ap+8Y) = (f, plap+pY)) = (f, pap) + (f, uBY)
= a(f,pe) + B(f, 1) = a(uf,p) + B(uf, ).

(f es continua:

Probemos primero que, si ¢; — ¢ en D, entonces pp; — pp en D, cuando j — oo.
Como ¢; — ¢ en D, cuando j — o0, luego existe [a,b] donde Supp ¢; y Supp ¢ estan
contenidos en dicho segmento.

Ademas Supp pp; C Supp pu() Supp p; € Supp ¢; C [a,b] Vj=1,2...

Lo anterior también se cumple para el Supp pp. Luego tanto el Supp pp;, como Supp pp

estan contenidos en [a, b, es decir up y pup; se anulan fuera de [a,b] Vj € N.

(m)

P— ©™ en [a,b] VYm € Ny, tenemos que

, con M = méax {My, My, ..., My} , donde

Ahora como, ¢
Ve > 0, existe N,,, € N tal que si j > N,,,, Vx € [a, b]

Consideremos a €* = 2mm(m€—|— Wi

M; = sup |u(i)(x)|, i = 0,1...k, es decir Ve > 0, existe N* = max{Ny, N1,..., N, } tal

z€[a,b]

que si N* > j,Vx € [a,b] tenemos que gog.m) — cp(m)’ < €*.

Ahora probemos que (pp;)™ = (up)™ en [a,b].
| (1p) ™ — ()™ | <

53 (T) 1]

§0§'m_t) _ QO(m_t) '

= /m = /m
Dado que que Z <t> =2y Z <t> tiene m+1 términos, entonces tenemos que
t=0

(m—t) .

2 ¥

(m—t)

2 Sp(m_t)

< 2™(m+ 1)M§:

t=0

Xm: (T) ||

t=0

me
2" (m + 1) M .
< 2%(m+1) <2mm(m+ 1)M) =€
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De lo anterior se sigue que Ve > 0, existe N* € N tal que si j > N*, Vz € [a, )]

|(p) ™ — ()™ < e.
Es decir (up;)™ = (up)™ en [a,b]. Con ello hemos probado que pup; — e en D,
cuando j — oc.

Ahora veamos que uf es continuo:

(nf,05) = (f,mey) — (f,ue) = (uf, ), j— oo.

Por lo tanto se ha probado que pf es una funcién generalizada. O

Sean h € R, donde h es fijoy f € C(R). La translacion 1, f de una funcion f, la definimos
de la siguiente manera:

mf(x) := f(x — h), x € R, observemos que la traslacion ,f cumple lo siguiente:

Vo €D, (tnf,¢ /fx— dx—/f o(lx+h)dx = (f, 7_np).
Definicién 22. Sea f € D' y h € R. La traslacion 1, f :

VSO € D7 (Thfa 90) = (f’ T_hSO) = (f(x)a 90('1; + h))
Define una funcion generalizada.

Ejemplo 17. Sea § € D' y Vo € D, tenemos que:
(16, ) = (0, 7_np) = @(h) = (0n, @), luego T, = .

Seana € R, a#0 y f e C(R). La composicion a* f(x) := f(ax), z € R, cumple que
Vo € DR), (/) /f a)p(e) dr =l (, (7)),

donde (a~")*p(z) = (%)

Definicién 23. Sea f € D', y sea a € R, a # 0, entonces a*f dada de la siguiente

manera:

Vo eD, (a'f.p) = lal"" (f,(a ")),
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define una funcion generalizada.

Ejemplo 18. Sean f € LY(R) y a € R a # 0. La funcién generalizada a*f estd dada

por

VoeD, (a'f.p) = / flaz)p(x) dz = || (£, (a2 ).
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Capitulo 2

Propiedades Fundamentales de la

Derivada Generalizada y la Derivada

Débil Segun S.L. Sébolev.

2.1. Propiedades de la derivada generalizada

En esta seccion estudiaremos algunas operaciones del calculo aplicadas a las funciones
generalizadas. Es claro que existen funciones , por ejemplo las funciones discontinuas
que no tienen deriwada en el sentido cldsico (en R); sin embargo, si estas funciones son
tratadas como funciones generalizadas es posible extender el concepto de derivada a dichas

funciones. Empezamos con el concepto de derivacion en D’.

Si f € CYR), tenemos que f' € C(R); pero el espacio de funciones continuas en todo
R estd contenido en el espacio de funciones localmente integrables en R; luego [’ es una
funcion localmente integrable. Por lo anterior podemos definir la funcion generalizada f’

mediante la expresion:

VoeD, (fl.p):= / @)l de | (2.1)
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donde la integral en (2.1) converge gracias a que f' € LP¢(R); ademds integrando por

partes en (2.1), por ser la funcion ¢ € D tenemos que
) N +00 400
(o) = [ F@e@ de= @]~ [ f@e) o=~ [ fa)@ dn

+oo
donde f(:t:)(p(:c)‘ =0, ya que @ es de soporte compacto. Este hecho motiva el siguiente

concepto.

Definicién 24. Sea f una funcion generalizada. Se llama derivada de la funcion

generalizada [ al funcional sobre D, denotado como [’y determinado por la igualdad

Vo eD, (f,p):=—(f¢) (2.2)

De la igualdad (2.2) tenemos que para hallar el valor del funcional ' en cualquier elemento
© que pertenece a D, solo debemos calcular el valor del funcional f en el elemento ¢’ en

D.
Lema 2. FEl funcional f' definido mediante la formula (2.2) es lineal y continuo.

Demostracion. Sean o, € C y ¢, ¢ € D, donde f es lineal y continuo. Entonces:

(f/,OéQO‘i‘ﬁ(b) = _(fa(a90+ﬁ¢)/):_(f7a(10/+6¢/>
= —(I(f,QO,)—B(f,qb/):a(f/,@>+ﬁ(f,,¢).

Por lo tanto f’ es lineal.
Si g, — g en D cuando n — oo, entonces en virtud de la convergencia en el espacio lineal

D tenemos que g/, — ¢’ en D para n — oo. Luego:

(f’>9n)=—(f,9;)—>—(f,g’) = (f/,g), n — oQ.

Por lo tanto f’ es continuo.

Hemos probado que f’ es lineal y continuo, es decir que f' € D’. H

Del anterior lema podemos decir que f' es una funcion generalizada.
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Ejemplo 19. Como sen x € LY(R), la funcion generalizada de seno es:

+oo
Vo €D, (sen,yp) = /senwgp(x) dx, (2.3)

—00

La derivada de esta funcion generalizada segin (2.2) es:

+oo +o00
+oo
(sen’, ) = —(sen,¢’) = — / senx ¢ (x)dr = —[sen x @(x)‘ — / cos z p(x) dz),
+oo
= / cos xp(x) dr = (cos, p).

Luego, tenemos que Yo € D (sen’, ) = (cos, ) es decir (ver def (20)) sen’ = cos.

Ejemplo 20. Consideremos la funcion de Heaviside.

La derivada de la funcion de Heaviside en R, en el sentido habitual estd dada por:

0 si x#a

A st x=a .

Pero la derivada de esta funcion en el sentido de las funciones generalizadas estd dada

1

por
“+o00 “+00 N
(h:p 90) = _(hCH 90/) = - / h;gol(:c) dr = — / gol(x) dr = _90<'r) ;

= —p(+00) + p(a) = (8o, ¥).

Se usd el hecho de que ¢ es de soporte compacto, entonces p(x) — 0, x — +o00. Asi,

V(,D € 97 (h:m(p) = (6(1,@) es decir h; = 5(1‘

Es natural prequntarse que las derivadas tanto en el sentido habitual, como en el sentido
de las funciones generalizadas son andlogas.

Resulta que la derivada cldsica de una funcion continuamente derivable en R considerada

Donde p(+00) := lim o(z).

r— 400
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como funcional sobre D, coincide con la derivada de dicha funcion en el sentido de las
funciones generalizadas. Sin embargo, el reciproco de esta afirmacion es falso, como se

muestra a continuacion.

Sea
x, st x>0

0, st x<0 .
Como x, € LY(R), luego la funcién generalizada es:

+oo

Vo €D, (z4,p) = /$+ o(z) dz, (2.4)

—0o0

la derivada de esta funcion generalizada segin (2.2) es:

(@ ¢) = —(@e¢) =~ 7wx+w'<x> dr = — 7%@0’(73) dr = —ap(n)| "+ 7090(35) dz
= 70h($)<p(x) dz = (h, ¢).

Luego, tenemos que Vo € D (2!, ) = (h, @) es decir z'_ = h, que coincide con la derivada

usual de x'_, pero ', ¢ C*(R).

Proposicion 5. Toda funcion generalizada f admite derivadas de todo orden, y ademds
vn e Ny, (f™,0) = (=1)"(f,¢'™), VpeD. (2.5)

Demostracion. Sea f € D'y p € D.
Para n = 0,1. (2.5) se cumple trivialmente ya que cualquier funcién generalizada admite

una derivada:
(f/> 90) = _(fa 90,)

Cason =2 (f",¢) = ((f"), ) = =(f".¢) = (=1)*(f,¢") = (f,¢").
Supongamos que el resultado es vélido para n = k: (f*), ) = (—1)k(f, "),

Probemos que se cumple para n =k + 1.

(F50,0) = (FP),0) = =(fP,¢) = (CD(=DE(S, (™)) = (D (F, "),
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Por el principio de induccién matematica hemos probado que:

vneNo, (f,0) = (=1)"(f,¢™), Vo eD.

Nota 2. La derivacion en D’ es lineal, es decir:

Sif,geD yVoeD, ((f+9).0)=(+7,¢)
En efecto:

VoeD, (f+g),0)=—(f+9¢)==(f,¢)=(9.¢)=(f o) +(d,0) =(f+7,0).

Proposicién 6. Es vdlida la formula (regla de Leibniz):

VfeD, Vue C*(R), (uf) :=p'f+puf"

Demostracion. Recordemos que, si f € Dy p € CPR), (uf,p) = (f, 1up).

((uf) o) = = —(uf,¢) =—(f, m),
= —(f,(up) —w'o) = (f,1'e) = (f, (pe)) = (W' f,0) — (f, (1)),
= (W f,0)+(f (up) = (W' f,0) + (uf', ),

= Wf+nf' o).

Ejemplo 21. 1) Calcular (z* +1)d'.
2) Calcular x6*, k € N.

Solucion.
1)Sea p € D, luego
(@ + 1) 0) = (¢, (2°+1)p) = = (6, (2" + 1)g)) = —(0, (32®)o + (¢° + 1)),
= —[(6,32%0) 4 ((6, (z° + 1)¢")] = —=[3(8,2%¢) + (6,2°¢") + (6, ¢")]
= —[3(¢(0)0) + (¢'(0)0) + ¢'(0)] = —=¢'(0) = —=(0,¢") = (¢, ).
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Luego, (z3 +1)§ = ¢'.

2) Para k =1 tenemos que:

(zd',p) = (0',20) = =(6, (xp)) = = (6,0 + 2¢') = (0, ¢).

luego x6' = —9.
Sik =2,

(", ) = (6", z¢) = (0, (z)") = (0,9 + 29" + ¢') = =2(0', ).
En general, Yk € N tenemos que: 6% = —kd*1.

Ejemplo 22. Calculemos para la funcion de Heaviside: hl,hl, ..., hgk), k € N.

Solucion. Yy € D:
+oo +oo

(e 0) = —(har ) = — / () (2)de = — / ¢ @)z = —p(@)| = pla),

dado que ¢ es de soporte compacto.

AsiVo e D (W, @) = (0, ), esto es h, =, = ¢(a) ,

—+00 “+o00
(ha, ) = (=1)*(ha, ¢") = [ ¢"(z)dz = ¢/(z)
Luego Bl = 6!, = —¢/(a). ’

= —¢'(a).

En general, Vk € N h{) = 6%~ = (—=1)*=Yeo(a), lo cual puede mostrarse facilmente por

mduccion.

Ejemplo 23. Calcular: §', §",...,6® ke N.

Solucion. Yy € D,

(0", ) = =(6,¢") = =¢'(0).

(0", ¢) = (=1)%(8,¢") = ¢"(0).

En general Vk € Ny, (6%, @) = (—=1)*(8, o) = (=1)F¢®)(0).

Ejemplo 24. Sean a € R — fijo,a# 0y f € C(R). Sea g(z) = f(ax), luego

g € C(R), por tanto g define una funcion generalizada. Calculemos su primera derivada.

WoeD, (fhp) = ~(d)= [ i@ de= [ flaz)g(e)da

o0 -

= @)+ [ afanpta) de = (of (a0). (@),

—0o0 00
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luego Yo € D (¢, ) = (af'(ax), p(z)) es decir f'(ax) = af'(ax).

Definicién 25. Sean f una funcion generalizada, a € R y a # 0. Luego

/
Y

Vo e D, ((f(ax)),¢) = (af (ax), ), (2.6)

donde (f(ax))/ define una funcion generalizada.

Lema 3. Sean f; € D', f € D" y Vo € D lim (f;,¢) = (f, ). Entonces
j—o0
Vo eD lim(fj,0) = (/" ¢)-

Demostracion. En efecto, supongamos que la sucesién de funciones generalizadas { f; }j N

converge a f en D’. Entonces, Vo € D se tiene

(fi0) == (f,0) = = (£, &) = (f.9) j— 0.

Por lo tanto, f; — f" en D’ cuando j — oo,

De el anterior lema tenemos que, para toda sucesion de funciones generalizadas
convergente en D’ la derivada de la funcion limite es igual al limite débil de la sucesion

de las derivadas.

Nota 3. Como consecuencia del lema anterior tenemos que toda serie convergente de

funciones generalizadas puede ser derivada término a término cualquier numero de veces:
o o

F=> f=fm=>" " (2.7)
k=1 k=1

Cuando se trata de series de funciones, la igualdad en (2.7) no siempre se tiene, ya que
en ese caso se deben requerir condiciones adicionales, como la convergencia uniforme de
la serie de las derivadas, para poder asegqurar que ésta converge a la deriwvada de la suma
de la serie.

Ejemplo 25. La sucesion de funciones generalizadas requlares {%(n)} tiende a la
jeN

funcion generalizada nula 0 € D cuando j — oo, dado que la sucesion de funciones

converge uniformemente a la funcion nula,

VopeD lim (Sen(.]x>,<p> = (0,¢) =

J—00 ¥
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Entonces, dado que la derivacion es continua en D' y de (2.6) tenemos,

YpeD  lim ((Se“@‘”))' %) = Jim (o). ) = (0.6) = 0.

J—00 ¥ J—00

Es decir la sucesion de funciones generalizadas {cos(jz)},cy converge débilmente a la

funcion generalizada nula cuando j — oo.
Observemos que en el sentido habitual no existe h'm cos(jx).
j—

Similarmente 1im sen(jx) = 0. Tomando sucesivas derivadas tenemos que:

j—00

lim (cos(jz), ¢) = — lim (jsen(ja), ¢) = lim (FPcos(jz), @) = .. = lim (7" sen(jz), 9) = (0, ¢),
J—oo J—0 J—00 j—o0

lim (sen(jz), ) = — lim (jeos(jz), ) = — lim (2sen(ja), @) = .. = lim (7" cos(jz), ) = (0, ).
j—oo j—00 j—o0 j—oo

Es decir lim j" cos(jz) = 0 = lim 5" sen(jz).

J—00 J]—00
Sea f € C(R) cuya derivada cldsica es continua a trozos * en R, con discontinuidades
de salto en los puntos {ay}, .y = S, ella define una funcion generalizada regular, debido

a que toda funcion continua se puede ver como una funcion generalizada (Si f € C(R)

entonces f € L'*(R) ), cuya derivada estd dada por

+o00o
VoeD, (flg)=— / f(2)g! () di = / f(2)g (@) de

a

donde supp ¢ C [a,b]. En efecto, Sea {Ck}i::l el conjunto de puntos de S donde f es
discontinua en [a, bl,
(consideramos a; =a y ap =D).

Integrando por partes en cada uno de los segmentos * |ag, apy1] tenemos que:

b
(fro) = / f(2)e! () da

¢ Cktl t

— / fl Z Ck+1 - 0 (Ck+1) - f(ck + O)QO(Ck)] .

Ck

2Decimos que una funcién g es continua a trozos en R si existe una particién {zy}, ey en R tal que la
funcién g es continua en cada uno de los intervalos (zx—_1, x)) y son finitos los limites g(zx+0) = hm g(x)

x—»xk

y gz —0) = lim g(z), Yk € N. En particular en cada segmento g tiene un niimero finito de estos
T—T,

puntos.
3Una funcién continua a trozos en un segmento es integrable sobre dicho segmento.
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Como f € LY(R), de ahi que cada una de las integrales de la primera suma existen y
son finitas.

Por tanto la primera suma es finita, también por ser [ continua tenemos que
flek +0) = f(ep —0) k = 1,2,...,t por lo cual la seqgunda suma se anula. Entonces,
la derivada en el sentido de las funciones generalizadas de la funcion f es una funcion

generalizada reqular definida por:

Ch+1 b +oo
VeeD, (f.) Z/f @do= [ Lowar= [ Lo

donde % es la derivada en el sentido cldsico de la funcion f.
Ahora consideramos que f es una funcién continua y diferenciable a trozos, con
discontinuidades en los puntos {cy},_,, donde f(cy 4+ 0) — fler, —0) = fi, la derivada

de la funcion generalizada f reqular que ella define satisface que:

(frg) = — / f(2)e! () da
- Z/f dﬁz (e + 0)plex) — flex = 0)p(er)]
k cx
— f dx+z frp(ag).
d

Ejemplo 26. Calculemos f" (), donde

cosx st |r|<Z
flz) = ’
0 si |v| >3,
la derwada cldsica en los puntos x = —5, x = 5 no existe. En efecto
P f(h=3)—f(=%)
_ ) = l' 2 2 —_
/- < 2) hg(gl— h 0
) T (h—2)— f(-2%) cos (h —Z) — cos (%) sen (h)
I+ ( 2) Bk h B0 h oot h ’



andlogamente

, h + Ty U
£ (3) - iy 20 D=ID
CTN f(h+35)—f(5) . cos(h+5)—cos(3) . —sen(h)
I- (5) - hli%lf 2h == hli%lf 2h == hlgélf h —L

Luego la derivada en el sentido cldsico de f estd dada por

—senx  si |z <
df ()
dx

INJIERENIE]

=4 0 si x| >

no existe st T = ig )

Como [ es continua en R, la derivada en el sentido de funciones generalizadas es

. —senz s |v| <P
f(z) = _
0 si |o|>3F,
Como [’ es derivable en R excepto en los puntos x = =5, =75 y ademds

ff(=54+0)=f(=5-0)=1-0=1y f(5—-0)— f(5+0)=1-0=1 entonces

Py =B s (e Ty s (o= T,

dx? 2 2
donde
—cosx st |z <F
d*f(z) . .
I si |o| >3

no existe si T ==+3 ,

es la sequnda derivada de la funcion f y 6 es la funcion Delta de Dirac.

Teorema 2.1. Sea f es una funcion generalizada tal que f' = 0, entonces f es una

funcion generalizada constante.

Demostracion. Primero observemos que una condicién necesaria y suficiente para que
+oo

¢ € D sea la derivada de una funcién ¥ € D es que / o(x)dr = 0. En efecto, si
=1,

—00

xT

b(z) = / o(t) dt.

—00
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Entonces

“+o0o a
t/wwﬁ=/¢mﬁ=wwa2n, 2.8)

donde supp ¢ C [—a,al.

Ahora asumamos que ¢ € D es tal que

/_+OO o(x)dr =0, (2.9)

Y definamos

—0o0

Mostremos que ¥ € Cg°(R). Dado que ¢ es infinitamente diferenciable, entonces 1 tam-

bién lo es. Ahora por (2,9) y como ¢ € Cy(R), existe b € R, b > 0 tal que

T

[ etre= [tra=0 s iz

e}
—00

Es decir la funcién 4 tiene soporte compacto. Por tanto ¢ € C§°(R) y ademds ¢ = 1.

Observemos que para cada funcién ¢ € D, se tiene

—+00

/W@M—@@—%ER

donde (1, ¢) corresponde a la funcién generalizada regular definida por la funcién cons-
tante f = 1 actuando sobre ¢ € Dy C, = (1,¢) es un numero real que depende de la
funcién . Para probar el teorema, tomemos una funcién arbitraria v» € D con la pro-
piedad Cy = (1,7) = 1. Observemos que Vo € D, ¢ = [¢p — My] + Myp; M € R, en

particular tomemos

Como ¢, € D, entonces la funcién p = ¢ — My € D. Luego ¢ = p+ M.
Ahora

—+00 —+00 —+00 —+o00

/u(x)dx:/(go(aj)—Mz/J(x)) iz — /go(:c)da:+M/w(x)dx:M—M:0.

—00 —00 —00
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Entonces existe ¢ € D tal que u = ¢'. Ahora por hipétesis tenemos que f' = 0, luego

Por lo cual

(f, ) = M (f,9).
Sea T' la constante dada por T' = (f, ). Como M = (1,¢), entonces (f,p) =T (1,¢).
Asi Yo € D, (f,¢) = (T,¢). Por lo tanto f =T. O

De lo anterior resulta que si dos funciones generalizadas f, g tienen la misma derivada

f'= ¢, entonces sdlo difieren en una constante.

2.2. Propiedades de la derivada débil segiin Sébolev

En la seccion anterior vimos que toda funcion generalizada admite derivadas de todo
orden; sin embargo cuando se trata de una funcion localmente integrable sobre R podemos
ver que su derivada en el sentido de funciones generalizadas no necesariamente estd en
LI(R) (ver ejemplo 28). Ahora si consideramos una funcién f € CP(R) y ¢ € CH(R),
vemos que integrando por partes

oo d T q

e = - [ L@
En realidad esta igualdad nos lleva a otra generalizacion de la nocion de diferenciacion,

ya que para algunas funciones su deriwada cldsica no existe en R, pero existe una funcion

g € LI°(R) tal que Vo € C}(R)

+/Oof (z)¢(z) dw = — 709(90)90(93) dx

20



Ejemplo 27. Sea f(x) = |z|, entonces Vi € CH(R)

Zw@ i — / 2] ¢ (2) da
o s
- ot o e
By

Donde supp ¢ C [—a,a] y sgnz esla funcion signo dada por

-1 st z<0
sgn x =
1 st x>0.

El anterior ejemplo motiva la siguiente definicion.

Definicién 26. Sean n € N, f, g € LY(R). Supongamos que:

Vo € C(R), / F (@)™ () di = (—1)" / 9(z)p(x) d. (2.10)

Entonces decimos que g es una derivada débil segun Sobolev de orden n de la funcion f en
R, y la denotaremos* por D" f; DL f =D,f.

En adelante usaremos la expresion “derivada débil” para referirnos a este tipo de derivada.

Ejemplo 28. Sea n=1. Calculemos una derivada débil de la funcion

£(z) = 5kl + ).

4La letra w es tomada del ingles weak, que en espaflol significa débil.
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Vo € C3°(R) tenemos que:

a

+/Oof(x)90,($) dv = /af(x)go’(x) dr = /00¢’(x) dI—l—/xgo’(a:) dr

0

- / p(x) do

= /Ogo(x) dr + zp(x)

_ /0 0p(z) dz — 7@(:5) dr = — 70/1(95)@(;5) dz.

Donde h es la funcion de Heaviside y supp ¢ C [—a,al.

Teorema 2.2. (Unicidad de la derivada débil)
Seann € N, f,g,u € L'(R) tales que g =D f, y u=D"f en R.
Entonces Vx € R g=u.

Demostmcz’dn Por deﬁnicién tenemos que Vo € C°(R),

f f(x r)dr = (— f g(z)p(x)dx y
-l—oo
f f(x z)de = (—1)" [ w(z)p(x)dr. Luego
+o00 +oo
Voe CR®), [ g = [ ulz)p)s
De ahi que
+oo
Vo e CRR), [ (g wilelz)dz =0,
Por el teorema 1.7 tenemos que Vo € R, g=u. O

Lema 4. Sean n € N y f una funcion definida en R, tal que Vo € R la derivada cldsica

g—,{ existe y es continua en R. Entonces f =D'fenR.

52



Demostracion. Mostremos para el caso n = 1. Supongamos que Supp ¢ C [a,b].
Integrando por partes tenemos:

b b

Vo € C(R /f /f(m)go’(m)dx _ _/df(x)

a

+oo
df (x)
= — | —(z)dx.
/ o)
Dado que % es continua en R, entonces % € LY(R), y por tanto =D, f.

En general integrando por partes n veces y teniendo en cuenta que supp ) C [a,b] es

compacto para k= 1,2, 3,...,n tenemos que:

Ve € C°(R / @ (1) Tdnf ) () da.

dz™

— 00

Como %L es continua, entonces 7 ¢ Li¢(R), y por tanto 4 T

dx™ :z:" =D f O

Observacion 4. En el lema anterior la continuidad de la derivada clasica de la funcion

f es esencial. Por ejemplo la funcién f(x) = x?

sen 73 para x # 0, f(0) = 0, tiene por
derivada cldsica la funcion 2xsen 75 — 2—” cos 7z six # 0, y f'(0) =0, pero esta no es la
derivada débil de f en R ya que 2xsen 75 — ? cos 7z no es localmente integrable sobre R.
En efecto, supongamos que, f' € L(R) es decir VK C R, K compacto, se tiene que:

f |f'(x)| dz < 00, en particular para K = [0,1] tenemos que: f |f'(x)| dz < oo.

1 1
/ dz > /‘sze /
0 0

donde la sequnda integral de (2.11) existe debido a que 2xsen 75 es continua en [0, 1].

2T ™
— COS —

27
2xsen———cos— 3
T 2 T T

de|,  (2.11)

Ahora en la tercera integral de (2.11) tenemos que:

Dado z € (aj,b; <,/3]+1,,/3J 1> tenemos que !co 12‘ > %
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Los intervalos (a;,b;) son disjuntos dos a dos, ademds A = U (a;j,b;) C (0,1), luego

i=2
2 2 1 = 7 -
s s T aj
/ —cos— dx>/—cos—2 dr > W/—dx:ﬂ'g /—dZE:TFE Inz|’
0 | 2 T T AT A T A b;
‘A =2, J=2

Donde en la ultima tgualdad, la serie diverge luego,

/

Lo cual es una contradiccion ya que hemos supuesto que la primera integral de (2.11)

21 T
—CoS—

. p dr = 400 .

converge.
Proposicién 7. Si fi, fo € LY(R) y existen las derivadas débiles g, = DI f1, go = D" fy,

entonces Vey, co € C existe DI (c1fi + cafa) y D (1 fi + cafa) = a1 D2 f1 + DL fo.

Demostracion. Yo € C§°(R) tenemos que:
+oo

t/@ua+@ﬁxm¢Muwm - /Ja <m+m2/f2
= (-1 / g1(2) () da + (—1)"cy / g2(z) () da
= 1" [ () + o)) da
a2
:<4w/mwﬂwm,

donde g = ¢1g; + 292 € L¥*(R), ya que para cualquier compacto K C R,
@) + an@)] de <l [ n@] o+l [ ln@]de <.

K K K
Es decir g = @?U(lel + CQfQ). ]
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Observacién 5. Notemos que si f € LI“(R) tiene derivada débil D? f sobre R, entonces

D f € L(R).

Lema 5. Sea f € L'(R) tal que D, f = 0. Entonces existe una constante A tal que
VereR f(z)=

Demostracién. En la demostracién del teorema 2.1 vimos que dada ¢ € C3°(R), tenemos

que
—+00

[ earar=c.

—00

donde ¢ es un nimero real que depende de la funcién ¢. Sea ¢; € C§°(R) una funcién fija

tal que 7m¢1(x) dr = 1. Entonces la diferencia de funciones ¢y = ¢ — cp; € C3°(R) , y
es tal q&go

+oo +oo +oo +00

[ o= [(ele)=eat@nis = [p@yar—c [a@

= c—c=0.

Asi que g es la derivada en el sentido cldsico de una funcién de C§°(R), po = ¢

(ver teorema 2.1), en consecuencia podemos ver que Vo € C3°(R)

+/Oof(ﬂlf)<ﬁ(x)al:t:: /f (¢o(x) + cor(z dl‘—/f z)po(a deFC/f ) (x) do
_ /f d:r+c/f x)pr(x d:z:—0+6/f z)pr(z

= / p(x)de | A= / Ap(x) dz,
donde A = +foof(x)g01 (7) dz. Es decir
Vo€ CF®). [ (/@) - A)pla) da =0,
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Luego por el teorema 1.7, tenemos que

VzeR, f(z)—A=0.

El anterior lema es util para analizar el siguiente ejemplo.

Ejemplo 29. Mostremos que la derivada (sgn x);u no existe en R.

En efecto, supongamos que g € LY(R) es la derivada débil de sgn x.

St suponemos que g = 0, entonces por el lema 6 tenemos que sgnx es una funcion
constante en R, pero esto es falso ya que la funcion sgn x no es constante.

Supongamos que g # 0. Luego Vo € CP(R) tenemos:
+oo a

/sgnxgo'(:c) dr = /sgnﬂp’(:c)dx

—0o0 —a

0

- /—(p/(x) dx+/0a90'(96) dx

—a

donde Supp ¢ C [—a,a]. Es decir,

“+o00 —+00

Vo € C°(R) / sgn x¢'(z) de = — / g(x)p(z)dx = —2p(0). (2.12)

Sea h(z) = x y p(x) = h(x)Y(x), donde p € C§°(R). Es claro que
(¢ € C3°(R) ya que h(z)y(z) € C°(R)). Luego por (2.12)

+oo

/ rg(x)b(z) de = 2e9(x)

—0o0

=0.
0

Observemos que para todo compacto K C R, [|zg(x)] dz < 400 ya que la funcion
k

|h(z)] = |z| estd acotada en K y g € LY(R), es decir zg(z) € L'(R). Como 9 es
400
cualquier elemento en C3°(R) la expresion, [ xg(x)y(z)dx =0 implica que

—0o0

Vz € R, xg(x) =0, por el teorema 1.7, pero h(x) = x # 0, entonces Vz € R, g(x) =0,

lo cual contradice nuestro supuesto.
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Observacién 6. Para cada f € LY(R) la derivada f™ eiste en el sentido de las

funciones generalizadas, es decir , f € D',

Notemos que (sgn (z)) = 20(x) en el sentido de las funciones generalizadas. Desde es-
te punto de vista la derivada débil D" f de una funcién f € L'°(R) si y sélo si , la
derivada generalizada f™ es una funcion generalizada reqular es decir, es un funcional

representado por una funcién g € LY°(R):
400

VoeD, (/)= / 9()plz) dz .

—00

Esta funcion g es la derivada débil de f de orden n sobre R.

En el siguiente teorema solo demostraremos la necesidad, ya que para la demostracion
de la suficiencia se mecesitan conceptos adicionales que no hemos abordado en nuestro

trabajo, y que estarian fuera de los objetivos del mismo.
(Ver [3] pdg 22).
Teorema 2.3. Sean n € N, f,g € LY(R). La funcién g es una derivada débil de la

funcion f de orden n sobre R si y solo si existe una sucesion {1/Jj}j€N de funciones de

C>®(R), tal que v); converge a f en L'**(R), y LY converge a g en Li¢(R).

dx™

Demostracion. Como t; € C*(R), entonces Vo € C5°(R) tenemos:

+00 +o0
[ e =1 [ 900 a
Ahora observemos que Yo € C§°(R),
+oo +00 +oo
/ b)) () d: — / @)™ (@) da| < / 5(2) — F(@)] [ ()] da
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donde supp ¢ C [a,b]. La tltima expresion tiende a cero cuando j tiende a infinito dado

que ¥; — f en L'(R). Asi, hemos mostrado que

/qp] o™ dm—>/f z)dr j — oo. (2.13)

Ademas Vo € C§°(R) tenemos que:

+00 +o0
dip; d
[ 8w e~ [ gwrpta)dn| < / ) (@)] dz
[ |dnte
_ / ' dxn (@)| dz
dij(x B
< xséuapb]lw !/‘ ’df&

donde supp ¢ C [a,b]. La tltima expresién tiende a cero cuando j tiende a infinito dado

que d;;ﬁj — g en LP°(R). Asf que

+oo
/ Dy fi(x)p(x) de — / x)dr, j— 0. (2.14)
En consecuencia de (2.13) y (2.14) tenemos que
+o0
Vo € G (R / e — (1" [ gla)els) da

es decir DI f = g.

En el ejemplo 10 del capitulo I vimos que el operador definido como
T: Clla,b] — Cla,b] ,
S = Tf=f

es un operador cerrado. Ahora definamos el operador I' de la siguiente manera
r: C'a,b] — LP[a,b]
;o= Tf=1

Mostremos con un ejemplo que este operador no es cerrado.
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Ejemplo 30. Sean [a,b] = [-1,1], f(z)=l|z|, y fi(z) = <$2 + %)5 , jeN.
Tenemos que )
Ve e[-1,1], lim (x2 + l)2 = |z|.
jo0 j
Ademds Vj € N, ; <1, por tanto Vj € N, <x2 + %)é <z*+1€e Li([-1,1)).
Entonces por el teorema de convergencia dominada de Lebesque (teorema 1.3),

fi = f (5 — 00) en Ly([-1,1]).

Por otra parte fi(x) = ( Il); — % =sgnz, v #0 (j — 00).
2241)2
J
Tengamos en cuenta que |x|1)% < 22 + 1. Entonces nuevamente por el teorema 1.3
242
J

tenemos que fj — sgnx (j — o) en Li([~1,1]). Es decir f; — f y f; — sgnx (j — o0)
en Li*([~1,1]); pero g(z) = |2 ¢ C*([-1,1]).

Esto quiere decir que I' no es cerrado.

Denotemos por G, (R) al conjunto de todas las funciones de LY*(R) que tienen derivada
débil de orden n, y consideremos el operador

DGy — LR,
foo= Dif=g.
Mostremos que este operador es cerrado en G, (R), es decir que si una sucesion de fun-

ciones

L CGy(R) y las funciones f,g € LY*(R) son tales que
{f]}]eN R) y 9 1
Sy en LR), DI f;—g en L(R) (j— oo),
entonces f € G,(R) y D f=g.

Teorema 2.4. Sean f € LY(R) y {fi};en C LP¢(R) tal que f; — f (j — 00). Suponga
que eziste las derivadas débiles D7 f; € LY(R) y que DT f; — g € LY*(R) (j — 00).

Entonces g = DI f. Es decir el operador D} es un operador cerrado en G, (R).

Demostracion. Supongamos que la sucesiéon de funciones { f; }j oy € Guw(R) y las funciones

f,g € L'(R) son tales que
fi—= [ en LY(R), Dy f;—g en L*R) (j— o).
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Entonces por definicién tenemos que
+0o0
Vg € CR(R / H)e (@) do = (-1 [ DL fla)ele) de

Ahora supongamos que Supp ¢ C [a,b]. YV € C§°(R). Entonces

/ £3(2)o™ () da — / f(@)™ (2)dr| < / F(@) — F(@)] |7 ()] de

< sw o™ () \/Ifg z)| d.
z€la,b]
El dltimo término de esta desigualdad tiende a cero cuando j tiende a infinito. Es decir,
+o0
/ fi(@)™ (z) de — / f(z x)dz, j— 0. (2.15)
Ademas, Vo € C§°(R) tenemos que:
“+o0o +oo
[ Disi@eta) s = [ g@)erdd| < / D15 () — 9()] ()] d

- /ng @)l o(@)] ds

< s fole \/!@”fj (@) do.

x€|a,b]

El dltimo término de esta desigualdad tiende a cero cuando j tiende a infinito, esto es

+o0
/ Dy fi(z)p(x) de — / x)dr, j— 0. (2.16)
De (2.15) y (2.16) tenemos que:
+00 +o0
Vo e CF®) [ f@e @) de = (-1 [ glo)ple)d
es decir g = D2 f. m
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Observacion 7. Reescribiendo el teorema 2.4 tenemos que si { f; }jeN es una sucesion de

funciones de L'*(R) y si las funciones f,g € L'**(R) tales que Vo € C°(R) se cumple

que
+oo +oo
tim [ p@e@ = [ f@e@ds
+o0o - - +o00
tiw [ f@e @) de= (-1 [ glo)pla)d,

entonces g es una derivada débil de orden n sobre R de la funcion f.

Corolario 2.5. Si la sucesion de funciones {fj}jEN € L,(R), 1 < p < oo, converge

débilmente® a f € L,(R), y la sucesion de derivadas débiles {D" f;}._ € Lp(R) converge

JEN

débilmente a g € L,(R), entonces f tiene derivada débil de orden n y D, f = g.

Demostracion. Por el Lema 2 tenemos que {f;},y, f, 9 v {Di,fi};cy estén en Lr¢(R).

De la hipétesis tenemos que:

+o00 +oo
tin [ f@etayde= [ e dr y
+O;OO - +o0
i [ D £ ()™ () da = / 9(x)p(z) d.
J7X ) _xo —o0

De la segunda igualdad,
+oo +oo +oo
i [ D) (@) de = (<17 i [ ) ) do = (1) [ glalets)do
J70J —x J70J —x —00
Hemos probado que se cumplen las condiciones del teorema anterior; luego D} f = ¢g. O

Proposicién 8. Sean 1 < p < +o0. y q el conjugado de p. Si f, % € LLOC(R) Y
g, g—i € quOC(R), entonces Dy, (fg) = %g + fg—g.

Demostracion. Caso I. 1 < p < +o0.

Para todo R D K-compacto, por la desigualdad de Holder tenemos que:

/ F@)9@) d < 1l 0 l9ll, e < +00,
K

5 . 7 . .
5Donde la convergencia débil es la convergencia en D’

61



es decir fg € LY(R).

Ahora integrando por partes y ya que ¢’ € D tenemos que

+00 b
e R, [U@e@d = [ d
o [difo))
g)(x
= (@) - [ L2 g0 ar
a X
+ood
= / —<fc‘iq;($)g0(:c) dz, (2.17)
donde supp ¢ C [a,b]. Dado que las derivadas de f y g existen en R tenemos que:
d(fg)(z) _ df(x) dg(x)
Ty = @)+ )=
Nuevamente por la desigualdad de Holder y para todo compacto K C R tenemos que
df (x) df ()
<
[ 50| ar < | G2 ol < 00
K P
dg(x) dg(x)
f(z) de < ||f < +oo.
/ ‘ dx Lo dz |, ()
Esto implica que L& g(z) v f(z ) ) estan en Li°(R).
Luego de (2.17) se sigue que
T o))
00 / gz
e F®), [(o@e@d = - [ )i
(@) dg()
x g(x
= - [ (L) + 1052 pla)as
Esto es,
d,
Du(fg) = f g9+ f
Caso Il.p=1
Para todo R D K-compacto tenemos que:
/ @9 d < 1Ly Il ey < +00.
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Asf fg € Li(R).
Supongamos que supp ¢ C [a,b]. Integrando por partes, debido a que ¢’ es de soporte

compacto, tenemos

+oo b
oe CF®), [(@e@ds = [(fo)@) @) ds
= Uo@e)| - [ Do) 0
+ood f '
= / %@(m) dx. (2.18)
Dado que las derivadas de f y ¢ existen en R, se verifica la igualdad:
W) _ ) gy 1 gy ),

Como f, 4 e rleR)y g, Z—g € L (R), entonces para todo compacto K C R,

S ﬁ\ <H%

191l 1) < +o0

L1(K)
d
/ 108D e < 51,0 dg » < too,
Esto implica que L9 g(z) v f(2)@2) estén en LY°(R).
Luego de (2.18) se sigue que
oo +00
eeCrm. [Uobwi - - / WD 2)

Esto es,

Dulfg) = Dyt 2.

Observacién 8. Si f, 5 4 e [lo(R) y 95 dg € C(R), entonces Dy (fg) = %g + fg—i
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Aunque los conceptos expuestos en el presente trabajo ilustran el caso unidimensional,
ellos pueden ser extendidos al caso N-dimensional de manera natural. Por ejemplo, para
el caso en que una funcién f € LY(RY), decimos que f tiene una derivada débil en RN

de orden o segiin Sébolev si existe g € LY*(RN) tal que

Voe CR®Y) [ f@el @) de = (-0 [ gla)o(e) de (2.19)
Rn R
Llamaremos multi-indice, a todo elemento o« € Nj: o = (v, 00,..., ) @ o € Ny ;
=1,...,n. El nimero |a| := a1 + as + ... + ay, se llama mdédulo del multi-indice,
ol
(la) —

(TR , es decir 1) es la derivada de orden || de la funcion ¢ en

0x{* 03> ...0xen
el sentido cldsico. La derivada débil de la funcion f la notamos por

olel f
Do f = .
wf (3%?1ax32...3xg")w

Ahora veamos con un ejemplo que las derivadas débiles de orden |« > 2 pueden existir sin

necesidad que existan las derivadas débiles de orden menor a |a|. En efecto, consideremos

el espacio R? y sea f(x,y) = sgn =+ sgn y.

ox oy

(82f(fr,y)> 0
oxdy ),

Por el ejemplo 28 las derivadas débiles (ﬂ)w Y (—f) no existen, pero

En efecto, observemos que

—2 St r<0, <0
flz,y) =< 2 si >0, y>0

0 en otro caso

Entonces por la continuidad de las derivadas parciales de p € C§°(R?) tenemos que

Po(z,y) A 9 (0p(x,y) -
Rgf(ﬂf,y)Tay dzx dy = /_a _af(ﬂf,y)% (a—y) dx dy =

([ () ) e (55 (252) )

64



_ /_i (Wg; y) 390(5ya,y)) dy+2/0“ (390((96;, y) 390;(; y)) i

=2 [_90(07 0) + QO(O, _a) + 90(_@7 0) - 90<_a’7 a) + 90(0’7 a) - QO(CL, 0) - 90(07 CL) + @(07 O)]

=2[p(0, —a) + ¢(—a,0) — p(—a,a) + p(a,a) — ¢(a,0) — (0, a)],
donde supp ¢ estd contenido en el cubo [—a, a] X [—a, a] . Todas las expresiones en la iltima
igualdad son cero debido a que los puntos (0, —a), (—a,0), (—a,a), (a,a), (a,0),(0,a) estin

uera del soporte de p. Asi que g = 0 es una derivada débil en R? de orden dos de
J @ g

f(x,y) = sgn x + sgn y. Pero si paran > 2 y f € L'(R") existe (g—g)w, para algin
g = 1,2,...,n. Entonces Ym < n también existe (g:ﬂf) sobre RY. La demostracion
J w

de este resultado se puede ver en [7] , Pdg. 26. Por lo tanto en el caso unidimensional
tenemos que paran € N, n > 2, y f € LY(R), si D" f ewiste sobre R, entonces Ym € N

tal que m < n la derivada débil D} f también existe sobre R.

Observacién 9. 1. Para cada f € LY(R) la derivada f™ existe en el sentido de las

funciones generalizadas, es decir , f™ € D'
2. Si f, f™ son funciones generalizadas requlares, entonces D7 f = f(™).

3. Si f € C*(R), entonces TL, ) y D f coinciden.

dxm’
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