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El algebra es la oferta hecha por el diablo al matematico. El diablo dijo:
‘Te daré esta potente maquina, que respondera cualquier cuestion. To-
do lo que necesitas es darme tu alma: deja la geometria y te daré esta
maravillosa maquina’.

Michael Atiyah
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Resumen

Un conjunto A de enteros positivos se llama un conjunto B,[g], si todo entero se
puede representar como suma de dos elementos de A, no necesariamente dis-
tintos, en a lo sumo g formas, donde se consideran dos de tales representaciones
como la misma si ellas difieren solamente en el orden de los sumandos. En este
trabajo de grado se hace una revision bibliografica de resultados obtenidos por
investigadores que trabajan en el tema de los conjuntos B,[g], en especial se
hace un estudio, en forma detallada, de los trabajos desarrollados por Gang Yu
([1].[2]), quien utilizando algunas herramientas del analisis de Fourier, demuestra

que:
: F(g,N)
limsu <4/3,2
He Y
’ F(g,N)
. g,
limsu <+/1,74246(2g— 1),
msup— R = V17424629 1)

donde F(g,N) denota el maximo cardinal de un conjunto B, [g] contenido en los
primeros N enteros positivos.



Introducci 6n

Este documento contiene el informe final del trabajo de grado “Analisis de Fou-
rier y Conjuntos By[g]” realizado en la modalidad “Trabajo de Investigacion” por
July Rocio Palechor Anacona, estudiante del programa de Matematicas. Dicho
trabajo se articulo al proyecto de investigacion “Conjuntos B3, B4 y By[2]-Enteros
y Modulares”, codigo V RI: 2551, que recientemente desarrollaron los profesores
Carlos Alberto Trujillo, Jhon Jairo Bravo y Diego Fernando Ruiz, docentes ads-
critos al Departamento de Matematicas de la Universidad del Cauca.

Un aspecto importante en la Teoria de NUmeros es el estudio de conjuntos de
enteros, su construccion, su cardinalidad y las propiedades que éstos cumplen.
Es de gran interés establecer propiedades generales relacionadas con la adicion
de conjuntos vy, particularmente, propiedades relativas al nUmero de representa-
ciones de enteros como sumas de dos elementos de un conjunto dado, tema que
es estudiado en la Teoria de Nimeros Aditiva.

En el estudio de conjuntos y sus funciones de representacion aditiva, predomi-
nan los resultados del profesor Paul Erdos (1913—-1996), quien es considerado el
fundador de la Teoria de NUmeros Combinatoria y durante mucho tiempo fue la
figura central de su desarrollo. El estudio de funciones de representacion aditiva
se relaciona estrechamente con otros topicos de la matematica, por ejemplo: la
Teoria de Grafos y la Teoria de Codigos.

Se conoce que el Analisis de Fourier tiene aplicaciones en diversas areas co-
mo la fisica moderna y las ingenierias. Un caso puntual que cabe mencionar es
la ayuda que ha prestado el Analisis de Fourier en las soluciones de problemas
de Teoria de NUmeros. En el desarrollo del presente Trabajo de Grado se mues-
tran algunas herramientas del analisis utilizadas para demostrar los teoremas
principales.

Este documento se divide en cuatro capitulos y un apéndice. En el primer
capitulo se definen los conjuntos B,[g] y se describe el problema fundamen-
tal que los rodea, ademas se hace un recuento de los principales resultados



Introducci 6n

obtenidos por diferentes investigadores, especialmente los obtenidos por Gang
Yu en [1] y [2]. El capitulo 2 contiene resultados basicos de la teoria del analisis
de Fourier sobre Zy, donde Zy representa el grupo aditivo de los enteros modulo
N. Al final se dan a conocer algunas observaciones en las cuales se muestra la
relacion entre los conjuntos B, [g] y el anélisis de Fourier discreto.

En el capitulo 3 se presentan, en forma detallada, las demostraciones de los
teoremas principales de los articulos [1] y [2]. El cuarto capitulo contiene las con-
clusiones, donde se resumen resultados importantes del trabajo y de los articu-
los estudiados, como también interrogantes y trabajos futuros. En el apéndice
se presentan los algoritmos implementados en el sistema computacional Mupad,
utilizados dentro del tercer capitulo.

Es de anotar que los principales teoremas del Trabajo de Grado fueron ex-
puestos por la autora en “Una cota superior para conjuntos B,[g]”, poster pre-
sentado en el XVl Congreso Colombiano de Matematicas, del 3—6 de Agosto
de 2009en Cali—Colombia.

También es importante sefialar que como producto del presente Trabajo de
Grado se ofreci6, con el Dr. Carlos Alberto Trujillo, un cursillo denominado ‘Anali-
sis de Fourier y Conjuntos Bp[g]’, en la cuarta version del evento de Algebra,
Teoria de Numeros, Combinatoria y Aplicaciones (ALTENCOA4-2010) que se
llevo a cabo en Tunja del 31 de Mayo al 4 de Junio de 2010. El cursillo se di-
vidio en 4 sesiones y basicamente se expuso un resumen de todo el desarrollo y
contenido del presente documento.
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Capitulo 1

El problema fundamental

En este capitulo se presenta el problema general estudiado en este trabajo y se muestran
algunos resultados recientes planteados por diferentes investigadores que han trabajado en
los conjuntos Bp[g]. También se dan a conocer las notaciones y definiciones que se utilizan a
lo largo del documento.

1.1. Conjuntos B;[g]

Sean gy N enteros positivos. Un conjunto A C[1,N], donde [1,N] :={1,2,...,N}, se llama
un conjunto Bz[g] o A € By[g], si el nimero de soluciones de la ecuacion

n=a+b, con abeA y a<b, (1.1)

es acotado por g para todo entero Nn. Los conjuntos Bp[1] también se llaman conjuntos By o
conjuntos de Sidon, en honor a Simon Sidon quien fue la primera persona en considerarlos
cuando investigaba aspectos relacionados con el analisis de Fourier.

Ejemplo 1. Considérese el conjunto A = {1,2,4,6,10}. En la Tabla 1.1 se muestran todas
las sumas asociadas al conjunto A de la forma (1.1). Notese que las sumas se repiten a lo

mas 2 veces, por lo tanto A es un conjunto B[2].

Un problema general que es objeto de estudio es establecer propiedades sobre el cardinal
de conjuntos B;[g] contenidos en los primeros N enteros positivos, en particular, intentar
responder la pregunta

¢ Cual es el m aximo cardinal de un conjunto  By[g] contenido en [1,N]?

14



1.2 Algunos resultados conocidos

10
11
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14
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Tabla 1.1: Sumas

Si F(g,N) denota el cardinal mas grande del conjunto B;[g] contenido en [1,N], entonces es
de interés determinar cotas superiores para F (g, N). Por ejemplo, la funcion F(2,10) denota
el cardinal mas grande del conjunto B,[2] contenido en [1,10]. Hasta el momento no se puede
decir mucho de esta funcion. Por ahora, el Ejemplo 1 nos permite afirmar que

F(2,10) > 5.

Mediante un sencillo argumento combinatorio es posible obtener una cota superior para
F(g,N). En efecto, si A es un subconjunto de [1, N}, entonces hay (W;l) sumas de la forma
(1.1) contenidas en [1,2N], y si A es un conjunto By[g], cada una de ellas se representa a lo

sumo g veces. Por tanto
\A]Z |A|+1
—< <g(2N

de donde se obtiene la cota superior trivial:

F(g.N) <2,/gN.

La idea es estudiar la funcion F(g,N), en especial su comportamiento asintotico. Mas adn,
un problema abierto es decidir si el limite

. F(g,N)
lim
N—oo /N ’

existe, y si existe determinar su valor.

1.2. Algunos resultados conocidos

Para g = 1 (conjuntos de Sidon), la pregunta ya tiene respuesta:

. F(1,N)
[im
N—oo 1/N

=1,

15



1.2 Algunos resultados conocidos

es decir, F(1,N) se comporta asintéticamente como /N. De esta manera se espera que el
conjunto de Sidon mas grande contenido en los primeros 100 enteros positivos tenga aproxi-
madamente v/100= 10 elementos.

Para g > 2 la pregunta aln sigue sin respuesta, pero se cuenta con personas interesadas
en resolver el problema.

De la cota trivial se ve que F(g,N) tiene orden de magnitud VN, por esta razén tiene

sentido definir a(g) como

o syph (G N)
= . 1.2
o(9) 'L‘LSOEPW 1.2)

Con esta notacion, los resultados para conjuntos de Sidon muestran que o(1) = 1.

A continuacion se listan algunos avances obtenidos en el estudio de 0(g) para g > 2:

= En 200Q J. Cilleruelo, I. Ruzsa y C. Trujillo en [5] usan técnicas del analisis de Fourier

o(g) < /34745,

= En 2001, B. Green en [3] utiliza topicos del analisis de Fourier discreto para demostrar

para demostrar que

que
o(g) < /349.

= En 2002 G. Martin y K. O’'Bryant prueban
o(g) < 1/3,3819.

El caso de mayor interés en la actualidad es cuando g = 2. Una justificacion puede ser porque
es el siguiente paso al de los conjuntos de Sidon, situacion en la cual se han obtenido resul-
tados satisfactorios. La otra razon podria ser porque, si se llegase a encontrar un resultado
similar al que se encontrd en el caso g = 1, quiza puede buscarse una generalizacion, y asi el
problema quedaria resuelto para todo g.

Para 0(2), se tienen los siguientes resultados:

» 0(2) < 2V/2, (cota superior trivial).

= En 2000, J. Cilleruelo, I. Ruzsa y C. Trujillo en [5] demostraron que 0(2) < /6, 85.
= En 2001, J. Cilleruelo en [4] demostrd que 6(2) < /6.

» En 2001, A. Plagne redujo la constante v/6 a v/5,59.
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1.2 Algunos resultados conocidos

= En 2002, A. Plagne y L. Habsleger mejoraron la constante a /5, 39.

= En 2001, B. Green en [3] demostrd que

. F(gN)
lim <+/1,7529—-1),
am oy = vL7s2-1)

de donde se obtiene 0(2) < 1/5,25.

Finalmente, Gan Yu en [1] y [2], usa herramientas del analisis de Fourier y mejora las cotas
anteriores. Especificamente él prueba que:

. F(9.N)
limsup————= < /3,2
N—oo \/N o g
' F(g,N)
‘ 9,
limsup———= < /1,74246(2g— 1),
TSP < VhTA2A62- ]

de ésta Ultima se obtiene 0(2) < /5,22738

17



Capitulo 2

Analisis de Fourier

El objetivo de este capitulo es hacer una presentacion de las definiciones y resultados basicos
tanto del analisis de Fourier sobre Zy como de las Series de Fourier, que fueron estudiados
en el seminario” “Analisis de Fourier finito”. Algunos de estos resultados se presentan sin
demostracion, ya que su prueba es la que normalmente se realiza en los cursos vistos durante
el pregrado.

Para un entero positivo fijo N y enteros ay b, se dice que a es congruente con b modulo N,
notado a=b mod N, si ay btienen el mismo residuo al dividirlos entre N, esto es, siN | a—b.
La anterior relacion definida sobre el conjunto de los enteros es una relacion de equivalencia,
usualmente conocida como la relacion de congruencia médulo N. Para un entero a, su clase
de equivalencia es:

a={XxeZ:x=ambdN}
={x€Z:x=a+KkN, paraalgink € Z}
={xeZ:xea+NZ}.

Estas clases se llaman también clases residuales modulo N y constituyen una particion de Z.

El grupo cociente Z/NZ, esta formado precisamente por las clases 0,1,2,...,N — 1 las
cuales se representan respectivamente por 0,1, 2,...,N — 1. Este grupo se llama el grupo de
los enteros modulo N y se simboliza como Zy.

" Cabe anotar que dicho seminario de estudio se realizo durante los meses Marzo—Junio de 2009 y estuvo
a cargo de la responsable del presente trabajo de grado. Se contd con la participacion tanto de estudiantes
como de los profesores Jhon Jairo Bravo y Carlos Alberto Trujillo. Dentro del curriculo seguido se estudiaron
principalmente: la transformada de Fourier discreta (algunas de sus propiedades, aplicaciones) y la relacion
entre el analisis de Fourier discreto con los conjuntos B,[g], como también algunos elementos basicos del

analisis de Fourier continuo.

18



2.1 El espacio L?(Zy)

2.1. Elespacio L%(Zy)

Mediante Lz(ZN) se representa al conjunto de todas las funciones de valor complejo definidas
sobre 7. LZ(ZN) se puede identificar con el espacio euclidiano N—dimensional complejo
CN, asignando a cada funcién f € L?(Zy) el vector us = (f(0), f(1),..., f(N—1)), con lo
que, LZ(ZN) y CN son espacios vectoriales isomorfos.

LZ(ZN) es dotado con el producto interno (Hermitiano)

(f.o =5 f(9(),

XEZN

donde Zrepresenta el complejo conjugado de z LZ(ZN) junto con el producto interno definido
es un espacio pre-Hilbert.
El anterior producto interno, induce a su vez una norma

1] = (f, f)Y/2.

L?(Zn) es un espacio métrico, ademas completo,” lo que indica que L?(Zy) es un espacio
de Hilbert .

El producto interno junto con su norma asociada, satisfacen las siguientes propiedades:

Proposici 6n 1. Para f,g,h € L?(Zn) y A, p € C, se tiene:

(i) (f,f) >0y (f,f) =0 si, ysolosi, f(X) =0 paratodo X € Zy
(iii) (Af+pgh) =A(f h)+p(g,h)

(iv) (f,Ag+uh) =A(f.g) +{(f,h)

(V) IMEI = AL E

(vi) ||f+gl <|[f]l+lg]l (Desigualdad Triangular),

donde la igualdad en (Vi) se verifica si, y solo si, f y g son linealmente dependientes.

Las demostraciones de todas las propiedades excepto la desigualdad triangular son inme-
diatas. Para demostrar la desigualdad triangular se necesita del siguiente resultado.

“En [12], se describe una Proposicion, en la cual se basa este hecho.
Propiedad 2.1.4 Un espacio pre-Hilbert de dimension finita, es completo, es decir, un espacio de Hilbert.

19



2.1 El espacio L?(Zy)

Proposici 6n 2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Si f,g € L?(Zy), entonces

[{(f.a [ <[flllgll, (2.1)

donde la igualdad se verifica si, y s6lo si, f y g son linealmente dependientes.

Demostraci 6n. Si f y g son linealmente dependientes, es decir, si f =g, paraalgin A € C,
entonces, claramente se tiene la igualdad.

Suponga ahora que f y g son linealmente independientes. Para cualquier A € C, f +Ag#
0, luego

0<(f+Ag, f+Ag) = (f, )+ (f,Ag) + (Ag, f) + (AQ,AQ)
=[£I+ A(f,9) +A{f.9)+ M llgl?
= || f[I*+2Re{A(f, @)} + A2 |02

Se escoge ahora un nimero u de modulo 1 tal que u(f,g) = |(f,g)|. Sustituyendo A = tu,
cont € R, se deduce que
2 2 (|2
O < [If]°+2t[(f,g)| +t[lgl|*-

Esto s6lo puede pasar si la ecuacion cuadratica real tiene discriminante negativo, es decir
2 2 nl12
4/(f,9)[“— 4| fI7llgl” <O,
de donde se obtiene la conclusion deseada. |

Demostraci 6n (Desigualdad Triangular).

If+gl?=(f+g,f+g)=(f,f+g)+(gf+g)=(f,f)+(f,g)+(gf)+(g0)
= ||f]12+ (f,0) + {f.g) +[|gl|? = || f||>+2Re((f,g)) + ||g] |
<||f]12+2[(f,g)|+]lgll.

donde se utiliza el hecho que a < v/a2+b? = |z|. Utilizando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz se obtiene:

If +gl® < [IFI[2+2[If1lllgll + 1gl|®
= (IIf11+11gID?,

gue es lo deseado. |

20



2.2 Analisis de Fourier sobre 7Zn

2.1.1. Caracteres del grupo 7y

En esta seccion se introduce una base especial para el espacio vectorial LZ(ZN). En efecto,
para j =1,...,N, se definen los llamados caracteres del grupo Zy, denotados €, por

e (x) = w,
donde w=e?"/N y x € Zy.
Proposici 6n 3 (Propiedades de los caracteres).
(i) &(0)=1yle ()| =1
(i) e(k+1)=¢e(ke().
(iii ) Las funciones €;, para 1 < j < N, forman una base ortogonal del espacio L%(Zn).

Especificamente se tiene

N, sij=Kk,

<ej7ek> =

0, enotro caso.

Demostraci 6n. (i) y (ii) se siguen de la definicion de caracter. La parte (iii ) es clara en
el caso j = k. Si j #k, entonces WK £ 1, donde w = €?™/N_ Asi, el producto interno se
transforma en la suma geométrica

N—1 1 — w(—KN

_ (iK1 _ _
<ej7ek>_ l;W - l—W(j_k) 07

ya que Wl —KIN — g2ri(j=k) — 1,

2.2. Analisis de Fourier sobre Zy

A continuacion se presentan algunas propiedades y resultados basicos de la transformada
de Fourier discreta. Es importante recordar que en ésta seccion y la anterior W representa la
raiz N—eésima primitiva de la unidad e?/N,

Definici 6n 1. La transformada de Fourier discreta f, de una funcion f en LZ(ZN), se
define por

21



2.2 Analisis de Fourier sobre 7Zn

De la definicion anterior se deduce la linealidad de la transformada de Fourier sobre LZ(ZN).
Esto es:

— ~

(i) T+g=1f+§ paratoda f,g<c L?(Zy).
(i) of =af, paratodoa e Cy f € L%(ZN).

Ejemplo 2. Considérese el caracter g (X) € L?(Zn). De la definicion de transformada de

Fourier se deduce que
&(x) = Z e (yw = Z wiY WY — z w=x)y,
y y

donde las sumas se realizan sobre los elementos de Zy. Haciendo los calculos correspon-

dientes se obtiene
N, six=j (modN)

z W(J —X)y _
0, enotro caso,

y en consecuencia
N, six=j (modN),
0, en otro caso.

En la Tabla 2.1 se muestran algunas funciones y su respectivas transformadas de Fourier

discretas.
f(x) f(x)
1 NJo(x)
&j(x) N; (x)
. 5;(X) &j(—x)
2(81+8-1)(X) cos( 2X)
§(81+8+3-1)(x) | §(L+2cos(3F))

Tabla 2.1: Transformadas de Fourier

Es de anotar que las funciones delta en la Tabla 2.1, se definen por:

_ 1, sii=j (mbdN),
5(j) =
O, en otro caso.

El siguiente teorema presenta propiedades importantes de la transformada de Fourier discre-
ta.

22



2.2 Analisis de Fourier sobre 7Zn

Teorema 1. Para f,g € L?(Zy), se tiene:

(i) Formula de inversi 6n de Fourier

(ii) Formula de Parseval

(f.o9 =2 f(X)9(X)=$ fA(k)Q(k):%

XEZN

(iii ) Férmula de Plancherel

(th= 3 [fP =2

XEZN keZn

ko2 = < (F, )

En las sumas presentadas dentro de las demostraciones del resto de esta seccion, se enten-
dera que los indices recorren los elementos del grupo Zy.

Demostraci 6n. Claramente (iii ) se sigue de (ii) tomando f = g, por tanto s6lo se prueba
(i) y (i).

Para (i), se usa la definicion de transformada de Fourier y se obtiene

)3 flgw= > (Z Fw YK ) wk = D3 F (kywixY)k
y y
= Z f(k) S wixks
y

En la (ltima suma, si X# Yy entonces ésta expresion es una suma geométrica de razon
WY £ 1, luego T WX YK =0,
y

Six =y, entonces Y WX YK =51 =N, por tanto
y y

Zf(k)w’(k:Nf(x).

* Notese que en el desarrollo de la expresion, las sumas se hacen sobre elementos de un conjunto finito,
por tanto, no representa un problema el cambiarlas de orden. A lo largo del presente trabajo se encontraran
varias situaciones como ésta.
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2.2 Analisis de Fourier sobre 7Zn

Para (ii ), de la definicion de transformada de Fourier se sigue

3 a0 3 (1o (go0) - gy romo T

Usando el mismo argumento que en (i) se tiene

0, siu#t,

Zw(u—t)k:
N, siu=t,

y por tanto

Definici 6n 2. Sean f,g: G — C funciones sobre un grupo abeliano G. La convoluci 6n de
f y g, denotada f * g, esta definida como

(f*g)(x sz

Las siguientes son algunas propiedades de la convolucion definida sobre Zy.

siempre que la suma exista.

Proposici 6n 4. Si f,g,h € L?(Zy), entonces:
(i) fxg=gx*f. (Conmutatividad)
(i) fx(gxh)=(fx*g)=*h. (Asociatividad)

Demostraci 6n. Para X € Zy se tiene

(fg)(x Zf g(x— y):Zf(x—t Zg = (g* ) (x),
donde en la segunda suma se ha realizado la sustitucion t = X—Y, en la cual se ve que
cuando Y recorre Zy, t también.
Para (ii ) notese que

[(f+g)= [(fxg)(W]h(x=y) = [Zf(Z)g(y—Z)] h(x—y)

Il
<M ~<M
M

><

5
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2.2 Analisis de Fourier sobre 7Zn

Por otro lado,
[fx(gxh)]( Zf [(gxh)(x—w)] = {Zg (x— W—t)].

Haciendo la sustitucion y =t +w, la anterior expresion se transforma en

sz w)h(x—y),

de donde se deduce que
fx(g*h)=(fxg)=h.
[

Existe una relacion entre la transformada de Fourier discreta y la convolucion. Dicha propiedad
se enuncia en la siguiente proposicion.

Proposici 6n 5. Para f,g < L?(Zy), se tiene

(fxg)(x) = f(X)§(x), paratodo X € Zn.

Demostraci 6n. De la definicion de transformada y convolucion se sigue

(f+g)) =Y (f+g)(yw “uz<zf )wwzzzmewwW
Z'y

y

Haciendo la sustitucion y =t + z en la Gltima suma, la anterior expresion se transforma en

f*g ZZf —Xt—l—z zzf —Xt w X2

:(Zf@ *ﬁ(zg -*) f0000).

Nota 1. Sean A y B conjuntos de enteros. En lo que resta de esta seccion siempre se

identificara un conjunto con su funcion caracteristica. Por ejemplo, A(X), para X € Z, se define
por
1, sixeA,

A = 0, six¢A.

Por otra parte, de la definicion de convolucion se sigue que

(A*B)(x) =S AY)B(x-Y).
yEZ
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2.2 Analisis de Fourier sobre 7Zn

Notese que los sumandos de la Gltima expresion toman valores diferentes de cero, solamente
siA(y) =1y B(x—Yy) =1, es decir, si existen elementos ac€ Ay b e B talesquey=ay
X—Yy =D, esto es, si existe alguna pareja (a,b) € A x B que cumple x=a+b.

En otras palabras, (A * B)(X) esta contando el nimero de parejas (a,b) € A x B tales
que Xx=a+h.

Ejemplo 3. Sean A ={0,1,2,5,7} y B = {2,4,6,7}. En la Tabla 2.2 se representa A + B."

+]0 1 2 7
212 3 4 ©)
414 5 6 9 11
6|6 7 8 11 13
717 8 @ 12 14

Tabla2.2: A+3B

Por otro lado:
(AxB)(0) =3 AYB(-y) = Y AY)B(-y) =0.

(AxB)(1) = > A(Y)B(1-y)

*Si Ay B conjuntos, entonces:
» A+B={a+blac AybeB}.
= A—B={a—blac AybeB}.
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2.2 Analisis de Fourier sobre 7Zn

—A(O)B(ll) +A(1)B(10) +A(2)B(9) +A(5)B(6) +A(7)B(4) = 2.

(AxB)( ZA
yeA

= A(O)B(lZ) +A(1)B(1l) +A(2)B(10)+A(5)B(7) +A(7)B(5) = 1.

(AxB)( ZA
yeA

- A(O)B(lB) +A(1)B(12) +A(2)B(11) +A(5)B(8) + A(7)B(6) = 1.

(AxB)( ZA
yeA

=A(0)B(14) + A(1)B(13) + A(2)B(12) + A(5)B(9) + A(7)B(7) = 1.
Lo cual verifica los resultados de la Tabla 2.2.
Si A =B, entonces (A xA)(X) cuenta el nUmero de soluciones de la ecuacion x=a, +a,

con a,,a, € A. Notese que si X =@, +a, con a, # a,, entonces (A xA)(X) cuenta separada-
mente las parejas (a,,a,) y (&,,8, ). De ésta manera: A es un conjunto de Sidon si, y solo si,
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2.2 Analisis de Fourier sobre 7Zn

(A*A)(X) < 2 para todo entero X. En general:
AeByg «— (AxA)(X)<29, VXeZ.

Ejemplo 4. Si A ={1,2,4,9,18}, en la Tabla 2.3 se representa A + A.

+ 11 2 4 9 18
112 3 5 10 19
213 4 6 11 20
4 |5 6 8 13 22
9

10 11 13 18 27
18 |19 20 22 27 36

Tabla2.3: A+A

Por otra parte:

(AxA)( Aly = A(1)A(1) +A(2).A(0) +.A(4)A(-2)

)A(— 7) A(18)A(—16):1.

(AxA)( A(y)A = A(1)A(2) +A2)AL) + A(4)A(-1)

)A(— 6) A(18)A(—15):2.

(AxA)( A(y)A A(1)A(3)+A(2)A(2) +A(4)A(0)

=2 Al
yeA
+A(9
=2
yefl
+A(9
=2
yeA
+A(9)A( 5) A(18)A(—14) —1
(AxA)B) = Ay)A A(1)A(4) +A(2)A(3) +A(4)A(1)

yeA

+A(9

=2

YEA

+A(9

=2

yeA

+A(9

=2

yeA

)A(— 4) A(18)A(—13):2.

(AxA)( A(y)A A(L)A(5) +A2)A4) + A(4)A(2)

)A(— 3) A(18)A(—12):2.

(AxA)( A(y)A =A(1)A(7)+A(2)A(6)+A(4)A(4)

JA(—1) +A(18)A(—10) = 1.

(AxA)( A(Y)A(10—y) = A(DA(9) + A(2)A(8) + A(4)A(6)

+A(9)A(L) +A(18)A(-8) = 2.
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2.2 Analisis de Fourier sobre 7Zn

(AxA)1D) = Y AWA(1L-y) = A(DA(10) +A(2)A(9) + A(4)A(7)
yeA
-hM%M3+Aﬂ&A(D:2
(A+A)(13) = T AWA13—y) = A(DA(12) + A(A(11) + A(4)A(9)
yeA
%M%M®+Aﬂ®ﬂ(&:2
(A+A)(18) = ¥ AY)A(18—y) = A(D)A(17) +A(2A(16) + A(4)A(14)
yeA
+A@VM%+A&&A@) 1.
(AxA)19 = T A(Y)A(19—Y) = A(1)A(18) +A(2)A(17) + A(4)A(15)
yeA
+Mmﬂa®+Au&Mn:z
(A*A)(20) = ¥ A(Y)A(20—y) = A(1)A(19) +A(2)A(18) + A(4)A(16)
yeA
+M@Aun+ﬂa&aa=z
(A+A)(22) = T AY)A(22—y) = A(1)A(21) + A(2)A(20) + A(4)A(18)
yeA
+M9Au$+ﬂa&ugzz
(AxA)27) = Y AWAR7T—y) = A(1)A(26) +A(2)A(25) +A(4)A(23)
yeA
+Mmﬂu&+Au&um=z
(A*A)(36) = Y A(Y)A(36—y) = A(1)A(35) +A(2A(34) + A(4)A(32)
yeA

+A(9)A(27) + A(18)A(18) = 1.

Lo anterior verifica los resultados de la Tabla 2.3. Notese que (A x.A)(X) < 2 para cualquier
X € Z, por tanto A es un conjunto de Sidon.

Finalmente, es de observar que al contar soluciones de la ecuacion X = a+ b, donde
(a,b) € A x A, se cuentan elementos del conjunto A + A, es decir (A .A)(X) se relaciona
con A+ A.

Lo anterior muestra una relacion entre los conjuntos B;[g] y el analisis de Fourier Finito.

Nota 2. Para una funcion f, se define la funcion f por: f(x) = f(—x). En el mismo orden de
ideas del analisis anterior, se tratara de determinar qué cuenta (A % B)(X), para conjuntos de
enteros A y B. Por la definicion de convolucion y de f

AxB) = T AWBx-y) = T AY)B
yeZ yEZ
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2.2 Analisis de Fourier sobre 7Zn

Aplicando el procedimiento anterior se deduce que (A @)(x) cuenta el nimero de parejas
(a,b) € A x B tales que x = a—b. En consecuencia, si A = B, entonces (A *.A)(X) cuenta
el nimero de soluciones de la ecuacion X =a, —a, con a,,a, € A, asi

AxA)X) = Y ANAX-Y) = T AY)AY-
YEZ yeA

Ejemplo 5. Considérese el conjunto A = {1,2,4,9,18} del Ejemplo 4. En la Tabla 2.4 se
muestra A — A.

1 2 4 9 18

1 0 1 3 8 17

2| -1 0 2 7 16

4 | -3 -2 0O 5 14
98 -7 5 0
18 | -17 -16 -14 -9

Tabla2.4: A—A

De otro lado:
(A *fl)(l) = z AYA(Yy—1) =A(1)A0)+A(2)A(1) +A(4)A(3)+.A(9)A(8)
yeAa
+A(18)A(17) =1

(AxA)(2) = 3 Aly = A(DA(-1) +A(2)A(0) + A(4)A(2) + A(9)A(7)
yeA

+A(18)A(16) ~1

(AxA)3) = § A4 = A(L)A(=2) + A2)A(=1) + A(4)A(1) + A(9)A(B)
yeA

+Aﬂ&ﬂu®—1

(AxA)B) =T Aly = A(1)A(—4) + A(2)A(=3) +A(4)A(—1) + A(9)A(4)
yeA

+AuaAa$:1

(AxA)(7) =5 Aly = A(DA(-6) + A(2)A(-5) + A(4)A(-3) + A(9)A(2)
yeA

+A(18)A(11) = 1.
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2.2 Analisis de Fourier sobre 7Zn

A*A

A*A

A*A

A*A

A*A

(A*A

(A*.A

(A*A

=3 Aly = A(DA(=7) +A(2)A(—6) + A(4).A(—8) + A(9)A(1)
yeA

+A(18)A(10) ~1
= 3 Aly = A(D)A(—8) + A(2)A(=7) + A(4).A(—5) +.A(9).A(0)
yeA

+A(18)A(9) 1

= Y AWYA(y—14) = A(DJA(-13) + A(2)A(-12) + A(4)A(~10)
yeA

+A(9)A( 5)+A(18)A(4) = 1.
(

= 5 AWY)A(y—16) = A(1)A(~15) + A(2)A(~14) + A(4)A(-12)
YG.A

+A(9)A( 7)+A(18)A(2) = 1.

= Y AWA(Y—17) = A(1)A(-16) + A(2)A(—15) + A(4)A(-13)
yeA

+A(9)A( 8) +A(18)A(1) —1

= ¥ AWA = A(1)A(2) + A(2)A(3) + A(4)A(5) + A(9)A(10)
yeA

+A(18)A(19) 1.

= Y AW)A(Y+2) = A(L)A(3) +A(2JA(4) + A(4)A(6) +A(9A(L1)
yeA

+A(18)A(20) 1.

= Y AWA(Y+3) = A(1)A(4) +A(2A(5) + A(4)A(7) + A(9)A(12)
yeA

+A(18)A(21) =1

Z A(Y)A(Y+5) =A(1)A(6) +A(2)A(7)+A(4)A(9) +A(9)A(14)
yeEA

+A(18)A(23) ~1

= 3 AWAY+7) = A(L)A(8) +A(2A(9) +A4A(11) +A(9)A(16)
yeA

+A(18)A(25) 1.

= Y AY)A(y+8) = A(L)A(9) +A(2)A(10) +A(4)A(12) + A(9)A(17)
yeA

+A(18)A(26) ~1.

= 3 AYAY+9) = AA(10) + A(A(11) + A(4)A(13) + A(9)A(18)
yeA

+A(18)A(27) = 1.
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2.3 Series de Fourier

(A*fl)(—14) = z A(y)A(y+14) = A(1)A(15) +A(2)A(16) +.A(4)A(18)
yeA

A(9)A(23) + A(18)A(32) = 1.

(AxA)(—16) = z A(Y)A(y+16) = A(1)A(17) + A(2).A(18) +.A(4)A(20)
yeA
+A(9)A(25) +A(18)A(34) = 1.
(A+A)(-17) = T AWA(Y+17) = A(1)A(18) + A(A(19) + A(4)A(21)
yeA

+A(9)A(26) +A(18)A(35) =1,

resultados que se pueden verificar en la Tabla 2.4. Como en el anterior caso, (A x.A)(X) se
relaciona con A — A.

Observaci 6n 1. Noétese que el conjunto A del ejemplo anterior, ademas de ser un conjunto
de Sidon es un conjunto donde todas las diferencias de la forma a; —ap, con aj,ap € Ay
a1 # ap, son distintas. Un conjunto con ésta Gltima propiedad se le llama una regla Golomb .

En general, A es un conjunto de Sidon si, y solo si, A es una regla Golomb. Por tanto:
A es un conjunto de Sidon si, y sélo si, (A *fl)(x) <1 para todo x # 0.

Nota 3. De los procesos anteriores surgen algunas preguntas, entre las cuales se encuen-
tran: ¢qué cuentan (A A« A)(X) y (A A xA)(X)?.

Para responder a estos interrogantes, se siguen procedimientos analogos a los casos
anteriores con lo cuales se concluye que (A A x.A)(X) cuenta el nimero de soluciones de
la ecuacion:

X=a +a+a, con a,a,,a,€A Yy
(AxA *fl)(x) cuenta el nimero de soluciones de
X=a, +a,—a,, donde a,a,,a,cA.

En el Apéndice A, se hace un estudio mas profundo a éstas respuestas y a otras preguntas.

2.3. Series de Fourier

Las series de Fourier constituyen la herramienta matematica basica del analisis de Fourier
empleado para analizar funciones perioddicas a través de la descomposicion de dicha fun-
cion en una suma infinita de funciones mucho mas simples (como combinacion de senos y
cosenos con frecuencias enteras).
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2.3 Series de Fourier

2.3.1. La serie de Fourier de una funci

on

L
Sea f una funcion definida en el intervalo [—L,L] y supongase que | f(X)dx existe. Se
L

quiere explorar la posibilidad de elegir nimeros a,,a,, ...

f(x) = 2a0+z<ancos<nl_)+b sen(nfx», para —L <x<L.

yb,,b,,...

tales que:

2.2)

En muchos casos la condicion (2.2) es dificil de cumplir, pero se puede obtener bajo ciertas

condiciones sobre f. Para empezar, se aceptara el mejor de los casos y se supondra que la

igualdad (2.2) es cierta. ¢ COmo elegimos los coeficientes?, para esto se necesita el siguiente

lema;

Lema 1. Sean my n enteros no negativos, entonces:

(i) ]
!

(if) Si n# m, entonces:
L

COS(%[X) sen(@

)dx:o.

e ) o )= fsn( ) " =

—L

(iii) Si n# 0, entonces:

/Lcos2 <n%[x> dx
L

Demostraci 6n. El lema se prueba integrando directamente.

Ahora, para encontrar a,, se integra (2.2) término a término (suponiendo que se pueda

hacer) y se encuentra:

L
_/L 2ao/dx+_/L n; ahcos
=a,L+ cos dx+b sen
e 3 o oo ) oxen o
=a,L+ S %ser(nn)] = a,L,
n=1

33
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2.3 Series de Fourier

de donde .
1
=1 / f(x)dx
—L
Para determinar a,, siendo k cualquier entero positivo, se multiplica (2.2) por Cos(k’T“), se
integra término a término con lo que:
i krx i k
T™X
/f(x)cos( )dx_ 2a0/cos< )dx+ Z an/cos cos(T) dx
—L -L
T™X
+Zb/sen cos( )dx
n=1 L
—L
. L kX kx
Por el Lema 1, todas las integrales de la derecha son cero; excepto 7fL cos(*) cos() dx

gue es igual a L, y asi, el lado derecho de la anterior relacion se reduce a

/Lf( )cos(kl_ )dx alL,

—L

de modo que

/f cos( )dx

Para encontrar b,, se multiplica la ecuacion (2.2) por sen('%‘x), y analogo al caso anterior se

[ ronsen( )i
b, = L/ sen( )dx

Se han encontrado los coeficientes en el desarrollo de la serie trigonométrica. Este analisis, a

obtiene:

y por tanto:

pesar de ser débil, dice mucho ya que, muestra como pueden elegirse las constantes, lo que
se ilustra en la siguiente definicion.

Definici 6n 3 (Serie y coeficientes de Fourier). Sea f una funcion Riemann integrable en
[—L,L], entonces:
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2.3 Series de Fourier

(i) Los nimeros:
L

1 NTX
an:E/f(x)cos< >d>g paran=0,1,2..
-L

L

1
b, = E/ f(x)sen(nL )d)g paran=123..
-L
son los coeficientes de Fourier de f en [—L,L].

(i) La serie:
ao+ Z (ancos< ) )+b sen(nLnX)>,

es la serie de Fourier de f en [—L,L], cuando las constantes son los coeficientes de
Fourier de f en [—L,L].

2.3.2. Series de Fourier en senos y cosenos

Algunas veces se puede ahorrar trabajo en el calculo de los coeficientes de Fourier, observan-
do propiedades especiales de f. Por ejemplo, si f es una funcion par en [—L, L], entonces:

L

L L
30:%/ f(X)dX=§O/ f(x)dx = aozéo/ f(x) dx,

“L
y paran> 1,
1 ; NTiX 2 ; Nnrx
a, = E/ f(x) cos(T) dx= [/ f(x) cos(T) dx
“L 0
Mas aln,

b, L/f sen )de

De modo que la serie de Fourier de f es:
“a,+ 3 acos( ")
2% T 2 & cos\ ).

Ahora bien, si g una funcion impar en [—L, L], en forma analoga al caso anterior se obtiene:

L
2 NTiX
= > = — -
a,=0 vn>0 y b, Lo/g(x)sen<|_>dx,

35



2.3 Series de Fourier

en consecuencia la serie de Fourier de g es:

> NTIX
> b, sen<T> :
=1

En resumen:

= Si f es una funcion par en [—L, L], entonces su serie de Fourier es:

1 > NTX
éaojLnZlan cos<T>, (2.3)

L L
/ / cos ) dx.
0 0

En algunas ocasiones (2.3) también se llama la serie de Fourier de f en cosenos.

donde

I_II\J
l_ll\)

= Si f es una funcion impar en [—L, L] entonces su serie de Fourier es:

ni b, sen(n%[x> , (2.4)

ZE/L sen(nL )dx,
0

En algunas ocasiones (2.4) también se llama la serie de Fourier de f en senos.

donde
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Capitulo 3

Los articulos de Gang Yu

El objetivo de este capitulo es dar a conocer los resultados obtenidos por Gan Yu en [1]

y [2], quien se interesd en encontrar cotas superiores para o(g) = lim sup%, logrando
N—oo

mejorar las encontradas por Been Green en [3] para Conjuntos By[g]. Se muestra en detalle
las herramientas y técnicas utilizadas por Gang Yu para obtener dichos resultados.

3.1. Una cota superior para conjuntos Bz[g]

A lo largo de esta seccion se presentan definiciones y lemas, en los que se basa la de-
mostracion del siguiente teorema.

Teorema 2 (Teorema Principal-[ 1]). Sean g > 2y o(g) definida como en (1.2), entonces

o(g) < v/3,29.

El resultado anterior mejora significativamente el encontrado por Been Green en [3], quien
demuestra que a(g) < 1/3,40.

A continuacion se presentan las herramientas previas necesarias para demostrar el Teo-
rema 2, como también se acuerda alguna notacion util para tal fin.

Para B C [1,N], B € Ry n € Z, se definen:

= La Funci 6n generatriz de B por

f,(B) = bé e(Bb), donde e(t) = ™.
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3.1 Una cota superior para conjuntos B, [g]

= Las funciones r, (n) y d; (n) como:

r,(n)={(a,b) e BxB:a+b=n}|,
d,(n)=|{(ab)e BxB:a—b=n}|.

De la definicion anterior se deduce que un conjunto B,[g] C B satisface la desigualdad
r,(n) <29 para cualquier entero n.

Notaci 6n: Frecuentemente se utilizara la notacion A < B, A~ By A« B, donde se
definen respectivamente por: A< (1+0(1))B, A> (1+0(1))By A= (1+0(1))B.

3.1.1. Dos Lemas

Antes de enunciar los lemas, es necesario seleccionar una funcién uy definir una funcion w,
en términos de U, que satisfacen las siguientes propiedades:

P1: Sea u(x) € C2?[0,1] una funcion de valor real tal que u(x) > 0, para todo x € [0,1] y
1
/ u(x)dx=1.
0

P>: Se define w(x) para X € [—1,1] como
1-[x]
w(X) = / u(t)u(t + [x))dt.
0

Notese que w(X) es una funcion par en [—1,1], no negativa y dos veces diferenciable
en [0,1], ademas, w(+1) = 0. De otro lado

1

/w(x)dx: 1, 3.1

-1
resultado que se obtiene al cambiar el orden de integracion en la integral doble que
resulta al reemplazar wen (3.1).

“Cuando se desconoce la forma exacta de un término o sblo se necesita tener una idea de su tamafio, se
utilizan las siguientes notaciones de Landau:

_ Cpsen X
e f(x)=0(g(x)) cuando x— asi lim 5 =0

e Sig(x) >0 para todo x> @, se escribe f(x)=0(g(x)) para indicar que existe una constante M > 0
tal que | f(x)| < Mg(x) para todo X > a

38



3.1 Una cota superior para conjuntos B, [g]

A lo largo de esta seccion, cuando se refiera a las funciones Uy w, se entendera también que
ellas cumplen las propiedaes Py y P listadas anteriormente.

Para B C [1,N], L € Z se definen las funciones D(L,w,B) y R(L,w, B) por:

DLwB)= Y w(T) d, (m)

—L<m<L L

R(L,w,B) = z w(?) ry (N+m).

—L<m<L

Lema 2. Sean B C [1,N]y L < N un entero positivo, entonces

a2ﬂ2| |B|2
(L’ ’ ) (L7 ’ )_ N-+L ( L

Demostraci 6n. Parame [—L,L], se define ¢(T"

) como

o) =1 3 u(F)u(5M),

ademas, ya que u(x) es diferenciable en [0, 1]entonces para alguna constante positiva M

) [
L2 ()T - [ ol T <
es decir, m m M
o) -o(D)l< T
de donde

oo (2).

Teniendo en cuenta lo anterior y las definiciones de D(L,w, B), R(L, w, B), se sigue

D(L.w.B)+RLwB)= Y m(T) (d, (M) + 1,y (N+m))

L& ML

- _ngmgL ((p(?) o <%)> Ca(m)+75 (N+m)

= > @(?)(dg(m)+rB(N+m))+o(¢>.* (3.3)

—L<m<L
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3.1 Una cota superior para conjuntos B, [g]

Sea K =N+ L. Notese que para —L <m< L
K

iKZl( ( ))z ( W):% (agﬁe@a“) > e<21bh>> o)
p= 2nih (5 _nin(tsm
: “3<% 3oL

% th a+b N+m)). (34)
anB b

En el caso de que a+ b % N+ m, es facil verificar que (3.4) es 0, ya que es la suma de las

raices K-ésimas de la unidad, mientras que si a+b = N+m, es decir, si N+ mse representa
como la suma de dos elementos de B, entonces en (3.4) se tiene la suma de r, (N+m) veces

s 25 (6 (0 o0, os
1K 1

SAAGIECIRS S T

con un analisis similar al caso anterior, se llega a que
1Kt 2e mh (3.6)
K ) :

a,m-z 5 |6 (%)

Reemplazando (3.5) y (3.6) en (3.3), se obtiene

1, por tanto

Por otra parte

SO (- () (™)

| ()
() (1 () (")
o).

2
fLSZmSLO <L> (A (M), (N+m)) = <i ,ngmgL (cs (M) +1, (N+ m))) =0 (ui) )
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3.1 Una cota superior para conjuntos B, [g]

Reorganizando sumas y factorizando, la anterior expresion se transforma en

(O (2 (€) <(5))] ()

&5 5o
2RO @ Q) ) o) e

En otro caso, para cualquier B € R

K

2
Jol)em il
R PR RGILECRT

(O ) m) o

lo que indica que la parte real de cada término en (3.7) es no negativo. Como D(L,w,B) +

1
0< -
L
1

R(L,w, B) es real, entonces, es mas grande que cualquiera de sus elementos. En particular :

2
D(L.0.5) R B) > £ (0)[| £, + (£,0)%e0)] + 0 15).
y asi " )
D(L,w,B) +R(L,w,B) > w 40 (%) . (3.8)
Por otra parte, de la definicion de pr se sigue
- m . m 1
0) = —) = w(—) - o=
w0- 3 o0 300 3.00)
o 1
= 5 w({)+ow= /Lw(u)du-i— O(1) = L+0(1) (3.9)

-1

* Teniendo en cuenta 3.2 y reemplazando en esta expresion.
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3.1 Una cota superior para conjuntos B, [g]

y sustituyendo en (3.8), se obtiene

2|B°L B
D(L,w,B)+RL,w,B)> ——+4+0| —
( 7w7 )+ ( ,(k), )— N"—L + ( )

como se queria mostrar. |

Lema 3. Sea €€ (O, %) un nmero fijo. Para cualesquier conjunto A € B;[g], A C [1,N], se

tiene - 1
o < _ 2 - 4
()| < (o-1NAR-Z1al’

1<nZNe
Demostraci 6n. Sea S(A) definida por:
1 N—-1

SA) =55 >

n=-—N

(1 ()l 1)

Analizando esta suma se obtiene

) 2
1 Nt (25" ) (ab)
SA) = = e —|A|
2N n:z—N acA b;
1 N—-1 2min (a—b) 2min (a—b)
n=—N | a,becA a,beA
a#£b a=b
2
1 N*l 21in (afb)
A5 s LB)en |
2N n=—N | abeA
a#£b

de donde

SA) = 1 Nf g ; o) [(a-b)—(c-d)]
2N n=—N | a,becAcdcA
a#b c#d

Note que cuando (a—b) — (c—d) =0, es decir cuando la ecuaciona—b=c—d,a#b,c#d
tiene solucion entonces, en la Gltima expresion encontrada para S(A) aparece un 1. En los
casos donde (a—b) — (c—d) # 0 dicha suma es cero. En consecuencia S(A) representa el
numero de soluciones de la ecuacion

a—b=c—-d, ab,cdeA, a#h.
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3.1 Una cota superior para conjuntos B, [g]

Ahora bien para cualquier entero n > 1, hay a lo sumo 2g parejas (b, c) con b, ¢ € A tales que

b-+c=n, luego la ecuacion a+d =b-+ccon a,b,c,d € A tiene a lo mas 2g|A|? soluciones.
Esto implica que

Notese que

Il
~
—
=
X\
N
z|3

Asi,

3Gl e g, (n ol ) <o 3 1)

(2N-S(A) = (1, (0))*) + O(N*|A]%)

(2N(2g—1)|AJ2 ~ |A[%) + O(NFAF),

IN

1
2
1
2
y por la definicion de < se llega a

()| < @a-DNjaR - Ja

3.1.2. Lafunci 6n u(x)

Sean w(X) y U(x) funciones que cumplen las condiciones requeridas anteriormente. Se define
M (w) por

" Hay que tener en cuenta que para cualquier B € R

T (B)] < |4
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3.1 Una cota superior para conjuntos B, [g]

Es de anotarse que M(w) determina la cota superior para o(g), esto se ve en la demostracion
del Teorema 2. De manera informal se puede decir que el valor mas pequefio de M(w), es el
que nos proporciona la mejor cota superior para 0(g). Un problema interesante que se puede
plantear afin de mejorar la cota superior 0(g) encontrada por Gang Yu, es encontrar una
nueva funcion w(X) que disminuya la cota para M (w) que se plantea en el siguiente Lema.

Lema 4. Existe una funcion w(X), tal que
M(w) < 0,5771

Demostraci 6n. Para

1 2
h(x) = 1+0,00000285°2)° 4 3.4 (X_ E) |

se define h
ug = %

=< ,
J h(x)dx
0

Claramente se ve que U satisface las condiciones planteadas al inicio de la seccion. Con un
sencillo algoritmo implementado en el paquete computacional MuPAD, “(ver Apéndice B.1,
Algoritmo 1) se verifica que

M(w) = 0,577067259% 0,5771

3.1.3. Demostraci 6n del Teorema 2

**k 2
Demostraci 6n. Sean A C [1,N] un conjunto B,[g] con |A| > v/N,” c = ‘;;,L y L =0N,
donde 6 € (0,1) es un parametro independiente de N que se escogera luego. Supongase
que u(X) es la funcion de la demostracion del Lema 4 y w(X) la obtenida a partir de ella.

Reemplazando los valores de L y € en la expresion que nos da el Lema 2, se sigue:

26cgN  alA[?
>
D(L,w,A)+R(L,w,A) > 115 + 5N
B 1+0((1+63)|A|2 25cgN
- 2cg?N2 ) 145"

* En el apéndice se muestran en detalle los algoritmos utilizados para verificar los calculos correspondientes
“La notacion de Vinogradov f(X) > g(X) es equivalente a decir que O(f(x)) = g(X) cuando X — a.

44



3.1 Una cota superior para conjuntos B, [g]

de donde 25cgN
D(L R(L > 3.10
(LwA)+RL©A) 2 275 (3.10)
Como w(X) es no negativa y diferenciable se tiene
m 1
RLwA) =29 T 7)< ZQL/ w(v)dv+O(L) = 2g3N + O(1)
—L<m<L L -1
~ 2090N. (3.11)

Sea W(x) una funcion de periodo 2 que toma el valor () en [—3, 8] y O en el resto del
intervalo [—1,1]. Notese que W(X) es una funcién par, ademas diferenciable en [—1,1], por
(2.3) su expansion de Fourier es

1 (29
-a,+ Z a, cognmx).
2 n=1
Ahora
m m
D(L,w,A) = Wz )d,(m= W(-)d,(m)
2 o) am= 5 w(g)d
a o nTtm
= d,(m| =+ a,cos( —
Zom(3 Faed)
ag, .2 d nm
= —|A|*+ d,(m) cos( ——
2 —L<Zm§L 4 nzlaﬂ ( N >
Por otra parte
0 n 2 00 i b 00 nin ‘
anf — = a, e(N)(a): a, d(t)e(N)
nzl ’ A<2N>’ n=1 abeA ngl —N<t<N “
s N & nrtt
= d,(t) ane(Tt): d,(t)y a,cos(— ),
~N<I<N g n21 —NggN g nzl ( N )
por tanto
_ A2, LAY
D(L @A) = 24l +n;an‘fA<2N>‘ . (3.12)
De las condiciones que &, y w(X) satisfacen, se deduce
1 3 1
X
aoz/W(x)dx: /‘*’(S) dx:6/ w(t)dt = 3,
-1 -5 -1
asi 1 1
2% 2°
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3.1 Una cota superior para conjuntos B, [g]

Ahora bien, de las condiciones que satisface w(X) se tiene a, = O (n—12>* paran> 1.
De otro lado, para cualquier € positivo

Salt (@)= 5 ol 5 aln (@)

1<n<N5

_ %‘f (ZN)‘ +O<|ﬂj>a (3.13)

1< n<

aplicando la desigualdad de Cauchy ~* a la suma anterior, se llega a

s Al 552

1<n<NéE 1<n<NE

3 (%) ’4. (3.14)

Por la identidad de Parseval "y el hecho de que a, = d se sigue

1<hoNE

o 0 2 2
7,825 [d(aFomo G e
n<N
< -8

Por (3.13) y sustituyendo (3.14), (3.15) en (3.12) se obtiene

2
D<L,w,A>s%|A|2+\/(6M<> 2.5
1<n<N&

2
< (@) (%mm \/ (6M<oo> - %2)
1<n<NE

“La notacion O (n—12> indica que se tiene una dependencia de 0.

1<n

™ Desigualdad de Cauchy: Si ay, by € R, entonces

(E0) (8] (8]

" ldentidad de Parseval: Dada una funcion f : R — R periddica, con periodo 2L donde f, |f|, || son
integrables, esto es; se pueden calcular sus coeficientes de Fourier a, y b, entonces

L

+y @)= T [ 1100/

n=1 L

N[
8
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3.1 Una cota superior para conjuntos B, [g]

en consecuencia

()

a2 32
D(L,w, A) < 501A|2+ \/(BM(oo) _7) >
1<n<NE

De (3.10),(3.11) y el Lema 3, tomando € € (0, %) se llega a

25cgN S|A|? & 1
_ < _ = _ 2_ = 4
173 200N S —=—+ /(oM (w) 5 (29— 1)NJA| 2|A| :

Como 2g— 1< 2g, del Lema 3y el valor de M(w) en el Lema 4 se sigue que

25cgN S|A|? 1
V9 K it B _ 2 2_ = 4
105 S 293N+ =2+ /(0,577 0,582) { 2gN|.A[> — S|A[* ).

Y sustituyendo el valor de C

20cgN dcgN c?
< —_9 _ 2 20 2=
1415 ° 209N + > +\/(0,57716 0,506%) (Z(gN) c—(gN) 2),
luego
20C oc
< _ _ 2 _ 2
1+6N26+ > +\/(0,57716 0,56%) (2c — 0,5¢).

Tomando & = 0,237 se deduce

0,12440262558 — 0,46829789876+ 0,224676< 0,

de donde
€<3,199942699.. < 3,2; o ¢<0,564350029
ML i
Para este caso, N = /€ < +/3,2, en particular
o(g) < v3,2.
|
™ Donde
alA?

TES para algina >0

e (?mu JEw-%) 5 1, (2nN>|4>

y el limite cuando N — oo de esta expresion es cero. Luego i = 0(1)
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3.2 Una nota sobre conjuntos B, [g]

Nota 4. Existen otras opciones para escoger la funcion u(X) que también dan resultados
satisfactorios. Gang Yu por ejemplo, propone la funcién

u(x) = 131 <1+10(x— %)2> ,

M(w) = 0,599776 ..,

de donde se obtiene

y siguiendo el proceso anterior, se llega a que o(g) < 1/3,2207 "

La funcion u(X) del Lema 4 no es una buena opcion a la hora de hacer célculos, sin
embargo, es (til para encontrar la funcion M(w) con la que se hace la demostracion del
Teorema 2.

3.2. Una nota sobre conjuntos Bz[g]

En esta seccion, se mostrara una pequefia mejora a uno de los resultados de Been Green
en [3], donde muestra que F(g,N) < \/m En términos matematicos la mejora
es poca, pero vale la pena estudiar la técnica utilizada para encontrarla. Se hace uso de la
notacion y de el Lema 3 de la seccion anterior, la nueva herramienta es un Lema Auxiliar para
llegar al resultado del Teorema Principal—[2].

Teorema 3. (Teorema Principal-[ 2]) Para todo g > 2, se tiene

F(g.N) < /17424629 - 1)N,
en particular

F(2,N) < /5,2274N.

3.2.1. Lema auxiliar

Sean w(t) una funcion par con segunda derivada continua definidaen [—-1,1] y A C [1,N] un
conjunto B,[g]. Ademas suponga

N%(n)w(%) > 0. (3.16)

<

1
wlt)dt<0 vy
[ &

“En el Apéndice B.1, Algoritmo 2, se muestran los calculos.
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3.2 Una nota sobre conjuntos B, [g]

Lema5. Sean N suficientemente grande, A C [1,N] un conjunto B,[g] y w(t) una funcién par,
con segunda derivada continua en [—1, 1] y que satisface las condiciones en (3.16), entonces

F(g,N) < y/cwN, donde c,= 4%_2 5
(g'w(t)dt)

1 1 2
J(w(t))2dlt— ( foo(t)dt)
0 0

1+

Demostraci 6n. Sea w(t) una funcion par en [—1,1], su expansion de Fourier es

2+ 5 a,cogmmt). Como w(t) € C?[—1,1], entonces a,, = O <#> Asi, para cualquier €
m=1

positivo se tiene

*

o o) =3 5 1 ()

~Sups s alr () o).

y aplicando la desigualdad de Cauchy * al segundo término de la suma anterior se sigue que

0l ?’A’”\ (2.%) (3,1 Gr) o(2)
ey (22) (21 GO o)

tomando € € (0, %) para usar el Lema 3, la definicion de <y la condicion (3.16) se tiene

~NSR<N

IA

NE

N 2
0< JIaP+ (Z aﬁ) ((29_1>N|A|2_%|A‘4) (1+od)) +O(|fNL|€ >

m=1

de donde, para algin a > 0

o 2
2 2 _ 2 L oAl
0< 2jap+ (Z am> ((29 DONJAJ2 - A1) VT o(T) + i

m=1

de ahi que

2142 < (/T oD 1) (iaﬁ) (2~ DR~ ua¢).

m=1

* Para demostrar esta igualdad, se procede de igual manera que como en (3.12), en la anterior seccion.
™ Esta desigualdad se utilizo en la anterior seccion, si es necesario recordarla, remitirse a la pagina 46

49



3.2 Una nota sobre conjuntos B, [g]

por tanto

m=1

_%wzg ( 1+o(1)*+o(1)> (i ag) ((29—1)N|A|2—%|A|4>,

asi

2412 < (1+0(1) (f aﬁ) ((20- 1N~ 5la),

m=1

lo que implica que

Bl g (i aﬁ) ((20- D4R~ 5laf¢).

m=1
Por las condiciones en (2.3) y (3.16):
1
% = /w(t)dt <0, deahique -— % > 0.
0

2

Considerando que la funcion f(X) = X es creciente en el intervalo (0, ), se tiene

2 4 00
%Al < ( > ai) ((2a-DNIAR- ).

de donde

2 4 00
aglA| << 2)( WL 2
S a || (29-1)N—JA]7 | [A]5
luego
2 _
AR (29 21> : (3.17)
N ™1, _ 2%
2 )
4y &
m=1
™" Donde
alAf?

H= paraalgn o >0

e (3,28 (o= ymap— 39

y el limite de esta expresion cuando N — oo es cero.
* Propiedad:
(1+t)*—1~at, con a constante yt— 0, luego:

VItod—1= (1+0(1))1/2—1z%o(1):0(1) por tanto /T4 0(1) ~ 1+ o(1).
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3.2 Una nota sobre conjuntos B, [g]

Por la identidad de Parseval

Ahora, reemplazando 3 anz1 y el coeficiente @, en (3.17) se obtiene
m=1

2
|fl|5 49— 2 2
N (jl’m(t)dt)

1+ 1 ° 1 2
]ﬂ%ﬂym*(IdeQ
0 0

De modo que,
IA| < 1/coN donde Cp= 4?—2 .
(Jotan)

1+

1 1
I (@()?dt- (f w(t)dt)
en particular
492

F(g,N) < y/CwN donde cy,= -
(f(w(t)dt))

El Lema anterior muestra el procedimiento mediante el cual se obtiene C_, para cualquier
funcion w que cumple las condiciones requeridas en (3.16).

La demostracion del Teorema 3 se basa en dar una funcion w especifica, probar que
cumple las condiciones y calcular ¢, como lo determina el Lema 5.

3.2.2. Demostraci 6n del Teorema 3.

Demostraci 6n. Sea

g <mm+$m>
z cos| ————— |,
2 4m+3 2

*Esta identidad ya se habia utilizado en la anterior seccién, donde se hace un pié de pagina con su defini-
cion. Si es necesario recordarla, remitirse a la pagina 46.
" Notese que |w(t)|2 = (w(t))? ya que w(t) es una funcion de valor real.
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3.2 Una nota sobre conjuntos B, [g]

la serie de Fourier de una funcion w(t). Notese que w(t) es par, ademas con segunda deriva-
da continua.
Ahora, para cualquier conjunto A C [1,N] se tiene

<>z 5 oumen{ 52

—N<n<N
100 “ (4m+3)|2

—N<n<N

>0
dm+3 7

m=0

por otra parte
1
/oo(t)dt = —-0,10113813.. <0 (ver Apéndice B.2, Algoritmo 3.).
0

Lo que indica que w(t) satisface las condiciones requeridas por el Lema 5. Solo resta encon-
trar los demas valores necesarios. Por un lado

1
/ 2dt =0,079433707.. (ver Apéndice B.2, Algoritmo 3.)
0

(@wmmoz

1 1
ywwﬁm—(gmom)

En consecuencia

y de otro

5> ~ 0,1478065854> 0,1478064

492
Co < T147g064~ 174424629 1).

Por el Lema 5 se sigue

F(g,N) <+/1,7424629— 1)N

en particular
F(2,N) < /5,2274N,

como se queria demostrar. [ |

Notese que, la cota superior para F(g,N) depende de la funcion que se escoja, un nuevo
problema es encontrar la funcion adecuada. Gang Yu hace referencia a una pequefia mejora
del resultado anterior.
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3.2 Una nota sobre conjuntos B, [g]

Teorema 4. Paratodo g > 2, se tiene

F(g,N) <+/1,742172g— 1)N

Demostraci 6n. La demostracion de este teorema es analoga a la del anterior, se debe es-
tablecer si la nueva funcién cumple con las condiciones requeridas. Sea

1000 1 o (Am+3.0126
Z ,4m+3,0126 2 ’

la serie de Fourier de una funcion w(t).
Es sencillo ver que (X) es par, su segunda derivada es continua en [—1,1] y

> dA(n)w(ﬁ) > 0. Haciendo los célculos correspondientes, se obtiene el resultado
—N<n<N

deseado. [ |

Es de apreciar que la funcion utilizada en esta demostracion, es una modificacion de la que
se uso para demostrar el Teorema 3.
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Capitulo 4

Conclusiones

En este capitulo se resumen los resultados mas importantes descritos en el presente trabajo

y obtenidos por diferentes investigadores que trabajan en el estudio de los conjuntos B;[g].

También se hace una comparacion entre las cotas encontradas, se plantean interrogantes y

trabajos futuros.

4.1.

Resultados importantes

Un problema abierto sobre los conjuntos B[g] es decidir si '\Il'lm F(\%\') existe, y si existe,
—00

determinar su valor. Hasta ahora, gracias a las investigaciones de Erdos—Turan, solo se
conoce que el valor de éste limite es 1 para los conjuntos de Sidon, suerte que no se ha
tenido tenido para g > 2, pero en la actualidad, investigadores como Been Green, Gang
Yu, Javier Cilleruelo y Carlos Trujillo, trabajan en encontrar una solucion satisfactoria a
este problema.

El esquema utilizado para tratar de encontrar el valor del limite anteriormente descrito
es el mismo que se siguid para los conjuntos de Sidon, por esto hay varios investi-
gadores trabajando en acotar F(g,N) tanto superior como inferiormente. Para encon-
trar cotas inferiores se realizan buenas construcciones de conjuntos B;[g], en tanto que
para las cotas superiores, actualmente se usan argumentos combinatorios. Cuando la
cota inferior coincida con el valor de la cota superior, entonces se tendra a la mano la
solucion.

Particularmente en éste trabajo de grado se estudia la funcion:

o(g) = Iimsupﬁ\/’ﬁm,

N—oo
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4.1 Resultados importantes

donde F(g,N) denota el cardinal mas grande del conjunto B[g| contenido en [1,N].
En otras palabras, se ha concentrado en estudiar la forma en que se obtienen cotas
superiores para F(g,N), especialmente las obtenidas por Gang Yu en [1] y [2]. Es-
pecificamente él prueba que:

o(9) <v/329 (1)

o(g) < /1,742462g—1). (2)

. Los resultados anteriores mejoran los encontrados por Been Green en [3] para conjun-
tos By[g], esto nos acerca mas a la idea de encontrar la solucion al problema. Al leer
éste trabajo de grado pueden surgir varios interrogantes sobre las cotas encontradas,
como por ejemplo: ¢Por qué Gang Yu encuentra dos cotas diferentes para F(g,N)?,
¢ Cual es la diferencia entre éstas cotas?. Al parecer, ellas tienen algo en comin, am-
bas determinan una buena cota para para F(g,N), pero ¢Cual de las dos es la mejor
opcibn?, en busca de respuesta a las anteriores preguntas, en la Tabla 4.1 se analiza
(1) y (2) para algunos valores de @,

(1) (2)
V6,4 | \/5,2274
v/128| 1219

V16 | /1568

V192 | /19,16
V224 | /22,65
V256 | /2613

O IN[O|O|B~|IDN|Q

Tabla 4.1: Comparacion de (1) y (2)

del cual se deduce que (2) es mejor opcion que (1) para g < 6; esto es, (1) es buena
cota para g grande, mientras que (2) es mejor cuando g es pequefio. Otra pregunta que
surge al ver las mejoras obtenidas de 0(Q) es: ¢Hasta qué punto se puede mejorar?,
no se tiene una respuesta inmediata, ni argumentos para suponerla, solo se espera
poder conocer el resultado mas adelante.

. En las demostraciones de los resultados principales de los dos articulos, se puede
apreciar que los programas de calculo computacionales prestan una gran ayuda. Una
pregunta que surge es ¢ Utilizando un paradigma distinto de programacion, se puede
encontrar una funcion que mejore las cotas para F(g,N)?
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4.2 Trabajos futuros

6.

4.2.

Actualmente, para conjuntos B[2] la mejor cota inferior es 4 es decir

V7

15118~ % <timintm 2N
v =N

resultado obtenido por C. Trujillo, G. Escobar y O. Zemanate en [7]. También demues-
tran que mediante construcciones similares a las suyas, no es posible mejorar ésta
cota. Vale la pena mencionar que los autores en [7] recomiendan, en términos de mejo-
rar su cota inferior, encontrar métodos para construir conjuntos Bz[2] que no dependan
de conjuntos de Sidon. Por el lado de las cotas superiores Gang Yu en [2] prueba que
[im sup% < +/5,2274~ 2,28635

N—oo

lo que evidencia que aln estamos lejos de resolver el problema cuando g = 2.

. Otra pregunta interesante es ¢De qué modo puede mejorarse (1) y aplicando que

técnica?, Gang Yu comenta en [1], que una manera de mejorar el Teorema 2, podria
ser, reemplazar 0(g) por /3,29 — k(g), donde k(g) es algln positivo que tiende a O
cuando g — o0. Un nuevo problema seria encontrar una buena opcién que sirva como

k(g)

Trabajos futuros

Durante el desarrollo del trabajo de grado, se presento el interés por las técnicas que
utiliza por Gang Yu para demostrar sus resultados principales, lo que llevo a estudiar sin
profundizar, la técnica de Been Green en [3], quien también estudia las funciones u(X)
y w(X). A diferencia de Gang Yu, él acoto inferiormente M(w), mas atn, demostro que

4
M(w) > Z= 0,5714... para una funcion u(x),

mientras que Gang Yu en [1] muestra que
M(w) < 0,5771 para una funcion u(X).

Como se puede apreciar, la diferencia entre ambas cotas no es mucha, lo que indica
que la funcion u(x) dada en [1] no puede mejorarse demasiado.

Gang Yu en [2] hace referencia a un preprint escrito por G. Martin y O’Bryant donde
mejoran la constante en (1) a 3,1698 esto tomando una funcién w(x) distinta, lo que
despierta curiosidad por saber de qué funcion se trata y que procedimiento siguen.
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4.3 Experiencia

2. En la Gltima parte de [1], el autor hace algunos comentarios adicionales, dentro de los
gue se destacan la formulacion de dos conjeturas, que nacen de preguntas hechas con
base a los trabajos realizados por el autor sobre cotas superiores para 0(g). En mi
blsqueda de aprender y comprender, me gustaria estudiar la primera Conjetura.

Conjetura 1. Sea € € (0,1) un nimero fijo. Para cualquier B C [1,N], existe un subin-
tervalo J C [1,2N] con |J| = L > NE tal que

|BI°L
2N

r(n) = (2+o0(1))
neINZ

4.3. Experiencia

El realizar un trabajo de grado, implica tiempo, dedicacion, estudio, etc, pero la recompen-
sa es grata. Tal vez, no entendia tan a fondo las palabras de mis directores ‘Se madura
matematicamente’, hoy puedo decir con orgullo que las comprendo y ademas, las comparto.

Al empezar, sblo tenia una idea lejana de lo que seria trabajar en éste proyecto, sabia
que el cronograma de actividades presentado me llevaria mas tiempo del propuesto, pero
eso me invitaba a trabajar mas. Puedo dividir este proceso en varias etapas. Iniciamos con
una revision bibliografica, espacio donde tuve la oportunidad de recordar y aprender nuevos
conceptos matematicos que fueron necesarios para poder abordar el trabajo de grado. Es
importante también destacar que fue precisamente en esta etapa donde aprendi a usar el
IETEX en su ambiente TeXnicCenter, el cual es un software libre y constituye hoy por hoy
el estandar internacional en la escritura de textos matematicos. Fue justamente con este
paquete que elaboré el anteproyecto del trabajo de grado, las Notas borrador del cursillo que
ofrecimos en ALTENCOA4-2010 y el documento final.

La segunda etapa del proyecto fue enriquecedora porque en ella se hicieron diversas
cosas; desde compartir ideas con comparfieros y profesores en un seminario de estudio de
Analisis de Fourier, aprender a leer e interpretar lo que quiere transmitir un autor con su
articulo o libro, hasta participar en dos congresos matematicos nacionales. En el desarrollo
siempre se encuentran tropiezos, algunos como no entender lo que el autor quiere dar a
conocer, pero hay que llenarse de paciencia para seguir adelante y no desfallecer.

Las experiencias son muchas, de las cuales destaco la participacibn como ponente en
dos eventos matematicos y el seminario de estudio de Analisis de Fourier. Los primeros me
dieron la oportunidad de ver nuevos horizontes matematicos y lo mas importante de todo,
dar a conocer lo que se esta estudiando en nuestro grupo. El segundo me permitié estudiar,
preparar, exponer, preguntarme y equivocarme, porque soy consciente de que me equivo-
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4.3 Experiencia

gué muchas veces, pero tuve la fortuna de contar con personas que supieron asesorarme,
mas que un seminario, fueron unos meses de constante aprendizaje en todo sentido.

Este documento es la culminacion de todo un proceso, que junto con mis dos pilares
Jhon Jairo Bravo y Carlos Alberto Trujillo trabajamos paso a paso, no fue sencillo, pero se
lograron los objetivos propuestos y un poco mas. Quiero terminar diciendo que ‘Maduré’,
aprendi mucho y me siento capacitada para seguir.
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Ap éndice A

on

La funci 6n convoluci

En ésta primera parte del apéndice, se profundiza el estudio de la funcion convolucion si-

guiendo la misma idea que en las Notas del Capitulo 2, esto es, relacionar dicha funcion con

los conjuntos By[g].

Ejemplos y otros casos

A.l.

{0,1,3,4,6}, entonces

(Ax(AxA)X) = T AW (A+AX=Y) = T AY) T ADAX-y—2),

Ejemplo 6. Sea A

(AxAxA)(X)

zeA

yeA

yeA

luego:

S AY) S A@AO-y-2)
zeA

yeA

(AxAxA)(0)

> AW AQA(=Y) +ADA(-Yy -1 +A(3JA(-y—3)]

+ > AW [A(4A(-y—4)+A(6)A(-y—6)]

~—

—

~—

—

~—

RN
< < = < <
DRSO
S S S S
SO O
S S S S S
+ + + + +
TTT% 2%
T < = S <
SOOI
S S S S S
SNONORHNC)
S S S S S
+ + + + +
TYTYR
T < S < <
cozxod
S S S S S
ddese
T << < <
o+ o
Trere
SSI33
©cITO 49 ©
S S S S S S
NS ORS RO
S S S S S S
+ + + + + +
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A.1 Ejemplos y otros casos

zeA

(AxAxA) ) =T AlY) T A@@A(4-y-2)

a+ b+ c, mas aan, en el proce-

\&/\&/ ))))
s S <L o 2233 _5
s=Ices Seasoss
< 82 S S S T T ° 3
sTIsse S Soos e
T 992 < N = 3T 232
— o= S + + + J | I
> P ) | =) Tc@6 Lo
2 ftao L L0 % < 499499
= < === < ) S 33
= T 92 eI ! ~ < B\m@@\@@
< e 2223 T = + S = 2= 35S
T a8 To S - % T S ae e 20
s s exTIIIT g KWL D SIS
R S s = T 9 L+ 43 A
™ G O ® e e £ < T ¥ a9«
g 2 L2l 0= g 3 2 $2gZ8d
2 2 =€3%s3 < T S dees o
T £ 23¥3 i 3 1 L Zss3%s
= + 2Fzose e = S T Sooe e
s Ty SS9 S0 T g v TSI FIg
= ¥ f¥cccaw g5 3 = = geseia L
s = L7979 % £3 2 S g T 2949 arc
= 3 25II=IIX g8 -~ = =2 ZS3IS==
— — O a9 9 m 49 o © f=1 > = T o 2 2 = =
> 5 TS TS = S 2 =S =SS
< I 2223323 o8 AA O 6 d®mS © ©
©C O dm Y © © > @ INU T S = o D = =
Z.ﬂrﬂt S = NN TS > y_\LEAAAAAAA
N s s s << 22 T s
L S S A S -
Q
7 E
w ©

a+b+c.
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Aligual que con (A xA)(X), |[A+ A+ A| se relaciona con (A %A x A)(X).

Asi, no existe ninguna tripla (a,b,c) € A x A x A tal que 19



A.1 Ejemplos y otros casos

Siguiendo las ideas anteriores, se trata de establecer que cuentan otros casos.

(AxAxA) = EZA [A*A ] EZA [%A (x—y— z)]

Aly) > ADA(—x+y+2).
YEZL e

Estas sumas tienen sentido si existen elementos a,b, ¢ € A tales que:
a=y, b=zyc=-x+y+z dedonde x=a+b-c,

esto es, (A A *A)(X) cuenta soluciones de la ecuacion X = a+ b — ¢, donde (a,b,c) €
A x A xA. Luego, (A+ A — A)(X) se relaciona con A+ A — A.

Asi mismo, se relacionan:
s (AxAxA)(X) con A—A+A.
s (AxAxA)(X) con —A+A+A.
s (AxAxA)(X) con —A—A+A.
n (AxAxA)(X) con —A+A—A.
s (AxAxA)(X) con A—A—A.
s (AxAxA)(X) con —A—A—A.

Notese que la funcion ~ antepone el signo — al conjunto A, lo que permite no soélo estudiar
conjuntos suma, sino también conjuntos diferencia.
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Apéndice B

Algoritmos en MuPAD

En ésta parte se describen en detalle los algoritmos, implementados en MuPAD, que uti-
lizamos para verificar varios calculos(Integrales definidas, sumas) que presenta Gang Yu en
algunas demostraciones del Capitulo 3. Como puede notarse dichos calculos son tediosos a
la hora de hacerlos manualmente, pero con la ayuda de programas como MuPAD, los resul-
tados se obtienen de manera eficiente.

B.1. Una cota superior para conjuntos  B;|[g]
Se presentan los calculos auxiliares utilizados en la demostracion del Lema 4.
Algoritmo 1 (Valor M(w)).

valorM(w)1:=proc(h):
local aux,u,w,M(w);

begin
aux:=numeric::int(h(x),x=0..1); (1)
u:=h/aux; (2)
w:=int(u(t)*u(t+abs(x)),t=0..1-abs(x)): (3)
M(w):=numeric::int((w)"2,x=-1..1); 4)

end_proc;

Entrada: La funcion h.
h:=x->(1+0.0000028*exp(60*(x-0.5)"2)+3.4*(x-0.5)"2)

Descripci 6n: El Algoritmo 1 hace los siguientes operaciones:
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B.1 Una cota superior para conjuntos  Ba[g]

1
(1) Calcula el valor de [ h(x)dx.
0

(2) Eval(ia la funcion u.
(3) EvalGa la funcion .

(4) Calcula el valor de M(w).

Salida:

1,599858625 (a)
0,6250552295(x — 1+ 0,0000028 e8%(x-05° 1 3 4. (x—0,5)2) (b)
0,5770672591 (c).

Los valores relacionados anteriormente corresponden a:
1
(a) Elvalor de [ h(x)dx, el cual muestra que la integral es diferente de O.
0

(b) La funcion u(x), para verificar observaciones planteadas en P;.

(c) Elvalor M(w), que permite demostrar el Lema 4.

Se puede apreciar que U(X) > 0 para todo X € [0, 1], de valor real y de clase C? en [0, 1].

En la Nota 4 de la pagina 48, Gang Yu propone otra funcién u(X) definida por

u(x) = 1% <1+10(x— %)2> :

Con un codigo parecido al anterior, se puede verificar los calculos que el autor del articulo no
presenta.

Algoritmo 2. (Otro valor M (w))

valorM(w)2:=proc(u):
local aux,u,w,M(u);

begin
aux:=int(u(x),x=0..1); (1)
w:=int(u(t)*u(t+abs(x)),t=0..1-abs(x)): (2)
M(w):=numeric::int((%)"2,x=-1..1); (3)
end_proc;
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B.2 Una nota sobre conjuntos  B;[g]

Entrada: La funcion u.
U:=X->((6/11)*(1+10*(x-0.5)"2)):

Descripci 6n: El Algoritmo 2 realiza las siguientes operaciones:

1
(1) Calcula el valor [u(x)dx.
0

(2) EvalGa la funcion w.
(3) Calcula M(w).
Salida:

10 (a
0,5997762909 (b)

Los anteriores valores corresponden a :

1
(a) Elvalor [ u(x)dx, mostrando que es 1.
0

(b) Elvalor M(w).

M(w) = 0,5997762909< 0,5998 reemplazando éste valor en la demostracion del Teorema
2 se llega a que ¢ < 3,2207.

B.2. Una nota sobre conjuntos Bz[g]

En la demostracion del Teorema 3 en la pagina 48, se necesita calcular algunos valores. El
siguiente algoritmo permite calcularlos

Algoritmo 3 (Demostracion teorema principal—[2])

teoprinc:=proc(w):

local w,aux,aux1,aux2,aux3;
begin
aux:=int(cos((4*m+3)*PI*t/2),t= 0..1): (1)
auxl:=numeric::sum(1/(4*m+3)*aux,m=0..1000000); (2)
aux2:=int((sum(cos((4*m+3)*PI*t/2)/(4*m+3),m=0..10" 6))°2,t=0..1); (3)
aux3:=aux1"2/(aux2-aux1°2); (4)
end_proc;
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B.2 Una nota sobre conjuntos

B2[g]

Entrada: La funcion w.

w:=t->sum(cos((4*m+3)*PI*t/2)/(4*m+3),m=0..10"6):

Descripci 6n: El Algoritmo 3 calcula
1 (4m+3)t
(1) Elvalor de la integral fcos<T> dt.
0

1
(2) Elvalor de laintegral [ w(t)dt.
0

(3) Elvalordelasuma 5 dg(njw(t).
—N<n<N

(f(w(t)dt))z

(4) Elvalor

Salida:

~0,1011381379 (a)
0,07943370774  (b)
0,1478065854  (c)

Los anteriores valores corresponden a:

1
(a) Elvalor de [ w(t)dt, verificando que es menor que O.
0

(b) Elvalorde 5 dg(n)w(t), corroborando que es mayor o igual a 0.

—N<n<N

(c) Elvalor
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