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Introduccdn

La relacbn del arlisis nun&rico y el alisis funcional con otros campos de la maitica

como el @lculo de variaciones, las EDPs, la f@ode aproximaéin, el estudio profundo de

la teoiia de elementos finitos y en otras tanéasas, han hecho del @isis funcional y del

aralisis nunérico instrumentos indispensables en la s@ogeneral de problemas particulares

de éstos campos y sus aplicaciones a las ciencias naturales y a la ifgeBreeste trabajo

se muestra la necesidad de abordar algunos conceptosfiesigedel adalisis funcional para
estudiar soluciones de ecuaciones diferenciales parciales, y en particular de ecuaciones tipo

Poisson.

Una buena ram para estudiar determinadas EDPs, es que, por una parte, son modelos muy
aproximados de fémenos fsicos lasicos y por otra parte, que son el inicio de la i@or
clasica de EDPs. Esta téares la base coim de otras muchas disciplinas de isida y de

las materaticas. Muchos de los conceptos y teoremas propios de la mencionddateoon
generados a fines del siglo XVIIl y comienzos del XIX y llevan asociados los nombres de e-
minentes mateaticos de este periodo hisico tales como: Euler, Bernouilli, Fourier, Gauss,
Riemann, Green, Laplace, Poisson, Dirichlet y Lagrange entre otros. Las funciones generali-
zadas (conocidas deggmicomo distribuciones) fueron introducidas por el Mdtoo Ruso

Sergei Lvovich Sbolev en 1935 para solucioneshiles y aderas desarrolladas por Laurent
Schwartz en losf#os 40, quien formaliz una teora general de distribuciones. Es en éstéito

gue se extiende el concepto de derivada para un tipo de funcicaseammplio que la clase de
funciones continuas y debido a esto es que se puede definir la clase de espacios de Banach

WJ'(Q) llamados Espacios dedBolev dondeR" O Q —abierto 1 < p < o, me N, los cuales

VI



juegan un papel importante en la Teoria de las ecuaciones diferencialésigdanfiateratica.
En particular, sip = 2, los espaciogy'(Q) se denotan pdd™(Q) y tienen la cualidad de ser

espacios de Hilbert.

Tres aspectos importantes de la taate solucioneséabiles de EDPs son los siguientes:

= En contraste con una soldci clasica de una EDP, una solaoicebil requiere de “menor
regularidad”, es decir se necesita que la s@ngiosea derivadas parciales de menor
orden que el orden de la ecuari Esto se debedsicamente a que se usa el concepto de

derivada generalizada.

= Al analizar una EDP a tré@s de su formaé&bil, esta se transforma en una ectaciaria-
cional planteada en un espacio funcional adecuado (EspaciabddeS), lo cual permite

hacer uso de la amplia téardel arlisis funcional.

= La ecuadbn variacional de la EDP, reducida a un subespacio finito dimensional del es-
pacio de $bolev correspondiente, permite el uso detmaos nuréricos que permiten

calcular la solud@n de forma aproximada.
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// f dxdy
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Repaso de @lculo Vectorial

Una forma de relacionar elatculo diferencial vectorial con elatculo integral vectorial es

por medio de los importantes Teoremas de Green y Gauss, entre otros. Se destacan algunas
aplicacionesikicas de estos teoremas para el estudio de la electricidad y el magnetismo, la
hidrodiramica, la conducén del calor y las ecuaciones diferenciales. Para el desarrollo de este
trabajo es necesario abordar dichos Teoremas (Teoremas de Green y de la Divergencia), pero

antes, recordemos algunos conceptos.

Definicion 1.1.1. Consideremos una curva plana parametrizada
C={a(t) = (xt),y()[t € [ab]},
dondea : [a,b] — R? es una fundn vectorial continua.
1. Sedice que C es cerradacia) = a(b).
2. Sedice que C es simple, si para togd4# € (a, b, se cumple
aty) = at) =t =tz

Definicion 1.1.2. SeaQ C R? un conjunto acotado y supongamos que su froné&@aes una

curva parametrizada
9Q = {a(t) = (x(t),y(t))[t < [a b]}.



1. Decimos quéQ es suave six € C1([a,b]) y a(t)’ # (0,0) para todo te [a,b]. Es decir,
six:[a,b] — R, y: [a,b] — R poseen primeras derivadas continuas en todda, b| las

cuales no se anulan simultaneamente.

2. Decimos que)Q es de suave a trozos, si existe una pabtica=ty < ... < t, = b del

intervalo[a, b], tal quedQ es suave en cada subintervdio 1,t], i =1,...,n.

El siguiente resultado fue publicado por primera vez en 1928 pdsiebfmateratico inges
George Greef11793— 1841). Dicho resultado relaciona una integral deeh alrededor de una
curva plana simple cerradd2 con una integral doble ordinaria sobre la tegplanaQ acotada
por dQ. En este trabajo mientras no se diga lo contrario, se ent@mer la integral ddrea
a lo largo de la curvaQ tiene orientadn positiva. Es decir, la diredm determinada por una
parametrizadin a(t) dedQ, hace que la regn Q permanezca a laquierdaconforme el punto

o(t) traza la curva de la frontea.

Teorema 1.1.1 (De Green para regiones simplemente conexaSpadQ una curva cerrada,
simple, suave a trozos, que acota la g en el plano. Supongamos que las funcionesy

y Q(x,y) son continuas y que tienen derivadas parciales de primer orden, continu&s en

forexsaay= [f.(50-57) axe @

Demostraddbn. Ver [3, Teorema 11.10]. Il

Entonces

El teorema de la Divergencia es elawogo multidimensional del teorema fundamental del
Calculo. Relaciona una cantidad definida sobre la frontera, con otra definida sobre el interior del
dominio. Aunque usualmente el teorema de la divergencia es presentado en conjuntos del espa-
cio tridimensional, solamente describiremos los resultados en dos dimensiones, ya que el obje-
tivo del trabajo es analizar la ecuanide Poisson bidimensional. Consideramos las siguientes
observaciones y definiciones las cualesasearecesarios para la demostéacdel mencionado

teorema.

Definicion 1.1.3.Sea

9Q = {a(t) = (x(t),y(t))t € [a b]}.



SidQ es suave, para cadad [a, b], el vector tangente unitario aQ ena(t) est definido por

T=1(a(t) = HZ:%

Adends, el vector normal unitario exterior &Q en o (t) est dado por
v=v(o(t)) =(v1,v2) i=1xk (1.2)

La notacdn vy, v4 indica (respectivamente) la primera y segunda componente del vector nor-

mal unitario exteriorv,,.

Observacbn 1.1.1.Sea i€ {1,..,n} y consideremos la fun@n longitud de arco

S(t) = /t_tlua’(u)udu Wt € [t ti]-

Aplicando el Teorema fundamental délaulo se tiene

ds_

G =ld@I>0 Ve,

puesa’(t) # (0,0).

Definicion 1.1.4. Sea¢ un campo escalar definido y acotado#q. La integral de inea deg

con respecto a la longitud de arco a lo largo d€ se define por

[ ods= [Toa)®ldt  wefab],

siempre que exista la integral del lado derecho de la igualdad anterior.

Ahora, sea

9Q = {a(t) = (x(t),y())[t  [a b]}
una curva suave a trozos. iAexiste una partidéin a=tp < t; < ... < t, = b del intervalo[a, b],
tal quedQ es suave en cada subintervdlo 1,t], i = 1,...,n. Por lo tantoa/(t) # (0,0), para
todo te (ti_1,t) y ad el vector tangente unitario
ot) i+ & ¥ dx dy

“le®l  leml % ds o ds’ (-3

T
o ds

existe para todo € (ti_1,ti). Luego para cada, € [a,b] (salvo qui&s en los extremos de los

subintervalost_1,t]) existe el vector tangente unitariocf enc(t) y esé dado por(1.3).
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La igualdad(1.3), nos permite expresar el vector normal unitario exteriat@ en €rminos de

la longitud de arco. En efecto, d&.2)y (1.3) se sigue

_[dx. dy _dy_dx._ 1 dy_dx
V= (d_sl+d J+Ok) x k 4s  ge) @] (dt’ dt)' (1.4)
Observacbn 1.1.2.Sean F= (P,Q) y 7(«(t)) := @) Entonces

N’

/(F-f)ds:/ F-da::/ Pdx+ Qdy
0Q 0Q 20Q

Es decir, la integral deihea del campo vectorial F a lo largo d&Q coincide con la integral

de linea del campo escalar & a lo largo ded Q.

Teorema 1.1.2 (De la Divergencia)SeaQ ¢ R? un dominio (abierto y conexo) acotado con
fronteradQ que satisface las condiciones del teorema de Green, y vector normal exterior uni-

tario v. Sea F: R? — R? tal que Fe C'(Q). Entonces

F-vds:/ 0-F dxdy, (1.5)
0Q Q

dondev es el vector normal unitario exterior@Q y [1- F es la divergencia de F.

Demostraddn. SeanF = (P,Q) y t € [a.b]. Ahora, al sustituir (1.4) ¥ en (1.5) se tiene que

Fovds= | a<F><oc<t>>,Q<oc<t>>>- (remr () )l @l

- I ( X P ())‘;_ty> dt (1.6)
_ /a Q—de+de

2Q

Asi, aplicando el teorema de Green a la expneslel lado derecho de la igualdad anterior se

[ Fovas= // (ap aQ)d dy (1.7)

La funcion escalav% + 5 que aparece en (1.7), es precisamente la divergendta Ber lo

tiene que

tanto
F-vds:/ 0-Fdxdy
2Q Q



Teorema 1.1.3 (Gauss-Green)Supongamos queeuCl(ﬁ). Entonces

// dxdy= / uvids
ou
— dxd :/ uvods
//Qay y 90 v2

Demostraddbn. SeaF = (u,0). La divergencia d& viene dada por

_du Jd(0) Jdu
TP =0T ox Tox

Asi, aplicando el Teorema de la Divergencia se tiene que

du
0-Fdxd ://—dxd = u,0) - (v, ds:/ uvids
//Q y Q IX y aQ< ) (v1,v2) 20 Y1

De manera asoga se tiene (1.9).

Teorema 1.1.4 (Integracbn por partes). Sea yv € Cl(ﬁ). Entonces

v du
//ng(dxdy:—//Q &vdxdw/muwlds

av du
//Quwdxdy_—//Q a—yvdxdy+/aQuw2ds

Demostraddbn. Apliguemos el Teorema (1.1.3) a la fubniuv. Esto es

a(uv)
dxd :/ d
JJ, o dxay= [ uwads

// — —vdxdy / uwids
// —vdxdy= — // u—dxdy+/ uvvids

De manera azoga se obtiene (1.11).

entonces

Luego

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

]

Teorema 1.1.5.SearQ c R? como en el Teorema de la Divergencia y@ — R?, v: Q — R,

w:Q —R.



1. Siu,veCY(Q), entonces

// u)vdxdy= // Dvdxdy+/ (u-v)vds (1.12)

(Primera identidad de Greern). Sive C1(Q) y w e C?(Q), entonces

// VAW dxdy= —// Dw-Dvdxdy—l—/ va—wds (1.13)
Q Q 9 dVv

3. (Segunda identidad de Greeh Siv,w € C3(Q), entonces

ow ov

/ /Q (VAW — WAV) dxdy= (VW — WE) ds (1.14)

aQ

Demostraddn. Supongamos qu@ C R? satisface las hiptesis del Teorema de la Divergencia.

Seanu: Q - R%2v:Q =R, w:Q —R.

1. Reemplazand& =vuen (1.5), se tiene

O (vuydxdy= [ (vu)-vds (1.15)
A e

Ahora, haciendo uso de la identidad
O (vu) =0v-u+v(d-u),

y sustituyendo en (1.15), se tiene que

//Q{Dv-quv(D-u)} dxdy= /aQ(vu)~vds

//QV(D-u)dxdy: —//Qu~Dvdxdy+/aQ(u~v)vds

puesto quévu) - v = (U- v)V.

por lo tanto

2. Haciendou:=[Owen (1.12) se tiene

// - (Ow))vdxdy= // (Ow) - Dvdxdy+/ (Ow- v)vds (1.16)

Ahora, recordando quiw := [0- (Ow) y W := [Ow- v, sustituimos en (1.16) y s

// VAW dxdy= —// DW-Dvdxdy-l—/ va—st
Q o) 9 dVv



3. Estaidentidad se deduce de (1.13) intercambiamgdor v, es decir

// WAV dxdy= —// Ov- Owdxdy+ Wﬂds (2.17)
Q Q 90 dV

Ahora restando (1.17) de (1.13) se tiene que
ow ov
//Q(VAW—WAV)dXdy: /aQ(VW —WW)dS
]

A continuacdn presentamos un resultado para funciones suaves. Este resultadersenali-

zado posteriormente para una clasgsrgeneral de funciones.

Lema 1.1.1 (Desigualdad de poincar para funciones suaves)SeaQ un subconjunto abierto
deR?, acotado. Entonces, existe una constante Ctal que para toda funéin ve C1(Q) que

satisface v= 0 endQ se tiene,

/ vi2dxdy< C / IOvi2dxdy (1.18)
Q Q
Demostraddbn. Puesto qué es acotado, existemb € R tales que

a<x<b V(xy)eQ.

Seave C1(Q) y denotemos por Ia extensbn por cero de a todoR?. Claramente &s continua
enQ y enR?\Q. Demostremos que es continua edQ. En efecto, daddy = (Xo,Yo) € 9Q

veamos que és continua emg. Es decir, probemos que para tado- 0 existed > 0 tal que si

[(x,y) € RZA [ (xY) = (%0, Yo)|| < 6]

entonces

V(. y)ll <e.

En efecto, sea > 0 cualquiera. Puesto qwes C1(Q) y v(xo,Yo) = 0, entonces exist& > 0 tal

que

[(6y) €QA06Y) — (%0,Y0)[| < 8] = [M(xy)| < & (1.19)

= V(xy)ll <e.



Ademas,

2\ ~ B Yi =
[(xY) € R\ QA|(xY) — (X0,Y0) | < 8] = ¥(x,y) =0 (1.20)

= [V(xy)] <e.

En conclusbn, de (1.19) y (1.20) deducimos ques continua ey y por serzg € dQ cualquiera,
se tien quey &s continua e@Q. Asi,
¥ e C(R?).

Ahora, sea = (Xg,y1) € Q. Asi, por sencontinua

. X1 gV
V@) =2 = [ 5ty

Luego, por desigualdad de Cauchy-Schwarz

M@ < ( / det) ( [

ov
&(t#l)

2
o)

X | ¥ 2
— (% — ov (1.21)
(Xl a)/a 8X(t7y1) dt
b| 9y 2
<(b-a) [ | Tty ot

Ahora, integrando sobr@ en ambos lados de (1.21) se tiene

[ vatdaz<b-a) [ [°

Luego, intercambiando el orden de integéaccon respectofay z (teorema de Fubini) se tiene

/Q|v(z)|2dz < (b—a)/ab (/Q 2dz> dt

LY 2
g((ta yl) dtdz

ov
a—x(t,)ﬁ)

Por lo tanto, se deduce que

/ V(2)2dz< c/ Ov(2)2dz
Q Q
8



dondeC = (b—a)? y as concluye la demostrai.

]

El objetivo principal en este trabajo es analizar una formatagariacional (ver capitulo &s
adelante) de la ecudmi bidimensional de Poisson. Para obtener dicha formanazs necesario
expresar la ecuamn de Posisson en forma integral. La Ecoacile Poisson es una ecuati
diferencial parcial (EDP), puesto que las derivadas que aparecen en ella son derivadas parciales.
Una solucbn clsica de la ecuatn de Poisson es una fubaiw : Q — R de clase€C?(Q) NC(Q)

gue satisface

—Aw = f enQ,
(1.22)
w = g endQ.
dondef y g son funciones conocidas. Generalmente se supon gseun dominio (abierto y

conexo) acotado eR?.

A continuacon se realiza un breve alisis para el caso homégeo de la ecuaan de Poisson
(es decir cuandg = 0), en el cual se deduce la forma integral de dicha ebunaé&iste aalisis
nos daa una idea de lo que se pretende realizar en logulap posteriores, donde se aate

manera ras rigurosa en los espacios funcionales adecuados.

Consideremos la ecud@i homo@nea de Poisson

—Aw = f enQ,
w = 0 endQ.

(1.23)

El siguiente teorema muestra la forma integral de dicha egnaci

Teorema 1.1.6.Sea we C?(Q). Si w es una soluén clsica de(1.23) entonces w pertenece
al conjunto
X:={veCQ):v=0 en 9Q} (1.24)

y adenas, satisface la ecuamn

// Ow- Ov dxdy— // fvdxdy WeX. (1.25)
Q Q

Demostradbn. Supongamos que es una soluéin clasica de (1.23). Claramente= X, puesto

quew € C?(Q) c C1(Q) y aden@s,w satisface la segunda ecuatide (1.23).

9



Para verificar (1.25), tomemosc X cualquiera. Multiplicando pov a ambos lados de la

primera ecuaéin de (1.23), se tiene (Aw)v = fvenQ. Integrando sobr@ en ambos lados de

—//Q(Aw)vdxdy: //vadxdy

de donde, aplicando la primera identidad de Green, se obtiene

ow
Ow- Ov dxd —/ vV—ds= // fvdxd
//Q 4 9Q dV Q y

Comov e X,v=0endQy ad, la segunda integral del lado izquierdo de la igualdad anterior

esta igualdad, se sigue

es nula, con lo cual se deduce (1.25). m

El Teorema 1.1.6 demuestra que toda sdnakasicaw € C?(Q) de la ecuadin de Poisson

homogenea (1.23), es tamém solucdon del problema:

Hallarw € X que satisface:

// DW-Dvdxdy:// fvdxdy VWveX.
Q Q

Por esta raan, el problema (1.26) es llamada forma integral de la ecuabin de Poisson

homognea(1.23).

(1.26)

El redproco del Teorema 1.1.6 es tarabicierto. Para demostrarlo, se requiere del siguiente
lema. Aqu C7(Q) denota el espacio de funciones infinitamente diferenciables y de soporte

compacto incluido ef.
Lema 1.1.2. SeanQ un conjunto abierto d&?y g< C(Q). Si se cumple
//ngdxdyzo Wwe Cy(Q),
entonces k) = 0 para todo xe Q.
Demostradbn. Ver [11, lema 3.3.9]. Il

Teorema 1.1.7.Sea fe C(Q). Si we C?(Q) es soluddn del problemg1.26) entonces w es

una soluodn clasica de(1.23)

10



Demostraddbn. Seaw € X una soluadbn de (1.26) y seac X cualquiera. En virtud de la primera

identidad de Green y recordando que 0 endQ, se tiene que

Iw

// DW-Dvdxdy:—// (Aw)v dxdy+ | v ds:—// (Aw)v dxdy
Q Q 20 dVv Q

Sustituyendo eétigualdad en (1.26), se tiene

—// (Aw)v dxdy= // fvdxdy VveX,
Q Q

lo cual es equivalente a
// (Bw+ f)vdxdy=0 We X.
Q

Puesto qué&w+ f es continua Y5 (Q) C X, usando el Lema 1.1.2, se concluye guw = f.
Por Gltimo, dado quav = 0 endQ, estalltima igualdad muestra gwe es soluddn clasica de
(1.23). O

Observacbn 1.1.3. Podemos ver que la forma integr@dl.26)solamente exige que la soloai
w sea de clase §Q), a diferencia de la formuladin clasica(1.23)que requiere que w sea de
clase @(Q)NC(Q). En consecuencia, esasprobable encontrar soluciones e26)que solu-
ciones chsicas de (1.23) dado que las soluciones &dicas exigen mayor

regularidad?.

El problema (1.26) puede escribirse de la forma

Hallarw € X que satisface
(1.27)

B(w,v) =F(v) WeX,

donde
B(w,v) = // Ow-0Ovdxdy y HRv)= // fvdxdy
Q Q
El problema (1.27) tiene la estructura de los llamgutoblemas variacionalegjue sean estu-
diados en la secon 1.2. Sin embargo, un problema variacional exige que el espadande
se formula el problema, sea un espacio de Hilbert, lo cual en el caso particular del éspacio

definido por (1.24) no se verifica como se&@arcontinuad@n mediante el siguiente ejemplo.

1En el contexto de ecuaciones diferenciales parcialegrmino regularidad egtrelacionado con elimero de

derivadas que posee una fubrti Entre mayor sea elimero de estas derivadas, la fusrcsea mas regular.

11



Observacbn 1.1.4.En este trabajd) C R?. Para analizar el siguiente ejemplo, consideramos

a Q como la bola unitaria erR.

Ejemplo 1.1.1. El objetivo de este ejemplo, es probar que el espacio X definidglpa4)y

dotado con el producto interior

(W, V) ://Q Ow- Ov dxdy (1.28)

wi= (o)

no es completo y por lo tanto no es un espacio de Hilbert(5ea(—1,1) y definamos

el cual induce la norma

—x-1 si —1l<x<-1

Un(X) =< (9x2—1+5 si —f<x<i (1.29)
x—1 si f<x<1
Figura 1.1: Funcbn uy(x).
Calculando el gradiente de,tse tiene
-1 si —-l<x<}i
Oun(x) =4 nx si —I<x<i (1.30)

Ahora, demostremos queéu, es una suces8n de cauchy en X. Es decir, probemos que para

todoe >0yNeN

1

1 2
[Un — Um|| = (/ !Dun—Dumyzdx) <e vYnm>N.
-1

12
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Figura 1.2: Funcibnupo(X).

B T deemnemnmnennees VL EERRRRRRS femenemnemnaneenees

Figura 1.4: Funcbn usp(X).

Supongamos que mn, entoncest < 2y —1 > 1 Ahora,

1
Un— U2 = /1|Dun—Dum|2dx
-/,

1 1 1
+ /1|Dun—Dum|2dx+/1 |Dun—Du.m|2dx+/1 | Ot — Oug 2 dx

“m

-/

Sl
il

| Ot — Ougm| 2 dx

|Oup — Dum|2dx+[
35

3l

1 1
|0un — Dum|2dx+/m1 |0un — Dum|2dx+/ln | Ot — Oup|2dx.



Ahora, calculemos cada una de las integrales.

1

/_n; |Oun — Dum|2dx

m

Sumandd, 2 y 3 se tiene que

1
/ln |Oup — Dum|2dx

| Un —

1
_ m 2
= /1 (nx+1)“dx
1 1 1
- n2/ 2dx+2n/l xdx+/l
.o 1o 1
0 3m 3 M m
1
1 (Oup — Ou) 2dx
o
/1 (nx— mxzdx
"
- /1 X2dx— 2nm/ 2dx-|—mz/
o _ 4n N 2
3m 3m  3m’

1
= /1n (Oup — Oum)? dx
N
J,

m

1 1 1
= nz/nxzdx—Zn/nxder/n
1 1 1

m

1 n? n 1

(nx— 1)%dx

3 3 M m
4 || B 2n 4 2
m 3 3m 3n

14
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Como > n tenemos qué > 2. Ad,

2 2 /n 2 2 2 2 2
2
|Un = U 3n+3m<m ><3n+3m( ) 30 3m " 3n

[2 2
Hun— um” < % < ﬁ (131)

Ahora, por propiedad arquimedian& > 0,vk € R,IN € N : eN > k. Luego, tomamos ¥ 1

Luego

lo cual implica ques > % A4, sin> N entonces se tiene que

1 1 2 2
<= - < — . 1.32
n<N<e:>n<N<s ( )

Por lo tanto de(1.31)y (1.32)se deduce

1
1 2
[|Un — Um|| = (/ |Oun — Dum\zdx) <e Vnm>N.
-1

Resta probar quélu, no converge en X. En efecto, sea v una fonae X y sea w la fungn

discontinua, iéntica a—1 para x< 0y 1 para x> 0. De la desigualdad de Minkowski se tiene

(/_11(V—W)2dx)% S (/_11(v— Dun)zdx)%-i— </_11(Dun_w)2dx)%

Puesto que v es una fudci continua, es distinta de la fur@ei w, luego la integral del miembro
de laizquierda es diferente de cero. Adem
! 2
lim [ (Ou,—w)“dx=0.
Nn—oo -1
1 2 . . .
Por eso,/ (v—Oun)“dx no puede tender a cero cuande-ne. Esto implica que el espacio
-1

X no es completo pues la sudaside CauchyJu,(X) no converge a ¥ X cuando n— o. En

concluson X no es un espacio de Hilbert.

Ahora, dado qu& no es un espacio de Hilbert no es posible aplicar la teoria de los problemas
variacionales al problema (1.25). Este inconveniente se soluciona completando el ¥spacio

decir, se muestra qu€ est contenido en un espacio el cual es completo.
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1.2. Elementos de Aalisis Funcional

Los resultados presentados en esta éacabn chsicos y pueden ser encontrados en la niayor
de los textos de atisis funcional. En particular, el material dquresentado sigue muy de
cerca los textos de Kreyszig [12], &is [4], y el artculo divulgativo de Gabriel Gatica [8].
En esta secoin presentaremos algunos conceptos y resultados aéiariuncional, que san

necesarios para el desarrollo de este trabajo.
A lo largo del cafitulo H representa ukspacio de Hilbert reales deciH es un espacio vecto-

rial real con producto interng, -)n, que es completo con respecto a la notpiig == (-, -ﬁ,/z.

Siempre que no haya lugar a confusi de ahora en adelante la norfnfy, se denotar sim-

plemente pof]-||.

Toda funcon f : H — R es llamada un funcional. Un funcionfles llamado lineal, si cumple
f(au+pBv)=af(u)+Bf(v) Va,f R VuveH,
y es llamado acotado si exidwe > 0 tal que
W <M]v[  vweH.

El conjunto de los funcionales lineales y acotados sbhres un espacio vectorial real lamado
Espacio DualdeH, el cual se denotll’. SobreH’, se define la norma

[f (V)

v

||l = sup
veH

v#0

llamadanorma dual. H” es un espacio de Banach con esta norma ( [6, Teorema 2.10-4]). Toda
aplicacon T : H — W entre espacios de Hilbet y W, es llamadaperador. En particular,
dado queR es un espacio de Hilbert, todo funcional es un operador. El conceptpedor

lineal acotadoes amlogo al de funcional lineal acotado. Es de€ir,H — W es lineal, si
T(av+pBw) =aT(v)+BT(w) Va,peR VYvweH,
y acotado, si exist® > 0 tal que

TV [w<M]v|ly WWeH.
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Un subespacity deH es cerrado, si para cada suées{xn},.y C U tal quex, — x < H, se
tiene quex € U. El siguiente resultado, llamadeorema de la Mejor Aproximam, nos mues-

tra una importante propiedad de los subespacios cerrados de un espacio de Hilbert.

Teorema 1.2.1.Sea U= 0 un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H, y sedixtal
que x¢ U, entonces existe uimico z€ U (llamado la mejor aproximaéin de x en U) tal que
vxeH

IXx—2|| =inf{|[x—vV|:veU}.

Demostraddbn. Ver [6, Teorema 3.3-1]. Il

Dado un subespacld deH,
Ut={xeH:(x,vW =0 WweU}
es un subespacio vectorial He llamadoOrtogonal de U
Observacbn 1.2.1.Dado un subespacio U de H,
unut={0}.
En general la ur@n de dos subespacios, no es un subespacio, y de hecho, la propiedad que falla
es la cerradura de la suma. Esto nos lleva al concepgama de subespacios

Definicion 1.2.1.Sean U y V subespacios de H. Decimos que H es la suma directade U y V,
y se escribe
H=U®aV,

si cada we H tiene unalnica representaéin w= u+v donde uc U,v € V. Entonces V es
llamado un complemento algehco de U en H, y viceversa.
Todo espacio de Hilbert se puede escribir como una suma directa de un subespacio cerrado y su

ortogonal, tal como se ve en el siguiente resultado.

Teorema 1.2.2 (Descomposion Ortogonal). Sea U cualquier subespacio cerrado de H. En-
tonces
H=Ua&V,

donde V=U-+

17



Demostradbn. Ver [6, Teorema 3.3-4]. Il

Corolario 1.2.1. Sea U# 0 un subespacio cerrado propio de un espacio de Hilbert H. En-

tonces, existg € H, y# 0, tal quey € U,

Demostraddn. Por el teorema de descompositiortogonal se sabe qite=U @& U+, Ahora,
supongamos qug- = {0}, luegoH = U @ {0} = U con lo cual se contradice el hecho de que

U es propio. Il

Los funcionales lineales acotados en espacios de Hilbert tienen representaciones simples, es de-
cir, se puede asociar un funcional lineal acotado con cada elemento de un espacio con producto
interno. Sin embargo, el reciproco no es cierto en general. El siguiente teorema, establece que

el reciproco es &@lido en espacios de Hilbert.

Teorema 1.2.3 (Teorema de Representdm de Riesz).Sea f un funcional lineal acotado en

un espacio H. Existe entonces iumico ue H tal que
f(v)=(uv) WwweH (1.33)

y adenas
[l = [lullyy (1.34)

Demostraddbn. Esta demostradh sigue las ideas de [8, Teorema 6.8].
Caso 1:f es el funcional nuld f (v) = 0, para todo ve H). Basta tomau = 0, ya que en tal
casof(v) =0= (0,v) paratodore HYy || f||5r = 0= ||u.

Caso 2:f € H’, f # 0. Demostraremos que:

i. Existe unlnicou € H, que satisface (1.33).

ii. Siue H verifica (1.33) entonces se cumple (1.34).
En efecto:

i. e Existencia

Sea
U={veH:f(v)=0}.

18



Dado quef es no nulo se tiene qu¢ # H. Adenas, dadox,yc U y a, € R se tiene
que

f(ax+By) = af(x)+pf(y)=0.
Luegoax+ By € U, lo que muestra qud es subespacio propio te

Ahora probemos qu& es cerrado. Se@x,},.y Una sucesin enU y x € H tal que
Xn — X. Veamos quex € U. En efecto, comdxn},.y € U entoncesf (x,) = 0, luego
f(xn) = 0— 0. Por otro lado, coma, — xy f € H' se tiene quef (x,) — f(x). Asi,
por unicidad delimite se tiene qud (x) = 0, es decirx € U. En consecuencid) es

subespacio cerrado

En virtud del corolario 1.2.1, existe € H tal quew # 0yw e U+. Dado quéJ NU -+ =

{0}, entoncesv ¢ U y por lo tantof (w) # 0. Mostremos que := ||nT\| , dondem= %

satisface (1.33). Para ello, en primer lugar, deduzcamos que
v—f(vimeU YWeH.

En efecto, para cualquierc H se tiene:

f(v—f(vim) = f(v)—f(f(vyim

lo que muestra que— f(v)m e U. Ahora bien, puesto qua c U, entonces para cada
v e H, setiene

0= (myv—f(v)m) = (mv)—(m, f(v)m)

= <m7 V> - f(V) <m7 m)
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= (mv) — F(v)||m|%.

Luego
f(v) [|m||2 = (m,v) WeH

0 equivalentemente,

Es deciru := ﬁz satisface (1.33).

e Unicidad

Seanug, U, € H tales que
f(v) = (ug,v) = (Uz,v) WveH.

Asi,

(U —up,v) =0 YveH.

En particular

Jug — Up|? = (Ug — Up,ug — Up) = 0,

lo que implica up = Up.

. Seav € H. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se deduce

[f V)] = Kuv)| < Julf vl

Asi, siv#£ 0, se tiene

f(v
UCITY
V]
Por lo tanto,
[f(V)]
fllgr = sup ——— <||ul|.
[ 1] SUP T [Jul
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De otro lado

f(v u,v u,u ul|2
e = sup T g L0V ) i
ven IV ver VI full - jull
V#0 V#0
con lo cual,
Jull < [[fln-
En consecuencia
[ f{[r = [lul]-

]

El conjunto de operadores lineales y acotadosl amW se denotaZ (H,W). Puede probarse
que ¥ (H,W) es un espacio vectorial normado, con norma
TVl
Tl 2Hw) = sup W

veH ||V||H
v#0

YweH.

Observacbn 1.2.2.El Teorema de Representénide Riesz induce un operador
R:H —H,

definido por
f(v)=(R(f),v) WweHyfeH. (1.35)

Note que el mismo Teorema de represeritace Riesz garantiza
IRCOI =Tl VfeH" (1.36)
El operador R es llamado Operador de Riesz.

Definicion 1.2.2. Sean H un espacio de Hilbert y:Bl x H — R. Se dice que B es urfarma

bilineal sobre H si:
1. B(au+Bv,w) = aB(u,w)+BB(v,w) Vo, R VYuvweH.
2. B(u,av+pw) = aB(u,v)+ BB(u,w) Vo, €R Vuv,weH.
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Ejemplo 1.2.1. Sea B R? x R? — R definida por

B(X,Y) = X1y2 — X2Y1.

B ad definida es una forma bilineal. En efecto, sean=x(x1,X2), Y = (Y1,Y2),

z=(21,2) € R’y a, B € R tales que

B(x,ay+Bz) = B((X1,%2), (otyr, oty2) + (Bz1,B22))

B((

B((x1,X2), (cty1+ Bz1, ay2 + Bz2))
= Xi(ay2+Bz) —Xo(ayr+ Bz1)

= a(Xyy2 —Xoy1) + B (X122 — X221)

= aB(xY)+BB(X.2).
De forma amloga se prueba que(B&x+ By, z) = oB(x,z) + BB(y, 2).

Observacbn 1.2.3.La forma bilineal(-,-),;, : H x H' — R, definida por

define un producto interior en'HEN efecto

1. (f,9) >0, puesto quéR(f),R(g))y es un producto interno en H. Por el mismo argu-

mento se tiene que, ), = 0sii f =0.

<f7g+h>H’ =
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(af.@n = (Rlaf),R(@)y

Adenas,

<f7f>H’ = <R(f)vR(f)>H
= IR(OIE

2
= |l

Es decir, la norma inducida por este producto interior es precisamente la norma dual. En con-

secuencia, Hes un espacio de Hilbert con el producto inter{ar37)
Se dice adeds que una forma bilineal B es acotada si existe-N tal que
Bv.w)| <MV [wl| WweH.
Dada una forma bilineal BH x H — R acotada, para cada & H definimos
Au):H — R,

dada por
A(u)(v) :=B(u,v). (1.38)

Para cada ue H, A(u) definido como antes, es un funcional lineal y acotado. En efecto

i. A(u)eslineal.Sia,B € Ryx,ye€ H, entonces

A(u)(ax+By) = B(u,ax+By)
= aB(u,x)+ BB(u,y)
= aA(U)(X) + BAU)(Y)
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ii. A(u) es acotadaComoB es una forma bilineal acotada, exisde> O tal que:
B(u,v)|
VI

<MJu] YuveH;v#DO0.

Asi,

B(u,v
sup% <M]|u]] YueH,

veH
V#0

0 equivalentemente

sup% <M|u|| YueH

veH
v#0

luegoA(u) es acotada.

En conclusbn, por serA(u) lineal y acotadaA(u) € H'. De acuerdo a lo anterigk define un
operador deH enH’, es decitA: H — H’ dondeA(u) € H’ est definido por (1.38), para todo
ueH.

El operadofA es lineal y acotado, en efecto
I. Aeslineal
Sia,B €Ryxye H, entonces para cadee H se tiene
Alax+By)(v) = B(ax+By,v)
= oB(x,v)+BB(y,v)
= aAX) (V) +BAY)(V),
es decir
Alax+ By) = aA(X) + BA(Y).
ii. Aesacotado

ComoA(u) € H', existeM > 0 tal que

WgM YweH;v#£O0. (1.39)
Por lo tanto,

A(U) (Vv /
1ALz pe = sup AWy gy ey,
veH HVHH
v#£0

LuegoA es acotado.

24



En conclusbn, poriyii, Ac Z(H,H’).
Definicion 1.2.3.Sea B H x H — R una forma bilineal. Decimos que B es definida positiva si
B(u,u)=0=u=0,
y adenas es Heliptica (o simplemente gitica cuando H est claro) si existex > 0 tal que
B(u,u) > a||u[® YueH.

Es facil ver que toda forma bilinealigtica es definida positiva.

Un principio del Arélisis Funcional Lineal, que provee en ciertas circunstancias la existencia
y unicidad de una solugh para un problema variacional abstracto, es el Teorema de Lax-
Milgram. Dicho Teorema tambn puede usarse para problemas definidos en espacios de di-

menson finita y, por consiguiente, édil en la teora de la aproximaéin.

Teorema 1.2.4 (Teorema de Lax-Milgram).Sea B H x H — R una forma bilineal acotada

y eliptica. Para todo fe H’, existe uriinico ue H tal que
B(u,v) = f(v) WeH.

Adenas,
1
ull < —||fll.
HH_QHM

dondea > 0 es la constante de elipticidad de B.

Observacbn 1.2.4. Si B aderas de cumplir las hiptesis del Teorema de Lax-Milgram, es

tambien sirdtrica, es decir,
B(u,v) = B(v,u) vu,ve H.
Entonces, B,-) es un producto interior sobre H que satisface
o[lul[? < B(u,u) < Mjul®

En consecuencia, la norma inducida pof-B) es equivalente d-|| y por lo tanto H es de
Hilbert con el producto interior B,-). Ad, el resultado del Teorema de Lax-Milgram, es con-

secuencia del Teorema de represertiadie Riesz.
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Demostraddn. SeaA € £ (H,H’) el operador lineal asociado a la forma bilinBaDe (1.38)
se tiene
B(u,v) =A(u)(v) VveH.

Luego, hallau € H tal que
B(u,v) = f(v)

es equivalente a encontnae H tal que
A(u)(v) = f(v) VYveH.

Ahora, si usamos el operador de Riesz, por (1.35) el problema es equivalente a encoeiktrar

tal que

0 bien encontrau € H tal queT (u) = R(f) donde
T:=RA:H —H. (1.40)

Asi, demostrar el Teorema de Lax-Milgram equivale a probariqdefinido por (1.40) es un
operador biyectivo con inversa. Para ello, primero mostremos g lineal y acotadadl es
lineal, puesto qu&y A son lineales. Para verificar qlees acotado, notemos que para H

cualquiera, por (1.36) se tiene que
[T = IRAW)I = AW

Luego, por (1.39) deducimos que
ITIh<M.

En conclusinT es lineal, acotado y por lo tanto continuo. Ahora probemosiges un opera-

dor biyectivo.

1. T es inyectivo.Seau € H. ComoB es elptica, existea > 0 tal quect||u||® < B(u,u).

Luego, por (1.38)

o[l < A(u)(u) = (RA(U)), u) = (T (u).,u). (1.41)
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Asi, por desigualdad de Cauchy-Schwarz
arf|ul]> < [T (W] ull-

Luegd
oflul] < |IT(u)]] Yue H. (1.42)

Estalltima desigualdad implica que para tade H
T(uy=0=u=0.
Lo que muestra qué es inyectivo.

2. T es sobreyectivo.

Para probar qué& es sobreyectivo se procede de la siguiente forma.

Paso 1.Probar quel (H) es subespacio cerrado He

Paso 2.Probar quél (H)* = {0}.

Paso 3 Aplicar el teorema de descomposigiortogonal.

En efecto.

Paso 1.SeanT(v),T(w) € T(H), dondeT(H) = {T(v) :ve H}. ComoT es lineal, se tiene
queT(v)+T(w)=T(v+w) conv+w e H, es decirT(v) + T(w) € H. Ahora, sic e Ry
T(v) € T(H), entoncesxT(v) = T(av) conav € H, es deciroT(v) € T(H). Asi se tiene que
T(H) es un subespacio d¢.

Para demostrar que(H) es cerrado, seafil (Vn) }pey € T(H) y W € H tales queT (vn) — W,

cuandon — oo. De (1.42) se tiene
o[Va = Viml| < [T (Vo =Vm)[| = [T (V) =T (vm)[|  Vn,meN,

lo cual indica que{vn},o €S de cauchy, puesto q{& (vq) },.y €s de Cauchy al ser conver-

gente.

ComoH es de Hilbert, existe € H tal quev, — v cuandon — c. Adenmas por sefl continuo

lim T (vy) =T(v).

N—-o00

2|a desigualdad (1.42) es trivial gi= 0
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Por unicidad delimite se tiene quev = T(v). Es decirw € T(H) y por lo tantoT (H) es un

subespacio cerrado de

Paso 2.Sea

TH)L:={veH:(wv)=0 YweT(H)}.

Asi, sive T(H)' se sigue quéT (u),v) = 0 para todau € H. En particular para = v se tiene

que(T(v),v) = 0y en consecuencia, por (1.41) se deduce que

a|v|* < (T(v),v) =0,

es deciv = 0. Por lo tanto
T(H)" ={0}.

Paso 3.Finalmente haciendo uso del Teorema 1.2.2 tenemos que

H = TH)@TH)*
= T(H).

Con lo cual deducimos quE es sobreyectivo. En conclasi T es biyectivo y astiene inversa.

Ahora, existe urunicou € H tal que
T(u) =R(f) <= u=TYR(f)).

Por (1.42)
afull < IT(THRE) = (R

Asi, por (1.36)

orfull < [ ]
es decir

orfull <[]
Por lo tanto

Jul < 20l
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1.3. Medida de Lebesgue

Existen varios precedentes de la medida de Lebesgue de un sunconjunto de la recta real. Uno
de los n@s cercanos es el llamado contenido de un conjunto, introducido por C.Jordan en la
década de 1886 1890. A partir de 1900 Henri Lebesgue elabsu teora de la medida en

su tesis que publ@en un afitulo en 1902. Sigd el concepto del contenido de Jordan pero
admitiendo uniones numerables de intervalos en las definiciones de su medida exterior e inte-
rior. El propio H.Lebesgue (1910), J.Radon (1913), M.Fe¢¢h913) y C.Cara#todory (1914)

fueron extendiendo las ideas iniciales hasta construir laatemneral de la medida conocida
actualmente. La medida de Lebesgue generaliza una forma de describir la longitud o volumen

de ciertos subconjuntos @&

Definicion 1.3.1.Una colecodn <7 de subconjuntos dR" es llamadac-algebra si
1. 0,R"e .,
2. SiAe o/ entonceR"— A€ &,
3. Si{A}iq Cco entoncesUAi ,ﬂAi € of, para | numerable.
icl el
Teorema 1.3.1.Existe unas-algebra< de subconjuntos d&" y una funcdbn
U/ — [0,400)
con las siguientes propiedades

i. Todo subconjunto abierto y cerrado & pertenece a7 .

ii. Si B es una bola efR", entoncesu(B) es igual al volumen n-dimensional de B. En
general, siQ es un conjunto de frontera suave a trozos entondgs) es el volumen de
Q.

iii. Si{r}; C o7 es una familia numerable (finita o infinita) de conjuntos disjuntos dos a

dos, entonces

u (UA.) = Zu(Ai) (Aditividad numerable) (1.43)
il e
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iv. SIAC B, donde B= .7 y u(B) =0, entonces A /'y u(A) =0.

Observacbn 1.3.1. i. Los conjuntos eny son llamados conjuntos Lebesgue mediblas y

es llamada la medida de Lebesgue n-dimensional.

i. SiQ = {x} enR? entonces para tode > 0 se tiene quai(Q) = 0. En efecto sea

{xo} C (x0—5,%+5), luegop ({xo}) < u (x0—5,%+5) = €. AS,
O<u({x})<e Ve>0 (1.44)
de donde se obtiene el resultado.

iii. Deducimos d€1.43)queu(0) =0,y
u <UA.> < Zu(Ai) (Subaditividad numerable) (1.45)
i€l IS

para cualquier colecén numerable de conjuntos mediblesi},, .

iv. Sialguna propiedad se cumple en todas parteR'leexcepto quiz para un conjunto me-
dible AC 7, con medida de Lebesgue igual a cero, decimos que la propiedad se cumple

en casi todo punto (c.t.p) con respecto a la medida
Ejemplo 1.3.1. SeansZ = P(R) y x € R fijo. Definimos para AC R

1, Xo €A

Veamos quéy, es una medida.
i. Ox,(0) =0. Como ¥ ¢ A se tiene quéy,(0) = 0.

ii. Sea{Ai},, una familia numerable de subconjuntos Bedisjuntos dos a dos. Ahora,
dado que los subconjuntos son disjuntos dos a dppurde pertenecer a lo mas a un

conjunto A,. Consideremos los dos casos siguientes.

Caso 1Existe p € | tal que x € Aj,, luego

O (UAi) = 1= 8% (Aig) +65(A)  dondep #i.

iel
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Caso 2Para todo i€ | se tiene quex¢ Aj, luego

S (ILele.> =0= %%(Aa).

Dei yii se tiene quéy, es medida.
Funciones medibles e integraén

Definicion 1.3.2.Sea f: Q C R" — R, dondeQ es un conjunto Lebesgue medible. Decimos

que f es una fundn medible si para todo a R se tiene
f((am)={xeQ: f(x)>a} e «. (1.46)

Ejemplo 1.3.2. Sea f: Q — R. Si f(x) = c para todo x¢ Q, entonces f es medible. En efecto,

el conjunto

Q, si a<c
(@) ={xeQ:f() =c>a} =

0, sia>c

dondeQ y 0 son conjuntos medibles. Enton¢és46)est en.os.

En particular, sif es continua entonces es medible, pues la imagen inversa del ghijesjeen

R seiia abierto eR" y por lo tanto medible ya que los abiertoseson medibles.

Observacbn 1.3.2.El conjunto de funciones medibles tiene estructura de espacio vectorial. Si

dos funciones, f y g son medibles entonces la suma y el product@&taetmedible.

Definicion 1.3.3.Funcibn caracteistica Dado un conjunto A, se define la fubnicaractefs-

tica de A como
1, xeA

0, X¢& A
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Definicién 1.3.4. Funcion Simple Una funcbn s: Q C R? — R, es llamada una funén sim-
ple, si se puede escribir como una combiaclineal finita de funciones caractsticas de

subconjuntos de A. Es decir
n
s= ) G VXEQ.
K=1
con ¢ € R, A¢ C Q, A disjuntos y medibles.
Toda funcon caractdstica es simple. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3.3. La funcbn xp : R — R es simple pues se puede observar como la siguiente

combinacdn lineal finita de funciones caracisticas de conjuntos medibles Be

X0 =10 +0xXr q)
dondel,0c RyQ,R—Q C R.

Definicion 1.3.5. Integral de Lebesgue

1. Parafunciones simples tenemos
n
sdu = ckp(Ax),
=3,
donde estamos suponiendo qugy) < .
2. Para una funddbn medible y positiva
/ fdu:sup{/ sdu:0<s< f},
X X
donde el supremo puede Ser
Ejemplo 1.3.4. Seayg : R — R la funcion simple del ejemplb. Vemos que
d :/1. x+/o. 0 =0,
/R%@ =L lxe®+ [ 0xr-g
puesu(Q) = 0 al serQ un conjunto numerable.

Integral de Lebesgue para funciones de signo arbitrario

Sif : X — R, es medible, entonces se puede escfibir f* — f~, dondef* := max(f,0) es la
parte positiva dd y f~ := max(—f,0) es la parte negativa de Puede demostrarse qii€, f -

son funciones medibles positivas.
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Observacbn 1.3.3. 1. ft>0,f~ >0.
2. ft—f—=f.
3. fr4+f-=]f|.

Definicion 1.3.6.Se dice que f es integrable}{if+ <®0 / f~ < oo, y escribimos

/fdu:/ﬁdu—/f—du.

Observacbn 1.3.4.Si f es medibley £ f™ — f—, entonces

/]f|d,u:/f+du—/fdu.

Ad que f seé integrable sii/ | f|dX < co.
Teorema 1.3.2 (De Fatou)Asumamos que las funcionéf}y_;, f son no negativas e inte-

grables. Sea f= I|m inf fy entonces

*)00

/fdx< I|m|nf fkdx

Teorema 1.3.3 (Convergencia Moatona). Asumamos que las funciongf }._, son medibles
con

fi<fhh< - <fe<fa <o

Entonces,

/ lim fdx= I|m frdx.
RN k—o0 RN

1.4. Espaciod. P

En esta secbn se estudi@n algunos conceptos de los espatiBslos cuales se encuentran

con detalle en Bazis[4]. En lo que sigueQ designa un conjunto abierto @&, medible.

Proposicion 1.4.1 (Desigualdad de young)Si a b son rumeros reales no negativos entonces
1 1
ab< =aP + =bY,
Y q
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siempre qud. < p,q< oy

A g se le llama el conjugado de p.

Observacbn 1.4.1. El conjugado de p= 2 es g= 2. Para p= 1, consideramos ¢= » Yy

reciprocamente, para p- o, q:= 1.

Se dice que una fun@n f tiene soporte compactof € Cp), si la adherencia del conjunto
donde no es nula es un conjunto compactxnicamente se define el soporte de una faméi

cualquiera, como sigue:

Suppf={xe Q, f(x) # 0}.

Por fuera desupp fla funcion se anula.

Definicion 1.4.1. Decimos que £ L (Q) si f es una funcion integrable sobre todo subcon-

junto compacto d€.
SeaQ CR"y 1< p< . Se denotdP(Q) al espacio
LP(Q) = {f :Q — R:fmedible y/ [f(X)|Pdx< 0 c.tp. enQ}.
Q

Se puede demostrar ( [4, Teorema IV.7]) 4if¢Q) es un espacio normado con norma

1
p
Ifloa = ([ 11001P0x) ", 1< p<

Si f,ge LP(Q), decimos qud = g, si f(X) = g(x) en c.t.p em.
Parap = o denotaremos pdc”(Q) el espacio de las clases de funciones acotadas Splee

decir,
L*(Q):={f:Q —R: f medible y existe C > 0 tal que|f(x)| <C c.t.p. enQ},
el cual es un espacio de Banach ([4, Teorema IV.7,Teorema 1V.8]), con la norma
[ fllLe(@) =Inf{C>0:[f(x)|<C c.tpenQ}.

Observacbn 1.4.2. Si Q es un conjunto abierto acotado, entonce¥®@) C L9Q) para

0<q< p< +o. Cuando p= 2, L%(Q) es un espacio de Hilbert.
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En este trabajo, denotaremos el producto interno y la nornh&(€x) por

(uV)iz@) = [ uGOvOx)dx

Juleig) = [ JuGodx

Observacibn 1.4.3. Si definimos
L2(Q)%:={u: Q- R?*:1u,up € L3(Q)}, (1.47)
entonces,dcilmente se demuestra qu&R)? con el producto interior
<U,V>L2(Q)2 = /Q u(x, y)v(x,y)dxdy (1.48)
es un espacio de Hilbert.

Proposicion 1.4.2.Si ¢ es una funcion continua e infinitamente diferenciable con soporte com-

pacto(f € C') entoncesp € LP(Q) para todol < p < co.

Teorema 1.4.1.(Densidad SeaQ C R" un abierto arbitrario. Entonces {XQ) es denso en

LP(Q) paral < p < oo.

Demostraadbn. Ver [4, Corolario 1V.23] ]

Teorema 1.4.2.(Desigualdad de Wlder) SeaQ c R", 1< p< +o y q tal que%) +% =1
Sea fe LP(Q) y g€ L9(Q) entonces fg L1(Q) y es \élida la desigualdad

[ fa| < 1l Il
Demostradbn. Ver [1, Teorema 2.3].

]

Observacbn 1.4.4.En L?(Q) la desigualdad de Blder es llamada desigualdad de Cauchy-

Schwarz.

Teorema 1.4.3. (Desigualdad de Minkowsky)Sean fg € Lp(Q), 1 < p < +oo,

entonces f-g e Lp(Q) y adenas,
I+l < Il + 9l
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Demostradbn. Ver [1, Teorema 2.4].

]

Teorema 1.4.4.(Teorema de Fubini)Sea fc L1(Q x F) dondeQ c R", F c R™ conQy F

conjuntos medibles; entonces

1. f(x,y) esintegrable en F como fur@zi de y, c.t.p x Q.
2. / f(x,y)dy es integrable e@ como funadbn de x.

F
3. f(x,y) esintegrable e como funddbn de x, c.t.p ¥ F.

4. /f(x,y)dx es integrable en F como fubci de y y adeds son wlidas las
Q

igualdades

/Q(/f(xydy>dx /(/fxydx)dy //pr (x,y)dxdy (1.49)

Notese que como consecuencia del teorema de fubini, si al menos una de las integrales

/Q(/Flf(x,y)ldy>dx, /F(/Q|f(x,y)|dx>dy

es finita, entonces existen las tres integrales de (1.49) yasl€in9) esalida. Generalmente
el siguiente teorema éstlado para una sucéside funcionegfy)ncy deLt (Q). En este trabajo

lo enunciamos para una familia de funcioned 4€Q) .

Teorema 1.4.5.Convergencia dominada

Sea{ f. } .. ouna familia de funciones de'(Q). Supongamos que
1. fe(x) — f(x) c.t.p.enQsie — 0.
2. Existe una fundn ge L' (Q) tal que para tode > 0
|fe(X)| <g(x) ct.p en Q.
Entonces fc LY(Q)y

[fe = fllag) — O

36



Teorema 1.4.6.Sea f una sucesinen lP(Q)y f € LP(Q), tales que
[ fn— f||Lp(Q) — 0.
Entonces existe una subsudesif, tal que
fn (X) — f(x) c.t.p.en Q.
El siguiente teorema generaliza el lema 1.1.2

Teorema 1.4.7.Sea fe LP(Q) tal que/ fu=0paratodo ue C3(Q), entonces =0 c.t.p.
Q

enqQ.

Demostraadbn. Ver [11, Corolario 4.2.2].
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Capitulo 2

Espacios de Sobolev

En este cajpulo vamos a definir los Espacios de Sobolev (algunos), los cuales son espacios fun-
cionales usados en la formulénivariacional de ecuaciones diferenciales parciales. Recorde-
mos queQ C R? es un conjunto abierto, acotad@y (Q) es el conjunto de funciones infinita-

mente diferenciables sobfe
Motivacion para la definicion de derivada cebil.

Supongamos que € C}(Q) y sea¢ € C5(Q). Se puede ver por medio de la integtacipor

partes (Teorema 1.4) que

//Qvaa_id’(dy: —//Q 3—\):¢dxdy 2.1)

[l vayaxar=— [, 5oy 22)

En efecto, para demostrar (2.1) notemos quéiaftila de integraéin por partes (1.10), implica

ao B av B av
//Qv&dxdy——//n a—X(pdxdy-l- aQV(pvl——//Q &—X¢dxdy

donde lalltima igualdad se debe a qgese anula e®Q. De igual forma, usando (1.11), se
prueba (2.2).

Notemos que s¥ no tuviera derivada ékica, el lado derecho de (2.1) no tdadsentido. Este

problema se puede resolver si reemplazaéé(qmr una funaddnw; que satisfaga la igualdad. A
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continuacbn se generaliza el concepto de diferené@adalgunas veces llamad#derenciacon

fuerte.

2.1. Diferenciacon Débil

Definicion 2.1.1. Sea ve L?(Q). Decimos que v es diferenciable en el sentiébibi si existen

funciones w,w, € L2(Q) tales que para tode € C3(Q), se tiene

/ /QV%dxdy: - / /Q wigdxdy 2.3)

/ /Q vg—‘f/dxdyz— / /Q W dxdy (2.4)

Ejemplo 2.1.1. SeaQ C R? el conjunto abierto tal que
Q=RURU{y=x:0<x<1},
donde

Ri={(xy) eR?:y>x0<x<1l} y R={(xy)eR*:y<x0<x<1}.

Definamos
14X, (x,y) Ry
ux,y) = 0, y=x 0<x<1
14X, (x,y) €Ry

y veamos que u es diferenciable en el sentiglildSeap < C7(Q). Calculemos

1. //Rl u%dxdy: //Rl(ler)g—idxdy.

Aplicando integradn por partes

//Rl(“x%dx"y: - / /Rll'¢dxdy+ /aRl(“X)‘PVldS
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Yy

(041) cﬂuc (1,1)
Ry 3
vV, \ (&
a N v,
\\\') Rz
xr
(0.0)  Va|d (1,0)

Figura 2.1: Regbn de integradin.

donde

/(9R1(1+x)¢v1ds — /61(1+x)¢vfds—|—/b(l-l-x)dwfds-l-/c(l-l—x)qbvfds
_ /b(1+x)¢vl1’ds
Luego, parametrizando b
b= {(0,0)+t((1,1) - (0,0)) : 0<t <1} = {(t,t): 0<t < 1},
tenemos que
/é)Rl(1+x)¢v1ds:gz/01(1+t)¢(t,t)||(171)||dt:/01(1+t)¢(t,t)dt.

Por lo tanto,

//R (1+x)‘3—ﬁdxdy:—//Rll.¢dxdy+/01(1+t)¢(t,t)dt. (2.6)

2. //Rz u%dxdy: //Rz(l+y)%dxdy.
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Aplicando integradn por partes
/ (14+y) 2 dxd —/ (1+y)¢vid
Rz y aX y_ aRZ y 1 S
donde
/aR (1+y)pvids = /(1+y)¢v ds+/(1+y)¢>v ds+/ 1+y) gbvlds
2
= /f(1+y)¢v1ds
Luego, parametrizando f
f={(1,1)+t((0,0)—(1,1)):0<t <1} ={(1—-t,1-t): 0<t <1},
tenemos que
V2 1
[ Aryouds= -3 209111 -Djdt= [ 2-toa-t1-td

Haciendo la sustituéin s= 1—t se tiene
9(]) 0 1
/ (1+y)—dxdy:—/ (1+s)¢(s,s)(—ds):—/ 1+)ot,Hdt.  (2.7)
Ry X 1 0

Por lo tanto, sustituyend(®.6)y (2.7)en(2.5) se tiene que

//Q uaa—idxdy: —//Rll-¢dxdy

En conlusbn 2 o = 1 es la primera derivada parcial &bil de u respecto a x. Afogamente
se obtiene la primera derivada parciakdil de u respecto a y dada p(%‘}—j =1lyadues

diferenciable en el sentidcedil.

Lema 2.1.1.Dada una fundin ve L?(Q), existe a lo ras una fundn w € L?(Q) y una funcbn

W € L2(Q) que verifican(2.3)y (2.4).

Demostraddn. Supongamos que existen funciomesw; € L?(Q) que satisfacen (2.3), luego

para todap € C3(Q), se tiene

//Qv%dxdy:—//QWﬂ)dxdy
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/Avg—idxdy:—//gwlgbdxdy
—//leqbdxdy:—//QV\/ld)dxdy

//Q (w1 —wj) pdxdy=0 V¢ € Cg(Q).

Por Teorema 1.4.7 tenemos que

Entonces

de donde

(Wi —wj) =0 ctpen Q,

por lo tanto

wi=w, ctpen Q.
Analogamente se prueba la unicidadwges L?(Q).

]

Definicion 2.1.2.Si ve LZ(Q) es diferenciable en el sentidehil, las funciones ww, que
satisfacen(2.3) y (2.4) son llamadas respectivamente la primera derivada parcéidde v
respecto a x y la primera derivada parciakldil de v respecto a vy, las cuales de ahora en

adelante se denotan por

0 0
W1::$\Z 6 Dy, Wziza—\; 6 Dow

Observacbn 2.1.1.Siv es diferenciable en el sentidasico y sus derivadas parciales pertenecen

a L2(Q), entonces las derivadasadica y @bil de v coinciden.

2.2. Definicbny Propiedades Principales

2.2.1. ElespaciH(Q)

Definicion 2.2.1. SeaQ un conjunto abierto y acotado d&?. El espacio de SobolevQ)

esh definido por

H1(Q) = {ve L2(Q): 3—1,3—; € LZ(Q)},
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dondea y a ¥ son las derivadas parcialegtiles de v. Notemos que
HY(Q) = {ue L¥(Q): Oue L¥(Q)%}.
Proposicion 2.2.1. El espacio H(Q) dotado del producto interior

(u,v) H1(Q // uv+ Ou- Ov) dxdy (2.8)

y con la norma inducida

Nl

Ul = (Il + 10Ul g2 (2.9)
es un espacio de Hilbert.

Observacbn 2.2.1.

Ul = lullZzq) + DUl
Hi@) ~ Uz L2(@)? (2.10)

= HUHE2(Q) + HDlUHEZ(Q) + HDZUHEZ(Q)

Demostraddn. Primero veamos que (2.8) es un producto interioHé(Q).
i. (uu)y>0,(uu =0siiu=0.

(uuy = // u(X, y)u(x,y) + Ou(x,y) - Ou(x,y)) dxdy

= /[ ()P + [0u0cy)|12) dxdy 0
Ahora, supongamos qye,u) = 0, entonces

(o) = /[ (ju6cy)*+]10u0cy) 2) dxdy=0
= (luey) P+ |u(y)[?) ~0 en @
= (luexy) P+ Du(xy)[?) =0 ctpen @

=u=0 ctpen Q.

Ahora, siu = 0 es &cil ver que(u,u) =0..
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ii. Seanu,v,we L%(Q).
() = [ ((ubey) +v(x ) wiey) + Duixy) +(xy) - Dw(x ) dxdy
= [ (oxywiey) +vix ypwixy) + (Bulcy) + Dvix.y)) - Dwix.y)) dxdy
= [ (oxywiy) +Butxy) - Dwix )
+ (VX Y)W(x,y) + Ov(x,y) - Ow(x,y)) dxdy
= [ (ubxywoxy)+ Dutx.y) - D y)) ey
+ [ (voxywixy) + Dv(cy) - D)) dxy
= (uw) + (v W).

iii. Seana € Ryu,veL?(Q).

(au,v) = //Q(ocu(x,y)v(x,y)+D(ocu(x,y))-Dv(x,y))dxdy
= [ (autxy)vixy) + a0u(xy) - Dv(xy) dxdy

= o [ (ubxy)vxy)+ Dux.y) - Dv(xy)) dxdy
(uv)

iv. (u,v)=(v,u).

v =[] wixyvey) +Dulxy) - Ovix.y)) dxdy

= /| (oxyputcy)+ Dvixy) - Du(.y) dxay
(vu)

Por lo tanto (2.8) es producto interior solbté(Q). Ahora, resta probar qué!(Q) es completo

con la norma inducida por (2.8).

Sea{un},cy Una sucesin de Cauchy em1(Q). Entonces, para tode > 0, existeN € N tal

que

[Un = Umllhrg) <€  Vnm=>N.

Esto es

NI

{Hun_umné(g)"‘||Dun—DUmHEz(Q)} <e€ vn,m> N,
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y ad {Un}pens {Oun}pen SON sucesiones de Cauchy EH(Q) y enL?(Q)? respectivamente.

Luego, por set?(Q) un espacio de Hilbert, existenwy, w, enL?(Q) tales queu, converge a

uy aa‘j(”, ‘93“; convergen avi, W, respectivamente, cuanado— . Ademas, comalu, es una

sucesbn de Cauchy en el espacio de Hilbef(Q)?, existe[u € L?(Q)? tal quedu, — Ou

cuandon — oo, Asi, para toda funéin ¢ € C3(Q) se cumple que

[ Lo 20— [fmo 5[] 20— [[o

cuandon — o, En efecto,
~|[[n-vo| < [ itn-uo

Jlwo = Jfove

Luego, por desigualdad de Schwarz

o= e
o= [fpwe

De manera ailoga se demuestra que

20— ffwo v ff 20— e

Ahora, por definiddn de derivadaé&bil deun, para toda funéin ¢ € Cy(Q) se tiene que

// un 2l dxdy— // —q)dxdy 2.11)
// un—dxdy— // a—q)d xdy (2.12)
Asi, por unicidad delimite deuy, para todap € C3'(Q) se deduce que

//Q u&dxdy: —/Qw1¢dxdy
¢
29 dxd :—/ dxd
//Quayxy | Wagdxdy

Luego,u es diferenciable en el sentidélil, dondew; y w, son sus derivadas parcialeshiles.

< [[un—ull 2(@) 119l L2(q)

Por lo tanto

— 0 cuando n— .

En consecuencia, dado que,w; € L?(Q) se tiene quel € H(Q). Adenas, comau, — Uy

Oun — Ou cuandon — o, se concluye quelt(Q) es un espacio de Hilbert.
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2.3. Teoremas de Densidad

Mediante el estudio de ciertos teoremas, lemas, proposiciones y observaciones senast
verificaremos la densidad @ (Q) enH(Q). Esto nos permita demostrar varias propiedades
de las funcione€g (Q) en dicho espacio. Comenzamos introduciendo uasich e importante

herramienta, la cual seraipara extender cierta clase de funciones.

Observacbn 2.3.1.SiQ C R? es un conjunto abierto § > 0, se define el conjunt@, como
Q; :={w=(xy) € Q:dist(w,0Q) > ¢}.

Definicion 2.3.1. 1. Lafuncbnn € C*(R?) (denominada molificador estdar)esh defini-
da por
1 .
Cexp<—|2_—1> , Sijw| <1

[w (2.13)
0, sijw|>1,

n(w) =

donde la constante C se selecciona de tal manera que

//Rzndxdy: 1

2. Para cadae > 0, se define la funéin n. € C*(R?) como

Me(W) := g—lzn (%V)

la cual satisface
J[ nedxdy=1 . supme C (B(0.0).e).
R

Observacbn 2.3.2. 1. Siue Q. entonces Bu, ) C Q. En efecto, dado  B(u, €) se tiene
que
lu—z|| < e. (2.14)

Puesto qui®? = QUAJQUex{(Q), entonces para deducir quex, es suficiente verificar

que los casos g dQ, z< ext(Q) conducen a una contradidm.

i. Size dQ entonces
|lu—z|| > dist(u,0Q) > &,

lo cual contradicg(2.14)
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Figura 2.2: Molificador enR.
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Figura 2.3: Molificador enR?.

ii. Sizeext(Q)entonces
lu—Zz|| > dist(u,ext(Q)) = dist(u,dQ) > ¢,
lo cual, nuevamente contradi¢2.14)

De lo anterior se sigue quezQ.
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2. Sean u= Qg yve B((0,0),¢). Entonces
u—ve Q.
En efecto, si & B((0,0),¢) se tiene qudv|| < €. Ad,
lu—(u=v)| <e.
Luego, u-v e B(u,¢) y ad por 1 se tiene que & v € Q.

Definicibn 2.3.2 (Convolucdn). Sean fc LY(R?) y ge L (R?) . La funcbn he L (R?),

loc loc

definida para casi todo & R? como
o) = [ f(x=y)gy)dy
R2
se denomina la convolum de f y g y se denota por-a f xg.
Proposicion 2.3.1.Sean fe C§(R?) y g€ LL (R?) (k natural). Entonces
f +g e CKR?).
En particular, si fe C3(R?) y g€ LE(R?), entonces

f xg e C*(R?)

Demostracbn. Ver [4, Proposian IV.20.]

Definicion 2.3.3.Si f: Q — R es localmente integrable, se define su molifioac@omo
fS = ng * f en Qg,

es decir
f&(wyp) := //Q Ne (W1 —Wo) f (Wo)dwe Yw, € Qq.

Lema 2.3.1.Sea f: Q — R localmente integrable. Entonces,
f€(w :// wo) f(wyp —ws)d
(W1) B((O’O)ﬁ)ne( 2) F (Wi —w2)dw,
paraw, € Q.
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Demostraddn. Seaf la extensdn de f por cero a toddR?. La demostraéin se realizaxr me-

diante un cambio de variables. Sean

h(z) =ne(2)f(wi—2) y g(wz) =wi—Wws

con|deDg(w,)| = 1. Luego,

h(g(w2)) = me (Wi —w2) f (w2).
Entonces,
fewy) = /[ me(w — o) Flwa)awe
= [/, h(a(wn)) [deDg(we) | dw
— / [ h2)dz

= [[ ,ne@Fwi~2)az
= //RZ Ne (W2) T (W1 —wa)dw,

= // Ne(W2) F(Wl —Wo)dw,
B((0,0).¢)

= W) f (W —wo)dws,
//B((O,O),s) Tle (W) (W = W) dviy

donde lalltima igualdad se obtiene debido a gue—w, € Q (Ver observadn 2.3.2).

Teorema 2.3.1.(Propiedades de los molificadores)
i. 8 eC®(Qe).
i. f¢ — fc.t.pcuande — 0.
iii. Si feC(Q), entonces ¥ — f uniformemente sobre subconjuntos compactaQ.de
iv. Si feL?,(Q)entonces f— fenlZ(Q).

Demostradbn. Una demostradin de este resultado puede ser encontrada en Evans.
Ver [7, Teorema 6, C.4.]
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Teorema 2.3.2.Supongamos que@iH(Q) y sea & = 1. *u enQ,. Entonces

1. Diuf =negxDiu, Douf =nexDou en Q.

2.

U —u en H.(Q), cuando &— 0.
Demostraddn. 1. Probemos que
Diu* =ne*Diu en Q..

En efecto, sea; € Q.. Usando la definidéin deué, se tiene

£ _ i€
DlUE(W]_) — rl]m u <W1+ h?]-) u <W1>

// {ng(ww hep —wo) — ne (W — W)
Q

= Iim

lim u(wo)dws.

h

Ahora, por definiddn deD;1n, se tiene que

1
D1ne(Wp —Wp) = rI][rg)ﬁ [Me (Wi +hep —wa) — e (wp —wWo)].

Luego,
1
D1t (W1 —Wo)u(wz) = 1M = [ne(Wy +hep —wz) — e (Wy — Wa) U(W2).
Por lo anterior, existé > 0 tal que sih| < §, se tiene

<1

h

1
'— e (Wt + ey — W) — e (W1 — )] U(W3) — Da1e (W — Wa)U(W2)
Asi, paralh| < & se sigue

‘% [Me(W1 +hep —Wo) — N (Wy — Wo) ] Uu(Wp)

< ’ % [Ne (W14 hey —Wa) — e (W1 —W2)] U(W2) — D1me (W1 — Wa2)u(We)

+ |D1Me (W1 — W2 )u(wo)|
< 14 |D1ne (Wi — W )u(wsy)|

= 1+ [D1ne(wp —w2)| [u(wz)|.
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Seag(wz) := 1+ |D1ne(ws —Wp)|. Probemos que
/| lgwe) u(we)| < e
En efecto, usando la desigualdadt b)? < 2(a? 4 b?), se tiene

//Q|9(W2)!2dwz = //9(1+|D1ns(W1—W2)|)2dwz

< 2//9 <1+|D1ne(W1—W2)|2>sz

= 2//91(1\/\/2-1-2//9|D1ne(W1—W2)|2sz

< 2|Q\+2// D176 (W) |2 dw

- 2|Q|+2// . [Pme(w) lw

Asi, dado quas € H1(Q), usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue

[ latweyutwe) v < ( | Q\g<w2>12de)% (/ Q\u<w2>12dW2)% <o

Ahora, por teorema de la convergencia dominada, de (2.17) y (2.18) se obtiene
Dau®(wy) = / D17 (W1 — W2)u(w2)dwe. (2.19)
Resta demostrar que
/|| ane(ws — wa)utw)dvy = (e Dau) (). (2.20)
para lo cual definimos la fun@n ¢ : Q — R por
O (W2) 1= Mg (W1 —Wp).

Claramentep € C*(Q). Ademassupp C Q, en efecto, fijamosv; € Q. y dado que

supme € B((0,0),¢) se tiene que
supp C {w, € QW —Ws € B((0,0),e)} = {wz € Q:wp—wy| < e} i=A
Luego, siw, € A entoncesv, ¢ dQ puesto que
dist(w1,0Q) > ¢
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Entonces,
A={w e Q:|w—Wy| <&},

con lo cual
supp € Q,
y ad
0 €Cr(Q).
Ahora, hacemowi, = (s,t) y wo = (S)t). Asi,
¢(S1) = ne(9(8 1)),
donde la fundng: R? — R? est definida por
g8t = (s—st-1).

En consecuencia,

Do) = Dune (9(5T)) (61(50) + Dol (0(5T) e(02(ST)

= _Dlns( (:))

= —Dine(wi —wa).
Luego,
//Q D11e (W1 —wW2)u(wz)dws = — /Q D16 (w2)u(wz)dw,.
Puesto que € H1(Q), entonces de la igualdad anterior y usando la definidie derivada

débil se sigue que
Diuf(wy) = /Q ¢ (W2)D1u(w2)dws
= /Q Ne(W1 —W2)Diu(wa)dwe
= (Me+Dau)(wy),
lo que demuestra (2.20). Agle (2.19) y (2.20) se deduce
Diuf(w1) = (Me *Dyu)(w1)  Vwg € Qg,
lo que prueba (2.16). Razonando de la misma forma que antes, se demuestra que

Dou® = (ne*xDou) en Q. (2.21)
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2. Seaun conjunto abiert CC Q. De (2.16) se tiene
(D1u®) = (Dyu)®.
Luego, del Teorema 2.3.1 usan(@o)
Diuf —Diu en L?V) cuando & —0. (2.22)
De manera asoga, de (2.21) se deduce
Dou® —Dou en L%(V) cuando & — 0. (2.23)
Ademas, en virtud de la Observéci 2.2.1, se tiene
[U* — ullfisy) = [1U° = UllEzqy) + 1D — DaulEzgy, + [[D2u° — DaulFzyy

La propiedadiv) del Teorema 2.3.1 muestra que el prim&nnino del lado derecho de
la igualdad anterior converge a ceresi> 0. De igual forma, los dogtminos restantes

convergen a cero si— 0, gracias a 2.22 y 2.23. En consecuencia,
[im ||ué —u =0.
lim i IH1v)

Dado quev CC Q es cualquiera, la igualdad anterior implica 2.15.

Observacbn 2.3.3.Sea f: Q — R, f € C*(Q). SisuppfdQ = 0 entonces
suppfC Q.
En efecto, si suppfidQ = 0 entonces suppf (dQ)°. Adenas, por definiddn
suppfC Q=QuUdQ.
Luego,
suppf C (QUIQ)N(IQ)°
= (QNdQ%U(@QNIQ°)
= QNaJQ°
= QN(QuU(Q)9
= (QNQ)U(QN(Q)%)
= Q.

53



Este resultado se useen la demostragn de la parte 2 del siguiente lema.

Lema 2.3.2. Sean VC R? abierto y g: V — R? definida por @v) := v+ ee; dondee > 0 es
fijo. SiV := g(V), entonces

1. oV ={g(v):ve aV}.
2. Sig € CP(V), entoncesy := (pog 1) € CZ(V).
3. SiQ C R? es un abierto tal qu¥ € Q y ue H1(Q), entonces

Ue == (Uog) eH(V)

Diug (W) = D1u(g(w)), Daug(w) = Dau(g(w)) ctp weV.

Demostraddn. 1. SeaA:={g(v):ve dV}.

Paso 1.Demostraremos qugV/ C A. DadoV € 9V, existevy € V tal quev, — V. A,

VheV = VhegV)

Y

Vh=Vn+€&, VheV

= Va=Vh—£€6&, VphceV.
Luego, siv:=V-—¢€ey, se tiene
v=V—-¢ge = limv,—ee = limv,,
Nn—oo Nn—oo

de dondev € V. Ademas, siv e V, entonceg(v) € V. Luego, siendo que

A~

g(v) =g(V—eex) =V

deducimos qué& ¢ V. Asi, Ve VNV lo cual, dado gueg es continua con inversa con-

tinua, contradice qu¥ es abierto. En consecuencies V\V = dV. Por lo tanto,
V=g(v) €A
Paso 2.Probemos qué C dV. Seag(v) € A. Entonces,
g(v) =v+eep, veIV.
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Luego, exister, € V tal quevy — V. Asi,
eV = vheg H(V)
= Vh=Vn—¢€6, VpeV
= Vn=Vh+ee, VheV.
Luego, siV:= v+ €6y, se tiene
V=vtee= lim vo+ee = lim vn,

de donde e V. Ademas, sive V, entonceg (V) € V. Luego, siendo que

A~

gV =g (vieer) =V,
deducimos que € V. Asi, ve VNdaV lo cual contradice qué es abierto. En consecuen-

cia,V e dV. Por lo tantov = g~ 1(V) y ad,

g(v) =Ve V.

A~

. Se puede observar quec C” (V) dado que es una compoginide funcione€”. Resta

probar que supg C V. En virtud de la Observath 2.3.3, basta probar que
suppyN oV = 0. (2.24)
Supongamos lo contrario, es decir que existesuppy N dV. Entonces,

Ve dV ={gw):weadV} ={w+ee:wedV}

Ve {WGV (W) 7Ao} - {WGV L O(W— ge) 7Ao}.
Asi,

y adends, existe una sucési v, € V tal que O (Vn—€e) # 0 y vy — V. Ahora, sea

Vh := Vn — €6, Entonces,
Vh— V Vn— €6 — V—£€6&

Vh— V

vesupp  (¢(wn) #0)

vev. (¢ €Cg(V)).
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Luego,
veVvVnov

es decir,
VNoVv #£0

lo cual contradice qu¥ es abierto. En conclusn, se obtiene (2.24) y Bs

suppy C V.

. Seang € C3'(V) y ¢%(w) := ¢(w+ eep) para todov enV. Entonces,

//V Ug(W)D1¢ (W)dw= //V U(W—|—862)D1¢(W)dW://Vu(\Tv)qu)(\Tv_gez)dw

dondeV := g(V). Teniendo en cuenta la defirdei deg® y el resultado del punto anterior

se deduce que

J | w0 - ceaw = [ u@pro~ (w)aw

Por lo tanto,

//\/ W)D1o(w // Diu(w+eep)¢ (W)dw V¢ € C5(V)

y ag,
DiUg(W) = Diu(w+€ep) YweV.
Ademas,
|| pawee)? =[] pau@)?
v v
<[] puu@)? <o
Q
Por lo tanto

Diu(w+ eep) € L3(V)
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y ad, D1u, € L?(V). De igual forma, se demuestra gdgu, € L?(V). En conclusin,
ue € HY(V).
O

El resultado de densidad que se demostraraadelante exige qu& tenga una propiedad par-
ticular, mas exactamente quéQ sea de claseCl. Este concepto se precisa en la

siguiente definidn

Definicion 2.3.4. Decimos que)Q es de clase & si para todo u= (xg,Yo) € 9Q, existe r> 0

y una funodbny : R — R de clase ¢ tal que

B:=QnB(u,r)={(x,y) € B(ur):y>yXx]}. (2.25)

V =0QnB(ur)={(xy) € Bur):y=vy(Xx}. (2.26)
De manera intuitivaB esé completamente contenida a un ladodi®.

Observacbn 2.3.4.La figural es un ejemplo de una curva de clasey®or lo tanto el vector
normal exterior unitariov existe para todo u edQ, mientras la figure2 no es de clase fpues
para todo r> 0, B esf contenida completamente &ny no a un lado d&Q como lo requiere
la definicibn. AS, los vectores y v/ existen y son normales a la curd® pero no son vectores

normales exteriores dQ en u.

Fig 1. Curva regular Fig 2. Curva no regular
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Observacbn 2.3.5 (Aplanar la frontera). SeandQ de clase €y zy = (Xo,yo) € 9Q. Sea
V:=QnNB(z,r) ={z=(xy) € B(z,r) :y>7(X)}.
Definamos la funéin ® : R? — R? por
O(2) = (P1(2), P2(2)) = (XY 7(¥)  Vz=(xy) € B2
Luego, paraz = (x,y(X)) € dQNB(z,r) se tiene que
®(2) = D%, 7(x)) = (x,0).

Es decir,
P(dQNB(2,1)) = {(x,0) : (x,7(x)) € B(z,1)}.
Por lo anterior se dice qu& “aplana’la frontera dQ cerca dezy. Adenas, si se define la
funcibn W : R? — R? por
W(z) = (V1(2),W2(2) = (xy+7(¥)  Vz=(xY) €R?,

se tiene qued = W1, En efecto, para toda= (x,y) € R? se tiene que

(PoW¥)(2) = B(xy+7(X) = (xy) =2

(Wod)(2) =W(xy—1(X) = (xy)=2
Proposicion 2.3.2.SeadQ de clase &. Entonces existe urimero finito de conjuntos abiertos
(X)L, deR? tal que

720CQ, Qc|

IC=

|
Adendas, si B es la bola unitaria, es decir:

Bi={(xy) e R?:[(xy)l| <1},
para todo i€ {1,..,N}, existe una funén biyectivay; tal que v, y/i‘l son de clase €y

vi(xinQ) CBNRZ = {(x,y) e R?: |x| < 1,y >0} =BT (2.27)

vi(xiN9Q) C {(xy) e R?: |x| <1,y=0}. (2.28)
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Demostracdn. SeadQ de claseCl. Entonces, para cadse 0Q exister, >0y % : R — R de

claseC! tal que satisface (2.25) y (2.26). Puesto que

0QC | B(zra),
z€0Q

por la compacidad deQ, existenz, € dQ, (i=1,2,..,N) tales quei :=r5 > 0,
N
9Q C | JB(z,ri).
i=1

Asi, tomandoyp CC Q y definiendo

B(z,ri) := xi,
se deduce que
N
QcUn
i=0
Seai € {1,2,..,N}. Seany := v, y
o= sup |x.
(xY)€B(z.ri)

Claramentey; > 0. Definamosy; : R — R? dada por

wuywz(liy—wwﬁ.

204

En consecuencia, usando (2.25) se obtiene

w(@ne@n) = {(5y-1): 0y € anean |

205
= {(my- 1) ey e BEny > 50
C {(Xy):|X|<1,y>0}.

Ademas, usando (2.26) se sigue:

X

W(anBan) = {(5py-1(): (e eoanB@n|

= {(550) 0y e BE@R)Ly =00
c {®Y):K<Ly=0}.
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Proposicion 2.3.3.SeanQ C R? un conjunto acotado de clasé @ z= (o, o) € Q. Adenas,
ry y:R — R son respectivamente elimero positivo y la funéin de clase €garantizados por

la definicbn de conjunto claseQver definicon 1.1.2); es decir r y son tales que

QNB(zr)={(xy) €B(zr):y>r(X}

d0QNB(zr) ={(xy) €B(zr):y=7(X}.
Por dltimo V := QN B(z %) y para cada we V, € > 0, se denota W := w+ eep, donde

e; = (0,1). Entonces,
1. Existegg > 0, tal que

W eQnB(zr) YweV,Ve<eg.

2. Sea¢p € CY(Q). Si definimo®¢ : V — R por
OE (W) = ¢(WF) = (W g6&y), YwevV, (2.29)
entonces
D19°(w) =D1p(W+ee) y D20°(w)=Dap(w+eey) vweV. (2.30)
Demostraddbn. 1. En primer lugar observamos que
VCcQanB <z, é) )

Ahora, seamw = (x,y) € V, W = (x,y+ ¢) parae > 0. Luego,

We—z|| < |[wf—w||+|w—2], YweV
< 8—|-r
— 2'
Asi, sie < % se tiene
ror r
We—7zZ|<=+==r Ve < = = &.
W~z < 5+ L=t

En consecuencia,
we € B(zr) Ve < .
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Por otro lado, siv= (x,y) €V, siendo que

ngyw%;%)gﬁmB@Q:%QnB@J»u@QmB@J»

se tiene qug > y(Xx) y a9,
y+e>y2>y(x),

lo que implica que, para todo< &,

W= (x,y+¢€) e{(XY) €B(zr):y>yX)}=QNB(zr).

2. Searw = (x,y) € Vy g: R? — R? definida por
gw) = wHee
= (xy+e)
=1 (91(W),%2(W)).
Claramentey € C*(V), Dg(w) = | para todav € V y adenas

9c(W) =9 (g(w)) YweV.

En virtud de la regla de la cadena

D¢*(w) = D¢ (g(w))Dg(w).

Luego,

D¢ (w) = [D19(g(w)) D2¢(g(w))]-I = [D19(g(W)) D29(g(w))],

de donde se obtiene el resultado.
O

Lema 2.3.3.Sea ue LP(R") con1 < p < . Entonces, la traslaéin de u por h denotada como

(Thu)(X) = u(x+ h) satisface
lim||mu — ullp(rn) = 0.

Demostradbn. Ver [4, Lema IV.4.].
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Lema 2.3.4.SeaQ C R? acotado de clase €y V como en la Proposioh 2.3.3. Sean

uc HY(Q), § > 0. Para cada z= (xo,Yo) € 9Q, existen r> 0, V¥ € C*(V) tales que
IV = U[yrpyy < 6

Demostraddbn. Realizamos la demostraei procediendo de la siguiente forma.

Paso 1.Seans < gy U : V — R dada por
Ue (W) := u(w?) Ywe V.
Ahora, definimos
VE(W1) = (7 xUg) (W)
/Vne(Wl —W2)Ug(Wo)dwe  Ywy €V,

Mostremos que® € C*(V). En efecto, sed, : R? — R definida por

. ) Ue(xy), si(xy)e
)= 0. si (xy) ¢V

<l

Asi,

//Rzms(x,y)yzdxdy = //V\ug(x7y)|2dxdy
= //V\U(X,y+e)|2dxdy

< //Q u(x,y)[2dxdy< +oo.
Es decirle € L2(R?) y ad U, € L2 (R?) . Luego,
V:= e+ U € C°(R?)
(ver Proposidn 2.3.1). Aderas, siwy = (X1,Yy1) € V, entonces

V(wy) = (e Ug) (W)
= / Me (W1 — Wo)Ug (W2) d W
// Ne (W1 — W2)Ug (Wo)dWs
= (Me*Ug)(W1)
= Vi(wyp).
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En consecuencia,

Ve = \71\77
lo cual muestra que
Ve e C*(V).
Paso 2 Afirmamos que
V—u si -0, en HYV). (2.31)
En efecto, dado que
Ve — UHal(V) = ||V — UHEZ(V) +[|D1v* — Dlu”ﬁz(v) +[|D2Vv* — DZUHEZ(V)» (2.32)

analizamos lo siguientes puntos.

i. Del primer €rmino del lado derecho de la igualdad anterior se tiene
IV —ulli2v) < IV = Uelzpy) + [lUe = Ull 2y (2.33)

Observemos que el primegrmino del lado derecho de la desigualdad anterior converge a cero

cuandce — 0. En efecto, coma@; € LFOC(IR{Z) y V=1 *Ug (Paso 1), por Teorema 2.1 (parte iii)
V-G en L3V).

Luego,

”\7— lIé'”LZ(V) = ”Vg — U(.;HLZ(V) — 0 cuando £ — 0. (234)

Ahora, para analizar el segund&rmino a la derecha de la desigualdad en (2.33) observemos
que

Ug (W) := U(W+ €€) = u(w+h) = (thu)(w)

dondeh := ee, — 0 sii e — 0. Luego, por Lema 2.3.3 se tiene que
11 us — Ul 2y = lim||zu — il 2y = 0. (2.35)
Por lo tanto, de 2.34 y 2.35 se tiene en 2.33 que

IimIV* = 2v) = 0. (2.36)
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ii. Analicemos el segund@tmino del lado derecho de la desigualdad (2.32). Notemos que
ID1v" = Daul| 2y < [[D1v* — Date |l 2vy + [|D1ue — Daul| 2. (2.37)

Primero observamos que, dado el conjuAtc= QN B(z,%) dondeV C Ay en virtud de la

Proposicdbn 2.3.3 (parte 1), exist®) > 0 tal que
W e QNB(zr) Yw e A, Ve < .

Ahora, puesto que € HY(A) (ver Lema 2.3.2, parte 3) se tiene gDgu. € L2(A) y as

Diue € L%C(A). Luego, por Teorema 2.3.2 (parte 1) se deduce que
D1V = nexDUe en A..
Asi, por Teorema 2.3.1 (parte iii) se tiene que
D1v¢ — DU en LZ.(A) cuando & — 0.
Puesto qu& C A, lo anterior implica
|DVE — Dlugl\Lz(\,) —0 si €—0. (2.38)
Ahora, para analizar el segundamino a la derecha de (2.37) notamos que
Diug (W) = Diu(w—+ gep) = Diu(w+ h) = (7D1u)(w),
dondeh := ee; — 0 sii e — 0. Luego, por Lema 2.3.3 se tiene que
!ILT(])”D]_U&- — DluHLZ(V) = r|],|_r77(1)||’L'hD]_U — DlUHLZ(V) =0. (239)
Por lo tanto, de (2.38) y (2.39)
lim||DyV® — D1uf[ 2y =0. (2.40)
e—0
De forma similar se tiene que
|,|m HDZVg - DZUHLZ(V) = O (241)
e—0
Luego, de (2.36), (2.40) y (2.41) se deduce que
" 2
fimv =l =0

es decir, se obtiene (2.31).
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Para la demostra@n del siguiente teorema se necesita un resultaakiod del aalisis que se
puede observar en [14, Teorema 16.3]. Para nuestro trabajo, dicho resultada sendauna
definicion.

Definicion 2.3.5.Sean ¥, V4, Vs, ...,V € R? conjuntos abiertos y acotados. Una partinide

la unidad asociada EiVi}iN:o es un conjuntc{Ci}i'\':O de funciones

N
G:vi=JV—R talesque
i—0

1. §eCy(Vi)parai=1,..,N.

2. _ig(x) —1  VxeV.

Nota 2.3.1.Si{ € C*(Vi), we H1(V,) entonces § € H(V;). Adens,

d 214 ow
(W) = Sow {0 (2.42)
’ d ac
3 (Cw) = +§ : (2.43)

En efecto, sea € Cy(Vi). Entonces{ ¢ € Cg (\/i) y ad:

J[w(Groe5y)axay =[] wi Coraxy
= // 25 Codxdy

/WWC%dxdy = —// W£¢dXdy_//ig_vxvc¢dXdy
- //< +—§)¢dxdy

Ad, puesto que) € Cy (Vi) es cualquiera, se tiene

De donde,

2 gy =wot 4 M.
ya que
W%—l—g—\;\lc e L2(V).

De manera similar se obtier(2.43)
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Teorema 2.3.3 (Densidad)SeaQ C R? un conjunto acotado de clase'CSupongamos que

uc H1(Q). Entonces existeyc C*(Q) tal que
un—u en HY(Q). (2.44)

Demostraddn. Seand >0y z= (Xg,Yo) € dQ. Puesto que

sac | B(z,é),

zedQ

y dQ es compacta, existeqri,i = 1,..,N tales que
N "
0QcC| |B(z,=).
U (2.5)
Asi, por Lema 2.3.4y; € C*(V;), donde
. il
Vi:i=QnNB <z|, 2)

tales que

Vi = Ullyapy) < 6.

Ahora, tomamos un conjunto abielg C C Q tal queQ C UE\':oVi- Por el Teorema 2.3.2, existe

una funconvg € C*(Vp) que satisface
Vo — UllH1(vp) < 8-

Sea{ Ci}iN:O una particbn de la unidad asociada a la familia de conjuntos abigkgs. . Asi,
§i e Cy (Vi) paratodd =0,1,..,N. Luegodjv; € C5 (Vi) y por lo tanto, sZiNvi denota la extenén

por cero dev; a todoR?, se tiene qu@i € C*(R?)y as,
8 2
v:i=Y v € C*(RY).
2,

Sea
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N
Asi, v e C*(Q) y adenas tomandal = chiu, se tiene:
i=

N N
lv=uliz@ = |15 &vi— 2 &u L2(0)
N —
B i;(givi—CiU> L2(Q)
N
= i;;HC‘V‘_CiU L2(0)

N
= ;IICiVi = Gillll 20w

N
= ;Hci(Vi = U)[l 2w

i
N

= >[Iz I vl

ad, dado quej; € Cy(Vi), existeK; > 0 tal que

N
IV=ull2q) < K1) [[Vi —ull 2y,
(@ i;) )
N
2.45)
<K:§Y o (
2,

=Ky(N+1)6.
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Procediendo como antes, deducimos que

Jv  Jdu 0

‘8_)(_8_X Lz(Q): &(V_U) LZ(Q)
J N N
=||= Gvi— S Gu
ax(i— - i;)I L2(Q
N 9
= a—(C.V. CiU)
= L2(@)
Nl o
<Y |5z (Gvi—Gu
i=a<ll I)LZ(Q)
Nl o
:Z) a_(CIVI Ciu>
i= L2(Vi)
Nl o
=3 ||k G —u]
Sllox ™ Tl
N, o ¢ (2.46)
=3 ||G5 i —u)+ 52 (v —u) |
i;) ErA T L2(v)
NTI. o ag
<5 |lsZw-u H —u
= H ox ey L2(v)
N 0 d¢
= 5 16 lay |20 -w H Vi~ iz
i<o | HILEM) ox I L2(V; L2(V) I LAV
N1l o
<C —(vi—u +vi—u 4
<2Czb||v.—u||Hl\,I
<2CZ)5
:KZ(N+1)6.
Poraltimo, razonando igual que en la anterior dedanae obtiene
dv du
— — = <K3(N+1)6. 2.47
‘ B Oy g, <KD (2.47)

En resumen, hemos obtenido las siguientes estimaciones:

(2.45) (2.46) (2.47)
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Luego, se tiene que para toda> 0 existev € C*(Q) tal que
U=Vl q) < K8,

donde

K= méx{Kl(N + 1), K2(N + 1), K3(N + 1)} .

En particular, sme Z* es cualquiera y hacemés= n% se tiene que existg, € C*(Q) tal que
[Vm = Ul|y1(q) <
Por lo tanto,
n|1"_rQOHVm— Ullpq) =0.
O

Ahora, definiremos el espacio de Sobollié/(Q) el cual sed de gran importancia en dagdos

posteriores para problemas con condiciones en la frontera.

Definicion 2.3.6. El espacio de Sobolev}iQ) est definido como la clausura dejCQ) en
HY(Q).

Observacibn 2.3.6.De la definicon anterior se deduce quei@Q) es denso en HQ).

Dado queH3(Q) es un subespacio cerrado H&(Q), es tamkén un espacio de Hilbert. Es

decir, se tiene la siguiente propos$iai

Proposicion 2.3.4.El espacio I-(}(Q) es un espacio de Hilbert con el producto inte@d8) de
H(Q).

Demostraddn. Por definicon H}(Q) es un subespacio cerradold&Q) (el cual es un espacio

de Hilbert), por lo tanto es tambien un espacio de Hilbert.

]

En el pbximo captulo se introduce el importante concepto de traza, el cual da sentido a res-
tricciones de funciones ad'(Q) a la fronteradQ. En dicho cafiulo demostraremos, que las

funciones deH}(Q) tienen traza nula.
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A continuacon, presentamos un importante resultado el cual nos pexmitiservar la equi-

valencia existente entre la normaldé(Q) y la seminormd|-{| 2(q2 := // |Ov|? dxdyen el
0

espacidH}(Q).

Proposicibn 2.3.5 (Desigualdad de Poinca&). SeaQ un conjunto abierto dé&k? acotado.

Entonces, existe una constante-® tal que para toda funén ve H3(Q)

// Vi dxdy<C<// dxdy).

Demostraddn. Seav € H3(Q). Dado queCs (Q) es denso e (Q) (ver definicbn), existe

8

una sucesinv, € C3’(Q) tal que

vw—v en HYQ).

Es decir,
aVn aVn
1im v Vi _||m// Vn—Vi dxdy+// W‘& y+// i ay " dxdy—0
Ahora, puesto que
vn—Vv en HYQ),
se deduce que
Vv av Vv av
— 2 _n_>_ 2 _n_>_ 2 ‘
Vh — V en L4(Q), % Ix en L4(Q), ay 3y en L(Q)

Luego, por la continuidad de la normaldgQ), se tiene

e~ L
Q Q
Vn |2 ov|?

Luego, aplicando el Lema 1.1(#lesigualdad de Poindapara funciones suaves

2 2
// Vn|?dxdy< C (// OV dxdy) .
Q Qld
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Asi, haciendo que — oo, se tiene:

2
// |v|2dxdy§C<// ‘8_\/ dxdy+//
Q Q| dX Q

2
dxdy) .

Observacbn 2.3.7. A partir de la desigualdad de Poincasse deduce que las normdi 1 q)

v
ady

O

Y [I-llL2(q)2 SON equivalentes engiQ). En efecto, a partir de

ou 2 Jdu 2
Ul <C \— +'— |
L2(Q) dx L2(Q) ay L2(Q)
se obtiene
oul[? Ju|®
u < VC ‘ B ‘ BN
| ||L2(Q) J X L2(Q) ay L2(Q)

= VC|Oulzp,  VUEH(Q).
Ahora, puesto que
”u”al(Q) = HUHEZ(Q) + HDUHEZ(Q)Z,
se deduce
10ul[L2(q)2 < (Ull1(g)-
Ad,
ulByg = Nullfziq) + DUl
< CHDUHEZ(Q)2+HDUHEZ(Q)Z
= (C+1)[|0ullfzqp2-
En conclusbn,
18ull2(q)2 < llullpiig) < VC+110ull2qp2,

de donde se deduce la equivalencia entre las mencionadas normgg@i. H
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2.4. Espacio de Soboleid?(Q)

Para generalizar la$fmulas de Green es necesario definir el espH&), el cual es de
Hilbert. La demostraéin de la completitud déi?(Q) es similar a la deH1(Q), por lo que

omitimos su prueba.

Definicibn 2.4.1. SeaQ un conjunto abierto y acotado dg?. El espacio de Sobolev3Q)

esta definido por
ov dv
2(0) — 1) 2V oV 1
H-(Q) = {ve H*(Q): 8x’8y€ H (Q)}.
El espacidH?(Q) esta dotado de la norma

[v=llfieiq) = IV = ullZz(g) + D1V~ Daulz ) + [ID2v—Daulffz g (2.48)

+1D12v — 11| ) + [|D12V — D12Ul|Fz g + D22V — D2aul|F2 ) + [1D22V — D2l -

A continuacén se realiza la demostraci de densidad eH?(Q), pero antes presentamos la

versbn del Lema 2.3.4 eRl?(Q).

Lema 2.4.1. SeanQ C R? abierto y acotado de claselCu € H?(Q) y § > 0. Para cada

z= (Xo0,Yo) € 9Q, existen > 0y V¥ € C*(V) tales que
IVE = Ullzvy < 6,

donde
r
V:=QnNB(z =).
N (2,2)

Demostraddn. Al igual que en el Lema 2.3.4 se deduce gtie C*(V), donde
VE(Wp) i= (Ne *xUg)(W1)  VYwp eV,

Asi, resta demostrar que
vV —u en H?%V) si £—0.

En primer lugar notemos que

IV = Ul = IV = UliEay, + D2V~ Dailay, +[1D2v* — Datilay (2.49)

+[1D12V* = D1abl|Fzy) + D12V = D12ul| 2y + D21V — Daatl|[Z2y) + D22V — Daaul[f2py -
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Gracias al Lema 2.3.4 (parte 2) los tres primedysiinos de la igualdad anterior convergen a
cero cuande& — 0. Luego, falta demostrar que l@rminos restantes convergen a cero cuando

€ — 0. En efecto, para la estimaci del cuartoérmino, notemos que
ID12v* — D1aul 2y < [|D11V° — D1ate | 2y + [[D11Ue — D1au]] 2y,

donde
Ue (W) := U(WF) € H2(A),

yA:=QnNB(z %). Teniendo en cuenta que por el Teorema 2.3.2, se tiene

D11V£ = Dl(ng*Dlug)
= Mg+ (D1(D1l))

= MNe*xD11Ue en A,

se deduce que
D11V¥ — Dyue en L2(V) si e —0. (2.50)

Por otro lado, puesto qu®yiu € L?(V), haciendo uso del Lema 2.3.3 (procediendo como en la

deduccbn de (2.39)) se obtiene
Dijue — Dgjau en L%(V) si e —0. (2.51)
En conclusbn, de (2.50) y (2.51)
lm”Dll\/g — D]_]_UHLZ(V) =0.

De manera similar se deduce la convergencia a cero del restordimos y asi se concluye la

demostra@n.

O

Teorema 2.4.1 (Densidad eH?). SeaQ C R? un conjunto abierto acotado de clasé.C

Supongamos queaH?(Q). Entonces, existenic C*(Q) tal que

un—u en H(Q), cuando m- oo. (2.52)
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Demostraddn. Sead > 0y z= (Xo,Yo) € dQ. Procediendo como en la demosttacdel Teo-

rema 2.3.3 y usando el Lema 2.4.1, pata0,1,2,..,N, existen abierto¥; CQy v, € C°°(\7i)

tales que

Vi = Ull 2y < 6.

Razonando de manera&@aoga al resto de la demostracidel Teorema 2.3.3, se deducen las

desigualdades:

IV—=ulli2(q)

ov

ay

02V

dxdy

<Ki(N+1)é

M| Ka(N+1)8

I lliz(o)

2
o°u < Ks(N +1)8

L2(Q)

axdy

i
oy?2

dy?2

L2(Q)

Jv  du

_—— <K2(N+1)6
0%v  d4u
<
02 X (Q)_K4(N+1)5
9%
Iyox ayax gy N9
<K7(N+1)86,

de donde, se obtiene (2.52), por éex 0 cualquiera.
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Capitulo

Teorema de la Traza yoFmulas de Green

En este capulo vamos a generalizar las identidades de Green para funciones suaves en los
espacios de Soboled'(Q), para asobtener en el cdfulo 4 las formulaciones variacionales

de la ecuadn de Poisson con diferentes tipos de coriicén la frontera. Por tal motivo, es
necesario discutir la posibilidad de asignar valores a lo largo de la frat@epara una fundn

ue HY(Q), asumiendo quéQ esC!. Ahora, siu € C(Q), entonces claramentgtiene valores

endQ en el sentido usual. El problema es que una famaic H(Q) esta erL?(Q), por lo

cual no toma valores en un conjunto de medida cero, esdedi(Q) no va a tomar valores
endQ por ser esta de medida bidimensional igual a cero. Ademn general las funciones de
H1(Q) no son continuas por lo cual podemos cambiar su valor strsin que esto afecte en

algo ala funadn como tal. En conclusn, el Teorema de la traza nos permite darle sentido a las

funciones deH1(Q) sobredQ.

3.1. Teoremas de la traza

Para problemas de valor de frontera es necesario darle sentido a la @strieaina fundin

ve H1(Q) sobre la fronter@Q. Para entender esta idea, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.1. SeaQ el disco unitario erR?, definido as

Q={(xy): X*+y*<1}.
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Haciendo uso de coordenadas polares se tiene

Q={(r,0):0<r<10<6<2n},

90 =1{(1,0):0< 0 < 2}

Sea uc C}(Q) y consideremos su restriéi adQ como sigue

u(1,0)> = u(cosh,send)?
1o
= /—(rzu(rcose,rsene)z)dr
0 ar
! 2 o2 du
/ 2ru(rcosd,rsenmd)<+ 2r u(rcos@,rsen@)m(
0

rcos@,rsen@)) dr

1
= 2/ (ru(rcose,rserﬂ)2+r2u(rcose,rsene)[Du(rcos@,rsene)'(cose,sene)])dr
0

IN

1
2/ (ru(rcos®,r sen)?+r?|u(r cosd,rsemd)||Cu(r cosh, r send) - (cosB,senp)|) dr
0

IN

1
2/ (ru(rcose,rserﬂ)2+r2|u(rcose,rsene)| |0u(r cosh, rsend)| |(cosh,send)|) dr
0
1
= 2/ (ru(rcosd, rsemd)? +r?|u(r cosd, r send)| |Du(r cosd, r semd)|) dr
0

1
< 2/ (u(r cosd,r semd)? + |u(r cosd, r send) | |Ju(r cosd, r send)|) rdr.
0
Integrando respecto &, la anterior desigualdad, se tiene:

2n 1 r2rn
/ u(1,0)’de < 2/ / [u(r cosB, r semd)? -+ |u(r cosd, rsend)| |Ju(r cosh, r semd)|] rdrd 6
0 0 Jo

= 2 [ ubxy)®+utey)] Duxy) ] dxdy

Ahora, definimos la integral

2n
/u(r,@)zde::/ u(1,6)%de.
20

0
Luego aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

/aQu(r,G)sz:/ozjru(l,O)z < 2 [ utxy)dxdy+2 [ Jutey)l|Duxy) dxdy

1
< 2// u(x7y)2dxdy+2]|u\||_z (/ |Cu(x, |dxdy>
Q
2ol g 2l [0k o)
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Ad, .
2
| ur.6)2d6 < 2|ul 2 [Hunm) (] 1oux axay) ] @Y

Ahora, teniendo en cuenta la desigualda%jﬂab% < (2a+ 2b)% se tiene que

(//QEU(X,yNZdXdy)% i <//Qu(x,y)2dXdy)%
(2//9|DU(X,V)|2dxdy+2//Q U(X»y)zdxdy)%
= (2//9|Du|2dxdy+2||u”EZ(Q))%

1
2
- V2 (//Q |Ou(x,y)[2dxdy+ ||u|yfz(9))

De(3.1)y lo anterior se deduce que

IN

1
2
/aQu<r,9)2de < 2V2||ull2(q) (//Qmu(x’yﬂzdx‘jy*“”“Ez@)
_ 2\/§||u||Lz(Q)||U||H1(Q)
= V8|ulliz) Ullq)-

En consecuencia,

1

2 2 4 1 1
(f umords)” < Vel g Il
1 1
VBl g Ul g
= %HUHHHQ)-

IN

)

Es decir:

2 % 4
(/aQu(r,G) d6> < V8|ulln1q)- (3.2)

La integral del lado izquierdo de (3.2) es una integral selfee que corresponde a la norma
deu en un espacio funcional llamadg(dQ). A continuacon se presenta la definizi de este
espacio funcional. De una manera éiita el Teorema de la Traza nos perraitstablecer una

desigualdad de la forma
Iulli2q) <Cllullyyg) — YueHYQ),
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para lo cual primero debemos establecer esta desigualdad para el caso es@teQ) donde

Qesel conjuntcRi dado en la siguiente definan.
Definicion 3.1.1.El conjuntoRi esta definido por
R% = {(xy) e R?:x€ R,y >0}
Lema 3.1.1.Para todo ve C” (]1@)
IV 0) 2wy < IVl r2)
Demostraddn. Seav e C*(RR2). Del teorema fundamental dediculo se tiene que
e
| 5 oy Pay= Mx 2] - Mx0) .
0 gy
Asi,
2 S 2
MO = M2~ [ u(x )Py
0 gy
Haciendo qug — +
® 9
v(x,0 2 = —/ d
[V(x, 0)] A y[ (X y)] y
= —2/ (x y x ,y)dy,
de donde

Wx O < 2 x50 >‘dy

< [ [|v<xy>\ |59

2
Ahora, integrando respectakase deduce

[ vxorax < [ [° [rv<x,y>|2+\§—;<x,y>2

] dydx

= // [v(x )|2+‘8—V(X )2 dxd
= Ri Y ay Y Y
Por lo tanto,
v||?
v(-.0 2 < Vv B
H (7 )HLZ(R) = ” HL2 Rz) ’ay L2(R2)
< HVHHl(Ri)'
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Definicion 3.1.2. SeaQ un abierto de clase €enR?. Se define
L2(9Q) := {v: 9Q — R, ves meolible%9 V[2dx < +oo}
o)

Nota 3.1.1 (Equivalencia de normas)L?(dQ) es un espacio de Hilbert con la norma

1
2 2

= d ) 3.3

IVllL200) {/agM X} (3.3)

Adends, si{)a}!\‘zo es el cubrimiento garantizado por la Propogini 2.3.2 y{qbi}!\‘:O es una

particion de la unidad subordinada al cubrimienfg; }~.,, es decir
N —_—
¢ eCy(x) ,¢>0 Z)¢i =1 enunavecindad deQ,
i=

entonces la normg3.3) es equivalente con
1
2

N
IVlleag) = {_;Il(dnvo wl)(x,mnfz(m} .
(Ver [15, Lema 2.19]).

Teorema 3.1.1 (Desigualdad de trazas)SeaQ un abierto acotado d&? con fronteradQ de
clase Gy sea
%:C°(Q) — L%(9Q)

tal que

BV i=v|
Q

Entonces, existe € Otal que
1W)ll290) <ClVIHyq) — WeECT(Q).

Demostraddn. Seav € C*(Q). ComodQ es de clas€?, la proposicbn (2.3.2), garantiza que
existen abiertog; y funcionesy; (i = 1,---,N) que satisfacen (2.27) y (2.28). Se@n}i'\‘zo una

particion de la unidad subordinada{gi}!\‘zo y

Wi i= (¢ivo g L) Vi=1,.,N,
B+
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la cual pertenece E*(BT), puesto que la composimi ¢, 1//(1 son suaves. Adeas, teniendo

en cuenta qusuppw es cerrado y dado que
suppw C BT ¢ B(0,1)  B(0,2),
se deduce que slppw es acotado. Ahora, verificamos qug: Rﬁ — R definido por

) wilxy), si (xy) eB"=RiNB(0,1),
0, si (xy)e€R2\B",

pertenece &1(R2). En efecto, seam € CJ(R2), K = suppw y K; = KNsuppp. Sea
v € C3(R2) tal quey = 1 enkK;. Luego,

L =
= Jomo
o
e
- //Eﬁwig—x(w)—//www%—‘i’
- //E;+Wi;—)((‘l’¢)—//KlWi¢%—l)l(/

= / Wi;—X(W)

g
Nk

—_—

x

Por lo tanto, -
— =—c LR
aX a ( +)
Asi,
Wi € HY(R?)
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A continuacon demostraremos que existen consta@fes 0 que dependen dg, y; tal que

En efecto,

Luego,

Ahora,

Wil g2y < GilVIIniQ)- (3.4)
HWIH|_|1 RZ HVNVi‘|E|1(B+) (3.5)
= HWiHal(Bﬂ-

e, = [ 1010w 0] s 0 y))| dxay
<C [[ vty *0cy) [ dxly

:6//8+ ]v(y/i‘l(x,y))|2|det Dy t(x,y)||det Dlpi‘l(x,y){_ldxdy

9w
dx

L2(B*)

<Cl// IV(yt(x y))\z\det Dy *(x,y) | dxdy

XiN
§C1// v(x,y)|*dxdy
Q

= ClHVHEZ(Q)

(3.6)
V(X,Y) | dxdy

< ClHVH|2-|1(Q)

IN

I 15

[k
[k

2

(01 (Wit Y)W H(x,y))) | dxdy

2

%9 dxdy

‘Pi(‘/’i_l(x»)’))g_(‘lﬁ 06¥) + (W MY ()

2

i (x y>>§ (v 2 xy)

2 [ ‘tp. (9009 G000 | | o o eyt )|

115

|5
C3//B+|Vl[/i (xy))

2
dxdy

5 W )V )

+C2

S W ey) D vy 06y))|
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Ahora, teniendo en cuenta gieet Dy; *(x,y)| |det Dw(l(x,y)]_1 — 1, el@ltimo término de

la desigualdad anterior es igual a

~ v

SY/MFH

~ ov, 4
+C2//B+ a—(‘l/

2
W(x,y))' det Dy L(x.y)| |det Dy L(x.y)|

)| V(i t(x,y)) | [det Dy (x,y)||[det Dy t(xy)| "

-1

+63//B+ ]v(u/i‘l(x,y))|2|det Dy 1(x,y)||det Dy t(x,y)|

Asi, puesto qu¢det Dwfl(x, y)}_l es acotado y por teorema de cambio de variables se deduce

ov
< D “(yt
|_2 B*) B ]-//BJr ax(w

" DZ//B+ %W’FWW [V(w ™ (xy))| [det Dy (x.y)|
+ Ds// vy H(x |detD1//i L(x, )\

- Dl// dxdy+D2//
ZlmQ XN

+ Ds// v(x.y)[* dxdy
xinNQ

av 2 oV
Dl//Q‘g((x,y) dxdy+Dz//Q‘5((x,y)

+ Ds/Q V(x,y)|* dxdy

ov||? v
¥z Xz
D1 |VlIfis(q) + D2IVlIFisq) + DallVIIFs g,

H o %))

Xy Xy [V(x.y)|dxdy

IN

IV(x,y)|dxdy

IN

D1 +D2 IVl L2() + DalVIIEz

IN

= C2||V||H1(Q)
donde
Cy, = (D1+D2+D3).
De lo anterior se deduce que

B

< ColVl[Z1(q): (3.7)
L2(Bt)
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y de forma similar se obtiene

5],

< C3||V”E|1(Q)- (3.8)

En conclusbn, de (3.5), (3.6), (3.7), (3.8) se obtiene (3.4), do@de- max{C,,C,,Cz}. Por

otro lado, del Lema (3.1.1) se tiene

Wi (-, 0)ll2(r) < lIWh]| 2 g2 (3.9)
Asi, de (3.9) y (3.4) se deduce

Wi (-, 0) | 2(r) < GillVIIH2(q)

Luego, usando la equivalencia de normas &@Q) (ver observadn 3.1.1), se tiene

N
H%HEZ(aQ) < C_ZlH(q)iVO ‘l’ifl)(‘ao) HEZ(R)

= Czlllwu 0)llf2(g)
< Ci;CiZHVHal(Q)
k 2 2 e}
- <C_Zici>”v”H1(Q) WeC®(Q),
i=

de donde se obtiene el resultado.

]

Puesto qu€™(Q) es denso eRl1(Q), la aplicacdn 1o puede extenderse por continuidad a una
aplicacbn lineal y continua
%:HYQ) — L2(0Q).

Teorema 3.1.2 (De la traza).SeaQ un conjunto abierto, acotado y tal qu es de clase &
Entonces, existe un operador lineal acotado
7 HY(Q) — L2(0Q)

tal que

Y(V) =V v e C?(Q).
20
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En particular, existe una constantex0 tal que
116 ll200) < ClVlInig):  WeHY(Q).
Demostraddn. Seav € H1(Q). Entonces, existe una suc@si ¢}, € C*(Q) tal que
Ion —Vllyyq) — 0  cuando n— co.
Por teorema anterior (desigualdad de trazas)

[170(¢n — 0m)[|L2(50) < ClIon— dmllH1(q)

donde el&érmino a la derecha de la desigualdad anterior converge a cero auamde «. Asi,
existez € L2(9Q) tal que

%(0n) —z  cuando n— oo,

Ahora, definiendgy(v) := zy haciendo uso del Teorema anterior (desigualdad de trazas)

oMW)llz0) = 1Zl200)
= lim[|%(¢n)ll2(aq)
< AL”;‘OCHQ)HHHl(Q)

= CVllh1q)-

Observacbn 3.1.1.De ahora en adelante usaremos la siguiente n@taci

u =nl  vueHYQ).

aQ

Asi, por ejemplo, siw € H1(Q), en lugar de escribir

[ (W),

/v
aQ

escribiremos
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Observacibn 3.1.2. El rango de la funddn traza es denso erf(dQ), es decir, el espacio

H}(2Q) = {m(u) —u

:ueHl(Q)}

Q
es denso end(dQ) (ver [11, Observadn 4.3.17).

A continuacbn se presenta el teorema de la traza definido sobre el espaE).

Teorema 3.1.3 (De la traza erH?). SeaQ un conjunto abierto, acotado y tal qui) es de

clase C. Existe un operador lineal acotado
71 H?(Q) — L2(0Q)

tal que

7(u) = % . si ue H3(Q)nCc(Q),

donde% = [u-v (v es el vector normal exterior unitario 8Q). En particular, existe una

constante C> O tal que
I (UWll2aq) < Cllully2 Yu e H2.

Demostraddn. Seau € H2(Q). Entonce%, 3—;’, € H(Q). Asi, haciendo uso del teorema de la

traza parad(Q), se tiene que

muxy) = Ou(xy)vxy)
— Vi) G0+ valky) S XY

= vi(X,¥)% (3—2) (%Y) +V2(X,Y) %0 (g—;) (X%Y),

para casi toddgx,y) € dQ (considerando @Q como conjunto de una dimensi). Asi, y1u

esh bien definida para todoc H?(Q). Ademas, en virtud de la continuidad gg se tiene

2
u(x, ds = /
| Inutey)l N

2
ds

vi(XY)10 (3—2) (X%Y) + v2(X,¥) 10 (3—;) (%,Y)

2

< 2/ Vi(X,Y) (@)(x )st+2/ Va(X,y) (@)(x )| ds
< oYt Y)Y Ix )Y 0|2 Y)Y Jy Y
Ju 2 Ju 2
< 2f n(5) | ase2 [ lo(5) o as
2 2
<N
M) 19Y ko)
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Asi,
| Inutxy) Pds< Clul g
Es decir,
17Ul 5095 < Cllull2q)-

con lo cual concluye la demostraai.

Observacibn 3.1.3. De ahora en adelante usaremos la siguiente na@taci

ul 5
vl = 11.(U) Yu e H9(Q).

2Q

Adenas, si uc H(Q) y ve H%(Q), entonces

[ wwmnw=[_usy.

Observacibn 3.1.4.Dado que u= H3(Q), existegm € CJ(Q) tal que
om—u en  H(Q).
Ad, por la continuidad del operador traza se tiene

T(9m) = (W) en  L¥99Q).

Pero,

0(¢m) =9m| =0  VmeZ"
20

con lo cual
(om) —0 en  [2(Q).

Ad, por unicidad delimite
PU)=0 VYueHHQ).

Observacbn 3.1.5. De la obsrevadn anterior se deduce quelR) C Ker(y). Se puede
probar que Kefy) C H3(Q) (ver [13, Teorema 2.2.4]).
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3.2. Formulas de Green

El Teorema de la traza nos permite generalizar dasfilas de Green (1.13), (1.14) para fun-
ciones deH(Q).

Teorema 3.2.1 (Integracbn por partes). SeaQ un conjunto abierto, acotado, de clasé. i

u,v son funciones de HQ), se tiene

ov du
//ng(dxdy:—//Qvg(dxder aQuwlds (3.10)

ov Jdu
//Qua—ydxdy_—//vadxdy-l-/muwzds, (3.11)

dondev = (v1, v2) es el vector normal unitario exterior @Q.

Demostraddbn. Recordemos que (3.10) y (3.11) han sido establecidas para funciones de clase
C! en la brmula de integradin por partes (Teorema 1.1.4). Seame H(Q). Por la densidad
deC°°($'_2) enH(Q) (ver Teorema 2.3.3), existeltn} ey Y {Vnlnen €N C*(Q) convergen en

H1(Q) auy vrespectivamente. De la integranipor partes tenemos que

aVn - aUn
//Q uanxdy_ —//QvnwdxdyqL /ag UnVhv1ds (3.12)
// un%dxdy— // vn%dxdy-l—/ UnVhVvods (3.13)
o dy 20

Jup

Podemos pasar dhhite cuanda — « en los dos primerotminos de (3.12) donds, 57,

Vi, %‘Q convergen respectivamenteiagY, v, 3 enL?(Q) y obtener:

// un—dxdy—> // u—dxdy //Qvn%dxdye //Qvg—)l:dxdy (3.14)

Para pasar alrhite en lalltima integral de (3.12), usamos la continuidad de la fomtiazay.,
la cual permite verificar qug (un) (respectivamentg,(v,)) converge & (u) (respectivamente

7%, (V)) enL?(dQ). Es decir, teniendo en cuenta que

/ unvnvlds:/ Yo (Un) Yo (Vn) v1ds
0Q Q
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se puede demostrar que

/a () (v)vads— /(myo(u)yo(v)vlds (3.15)

En efecto, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

1

< ([ etwin - reoes) ([ vias)

1
< |9QJ2 {7 (Un) %o (Vn) = %o (W)Yo (V) [IL2(50)

‘/39 [%5(Un) Yo (Vn) — 1o (U) 75 (V)] v1ds

donde|0Q| es la medida de Lebesgue unidimensionad e Luego, teniendo en cuenta que

176 (Un) 1o (Vn) = Yo (W) %o (V)llzaa = [1%6(Un) 1o (Vn) = %o (Vn) %o (U) | 2(90)
+ 17 (n) 1 (U) = (WX (V)izoe)
= reM)llz@a) [17(Un) = % (UWll2a0)
+ %Wllzee) 1) = 1MW lizee)

< Call%e(un) = % (W)llLzaq) + 17 (Wl 20 1% (Va) = Yo (V) [l L2(a0)
se deduce que
17 (Un) % (V) = % (U) % (V) I 290y = 0 cuando n— co.

Por lo tanto se obtiene (3.15) yiade (3.14), (3.10) se deduce para funcionasz H1(Q). De

manera aaloga se obtiene (3.11).

0
Teorema 3.2.2.SeaQ un conjunto abierto acotado de clasé.C
1. (Primeraidentidad de Green)Si ve H(Q) y uc H?(Q) entonces
au
// vAudxdy= —// (Ou-Ov)dxdy+ | v——ds (3.16)
o) Q 9Q dVv

2. (Segunda identidad de Green$i uv € H?(Q) entonces

du  dv
//Q(vAu— UAv)dxdy= /agz (VW - UW) ds
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Demostradhn. 1. Searve H(Q)yue H?(Q). Usando los teoremas de densidad (Teorema
2.3.3, Teorema 2.4.1) ¢h’(Q) y H?(Q), existen sucesionésin)nen, (Vn)neny deC®(Q)
tales que
uh—u en H%Q) 'y v,—v en HYQ). (3.17)
Ademas, en virtud de la primera identidad de Green para funciones suaves

(Teorema 1.1.pse tiene que

// VAU, = — // (Oun - Ovp) +/ vnaun

Para concluir (3.16), basta deducir que

a) / / VaAUp — / / VAU.

b) // (Oup - Ovy) —>// Ou-Owv.
8un

°) / “ov agv&v'

Para demostraa), notemos que usando (3.17), se deduce
22U, d%up 0%u  d%u
//QvnAun_//Qvn<a >+ 5 2)dxdy—>//Qv(W+a—y2>dxdy
:// vAudxdy
Q
De igual forma,
dVn 8un dVp dUn Jvdu odvdu
// Hiky- D = // (8x 8x ay 8y) // <8x8x dy dy )dxdy
:// Ou- Ovdxdy
Q

cuandon — . Y ad, usando la continuidad de y 71 se tiene

/ag\'“%:/agyow“)”l(“”) - /aQ?’o(VM(U)

— Jaq ov’
2. Intercambianda porv en la primera identidad de Green se obtiene
// uAvdxdy= —/ (Ov-Ou)dxdy+ uﬂds (3.18)
Q Q oQ dV

Asi, restando (3.18) de (3.16) se obtiene el resultado.
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Capitulo I

Formulacon variacional y de Galerkin de la

ecuacon de Poisson

Para probar que los problemas de EDPs con valores en la frontansbésh planteados es de-

cir, que tienen solubn Gnica y que depende continuamente de los datos, consideramos la for-
mulacibn variacional presentada en el @tafo 1, ahora definida sobre los espacios de Sobolev,
cuyas propiedades se estudiaron en lo&akys 1y 2. En las siguientes secciones analizaremos
las formulaciones variacionales para la ecoaae Poisson con diferentes tipos de cordglici

en la frontera.

4.1. Condiciones de Frontera Dirichlet

Inicialmente consideremos el siguiente problema con valor en la frontera:

—Au = f enQ,
u = 0 endQ,

(4.1)

dondeQ es un conjunto abierto acotado Bé y la funcion f € L?(Q). A continuacbn obser-
vamos como se deduce la formulativariacional de (4.1) haciendo uso de las identidades de

Green estudiadas en el ¢apo anterior.

Paso 1. Establecimineto de la Formulaéin variacional. En este paso proponemos una for-

mulacbn variacional del problema (4.1). Es decir, se desea hallar una forma biineah
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operador lineal y un espacio de Hilbei apropiado tal que (4.1) es equivalente a:

Encontramu € H tal que

(4.2)
B(u,v) =L(v) VYveH.
Multiplicando la primera ecuagn de (4.1) por una fungn ¢ € C3(Q) se tiene
—(Au)p = fvg en Q. (4.3)

Ahora, integrando sobr@ en ambos lados de la igualdad anterior y aplicando la primera iden-

tidad de Green (Teorema 3.2.2) se deduce
// Ou-O¢ dxdy—/ q)—ds / f¢ dxdy (4.4)
Q
Puesto que < C7'(Q) la ecuaddn (4.4) viene dada por
// Ou-0¢ dxdy— // fodxdy Ve €Co(Q) (4.5)
Q Q
Ahora, dados € H}(Q) existedm € CF(Q) tal que
om—Vv en HYQ).
Asi, a partir de (4.5) obtenemos
// (Ou-O¢m)dxdy= // f odxdy
Q Q
Haciendo quen — o en la igualdad anterior se deduce
uod
[ o= ] 2%y [ 228
8u 8v au av
b 4.6
— //Q Ix XX // (4.6)
- // (Du-Ov)dxdy
Q

//qu)mdxdye //vadxdy 4.7)

Luego, de (4.6) y (4.7) la formulamn variacional para (4.1) queda determinada de la siguiente

forma:

Encontramu € H3(Q) tal que

//Q(Du.Dv)dxdy: //vadxdy W e HA(Q) (4.8)
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El siguiente paso verifica que la solonide (4.8) tiene soluon Unica.

Paso 2. Soludn de la formulacion variacional. En primer lugar definimos
B:H3(Q) x H}(Q) — R, L:H}(Q) — R dados por

B(u,v) = / (Ou-Ov)dxdy y L(v / fvdxdy (4.9)

Asi, el problema (4.8) puede escribirse como:

Hallaru € H}(Q) tal que
B(u,v) =L(v) WeHQ). (4.10)

En consecuencia, para demostrar existencia y unicidad de @oldei(4.8), debemos verificar
que B y L osatisfacen las higesis del teorema de Lax-Milgram

(ver Teorema 1.2.4). A continudxi verificamos estas Hpesis.
i. B es bilineal. Seanw, f € Ry u,v,w € H}(Q).
B(au+Bv,w) = //Q(D(aquBv)-Dw)dxdy
_ //Q(aDu+BDv)-Dwdxdy
= //Q(aDu-Dw)dxdy+//Q([3Dv-Dw)dxdy
= oc//Q(Du-Dw)dxdy+B//Q(Dv-Dw)dxdy
= oB(u,w)+BB(v,w).

De igual forma se obtiene el resultado respecto a la segunda componente.

ii. B es acotada.Mediante la desigualdad de Cauchy-Schwarz verificamosBoeig acotada
sobreH}(Q).

B(u,v)|:‘//Q(Du~Dv)dxd>+ < // |0u- Ov|dxdy

B duadv @8_\/ dxd
N 9X X dy oy y
dudv duodv
//Q axax| T |ayay dxdy
oo 22
X[l 19XlLz0) - 119Y llo() [19Y iz

< 2|ullzg)lvilneq)
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Estadlltima desigualdad se da puesto que

aw
= < |lw vw e H1(Q).
|5 g = e @

iii. B es eliptica. Haciendo uso de la desigualdad de Poiagaer proposi@én 2.3.5), para todo

ue H}(Q) se tiene que

1 1
B(v,v)://Q(Du-Dv)dxdyz //Q]Du|2dxdy2 E//Q |V|2dXdy:6||V|||2—|&(Q)'

De lo anterior se tiene quguna forma bilineal, acotada yiptica. Ahora, veamos guees un

operador lineal acotado.

i. L es lineal.

Llau+pw) = //Qf(oqurﬁw)dxdy

_ //Qf(ocu)dxder//Qf(ﬁw)dxdy
= a//qudxderB//wadxdy

= alL(u)+BL(w).

ii. L es acotado.

|L(v)|=‘//9fvdxd4 < //Q|fv|dxdy

Ifll2@) IVllLz()-

IN

De todo lo anterior y puesto qtlrd%(Q) es un espacio de Hilbert, todas labtipsis del teorema

de Lax-Milgram se satisfacen yiggodemos concluir que existe ubaica soluddnu € H3(Q)

de la formuladdn variacional (4.8).

Paso 3. Equivalencia de ecuacioneBste paso consiste en verificar que la s@oade (4.8) es
tambien solucdn del problema con valor en la frontera (4.1). Para realizarlo usamos la primera
identidad de Green que nos ltea la formuladdbn variacional asumiendo que la solutu de

(4.8) pertenece H?(Q) y que el conjuntd® es de clas€. Asi, parav € H3(Q) de la primera

identidad de Green se tiene que

//Q(Du-Dv)dxdy:—//QvAudxdw agv%ds (4.12)
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Luego, reemplazando (4.11) en (4.8) y teniendo en cuenta gu@endQ se deduce que

—// vAudxdy= // fvdxdy  Wve H3(Q).
Q Q

Por lo tanto,
// (f +Auvdxdy=0  WveCe(Q),
Q

lo cual implica por Teorema 1.4.7 quer Au = 0 en casi toda parte éd ! y ad
—Au=f ctpen Q.

Ahora, dado quei H&(Q) se tiene qual = 0 endQ (ver Observadn 3.1.4). Se presen-
ta a continuadin el Teorema cuya demostragise obtiene teniendo en cuenta los tres pasos

analizados anteriormente.

Teorema 4.1.1.SearQ un conjunto abierto acotado d&° de clase €y f € L2(Q). Existe una

(nica solucbn ue H3(Q) que satisface la formulagn variacional

//Q(Du.Dv)dxdy: //Q fvdxdy YveHH(Q). (4.12)

Adenas, si uc H?(Q), entonces u es soluwi del problema:

-Au = f enqQ,
u = 0 endQ.

4.2. Condiciones de Frontera Neumann

Consideremos el siguiente problema de valor en la frontera

—Au4+u = f enQ,

QU = g endq,

(4.13)

dondeQ es un conjunto abierto (no necesariamente acotado) del espacibe L%(Q) y
g€ L?(dQ). La ecuaddn (4.13) es una variante del Laplaciano donde hemos agregaéionin t
no de orden cero (es decir, que no esta afectado por derivadas). La foomuladiacional

para estudiar (4.13) es bastante diferente de la presentada en la anterimm seccuanto al

!Dado queu € H?(Q) y f € L?(Q) se sigue qué +Au € L?(Q).
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tratamiento de las condiciones en la frontera. A contirarapresentamos los tres pasos que

conforman el aalisis de la formuladn variacional de (4.13).

Paso 1. Obtenaddn de la formulacion débil. Seav € C*(Q). Multiplicando porv a ambos lados

de la primera ecuagn de (4.13), se tiene
(-Au4+uv=1fv en Q.

Integrando sobr€ en ambos lados de la anterior igualdad y aplicando la primera identidad de

//va = //Q—(Au)er//qu
o/ S
= [ ouov= [ gut [[ w
= //Q(DU-DV—i—UV)—/anV

La igualdad anterior queda determinada de la siguiente forma

//va://Q(Du.DVﬁ-uv)—/anv W e C®(Q). (4.14)

Ahora, dados € H1(Q) existe¢m, € C*(Q) tal que

Green, se sigue

om—Vv en HYQ).

Asi, a partir de (4.14) obtenemos

[l ton= [0 Oonvom [ oo

Haciendo quen — o en la igualdad anterior y notando que

1. //Qf(pm—>//va
2. //Q(DU-D(peruq)m)—>//Q(Du-Dv+uv)

o [ e [ o
anq)m a0
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se obtiene:

//Q(DU-DV—l—UV)://QfV—f— anv

De lo anterior, la formulaéin variacional propuesta para (4.13) queda determinada de la si-

guiente forma:

Encontramu € HY(Q) tal que

//Q(Du.DVJruv)://QfVJr 9 w e HY(Q).

Paso 2. Soludn de la formulacion debil. En este paso verificamos que la formufaciaria-

(4.15)

cional (4.15) tiendinica soluddn. Para esto hacemos uso del teorema de Lax-Milgram cuyas
hipotesis se verifican definendo B : HYQ) x HYQ) — R,
L :H1(Q) — R dados por

B(u,v) = / (Ou-Ov+uv) y L(v //fv+/ gv.

De manera similar que en el paso 2 del problema con condiciones frontera Dirichlet, se prueba
gueB es una forma bilineal, acotada y ques lineal. Resta demostrar gBees elptica y que

L es acotado. En efecto,

B(v,v) :/ (Ov-Ov+vv)
=[] (ovP+ )

= |v||Hl @ e HYQ).

Ahora, probemos que es un operador lineal acotado, para lo cual hacemos uso de la desigual-

dad de Cauchy-Schwarz y del teorema de la traza:

V)lz‘//QfVJr/anV < L1+ oy

[ fllize@) IVIIL2(q) + 19ll2a0) IVIlL2(a0)

1T ll2@) IVlIHy@) +CallVIinz @) l9llizaa)

IN A

KIVl[H1(q)

De lo anterior y puesto qué’(Q) es un espacio de Hilbert, se satisfacen todas las condiciones
del teorema de Lax-Milgram. Asgarantizamos la existencia de ungca soludnu € H1(Q)

de la formuladdn variacional (4.15).
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Paso 3. Equivalencia con la ecuagn.

En este paso asumimos que la sauai de la formuladdn variacional (4.15) pertenec¢id(Q)

y queQ es de clas€!. Ahora, de la primera identidad de Green (Teorema 3.2.2) se tiene que

//(Du-Dv+uv)dxdy:—// vAudxdy+/ V@dS—F// uvdxdy (4.16)
Q Q 2Q dV o)

Asi, sustituyendo (4.16) en (4.15) se obtiene

—// vAudxdy+ ds+// uvdxdy= // fvdxdy+/ gvdxdy W e HY(Q).
Q 20 Yov

Es decir,

du
/Q(Au—u+ f)vdxdy= /39 (5 — )vds (4.17)

Ahora, si tomamos € C*(Q) c H}(Q), el termino a la derecha de la igualdad anterior se hace
cero. As$
/ (Au—u+ fvdxdy=0 WY eC*(Q),
Q

y por Teorema 1.4.7
Au—u+f=0 ctpen Q.

Por lo tanto,

—Au+u=f ctpen Q.

Por otro lado,

/Q <——g) vds=0 WeC®(Q).

Asi, por densidad d€®(Q) enH(Q) la anterior igualdad queda determinada de la siguiente

forma

au 1
/()Q<W— )vds_o YWwe HH(Q).
Ahora, por densidad dg(H(Q)) enL?(dQ) (ver observadn 3.1.2) y puesto qugg —ges

ortogonal ayy(H(Q)), se deduce que

Ju

FIV —g=0 ctp en 9Q.

Los pasos anteriormente analizados garantizan la dema@strdel siguiente resultado.
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Teorema 4.2.1.SearQ un conjunto abierto acotado de clasé @R?, f € L2(Q)y g lafuncbn
traza sobredQ de una fundn de H(Q). Entonces, existe una unica soligiuc H(Q) de la
formulacbn variacional(4.15) Adenas, uc H2(Q) y es la soludn de(4.13)en el sentido de
que

—Au+u=1f ctp en Q, %:g ctp en 0Q.

4.3. Formulacion de Galerkin

En esta secon presentamos el @odo deGalerkin el cual es la base para vario®tados
numéricos usados para aproximar la sofucide las formulaciones variacionales estudiadas

anteriormente.

4.3.1. Esquema de Galerkin para una formuladn variacional abstracta

Para introducir el ratodo de Galerkin, consideramos la estructura general de una forémulaci
variacional introducida en el Caplo 1. Es decir, siH es un espacio de Hilbert real,
B:H xH — R una forma bilineal, acotada,iptica yL : H — R un operador lineal acota-

do, consideramos el problema variacional de enconteH tal que
B(u,v) =L(v) WveH, (4.18)

el cual tiene soluéin Gnica por el teorema de Lax-Milgram. El esquema de Galerkin de (4.18)
consiste en plantear este problema pero en un subedpacioH de dimensn finitam, es

decir el problema (4.18) queda determinado como: Encongrar Hp, tal que

La solucbn del esquema de Galerkin (4.19) se calcula resolviendo un sistema matricial como

se demuestra en el siguiente lema.

Lema 4.3.1. Sea H un espacio de Hilbert y,HC H un subespacio de dimebsi finita m.
Adenas, si B es una forma bilineal acotaddpica sobre H y L es un operador lineal acotado

sobre H, entonces, el esquema de Gale(kii9)tiene soluabn Gnica. Aderas, esta soluén
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puede obtenerse resolviendo un sistema lineal con una matriz definida positiva&{yczirai

B es singtrica)

Demostraddbn. La existencia y unicidad de la soléci uy, € Hy, del problema (4.19) se sigue
del teorema de Lax-Milgram aplicado &l;,. Ahora, colocamos el problema en una formasm
simple reduciendolo a un sistema lineal de ecuaciones. En efectfg;seaen} una base de

Hmn. Entonces, existen escalawes ..., om € R tales que

m

Un = Z ajej.
=1

Luego, el problema (4.19) es equivalente a encomtrar., o, € R tales que
m m
B z 0j€j,Vm | = z ajB(ej,Vm) = L(Vm) YVm € Hm. (4.20)
=1 =1

En particular par&, = g dondei € {1,..,m}, el problema se propone de la siguiente forma:
Hallar o, ..., om € R tales que

m 4.21
Z(XjB(ej,Q):L(Q) Vie{1,..,m}. 21
=1

Ahora, definiendo la matria = (&jj )mxm Y 10S vectoresx = (oj)mx1, L = (li)mx1, donde
aj =B(ej.a) y li=L(e).

La formulacbn variacional (4.20) se puede escribir como:

Hallar o € R" tal que
(4.22)

Ao =L.

Mostremos ahora que la matizes definida positiva, lo cual es posible gracias a la elipticidad

de la forma bilineaB. En efecto, sea # 0. Entonces

all a...... aA1m (041
az1 a2...... aom (04)
T
o Aa = (oq,0,...,0m)
arn]_ am2 ...... amm am



o1aq1+ a2+ ...+ Omdum
O1ap1+ Ao+ ... + Omdom
= (ocl,ag,...,ocm)

018m1 + 0am2 + . .. + Om@mm

a1B(er,er) + aoB(ep, 1) + ... + amB(em, €1)

a1B(er, &) + aoB(e,€) + ... + amB(em, &)
= (01,00,...,0m) |

o1 B(er, em) + aB(er, em) + . .. + amB(em, em)

m
B z ajej,er
=1

m
B OCjGj,Gz)
= (01,0, ..., Om) (jzl
m
B Zajej,an
=1
m
= ajej,er | + B ZOCJ‘GJ‘,EZ .-+ amB Z i€j,em
j: =1
m

3

||M3

m

Z ;€

J:

> 0.

||M3

En conclusbn, por selA definida positivaA es no singular y a$4.22) tiene soludn Gnica.

]

El error entre la soluéin exactau € H y la solucbn aproximadai, € Hy, puede acotarse por la

distancia deu al espacio finito dimension&l,. Por lo tanto, el error dependede lo bien que

el subespacio vectoriéd,, aproxime el espacio vectorial originil

Lema 4.3.2 (Lema de @a). Sean H un espacio de Hilbert{yim} .+ una familia numerable

de subespacios de dimensifinita de H. Adefas, sea L H — R un operador lineal acotado y
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B:H x H — R una forma bilineal acotada gdtica, es decir existen M 0, v > O tales que

Bv,wW)[ <M{v][[wl] vvweH

B(u,u) > v|ul|? VueH.
Si u es la soludéin de(4.18)y uy, la solucbn de(4.19) Entonces,
Jlu—uml| < M inf ||u—vm||. (4.23)
V Vm€Hm
Demostradbn. En primer lugar, notemos que (4.18) y (4.19) implican:
B(u,vm) =L(Vm) , B(Um,Vm) =L(vm) VVm € Hm

y asi,

En particular,

B(U - Um, Vm - Um) - O VVm € Hm.

Ahora, usando la elipticidad d&se tiene que para todg, € Hy, se cumple

V[u—um|[? < B(U—Um,U—Um)

I
98,

I
oY)

(

(U— Um,U— Vm~+ Vi — Um)
(U—Um,U— Vp) + B(U— Um, Vm — Um)
(

= BU—um,u—vp).
Luego, dado que es acotada, de lo anterior se deduce
V[[u=tm||® < MU~ Um|[[|u—Vin]|-
La desigualdad anterior es trivialsi= uy. Ahora, supondiendo quiI— uy|| # O se tiene que
M
|lu—uml| < 7||u—vm|| YVm € Hm.

Luego, tomando el infimo con respecto/a € Hy, en la desigualdad anterior se obtiene el

resultado.
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Lema 4.3.3. Asumiendo que existe un subespacia @ denso en H, adeas de un operador

Im: H — Hp, (lamado operador interpoladin) tal que
r!}iLrgo||v—l.m(v)|| =0 WeQ. (4.24)

Entonces, la soludn uy, del esquema de Galerk{#.19)converge a la soluéin u de la formu-

lacion variacional(4.18), es decir,
lim ||[u—um|| = 0.
mM—oo

Demostraddbn. Seau € H la solucbn de la formula@n variacional (4.18) ¥ > 0 cualquiera.

Seanv,M > 0 tales que (4.23) se verifica. Por densidaddmH existev € Q tal que

v
lu—v|| < mE (4.25)

Ademas, de (4.24) existd > 0 tal quem > N implica
V= Im(V)]| < ¢ (4.26)
m 2M . .
Asi, del lema de @a 'y de (4.25), (4.26) se tiene que para N se cumple
M .
lu—utml| < — inf Ju—v]|

V veHn

M
< Slu-laWl  WeQ

< MV + v tn)]]

< E&.

Por lo tanto,

lim ||u—up|| = 0.
m— oo

O

Observacbn 4.3.1. A partir del Lema anterior se deduce que para encontrar soluciones de la
formulacbn variacional de Galerkin que aproximen a la solutide una formulaéin varia-

cional de un problema es necesario definir operadores de interfniagiie satisface(4.24)

En el caso particular de formulaciones variacionales de EDP (como las estudiadas en las sec-

ciones 4.1y 4.2), los espacios finito dimensionalés populares K, del espacio de Sobolev
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H(Q), son llamados Espacios de elementos finitos de Lagrange y el operador de intéypolaci
es llamado operador de interpolaxri de Lagrange. Estos espacios de elementos finitas est
formados por funciones cdntuas, que son polinomios a trozos y constituyen la base de un
método nurdrico muy importante para calcular soluciones de EDP llamadetddo de ele-
mentos finitos. Los aspecto®tEos y computacionales de estétwdo constituyen hoy eriad
unarea de gran interes en la matética aplicada, por lo cual pueden ser objeto de un trabajo

futuro.
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Conclusiones

1. Se estudiaron las principales propiedades de los espacios de SdbEw H?(Q). En
particular se demodgirque las funciones infinitamente diferenciables son densas en estos

espacios.

2. Se demostraron los teoremas de trazas Harf®) y H2(Q), que permiten restringir, en

cierto sentido, funciones en estos espaciofla

3. Envirtud de la densidad de funcior@®(Q) enH(Q) y H?(Q), y de los teoremas de las

trazas, se generalizaron las identidades de Green para funciones suaves en estos espacios.

4. Se dedujeron las formulaciones variacional y de Galerkin de la éoudeiPoisson donde

garantizamos existencia y unicidad de sdnajracias al teorema de Lax-Milgram.

5. Bajo ciertas hiptesis se demogtia convergencia del @odo de Galerkin.
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