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Introduccion

Los arreglos Costas son un tema moderno que ha llamado la atencién de la comunidad
matematica y en especial la nuestra, pues sélo desde el ano 1960 el Dr. Jhon Costas
motivado por una aplicacién al radar y al sonar empieza explorando las matrices y sus
permutaciones, y encuentra ejemplos de tales arreglos hasta tamano n = 12. Debido a que
encuentra dificultades para la construccion de arreglos n > 12, recibe la ayuda del profesor
Solomon Golomb (matemético) quien con técnicas basadas en la teorfa de campos finitos

le permite construir estos arreglos.

En [2] se presenta una tabla con el nimero exacto de arreglos Costas hasta orden n = 27.
En el ano 2011 con la ayuda de técnicas computacionales ya se tiene el niimero exacto de
arreglos Costas para n = 28 y n = 29; aunque no se tenga el numero exacto de arreglos
Costas para orden n = 30 y n = 31 se sabe que si existen dichas construcciones, lo curioso
es que paran = 32 y n = 33 ain no se han encontrado ejemplos de dichos arreglos, dando

lugar a las preguntas jexisten estos arreglos?, ;existen arreglos para todo n?

Este trabajo no pretende responder a estos interrogantes pero si estudiar y analizar los
arreglos Costas, sus construcciones y relaciones, basados en el articulo “The Status of
Costas Arrays” del profesor Solomon Golomb ([2]) y crear un referente para trabajos

posteriores.

Este documento estéd organizado de la siguiente manera. El Capitulo 1 contiene las diferen-
tes definiciones y notaciones de los arreglos Costas, y sus construcciones. En el Capitulo

2 se hace una analogia del primer capitulo pero teniendo en cuenta los conjuntos de Si-
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don. El Capitulo 3 analiza la construccién de Welch con mas detalle. En el Apéndice A
se presentan algunos resultados necesarios de la Teoria de Campos Finitos. El Apéndice
B expone un listado de las construcciones tipo Welch y tipo Golomb. En el Apéndice
C se muestra una tabla con el nimero exacto de arreglos Costas hasta orden 29, y sus

rotaciones, reflexiones y simetrias.
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Capitulo

Arreglos Costas Clasicos

En este capitulo se presentan los conceptos, la notacién y las construcciones de los arreglos

Costas.

1.1. Conceptos, Notacién Y Ejemplos

De fofrma usual se definen:
Sean c Zt [1,n]:={1,2,...,n}, [1,n]* = [1,n] x [1,n], y
[1,n]* :={(i,j) €ZxZ:1<i,j<n}.

Definicién 1.1.1. Un arreglo Costas de orden n es un subconjunto C' de [1, n]2 tal que

ningun par de puntos en C' estd en la misma fila o en la misma columna, y tal que ningin
n : .

par de los (2> segmentos de recta entre pares de puntos en C' son iguales en magnitud y

pendiente, es decir, es libre de paralelogramos.

Algunas definiciones equivalentes de arreglos Costas se muestran a continuacién:

Definicién 1.1.2. Un arreglo cuadrado n x n de puntos y blancos es un arreglo Costas

st satisface:
1.  FExisten n puntos, uno en cada fila y uno en cada columna del arreglo.

n
2. Los (2) segmentos de recta entre pares de puntos difieren en magnitud o pendiente.



Definicién 1.1.3. Sea C' = (Cij)nxn una matriz cuadrada de orden n, con ¢;; € {0,1}.

C es un arreglo Costas de orden n st

1. Eziste un tnico c¢;; = 1 en cada fila y columna.

n
2. Los (2) segmentos de recta entre pares de puntos correspondientes a 1’s son dis-
tintos.
Es decir dados ¢;,j, = Ciyjo = Cigjs = Ciyjs = 1 en C se debe cumplir que

(i — i1, J2 — J1) 7 (1a — i3, Ja — J3) ¥ (12 — @1, J2 — J1) # (i3 — 42, Js — J2)-

Nota 1.1.1. Los 1’s son las coordenadas dadas, convencionalmente la primera coordenada
se ubicard horizontalmente de izquierda a derecha y la segunda coordenada se ubicara ver-
ticalmente de abajo hacia arriba.

Comentario 1.1.1. Si C' C [1, n]2 es un arreglo Costas de orden n, éste puede verse como

una permutacién de [1, n]

C:[L,n] — [1,n]

i — c(7)

con c(i) = j. Asi, C = {(1,¢(1)),(2,¢(2)), ..., (n,c(n))}, donde [c(1),¢(2),...,c(n)], es
llamado vector permutacion.
Observacion 1.1.1. Un arreglo Costas es un conjunto de diferencias distintas, ya que si

dadas (7,¢), (4,¢j) v (k,cx), (1, ¢) en las que la primera componente son iguales entonces

c; —c; # o — ¢, Vi#kyVj#1 Esto se ilustra en la Tabla 1.1.
i 7 Vit kyVj

Observe que en cada diagonal (no principal) las segundas componentes son distintas, de
donde el arreglo formado por las segundas componentes de dichas diagonales se llama
triangulo de diferencias asociado al conjunto C' y la representacion se muestra en la

Tabla 1.2.



(1, Cl) (2, 62) (3, 63) (4, C4) (’i, Ci) (n, Cn)

(0,00 (1,eca—c1) (2,c3—c1) (3,¢ca—c1) (i—1,¢—c1) n—1, ¢, —c1)
(0, 0) (1, 3 —c2) (2, c4 —c2) (i—2, ¢c;i — c2) (n—2, ¢, —c2)
(0, 0) (1, ca —c3) (i -3, ci—c3) (n—3, cn —c3)
(0, 0) (1 —4, ¢; —ca) (n—4, ¢y — caq)
(]-a & szl) (25 Cn Cn72)
(0,0) (1,¢n — cn—1)

(0,0)
Tabla 1.1: Diferencias distintas asociado al conjunto C' = {(1,¢1),(2,¢2), -+, (n, )}

C1 C2 C3 C4 Cn

Cy) — C1 C3 — C9 Cq4 — C3 Cy —C4... Cn — Cpn—1
C3 — C1 Cq4 — C9 Cy — C3... Cp — Cp—2
C4 — C1 Cy — C2 Cp — Cp—3
Ch—1 —C1 Cn —C2
Cp — C1

Tabla 1.2: Tridangulo de diferencias asociado al conjunto C' = {(1,¢1),(2,¢2), -+, (n,c,)}

Ejemplo 1.1.1. El conjunto C' = {(1,1),(2,3),(3,4),(4,2),(5,5)} notado respectivamen-
te como C' = {C1,Cq,C3,Cy,C5} es un arreglo Costas de orden 5, ya que los (;) =10
segmentos de recta asociados con pares de puntos en C' son distintos en magnitud y pen-
diente, como se verifica en la Tabla 1.3.

De otro lado, en las Figuras 1.1 y 1.2 se observa la representacion grafica del conjunto
C, donde se ve que estd libre de paralelogramos. Note que los vectores que tienen igual

magnitud tienen distinta pendiente y viceversa.



Pendiente
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Tabla 1.3: Comparacién magnitud y pendiente de todos los pares de puntos del conjunto

C = {(17 1)) (273)7 (374)’ (47 2)7 (575)}

P N W b~ o
°

Figura 1.1: Representacion grafica del conjunto C' = {(1,1),(2,3),(3,4), (4,2),(5,5)}

N W »~ O

[N

2 3 4 5
Figura 1.2: Representacion grafica del conjunto C' = {(1,1),(2,3),(3,4), (4,2),(5,5)}

Ahora, tomando las (i) =5 posibilidades se tiene:

1. cn=cyy=cu=cpp=1



(2-1,3-1)#£(4-32-4)y(2-1,3-1)#(3-2,4—3)
(1’2) 7é (17_2) y (172) 7& (1’1)

2. c3=cCyu=cp=czp=1
(3—2,4-3)#b—-4,5-2)y(3—-2,4—-3)#(4—-3,2—4)
(171) 7é (173) y (171> 7é (17_2>

3. cii=c3=cgp=c55=1
(B3-1,4-1)#(5-45-2)y(3-1,4—1) % (4—3,2—4)
(273) 7é (173) y (273> 7é (17—2)

4. cnn=cpy=cp=cps=1
(2-1,3-1)#(G-45-2)y(2-1,3-1)#£(4—2,2—3)
(1’2) 7é (173) y (1’2) 7é (27_1)

d. Ci1=cCp3=cC3y=Cs5=1
2-1,3-1)#(G-35-4) y(2-1,3-1)#£(3—2,4—3)
(1,2) # (2,1) y (1,2) # (1,1).

Note que la representacion del arreglo Costas C aplicando la Definicion 1.1.3, se da me-

diante la matriz

0 0
0 0
C=10 1
0
1

0 1
0 0
0 0
1 0
0 0

oSO O O = O

0
0
de donde el vector permutacion asociado a C' es [1,3,4,2,5].

El conjunto de diferencias distintas y el triangulo de diferencias asociado a C se repre-

sentan en las Tablas 1.4 y 1.5



1, 1) (2 3 G, 4 4 2 (5 5
0, 00 (1,2 (23 (3, 1) (4 4
0,00 (1,1 (2-1) (3 2

0,00  (1,-2) (2, 1)

0, 0) (1, 3)

(0, 0)

Tabla 1.5: Tridngulo de diferencias de la permutacién C' = [1,3,4,2,5].

Ejemplo 1.1.2. El conjunto C' = {(1,1),(2,2),(3,4), (4,3), (5,5)} notado ordenadamente
como C = {C4,Cy,C3,Cy, Cs} no es un arreglo Costas de orden 5.
Aplicando la Definicion 1.1.2

Magnitud Pendiente
C2Cs V5 2
o0 V5 !
CsCs V5 !
CiCs V5 2

Tabla 1.6: Comparacion magnitud y pendiente relacionada al conjunto C =

{(1,1),(2,2),(3,4),(4,3),(5,9)}

En la Tabla 1.6 se observa que los vectores formados por los puntos Cs, Cs y Cy, Cs tienen
1gual magnitud y pendiente, de la misma manera que los vectores formados por los puntos
027 C14 Y O?n 05-

Observe la formacion del paralelogramo. Aplicando la definicion 1.1.3



» Sicyg = ¢34 = c43 = ¢35 = 1 entonces (3 — 2,4 —2) = (5 —4,5—3), es decir

(1,1) = (1,1).

Luego no cumple la Definicion 1.1.3.
Note que la permutacion asociada a C' es [1,2,4,3,5].
El conjunto de diferencias distintas y el triangulo de diferencias asociados a C' se repre-

sentan en las Tablas 1.7 y 1.8. Se observa que hay diferencias iguales.

1, 1) (2,2 (3, 4 4, 3) (5 5)
0, 00 (1, 1) (2, 3) (3,2 (4 4)
0, 00 (1,2 (2, 1) (3 3)

(0,00 (1,-1) (2, 1)

0, 0) (1, 2

(0, 0)

Tabla 1.7: Diferencias distintas de C' = [1,2,4,3,5].

1 2 4 3 5
1 2 -1 2
3 1 1
2 3
4

Tabla 1.8: Tridngulo de diferencias de C' = [1,2,4, 3, 5] .

1.2. Construcciones Conocidas

En esta seccién se presentan las construcciones de arreglos Costas conocidas, las cuales in-
volucran el uso de raices primitivas en campos finitos. Para sus demostraciones se usara la
siguiente nota.

Nota 1.2.1. Considere el conjunto C' = {(1,¢(1)), (2,¢(2)),...,(n,c(n))} de puntos en
el reticulo [1,n] x [1,n]. Para demostrar que C' es un arreglo Costas se debe probar lo

siguiente:



1. [e(1),¢(2), .., c(n)] es una permutacién de [1,n].
2. No existen dos pares de puntos
(G, (i), (i + k, c(i + k))}
{(L, (D), U+ K, c(l+ F))}

con 1 # [, cuyos vectores diferencia (k,c(i + k)) — c(¢ k,c(l +k)) —c(l)) sean
# 1, cuy (kyc(i+ k) —c(@) y (k,e(l + k) — (1))

iguales. Es decir, no es posible tener que
cli+k)—c@i)=cll+k)—c(l)

para i, k,l talesque 1 <1 <i4+k<nyl<I<l+k<n.

1.2.1. Construccion De Welch

Sean p un nimero primo y g una raiz primitiva moédulo p.

Teorema 1.2.1. La matriz permutacion W = (w;;) de orden (p — 1) x (p — 1), donde
w;=1&j=g (médp), 1<ij<p—1

es un arreglo Costas. Es decir el conjunto W = {(i,g' (méd p)):1<i<p—1}, esun

arreglo Costas de orden p — 1.

Demostracién. Como g es una raiz primitiva médulo p, entonces [¢g', g2, ..., g?!] es una
permutacién de [1,p — 1], con lo que la Condicién 1 de la Nota 1.2.1 se satisface. Resta

probar que los (p ) vectores diferencia son distintos. Para ello suponga que existen

dos pares de puntos
{(i.g" (méd p)), (i +k,g™" (mod p))}

{1,/ (médp)),(I+Fk ¢ (médp))},

coni [ 1<i<i+k<p—1yl1<I<l+k<p-—1,tal que los vectores diferencia

" —gh) (méd p)) = (k, (¢"* —¢')  (méd p)), de donde

son iguales. Es decir (k, (g

g —g' =g — ¢ (méd p)



g'(¢" =1)=g'(¢" = 1) (mdd p)
vaquel <k <p—1,entonces g* —120 (méd p), y asf se sigue que ¢° = ¢' (méd p),
con lo que

i=1 (médp-—1)

y como 1 <1,l <p—1, se tiene que ¢ = [. O

Ejemplo 1.2.1. Sean p = 11, g = 2. Aplicando la construccion de Welch se obtiene
que W = {(1,2),(2,4),(3,8),(4,5), (5,10),(6,9), (7,7), (8,3),(9,6), (10, 1)} es un arreglo
Costas tipo Welch de orden 10.

En la Figura 1.5 se ilustra el comportamiento de los elementos de W en el reticulo [1,10] X
[1,10], donde se observa que en cada fila y en cada columna hay un sélo elemento, y que

ademds ningun cuatro de ellos forma un paralelogramo.

=
o

N W N O N o ©

[EEY

2 3 45 6 7 8 910
Figura 1.3: [ustracién grafica del arreglo Costas tipo Welch en el reticulo [1,10] x [1, 10].

Nota 1.2.2. En adelante se usard tunicamente la representaciéon grafica asociada a la

Definicién 1.1.2.



1.2.2. Construcciéon De Lempel

Sea ¢ una potencia de un nimero primo y F, el tinico campo finito con ¢ elementos (salvo

isomorfismos). Observe que si a es un generador de [y, entonces

= {al,aQ, LLal? ol = 1}

= {aizlgigq—l},ai%O.

*

Teorema 1.2.2. Para todo q > 2 y « generador de Fy,

el conjunto:
L:={(G,j):a"+a =1,1<14,j <q—2}
es un arreglo Costas de orden q — 2.

Demostracién. Observe que o’ + o’ = 1 equivale a j = log, (1 — a)(  (mdd q)) con lo
quei,jA£q—1(a'=1i=qg—1).
Por lo tanto

L={(ilog,(1—a') (médgq)):1<i<q-—2}.

Es claro ademds que {log, (1 —a’):1<i<q—2} = {1,2,3,...,¢ — 2}, con lo que la

condicién 1 de la Nota 1.2.1 se satisface. Resta probar que los (q 5 > vectores diferencia

son distintos. Para ello suponga que existen dos pares de puntos
{(i,1og, (1 — "), (i + &, log, (1 — a'*)) }

{(1,log, (1 - b)), (1 + k,log, (1 — a”k))}

coni #l1<i<i+k<qg—2y1<Il<l+k<qg—2, tal que los vectores diferencia son

iguales. Es decir
(kv loga(l - ai) - 1Oga<1 - OéH_k)) = <k7 loga(l - al) - 1Ogo¢(1 - al+k))

de donde
log, (1 = a")(1 = a'**)) =log,((1 — a')(1 — a™*F))

(1 o Oéi)(l . Ozl+k) — (1 o Oél)(l o aiJrk)
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% l+k

o+« k

=ol +a't
ak<al o ai) — (al o O./i)
vaquel # k,y of # o', se tiene que o = 1, lo cual no es posible porque 1 < k < ¢—2. O

Ejemplo 1.2.2. Los elementos primitivos de ¢ = 11 son 2,6,7 y 8. A continuacion

se aplicarda la construccion de Lempel para o = 2. Mediante la Tabla 1.9 se muestra la

construccion del arreglo, de donde se tiene que

L = {(1,5),(2,3),(3,2),(4,7),(5,1),(6,8),(7,4),(8,6),(9,9)} es un arreglo Costas tipo

Lempel de tamano 9, como se ilustra en la Figura 1.4

i 1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
21 (méd 11) 2 [4 |8 |5 |10/9 |7 [3 |6 |1
(1—-2) (méd11) |10 |8 |4 |7 |2 |3 |5 |9 |6 |-

j = log,(1 — 2) 5 [3 |2 |7 |1 |8 |4 |6 |9 |——

Tabla 1.9: Construcciéon de arreglo Costas tipo Lempel con ¢ =11 y a = 2

N WA o N 0 ©

=Y

2 3 45 6 7 829

Figura 1.4: Arreglo Costas tipo Lempel en el reticulo [1,9] x [1,9].
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1.2.3. Construccion De Golomb

Sea ¢ una potencia de un niimero primo, F, el tinico campo finito con ¢ elementos (salvo
isomorfismos) y «, 3 elementos primitivos de I, (es decir, generadores del grupo multipli-

cativo Iy = F\ {0}).
Teorema 1.2.3. Para todo q > 2, el conjunto

G:={(,j): "+ =1,1<i,j<q-2}
es un arreglo Costas de orden q — 2.

Demostracién. Note que la condicién o' + 7 = 1 es equivalente a j = logs(1 — o).

Esto obliga a que 7, j sean diferentes de ¢ — 1. Por lo tanto
G={(i,logg(1—0a')): 1 <i<q—2}

siy sélo si o’ = o/ de donde i = j, ya que logg(1 — o) =logg(l — o), 1<1i,j<q—2.
Entonces {logﬁ(l —a):1<i<q-— 2} ={1,2,3,...,g — 2} con lo que la Condicién 1 de

la Nota 1.2.1 se satisface. Resta probar que los (q > vectores diferencia son distintos.

Suponga que existen dos pares de puntos
{(G,logs(1 = @), (i + k, logs(1 — o)) }

{(l7 logﬁ(l - al))v (l + k? 1Ogﬁ(]— - al+k))}
coni #L1<i<i+k<qg—2y1<Il<l+k<qg—2, tal que los vectores diferencia son

iguales. Es decir

(k. logy(1 — ) — logy(1 — ™)) = (k, logs(1 — a) ~ log,(1 — o))

de donde
logg((1 —a)(1 — o)) =logy((1 - a')(1 — a™*))
(I-a)(1-a™) =(1-a)(1-a")
of + ot = ol 4 itk
ool —a') =adl — o
ya quel # i, se tiene que o = 1, lo cual no es posible porque 1 < k < ¢ — 2. O

12



Ejemplo 1.2.3. En la Tabla 1.10 se aplicard la construccion de Golomb para q = 11,
a=2 yp=_8.

i 1 |2 |3 |4 [5 |6 |7 |8 |9 |10
2i(méd11) 2 |4 |8 |5 |10]9 |7 |3 |6 |1
8i(méd11) 8 19 |6 [4 |10(3 |2 |5 [7 |1
(1 —2)(méd11) 108 [4 |7 [2 |3 |5 |9 |6

j = logg(1 — 27) 5 |1 |4 |9 |7 |6 |8 |2 [3 |——

Tabla 1.10: Construccion de arreglo Costas tipo Golomb con ¢ =11, a =2,y § =8.

de donde se obtiene G = {(1,5),(2,1),(3,4),(4,9), (5,7),(6,6),(7,8),(8,2),(9,3)} que es
un arreglo Costas tipo Golomb de orden 9.

La Figura 1.5 muestra la distribucion de los elementos de G en el reticulo [1,9] x [1,9].

N WA o N 0 ©

[y

2 3 45 6 7 829

Figura 1.5: Arreglo Costas tipo Golomb en el reticulo [1,9] x [1,9].

Note que la construccién de Lempel es un caso particular de la construccion de Golomb

tomando o = .

1.3. Otras Construcciones

Lema 1.3.1. Si un arreglo Costas n x n tiene un 1 en alguna de las cuatro esquinas, la

correspondiente fila y columna pueden ser eliminadas, obteniendo un arreglo Costas de

13



orden (n — 1) x (n—1).

Demostracién. Suponga que C,, = {(1,¢(1)),(2,¢(2)),...,(n,c(n))} es un arreglo Cos-

tas de tamano n x n.
= Si(1,1) € C entonces ¢(1) = 1, asi
Co1 = {(2,¢(2)),(3,¢(3)), ... (n,c(n))} — (1,1)
= {(1,e(2) = 1),(2,¢(3) = 1),...;(n—1,¢(n) — 1)}

con lo que el vector permutacién [¢(2) — 1,¢(3) — 1, ..., ¢(n) — 1] determina el nuevo

arreglo Costas.
= Si(n,1) € C entonces ¢(n) = 1, asi
Cn—l = {(17 C(l))v (2’ 6(2))a ) (n> C(n))} - (TL, 1)
= {(1,e(1) = 1),(2,¢(2) = 1),...; (n — 1,¢(n) — 1)}

con lo que el vector permutacién [¢(1) — 1,¢(2) — 1, ..., ¢(n) — 1] determina el nuevo

arreglo Costas.
» Si(1,n) € C entonces ¢(n) = 1, asi
Ch1 = {(2’0(2))7 (376(3))7 ) (nvc<n))} - (1,71)
= {(1’ 6(2))7 (27 0(3))7 e (TL -1, C(”))}

con lo que el vector permutacién [¢(2), ¢(3), ..., ¢(n)] determina el nuevo arreglo Cos-

tas.

» Si(n,n) € C entonces ¢(n) = 1, asi

Cro1 = {(1,¢(1)),(2,¢(2)),....,(n —1,e(n— 1))} — (n,n)
= {(1,¢(1)),(2,¢(2)), ..., (n = 1,e(n — 1))}

con lo que el vector permutacion [¢(1), ¢(2), ..., c¢(n — 1)] determina el nuevo arreglo

Costas.

14



En consecuencia al eliminar la correspondiente fila y columna con ¢;; = 1 en cualquiera
de las cuatro esquinas, la matriz permutacién (n — 1) x (n — 1) resultante no pierde las

propiedades de arreglo Costas de la matriz permutacién de tamano n x n. O

Ejemplo 1.3.1. Dados los siguientes arreglos Costas

» C5={(1,1),(2,5),(3,4), (4,2),(5,3)} en [1,5] x [1,5]. Observe que (1,1) € C. Al
eliminar la fila 1 y columna 1 el conjunto Cy = {(1,4),(2,3),(3,1),(4,2)} es un

arreglo Costas, como se ilustra en la Figura 1.6

N w b~ O
N

-

2 3 4 5

Figura 1.6: Representacién de arreglos Costas C5 = {(1,1),(2,5),(3,4), (4,2),(5,3)} (iz-
quierda) y Cy = {(1,4),(2,3),(3,1), (4,2)} (derecha).

 C5=1{(1,2),(2,3),(3,5),(4,4),(5,1)} en [1,5] x [1,5]. Observe que (n,1) € C. Al
eliminar la fila 5 y columna 1, el conjunto Cy = {(1,1),(2,2),(3,4),(4,3)} es un

arreglo Costas, como se ilustra en la Figura 1.7

N w O
w

[N

2 3 4 5

Figura 1.7: Representacién de arreglos Costas Cs = {(1,2),(2,3),(3,5),(4,4),(5,1)} (iz-
quierda) y Cy = {(1,1),(2,2),(3,4), (4,3)} (derecha).

» C5={(1,5),(2,1),(3,3),(4,4),(5,2)} en [1,5] x [1,5]. Observe que (1,n) € C. Al
eliminar la fila 1 y columna 5, el conjunto Cy = {(1,1),(2,3),(3,4), (4,2)} es un

arreglo Costas, como se ilustra en la Figura 1.8
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N w O

[N

2 3 4 5

Figura 1.8: Representacién de arreglos Costas Cs = {(1,5),(2,1),(3,3),(4,4),(5,2)} (iz-
quierda) y Cy = {(1,1),(2,3),(3,4), (4,2)} (derecha).

w C5={(1,4),(2,1),(3,3),(4,2),(5,5)} en [1,5] x [1,5]. Observe que (n,n) € C. Al
eliminar la fila 5 y columna 5, el conjunto Cy = {(1,4),(2,1),(3,3),(4,2)} es un

arreglo Costas, como se ilustra en la Figura 1.9

N W b~ O
w

A=Y

2 3 4 5

Figura 1.9: Representacién de arreglos Costas C5 = {(1,4), (2,1),(3,3), (4,2),(5,5)} (iz-
quierda) y Cy = {(1,4),(2,1),(3,3), (4,2)} (derecha).

Corolario 1.3.1. De un arreglo Costas de orden p — 1 tipo Welch se obtiene un arreglo

Costas de orden p — 2 eliminando la columna y fila correspondiente a w;j = 1.

Demostracién. Como g?"! =1 (mdd p), se tiene que el punto (p — 1,1) siempre esta
en la esquina inferior derecha del reticulo. Por el Lema 1.3.1. se obtiene un arreglo Costas

de orden p — 2. O

Ejemplo 1.3.2. Conp =17, g = 3 se tiene W = {(1,3),(2,2),(3,6),(4,4),(5,5),(6,1)}
(Welch). Eliminando la columna y fila correspondiente a la esquina (6,1) del reticulo se

obtiene C' ={(1,2),(2,1),(3,5),(4,3),(5,4)}, como se ilustra en la Figura 1.10
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2 3 4 5 6

Figura 1.10: Representacién de arreglos Costas tipo Welch de orden 6 (izquierda) y arreglo
Costas de orden 5 (derecha).

Corolario 1.3.2. Si 2 es una raiz primitiva modulo p entonces de la construccion de

Welch se puede obtener un arreglo Costas de orden p — 3.
Demostracién. Como 2 es rafz primitiva se cumple que 2P~ =1 (mdéd p), pero

20t = 2(2P7%)

= @+

como 271 =1 (mdd p) se tiene que (p —2,p —2) € W.
Asi por el Lema 1.3.1 este punto puede ser eliminado obteniendo un arreglo Costas de

orden p — 3. O

Ejemplo 1.3.3. Con p =11, g = 2 una raiz primitiva modulo 11.

W ={(1,2),(2,4),(3,8),(4,5),(5,10),(6,9),(7,7),(8,3),(9,6), (10, 1)} es un arreglo Cos-
tas de orden 10, de éste eliminando el punto (10, 1) se obtiene un arreglo Costas de orden
9 dado por C = {(1,1),(2,3),(3,7),(4,4),(5,9),(6,8),(7,6),(8,2),(9,5)} y eliminando
(1,1) se tiene C = {(1,2),(2,6),(3,3),(4,8),(5,7),(6,5),(7,1),(8,4)} arreglo Costas de

orden 8, como se ilustra en la Figura 1.11
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9
8
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L' 2 3 45 6 7 8 910
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3 4 56 7 8
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2 3 45 6 7 829

Figura 1.11: Representacién de arreglos Costas tipo Welch de orden 10 (arriba), arreglo

Costas de orden 9 (izquierda) y arreglo Costas de orden 8 (derecha).

Corolario 1.3.3. Cada permutacion ciclica de las filas de un arreglo Costas tipo Welch

es de nuevo un arreglo Costas de orden p — 1.

Demostraciéon. Sean g una raiz primitiva modulo p, b cualquier entero positivo fijo.
Entonces la matriz permutacién (p—1) x (p—1) con w;; = 1 siy solosi j = ¢'™®  (mdd p)
es un arreglo Costas. Se debe probar que la matriz permutacién es un arreglo Costas de

orden p — 1.

Suponga que no es un arreglo Costas entonces se puede encontrar dos pares de puntos de

la siguiente forma

{(’L',Oéi+b), (Z + kZ,OéH_C_HC)}
{(Z,CKZH)), (l + k,&l+c+k)}
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con i # [, de donde
(k, ai+b+k _ O_/H_b) — (k, al+b+k _ al+b)

con 1 <k <p-—2 asf a™(a* — 1) = a'*?(ak — 1), pero o — 1 £ 0 (méd p), luego

ait? = o/t en consecuencia i = [.

Por tanto la matriz permutacién es un arreglo Costas de orden p — 1. O

Ejemplo 1.3.4. En el arreglo Costas de orden 6, W = {(1,5), (2,4), (3,6), (4,2),(5,3),(6,1)}
donde la permutacion asociada es [5,4,6,2,3,1] con p =7 y g =5, al permutar las filas

se obtienen de nuevo arreglos Costas del mismo orden, como se ilustra en la Figura 1.12

5,4,6,2,3,1] — [4,6,2,3,1,5] — [6,2,3,1,5,4] — [2,3,1,5,4, 6]

— [3,1,5,4,6,2] — [1,5,4,6,2,3].

N w N o

N w MO o

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

N w b~ o

N w MO o

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
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Figura 1.12: Permutacién de filas de un arreglos Costas tipo Welch de orden 6, W =
[5,4,6,2,3,1] (arriba izquierda), C' = [4,6,2,3,1,5] (arriba derecha), C' = [6,2,3,1,5,4]
(medio derecha), C' = [2,3,1,5,4,6] (medio izquierda), C' = [3,1,5,4,6,2] (abajo dere-
cha), C' =[1,5,4,6,2,3] (abajo izquierda).

Nota 1.3.1. Las propiedades de un arreglo Costas se conservan bajo la acciéon del grupo

de simetrias del cuadrado (Dy).

Corolario 1.3.4. Si 2 es una raiz primitiva modulo p entonces de la construccion de

Lempel se puede obtener un arreglo Costas de orden p — 3.

Demostracién. (Analoga al Corolario 1.3.2.) O

Ejemplo 1.3.5. Dado el arreglo Costas de orden 9
L={(1,5),(2,3),(3,2),(4,7),(5,1),(6,8),(7,4),(8,6),(9,9)} (ver Ejemplo 1.3.1 con

q =11 y o = 2), eliminando la fila y columna correspondiente al punto (9,9) se obtiene un
arreglo Costas C = {(1,5),(2,3),(3,2),(4,7),(5,1),(6,8),(7,4),(8,6)} de orden 8, como

se iliustra en la Figura 1.13
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Figura 1.13: Representacion de arreglos Costas tipo Lempel de orden 9 (izquierda) y

arreglo Costas de orden 8 (derecha).

Teorema 1.3.1. Si en un arreglo Costas tipo Golomb de orden q — 2 se cumple que

a+ =1 (o y [ no necesariamente distintas), entonces de este se puede obtener un

arreglo Costas de orden q — 3.

Demostracion.

a+pf=1 & pf=1—a
& (l,logﬁ(l — a)) e G(aﬁ)
= (L,logs(3)) € Gap)

= (1, 1) c G(aﬁ).

Asi por el Lema 1.3.1 este punto puede ser eliminado obteniendo un arreglo Costas de

orden q — 3. O

Ejemplo 1.3.6. Para g =7 cona =3 y =05 se tiene a+ =1, luego
G=1{(1,1),(2,3),(3,4),(4,2),(5,5)} es un arreglo Costas de orden 5. Por el Lema 1.3.1
la correspondiente fila y columna al punto (1,1) puede ser eliminado y obtener un arreglo

Costas C = {(1,2),(2,3),(3,1),(4,4)} de orden 4, como se ilustra en la Figura 1.14
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Figura 1.14: Representacién de arreglos Costas tipo Golomb de orden 5 (izquierda) y

arreglo Costas de orden 4 (derecha).

Teorema 1.3.2. Si el campo Fyr tiene dos raices primitivas o y 3, a+ 3 =1, el arreglo
Costas de orden 2% —2 tipo Golomb puede ser reducido a un arreglo Costas de orden 2% —3

y este a su vez en uno de orden 2F — 4.

Demostracién. Sea ¢ = 2!, char(F,) = 2 (Caracteristica 2), entonces (a+ 3)* = o+ 32,

como o+ 3 =1= o+ 3? = 1. Ahora si
» o+ (3 =1 entonces (1,1) € G.
= o’ + (? = 1 entonces (2,logsz(1 — a?)) = (2,10g4(6%)) = (2,2) € G.

Asi por el Lema 1.3.1. los puntos (1,1) y (2,2) pueden ser eliminados obteniendo un arreglo

Costas de orden 2F — 3 y 2¥ — 4 respectivamente. O
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Capitulo

Arreglos Costas Como Conjuntos De Sidon

Especiales

En este capitulo se presenta la definicién y las construcciones de arreglos Costas desde los
conjuntos de Sidon. Y se hace un analisis detallado a la construccién de Welch.

Sea < G, + > grupo conmutativo (Grupo ambiente), notado aditivamente, y S C G.

2.1. Conceptos, Notacion Y Ejemplos

Definicién 2.1.1. El conjunto suma de S, notado S+ S se define como el conjunto de

todas las sumas de dos elementos en S, es decir: S+ S :={a+b:a,be S}.

Dado S = {s1, s2, ..., 5»}, la entrada ij-ésima del conjunto suma esta dada por s; +s;. La

Tabla 2.1 ilustra la representacion para n = 3.

+ S1 S9 S3

S1 S1+ S1 S1 + S2 S1 + S3
S2 S2 + S1 So + So So + 83
S3 S3+ S1 S3 + So 83 + S3

Tabla 2.1: Suma S + S
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Ejemplo 2.1.1. Sea S = {0,1,3,5,7} C Z. La Tabla 2.2 muestra el conjunto S + S de

sumas €s:

+/0 1 3 5 7
0oj01 3 5 7
111 2 4 6 8
313 4 6 8 10
515 6 8 10 12
7|17 8 10 12 14

Tabla 2.2: Sumas.

donde el conjunto suma S+ S ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,10,12,14} .

Definicién 2.1.2. El conjunto diferencia de S, notado S—S' se define como el conjunto

de todas las diferencias de dos elementos en S, es decir: S — S :={a—b:a,be S}.

Dado S = {s1, S2, ..., Sn }, la entrada ij-ésima del conjunto diferencia esta dada por: s; —s;.

La Tabla 2.3 representa las diferencias para n = 3

- S1 S92 S3

S1 S1 — S1 S1 — S9 S1 — S3
S92 S9 — S51 S9 — So S9 — S3
S3 S3 — S1 S3 — S9 S3 — S3

Tabla 2.3: Diferencias S — S

Ejemplo 2.1.2. Sea S ={0,1,3,5,7} C Z. La Tabla 2.4 representa las diferencias de S
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-101 3 5 7

0/0 -1 -3 -5 -7
111 0 -2 -2 -6
313 2 0 -2 4
o5 4 2 0 -2
TI7T 6 4 2 0

Tabla 2.4: Diferencias.

Y el conjunto de diferencias es S — S = {-7,—6,—5,—4,—2,—-1,0,1,2,3,4,5,6,7} .

Definicién 2.1.3. S es un conjunto con diferencias distintas en G si todas las
diferencias de dos elementos diferentes de S son distintos. Es decir si para todo a,b,a’, b €

Scona#bya £V se tiene que
a—b=d —b = {a, b} ={d,V}.

Ejemplo 2.1.3. Sea S ={0,1,3,6,10} C Z.La Tabla 2.5 representa las diferencias de S

- 0 1 3 6 10
0o /0 -1 -3 -6 -10
111 0 -2 -5 -9
313 2 0 -3 -7
6 |6 5 3 0 -4
10110 9 7 4 0

Tabla 2.5: Diferencias distintas de S = {0, 1,3,6,10} .

de donde se verifica que S es un conjunto de diferencias distintas.

Definicién 2.1.4. S es un conjunto de Sidon en G (conjunto By en G) si todas las
sumas de dos elementos de S son distintas. Es decir si para todo a,b,a’,b/ € S se tiene
que

a+b=d +V = {a,b} ={d,b'}.
Ejemplo 2.1.4. EIl conjunto S= {0,2,3,7,20,26} es un conjunto de Sidon en Z ya que

todas las sumas de dos elementos de S son distintas como se ilustra en la Tabla 2.6
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+ 0 2 3 7 20 26
02 3 7 20 26

4 5 9 22 28

6 10 23 29

14 27 33

40 46

52

Tabla 2.6: Sumas distintas de S = {0,2,3,7,20,26} .

Comentarios 2.1.1 Si S es un conjunto finito, con k elementos, se denota |S| = k. Con

esta notacion se puede ver

1. S es un conjunto de Sidon si y sélo si

S+ 5] = (l;>+k: ("“2”) :@,

2. Si en G no hay elementos de orden dos, distintos de cero, S es un conjunto con

diferencias distintas si y sélo si
k
\S—S]:2<2> +1=k(k—-1)+1.

Teorema 2.1.1. Suponga que G no tiene elementos de orden dos'. S es un conjunto de

Sidon en G si y sélo si S es un conjunto de diferencias distintas en G.

Demostracién. (=) Sean a,b,a’, b/ € Scona#byada #1U, talesquesia—b=d -1V
entonces a + 0 = a’ +b.

Como S es un conjunto de Sidon en G se tiene que {a,0'} = {a’, b}.

Ahora, como a # b se debe tener a = a’ y b =10, luego {a,b} = {d’,V'}.

Es decir es un conjunto de diferencias distintas.

(<) Sean a,b,a’, b’ € S tal que sia+b=a + b entonces a —a’' =b—"b.

1@ no tiene elementos de orden dos, significa que (a +a =0 < a =0).
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(i) Sia#d,b#b y como S es de diferencias distintas {a,a’} = {b,0'}.
Luego (a=byd =b)o(a=byad =0).
Sia=bya =¥ entonces a+a=ad +a # 0, luego a = @’ lo cual no es posible.
Por tanto a =0y @’ = by asi {a,b} = {d’,0'}.
(ii) Sia=d, b=10" Es claro que {a,b} = {d’,0'}. O
Lema 2.1.1. Sean (A,+,-) un anillo con identidad y sea A* su grupo de unidades. Si
S C A es un conjunto de Sidon en (A,+), u € A* yt € A entonces

uS+t:={ur+t:xeS}

es un conjunto de Sidon en (A,+).

Demostracion. Suponga que x1,x9, T3, 4 € S son tales que
(uzy +t) + (uzy +t) = (uxs +t) + (uzy + 1),

entonces u(zy + x2) = u(xg + z4). Como u € A*, también =1 + x9 = x3+ x4 y ya que S
es un conjunto de Sidon se sigue que {x1,x2} = {3, 24}, de donde {uz; + t,uzy +t} =

{uzrs +t,uxy +t}. O

Definicién 2.1.5. Un conjunto C' C [1,n]2 es un arreglo Costas de orden n si satisface
las siguientes condiciones:

(1) [Cl=n

(2) Para cada i € [1,n] existe un dnico j € [1,n] tal que (i,j) € C

(3) C es un conjunto de Sidon en el grupo (Z*,+).

Comentario 2.1.2 Las condiciones (1) y (2) permiten identificar al conjunto C' como

una Permutacién de [1,n]. (Biyeccién de [1,n] en [1,n] ).

Ejemplo 2.1.5. El conjunto C' = {(1,5),(2,2),(3,6),(4,1),(5,3),(6,4)} es un arreglo
Costas de orden seis.

La permutacion asociada es

123456
52 6 1 3 4

maentras que el conjunto de diferencias se representa en la Tabla 2.7
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— (1,5 (2,2 (3,6) 4,1) (5,3 (6,4)
(1,5) | (0,0)  (1-3) (2,1) (3-4) (4-2) (51
(2,2) | -1,3) (0,00 (1,4) (2-1) (3,1) (4,2
(3,6) | (-2-1) (-14) (0,0) (1,-5) (2,-3) (3,-2)
4,1) | (-34)  (-2,1) (-1,5) (0,0) (1,2) (2,3)
(5,3) | (-42) (-3-1) (-2,3) (-1-2) (0,0) (1, 1)
(6,4) | (-5,1)  (-4-2) (-3,2) (-2,-3) (-1,-1) (0,0)
Tabla 2.7: Diferencias distintas de C' = {(1,5), (2,2), (3,6), (4,1), (5,3),(6,4)}

Lema 2.1.2. Sea (F,+,-) un campo y sean x,y,u,v € F. Entonces ry = uv y x+y = u+v

sty solo six=u,y=v oxr=0v,y=u.

Demostracién. (<) Inmediata.
(=)SiP=xy=uv, T =2x+y=u+ v, entonces x,y y u,v son raices del polinomio

Z2~TZ+P=(Z-2)(Z—-y)=(Z—u)(Z—v),dedonde z =u,y =voxr=v,y=u [0

2.2. Construccion General De Welch

Sean p un primo, y « una raiz primitiva médulo p.
Teorema 2.2.1. Los conjuntos:

1. Wilp,a) :={(i,a"):i=1,2,...,p— 1}

2. Wlia,p):={(a%i):i=1,2,...,p—1}

son conjuntos de Sidon con p —1 elementos en (Zy—1 X Zp,+) y (Zp X Zp—1,+), respecti-

vamente.
Demostracion. Sean p, a fijos.

1. Primero se probara que |Wi(p,a)| =p — 1.

Si (i,a%)= (j,a’); con 1 < i,5 < p — 1, entonces
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i=7 (médp-—1)
i—j=j—i=0 (médp—1)
(p—1) divide a |i — j|

entonces ¢ — j = 0 de donde 7 = j.
Se debe probar que Wi(p, @) es un conjunto de Sidon en Z,_; x Z,. Sea
(i, ")+ (j,a?) = (k,a*)+ (I,a!) en Z,_1 X Z,, luego (i+j,a'+a) = (k+1,aF+a')
de donde
i+j=k+1 (médp-—1),

asi que en 7Z,,

it = okt
es decir
ool = ool (2.1)
Por otro lado en 7Z,
of + ol =af +al. (2.2)

De (2.1) y (2.2), por el Lema 2.1.2, {a/, o’} = {a*,a'} y también {i,j} = {k,1}.
Por tanto {(i,a), (j,a?)} = {(k,a"), (,a!)} , asi Wi(p, @) es un conjunto de Sidon

en Zy—1 X L.

La demostracion es anédloga. OJ

Como el grupo de unidades (Z,—1 x Z,) es

(Zpy X Zp)" = Zp | XL,

= {(u7v)1§u<p_171Svﬁp—l,mcd(u,p—l):1}7

por el Lema 2.1.2 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.2.1. Para todo (u,v) € (Zy,—1 X Zy)*, los conjuntos

1.

Wl(}?,Of,U,’U) = {(UZ','UOéi) 1< < p— 1} = (’LL, U)W1<p7 Oé),
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2. Wlp,a,v,u) ={(vat,ui):1<i<p—1} = (v,u)Wl(p,a).

son conguntos de Sidon con p — 1 elementos en (Zy,—1 X Zp,+) y en (Zy X Zy_1,+) res-

pectivamente.

Nota 2.2.1. Como Wi(p, o) C Z, 1 X Z3, y [Wi(p, )| = p— 1, y también < a >,= Z7,
es claro que Wi(p, «) corresponde a la construccién de Welch (Seccién 1.2). Esto también

es valido para W (p,a) y para cada uno de los conjuntos del Corolario 2.2.1.

Ejemplo 2.2.1. Sea p =7 y o = 3, v € [1,6], med(u,6) = 1, v = {1,5}, v € [1,6].
Entonces se tienen los siguientes arreglos Costas de orden 6, tipo Welch, como se muestra

en la Tabla 2.8

ul v | W(7,3,u,v) Permutacion Transpuesto
1| (i,1-39: (1,3), (2.2), (3,6), (4,4), (5,5), (6,1) | [3,2,6,4,5.1] (6,2,1,4,5,3]
2| (4,2 39): (1,6), (2,4), (3,5), (4,1), (5,3), (6,2) | [6,4,5,1,3,2] 4,6,5,2,3,1]
31 (4,3-3: (1,2), (2,6), (3,4), (4,5), (5,1), (6,3) | [2,6,4,5,1,3] [5,1,6,3,4,2]
14| (,4-3): (1,5), (2.1), (3.3), (4,2), (5.6), (6,4) | [5,1,3,2,6,4] [2,4,3,6,1,5]
51 (i,5-3%): (1,1), (2,3), (3,2), (4,6), (5,4), (6,5) | [1,3,2,6,4,5] [1,3,2,5,6,4]
6 | (i,6-3%): (1,4), (2,5), (3,1), (4,3), (5,2), (6,6) | [4,5,1,3,2,6] [3,5,4,1,2,6]
1| (56,1-37): (5,3), (4,2), (3,6), (2.4), (1,5), (6,1) | [5,4,6,2,3.,1] [6,4,5,2,1,3]
2 | (5i,2-3Y): (5,6), (4,4), (3,5), (2,1), (1,3), (6,2) | [3,1,5,4,6,2] [2,6,1,4,3,5]
3| (54,3-3%): (5,2), (4,6), (3,4), (2,5), (1,1), (6,3) | [1,5,4,6,2,3] [1,5,6,3,2,4]
51 4| (5i,4-3Y): (5,5), (4,1), (3,3), (2,2), (1,6), (6,4) | [6,2,3,1,5,4] [4,2,3,6,5,1]
5| (5i,5-3%): (5,1), (4,3), (3,2), (2,6), (1,4), (6,5) | [4,6,2,3,1,5] [5,3,4,1,6,2]
6 | (5i,6-3%): (5,4), (4,5), (3,1), (2,3), (1,2), (6,6) | [2,3,1,5,4,6] [3,1,2,5,4,6]

Tabla 2.8: Construccién de arreglos Costas de orden 6, tipo Welch, con p =7y a = 3.

Observaciones Sea Wi («) en lugar de Wi(p, ) y Wi(8) en lugar de Wi(p, 3)
I) Sean «, (8 raices primitivas mddulo p (a # ), los conjuntos
Wi(a) = {(i,ozi) 1=1,2,...p— 1} ,

Wi(B) :={(i,5"):i=1,2,..p—1}
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estdn relacionados de la siguiente forma
Wi(8) = (u,v)Wi(e),
donde (u,v) = ((log,(8)) ™, 1) € (Zp-1 x Z)", (u,v)™" = {(log,(8)), 1)}, asf
Wi(a) = (log, (), 1)W1 (B),

Wi(B) = (1Og,3(0‘)a Wi (o).
Es decir todo elemento de Wi («) es elemento de Wi () y viceversa.

Sea (j,) € W1(83), con i = (logz()) ™4, es decir j = (logg(cv))i con lo que

(G,) = ((logg(a))i, sl @)

De la misma manera los conjuntos
Wi (@) == {(i,a") :i=1,2,..p— 1},

WE(B) = {(i,8):i=1,2,..p—1},

estan relacionados mediante
W (B) = (v,u)W (a),

donde (u,v) se defini6 anteriormente.
Comentario 2.2.1. El cambio de la raiz primitiva es equivalente a multiplicar por

una unidad adecuada.

Ejemplo 2.2.2. Sea p=7y =05, u € [1,6], med(u,6) =1, u € {1,5}, v € [1,6].
Entonces se tienen los siquientes arreglos Costas de orden 6 tipo Welch, como se

muestra en la Tabla 2.9

Se observa que los vectores permutacion obtenidos en este ejemplo pueden obtenerse
de los vectores permutacién del Ejemplo 2.2.1. multiplicando cada conjunto por la

unidad adecuada. Analogamente para los vectores transpuestos.
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permutacién

Transpuesto

—
o S T SR

5.4,6,2,3,1
3,1,5,4,6,2
1,5,4,6,2,3
6,2,3,1,5,4
4,6,2,3,1,5
2,3,1,5,4,6

6,4,5,2,1,3
2,6,1,4,3,5
1,5,6,3,2,4
4,2,3,6,5,1
5,3,4,1,6,2
3,1,2,5,4,6

ot
o B T R

3,2,6,4,5,1
6,4,5,1,3,2
2,6,4,5,1,3
5,1,3,2,6,4
1,3,2,6,4,5

[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
4,5,1,3,2,6

]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]

6,2,1,4,5,3
4,6,5,2,3,1
5,1,6,3,4,2
2,4,3,6,1,5
1,3,2,5,6,4

[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[3,5,4,1,2,6

]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]

Tabla 2.9: Construcciéon de arreglos Costas de orden 6, tipo Welch, con p =7y § =5.

1) En (Zy—1 X Zyp,+,-) anillo conmutativo con unidad.

=ep-Dp-1)=20-1) >4

Asi por lo menos hay 4 unidades (£1,41), lo que significa que hay al menos 4

Sio(p —1) > 2, entonces |(Zy—1 X Zy)

arreglos Costas.

W1<Oé) = (1,1

)
) .
rotaciones 90°, 180°, 270°, 360°.
)
)

Al igual que

Wl(a) = (1,1

> rotaciones 90°, 180°, 270°, 360°.

IIT) De unidades distintas se obtienen conjuntos distintos. Es decir
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(Ul,Ul)Wl(Oé) = (UQ,UQ)Wl(Oé> = (Ul,U1> = (UQ,UQ).

Demostracién. (<) Inmediato.

(=) Suponga que (uy,v1)Wi(a) = (ug, v2) Wi ()

e i=p—1,comou(p—1)=p—1(p—1leselceroenZ, 1)y ol =1, esto
es v1(aP™!) = v;. Luego
(p = Loon) = (ur,v1)(p = 1,077") € (ur,v1)Wi(a) = (uz, v2)Wi(a), luego

(p — 1,v1) = (ugj, v207) es posible sélo si j = p — 1y asi vy = v1.

o i =1,  (u,v)(l,) € (ug,v1)Wi(a) = (ug,va)Wi(a), luego (ug, 1) =

(u2],v207) y como vy = vy, se tiene que j = 1y asf uy = uy.
Por tanto (uq,v1) = (uz, v2). O

Ejemplo 2.2.3. Se puede observar que en los Ejemplos 2.2.1 y 2.2.2 con unidades

distintas se obtuvo conjuntos distintos.

IV) Para todo primo p > 3 los conjuntos Wi(p, &) no son simétricos.

Demostracién. Sean Wi(«a)y Wi () tales que Wi(a) = {(i,0") : i =1,2,...,p— 1}
y Wl(a)={(a?,j):j=1,2,...p— 1}. Suponga que Wi(a) = W] (a),

como (1, ) € Wi(«), debemos tener que (1,a) = (a7, j) paraalgin j = 1,2, ...,p—1,
entonces &/ =1l ya=7j,estoesj=p—1=a.

Como p—1 = —1 (mdd p), se tiene que @ = —1 es raiz primitiva médulo p, y
como para todo primo p se cumple (—1)> =1 (méd p) , entonces p = 3.

Esto significa que para todo primo p > 3, los conjuntos Wj(p, @) no son simétri-

COS. ]

arreglos Costas

CONCLUSION. Para todo primo p hay ¢(p—1)(p—1) = (Zp—1 X Zy)*

tipo Welch de orden p — 1. Similarmente hay (p — 1)p(p — 1) = |(Zp x Zy-1)*| arreglos
Costas tipo Welch transpuestos de orden p — 1. En total hay al menos 2p(p — 1)(p — 1)
arreglos costas de orden p — 1. Es decir, si C(n) cuenta el nimero total de arreglos Costas

de orden n, entonces C(p — 1) > 2(p — 1)p(p — 1), para todo primo p > 3.
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2.3. Construcciéon General De Golomb (Lempel)

Sea ¢ potencia prima, IF, el campo con ¢ elementos, o y 3 elementos primitivos en F,

(ay B generadores de F}), a € F;, <a>=F;y<g3>=F,.

Teorema 2.3.1. G(q,a, 3,a) := {(k,logg(a — o*)) : k € [1,q — 2] ,0* # a}, donde a=a',

es un conjunto de Sidon con q — 2 elementos en el grupo aditivo

Zq—l XZq_lE [O,q—Q] X [0,(]—2]

k

Demostracién. Sean i,j, k,l € [1,q—1],a%, a’, o, a! todos distintos de a y suponga

(i,logg(a — o)) + (4,1ogg(a — a’)) = (k,logg(a — a¥)) + (I, logg(a — a'))
de donde

i+j=k+1 (médqg—1). (2.3)
Del mismo modo

logg(a — o) +logg(a — of) = logz(a — oF) +logg(a — of)  (méd ¢ — 1)
logg [(a — o) (a — a’)] = logs [(a — a¥)(a —a')]  (méd ¢ — 1)

como logg es inyectiva en F se satisface

(a—a')(a—a?) = (a—a¥)(a—a)

a? —aa’ — add + o™ = a? — aal — adk + oFH,
Por (2.3) se tiene
oiti = Rt
—a(d' +o?) = —a(d® +ah)
o +of =af + o (2.4)
ya que a # 0. Por otro lado, de (2.3) se sigue
o'l = aFal. (2.5)

en 7. De (2.4) y (2.5) por el Lema 2.1.2, {a’, 0/} = {a*, o'} y asi {i,j} = {k,1}.
Por tanto G(q, o, 3,a) es un conjunto de Sidon de orden g — 2. |
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Corolario 2.3.1. G(q,«, 3,1) es un arreglo Costas de orden q — 2.

Demostracién. Sea

G(q,0,8,1) = {(1,1ogs(1 — @), (2, logs(1 — @?)), ... (q — 2, logs(1 — a?7?)) },

Glq,a,8,1) =

{(Llogg(a — ), (2,logs(a — a?)),..., (¢ = 2,logg(a — a?7?)), (¢ — 1, logg(a —a®™")) }. O

Ejemplo 2.3.1. Sea q = 3% y o una raiz de x> +x + 2 y 3 = 2a+2. En las Tablas 2.10

y 2.11 se muestran las potencias o* y 3% cuando k recorre todo [1,8].

k 1 2 3 4 b} 6 7 8

a «Q 20+1 | 20+2| 2 20 a+2 | a+1 |1

Tabla 2.10: Potencias de la raiz « del polinomio x? + x + 2, cuando k recorre todo [1, §]

k 1 2 3 4 ) 6 7 8

3k 2042 | a+2 | « 2 a+1l | 2a+1| 2a 1

Tabla 2.11: Potencias de la raiz 8 = 2a + 2 cuando k recorre todo [1, §]

Por lo tanto G (q,«, 3) = {(1,6),(2,3),(3,2),(4,4),(5,5),(6,1),(7,7)} es un arreglo Cos-

tas de orden 7.

Nota 2.3.1. En la construccion de Golomb con o = [ se obtiene la construccién de

Lempel.

Teorema 2.3.2. L(q,,a) := {k,loga(a —ak):kell,g—2],a" # a} , donde a=a', es

un conjunto de Sidon con q — 2 elementos en el grupo aditivo
Zq—l X Zq—l = [O,q—Q] X [O,q—Q] .
Demostracién. Andloga a la construccion de Golomb con o = (3. ]

Corolario 2.3.2. L(q,,1) es un arreglo Costas de orden q — 2.
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Demostracién. Aniloga a al Corolario 2.3.1 con o = f3. ]

Ejemplo 2.3.2. Sean ¢ = 3%, o una raiz de x> + x + 2 entonces F, = Fsy(a) y F,* =
<l+a>.

En la Tabla 2.12 se muestran las potencias o* cuando k recorre todo [1,8].

k 1 2 3 4 b} 6 7 8

a «Q 20+1 | 20+2] 2 2 a+2 | o+l |1

Tabla 2.12: Potencias de la raiz « del polinomio ? + x + 2 cuando k recorre todo [1, §]

Por lo tanto L (q,a) = {(1,2),(2,1),(3,6), (4,4),(5,7),(6,3),(7,5)} es un arreglo Costas
de orden 7.
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Capitulo

Conclusiones

Este capitulo presenta las conclusiones de este trabajo.

= Los conjuntos:

1. Wilp,a) :={(,a"):i=1,2,...p—1}

2. Wi(a,p) :={(aii):i=1,2,...p—1}
son arreglos Costas con p — 1 elementos.
» Para todo (u,v) € (Z,_1 X Z,)*, los conjuntos

L. Wl([),Of,U,U) = {(U,’L',UO/) 1< < p—= 1} = (U,U)Wl(p, (1/),

2. WI(p, o, v,u) = {(val,ui) : 1 < i < p— 1} = (0,0) W7 (p, ).
son arreglos Costas con p — 1 elementos.

= Los conjuntos

Wia) :={(,a"):i=1,2,..p— 1},
Wi(B) = {6 :i=1,2,..p—1}
estan relacionados de la siguiente forma
Wl(ﬁ) = (U,, 'U)W1<Oé),
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De la misma manera los conjuntos
Wi(a) = {(i,a"):i=1,2,...p—1},

WE(B) = {5 i=1,2,..p—1},
estan relacionados mediante
WT(B) = (v,u)W] (a)

donde (u,v) = ((1og,(8)) 1, 1) € (Zy-1 X Z,)"
Es decir el cambio de la raiz primitiva es equivalente a multiplicar por una unidad

adecuada.

En (Z,—1 x Z,,+,-) anillo conmutativo con unidad.
Si p(p—1) > 2, entonces |(Z,_; X Zp)‘*: ep—1)(p—1) > 2(p—1) > 4. Asi por lo

menos hay 4 unidades (£1, 1), lo que significa que hay al menos 4 arreglos Costas.

De unidades distintas se obtienen conjuntos distintos. Es decir

(u1,v1)Wi(a) = (ug, v2)Wi(a) & (ur,v1) = (ug,vz).

Para todo primo p > 3 los conjuntos Wi (p, ) no son simétricos es decir W # W7,

Para todo primo p hay o(p—1)(p—1) = |(Zp_1 X Zp)*’ arreglos Costas tipo Welch
de orden p — 1.
Similarmente hay (p — 1)¢(p — 1) = [(Z, x Z,1)*| arreglos Costas tipo Welch

transpuestos de orden p — 1.

En total hay al menos 2p(p — 1)(p — 1) arreglos costas de orden p — 1. Es decir
si C(n) cuenta el nimero total de arreglos Costas de orden n, entonces C(p — 1) >

2(p—1)p(p — 1), para todo primo p > 3.

Cada permutacion ciclica de las filas de un arreglo Costas tipo Welch es de nuevo

un arreglo Costas de orden p — 1.
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Apéndice

Campos Finitos

En este apéndice se presentan algunas definiciones y resultados bésicos de la teoria de
campos finitos necesaria para el desarrollo de este trabajo. Algunos de los resultados que se

presentan no tienen su respectiva demostracion, pero sus pruebas pueden ser consultadas

en [7, Cap.ly 2.

A.1. Campos Finitos Y Subcampos

Un campo finito, es un anillo con identidad 1 # 0 tal que sus elementos no nulos forman un
grupo abeliano bajo la multiplicacién y tiene un niimero finito de elementos. Los campos
de clases residuales Z/(p) son nuestros primeros ejemplos de campos finitos, esto es, de
campos que contienen unicamente finitos elementos. A continuacién presentamos algunos

resultados bésicos de la teoria de campos finitos.

Definicién A.1.1. Para un primo p, sea F, el conjunto {0,1,...,p—1} de enteros, y
sea ¥ : Z/(p) — F/(p) la aplicacion definida mediante ¥(|a]) = a, paraa =0,1,...,p—1.
Entonces ), dotado con la estructura de campo inducida por 1, es un campo finito,

llamado el campo de Galois de orden p.

Teorema A.1.1. Sea p un nimero primo y q potencia prima,

(a) SiF es un campo finito con caracteristica p,entonces |F| = p", donde n es el grado

de IF sobre un subcampo primo I,
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(b) Para todo entero positivo n, existe un campo finito con q" elementos, ademds cual-
quier campo finito con q" elementos es isomorfo al campo de descomposicion de

n
x? —x, sobre .

(c) SiF es un campo finito con q elementos, entonces para todo o € F se cumple que

al = q.

Por tanto, si F es un campo con ¢ elementos, donde ¢ es una potencia prima de la
caracteristica, y I es una extension finita de I de grado h, entonces L. se denota por Fn,
que consiste de las rafces de 24" — x, sobre F,,.

Ahora, los subcampos de un campo finito F,», estdn caracterizados por los divisores

positivos de h.

Teorema A.1.2 (Criterio de subcampos). Sea Fu, el campo finito con ¢" elemen-
tos. Entonces todo subcampo de Fn tiene orden q?, donde d es un divisor positivo de h.
Reciprocamente, si d es un divisor positivo de h, entonces existe exactamente un subcampo

de Fn con q? elementos.

Ejemplo A.1.1. Los subcampos de Fsa2, estan determinados por los divisores positivos

de 42 y se relacionan mediante el siguiente diagrama.
Faa — Fue
NN
F.7 Foo1
Fo2 Feo
NN
Fs — Fg
Figura A.1: Subcampos de Fya.
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A.2. El Grupo De Unidades De Un Campo Finito

Para un campo finito F,, denotamos mediante F; al grupo multiplicativo de los elementos

no nulos de F,. El siguiente resultado enuncia una propiedad 1til de este grupo.

Teorema A.2.1. Para todo q potencia prima, el grupo multiplicativo Iy es ciclico.

Demostracién. Asumiendo que ¢ > 3, sea h = ¢ — 1 = p}'py* - - - pi™ la descomposicién
en factores primos del orden del grupo Fy.

Para cada 0 < i < m, el polinomio /7" — 1, tiene a lo mas h/p; raices en F, y como
h/p; < h, se sigue que existe un elemento no nulo a; en F, que no es raiz de este polinomio.
Considérese el elemento b; = a?/ 7" Notese que b} C = 1, de esta manera el orden de b; es

un divisor de p;* y es por tanto de la forma p;*, donde 0 < s; < r;. por otro lado

ri—1

pPi _ a?/pi £1

(2

y asi el orden de b; es p;'. Para terminar, se vera que b = byby - - - b, tiene orden h.
Argumentando por contradiccién, supongase que el orden de b es un divisor propio de h
y de esta forma,un divisor de al menos uno de los enteros h/p;, 1 < i < m. Sin perdida

de generalidad, supéngase que h/p;. Entonces

bfll/mbg/m . bf«n/pl — ph/im — 1

Ahora, si 2 < i < m, entonces p}’ divide a h/p; y asi b?/pl = 1. Luego b}f/pl =1, lo cual
implica que el orden de b divide a h/p;, que no es posible dado que el orden de b es pi'.

por tanto, Iy es un grupo ciclico generado por b. O

Un generador del grupo ciclico Fy, como b en el Teorema anterior se llama un elemento
primitivo de [F,. Ademas, un polinomio f € [ [z] de grado m > 1, se llama un polinomio
primitivo sobre [y, si es el polinomio minimal sobre I, de un elemento primitivo de
[F;". El siguiente Teorema muestra que un elemento primitivo es también un elemento que

sirve para definir a [F;,, como una extensiéon de uno de sus subcampos.

Teorema A.2.2. Sean, F, un campo finito y F Z una extension finita de IF,. Entonces IFZ‘

es una extension simple de F, y s1 & es un elemento primitivo de IFZ, entonces ]F‘gZ =T, ().
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A.3. Polinomios Sobre Un Campo Finito

Dado un polinomio p(z) irreducible sobre F, de grado m, es importante notar, que a
diferencia de los polinomios sobre un campo de caracteristica cero, es suficiente extender
[F, con una raiz de p(z) para obtener el campo de descomposicién de p(x) y sus m raices

estan dadas de manera particular.

Teorema A.3.1. Sip(z) es un polinomio irreducible de grado m, sobre F,, entonces p(x)
tiene una raiz o en ', Mds ain, todas las raices de p(x) son simples y estan dadas por

. . 2 m—1
los m elementos distintos o, a9, ..., af de "

Teorema A.3.2. Sean, p(x) un polinomio irreducible sobre F, de grado n y k € N.

Entonces p(x) se descompone en d polinomios irreducibles en F (x|, del mismo grado

n/d, donde d = med(n, k).

Una consecuencia inmediata es que p(z) € Fy[z], sigue siendo irreducible sobre F si y

sélo si med(n, k) = 1.
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Apéndice

Lista De Arreglos Costas Tipo Welch Y Tipo
Golomb

Este apéndice presenta algunos resultados importantes obtenidos en el desarrollo de este
trabajo, en especial, se hizo un estudio a fondo de las construcciones de arreglos Costas
tipo Welch y Golomb usando las unidades.

A continuacién se describira el proceso a seguir en las siguientes secciones

a) Dado un primo p o una potencia prima ¢ se debe encontrar los elementos primitivos

del campo determinado (Funcién ¢ Euler).

b) Aplicar la construccién a partir de los elementos primitivos, como se muestra en las

Tablas B.1 a B.4, y B.9 a B.18.

¢) Escoger un vector permutacién generado por algun elemento primitivo y multipli-
carlo por las unidades correspondientes, como se muestra en las Tablas B.5 a B.8 y

B.19.

B.1. Arreglos Costas Tipo Welch En Z, | x Z,.

Ejemplo B.1.1. Con p = 11, los elementos primitivos de Zq, son 2,6,7 y 8. A continua-

cion se aplicard la construccion de Welch para
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= a=2 We ={(1,2),(2,4),(3,8),(4,5),(5,10),(6,9),(7,7),(8,3),(9,6), (10, 1)}

i 1 (2 [3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
2i(méd11) 2 |4 |8 |5 |10]9 |7 |3 |6 |1

Tabla B.1: Construccién de Welch con p =11y o = 2.

s o= 6. W = {(1,6),(2,3),(3,7), (4,9), (5,10), (6,5), (7,8), (8,4),(9,2), (10, 1)}

i 1 |2 [3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
6'(méd11) 6 [3 |7 |9 |10 |5 |8 |4 |2 |1

Tabla B.2: Construccién de Welch con p =11y a = 6.

na="T7 We={(1,7),(2,5),(3,2),(4,3),(5,10), (6,4),(7,6),(8,9),(9,8), (10, 1)}.

i 1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
7i(méd11) 7 |5 |2 |3 |10 |4 |6 |9 |8 |1

Tabla B.3: Construccién de Welch con p=11y a =T.

s 0 =8 Wi ={(1,8),(2,9), (3,6), (4,4), (5,10), (6,3), (7,2), (8,5), (9, 7), (10, 1)}.

i 1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
8'(méd11) 8 |9 |6 |4 |10 |3 [2 |5 |7 |1

Tabla B.4: Construccién de Welch con p =11y a = 8.

El grupo de unidades en Zyg X Zy, estd determinado por
U(Zyo x Z11) ={1,3,7,9} x {1,2,...,10},

para un total de 40 unidades.
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Unidad | Vector permutacion

1,1) Wy =12,4,8,5,10,9,7,3,6,1]
[4,8,5,10,9,7,3,6,1,2]
[6,1,2,4,8,5,10,9,7,3]
[8,5,10,9,7,3,6,1,2,4]
[10,9,7,3,6,1,2,4,8,5]
[1,2,4,8,5,10,9,7,3, 6]
[ ]
[ ]
[ |
[ ]

3,6,1,2,4,8,5,10,9,7
5,10,9,7,3,6,1,2,4,8

7.3,6,1,2,4,8,5,10,9

9,7,3,6,1,2,4,8,5,10

Wz = [7,5,2,3,10,4,6,9,8,1]
3,10,4,6,9,8,1,7,5,2]
[10,4,6,9,8,1,7,5,2,3]
6,9,8,1,7,5,2,3,10, 4]
[2,3,10,4,6,9,8,1,7, 5|
9,8,1,7,5,2,3,10,4, 6]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

5,2,3,10,4,6,9,8,1,7
1,7,5,2,3,10,4,6,9,8

8,1,7,5,2,3,10,4,6,9

4,6,9,8,1,7,5,2,3,10

W) = [8,9,6,4,10,3,2,5,7,1]
5,7,1,8,9,6,4,10,3,2]
2,5,7,1,8,9,6,4,10,3]
[10,3,2,5,7,1,8,9,6,4]
7,1,8,9,6,4,10,3,2, 5]
4,10,3,2,5,7,1,8,9,6]
L 1
[ ]
[ )
[ 1

,8,9,6,4,10,3,2,5,7
9,6,4,10,3,2,5,7,1,8
6,4,10,3,2,5,7,1,8,9
3,2,5,7,1,8,9,6,4,10

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
W) =1[2,4,8,5,10,9,7,3,6,1] | (
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

Tabla B.5: Multiplicacién de un Costas tipo Welch en Z,q x Z1; por las unidades.
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W) = [6,3,7,9,10,5,8,4,2, 1]
[1,6,3,7,9,10,5,8,4,2]
7,9,10,5,8,4,2,1,6, 3]
2,1,6,3,7,9,10,5,8, 4]
8,4,2,1,6,3,7,9,10, 5]
3,7,9,10,5,8,4,2,1, 6]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

Wia) = [2,4,8,5,10,9,7,3,6, 1]

9,10,5,8,4,2,1,6,3,7
4,2,1,6,3,7,9,10,5,8
10,5,8,4,2,1,6,3,7,9
5,8,4,2,1,6,3,7,9,10

P B2 BB AN B2l B2 ENUZN RS BNy N

mlo || Nl |w| |~

=
=

OO v | v vl v | v|lv|l©v

—_~ |~~~ ~ |~~~ |~ ]~

Tabla B.6: Continuaciéon Tabla 3.5

B.2. Arreglos Costas Tipo Welch En Z, x Z,_;.

Ejemplo B.2.1. Del Ejemplo B.1.1 se tiene

Wy = {(1,10),(2,1),(3,8),(4,2),(5,4),(6,9), (7.7), (8,3),(9,6), (10,5)},
Wy = {(1,10),(2,9),(3,2),(4,8),(5,6),(6,1),(7,3),(8,7),(9,4), (10,5)},
Wi ={(1,10),(2,3),(3,4),(4,6),(5,2),(6,7),(7,1),(8,9), (9,8), (10,5)},
Wi = {(1,10),(2,7),(3,6), (4,4), (5,8),(6,3),(7,9),(8,1),(9,2), (10,5)}.
El grupo de unidades en Zyy X Zyg es U(Zy1 X Zyo) = {1,2, 10} x{1,3,7,9}, para un

total de 40 unidades.

Unidad| Vector permutacién

(1,1) W(E) =[10,1,8,2,4,9,7,3,6,5]

(1,3) W(7 [10,3,4,6,2,7,1,9,8,5]

(1,7 W(S) [10,7,6,4,8,3,9,1,2,5]
W(:g) =[10,1,8,2,4,9,7,3,6,5] | (1,9) W(6 [10,9,2,8,6,1,3,7,4,5]

(2,1) [9,10,7,1,3,8,6,2,5,4]

(2,3) [7,10,1,3,9,4,8,6,5,2]

(2,7) [3,10,9,7,1,6,2,4,5, 8]

(2,9) [1,10,3,9,7,2,4,8,5,6]

Tabla B.7: Multiplicacion de un Costas tipo Welch en Z1; X Z1( por las unidades.
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Tabla B.8: Continuaciéon Tabla 3.7
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B.3. Arreglos Costas Tipo Golomb En Z, | X Z,_,.

Ejemplo B.3.1. Con q = 11, los elementos primitivos de Z11 son 2,6,7 y 8. A continua-

cion se aplicard la construccion de Golomb para

» o =3 =2. (Lempel)
G(2,2) = {(17 5)7 (27 3>’ (37 2)7 (47 7)7 (57 1)) (67 8)7 (77 4)7 (87 6>’ (97 9)}

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
24 (méd11) 2 4 8 5 10 |9 7 3 6 1
(1 —21)(méd11) 10 |8 [4 |7 |2 |3 |[5 |9 |6 |-
j = log,(1 — 21) 5 |3 |2 |7 |1 |8 |4 |6 |9 |-
Tabla B.9: Construccién de Golomb con ¢ =11, a = 3 = 2
» a = =06. (Lempel)
G(6,6) = {(17 1)a (2a 4)7 (37 6)7 (47 2)7 (5a 9)7 (67 3)7 (77 8)7 (Sa 7)7 (97 5)}
7 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
6'(méd11) 6 [3 |7 |9 |10 |5 |8 |4 |2 |1
(1 —6%)(méd11) 6 |9 |5 |3 |2 |7 |4 |8 |10 |-
j = logg(1 — 6%) 1 |4 |6 |2 |9 |3 |[8 |7 |5 |-
Tabla B.10: Construccion de Golomb con ¢ =11, a = =6
» o= ="7. (Lempel)
G'(7,7) = {(17 2)7 (27 1)? (37 5)7 (47 8)? (57 3)) (67 9)7 (77 7)7 (87 4)7 (97 6)}
1 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
7i(méd11) 7 |5 |2 |3 |10 |4 |6 |9 |8 |1
(1 —71)(méd11) 5 |7 |10 ]9 |2 |8 |6 |3 [4 |-
j = log,(1 — 7% 2 |1 |5 |8 |3 |9 |7 |4 |6 |-

Tabla B.11: Construccion de Golomb con ¢ =11, a = =7
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» o =3 =8. (Lempel)
C:(8,8) = {(17 4)a (2’ 6)7 (37 4)7 (47 1)’ (5’ 7)7 (67 2)7 (77 5)’ (8’ 9)7 (97 8)}

) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
81 (méd11) 8 |9 |6 |4 |10 |3 |2 |5 |7 |1
(1 - 81)(méd11) 4 |3 |6 |8 |2 |9 |10 |7 |5 |-
j = logg(1 — &) 4 16 |3 |1 |7 |2 |5 |9 |8 |-
Tabla B.12: Construccion de Golomb con ¢ =11, a = (=8
s a=20=6ya=6,0=2

Gae =1{(1,5),(2,7),(3,8),(4,3),(5,9),(6,2),(7,6), (8,4),(9,1)}

G(672) - {(17 9)7 (27 6)? (37 4)7 (47 8)7 (57 1)? (67 7)7 (77 2)7 (87 3)7 (97 5)}
) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2i(méd11) 4 |8 |5 |10 |9 [7 |3 |6 |1
6!(méd11) 6 |3 |7 |9 |10 |5 [8 |4 |2 |1
(1 - 2)(méd11) 108 |4 |7 |2 |3 |5 |9 |6 |-
(1 —6%)(méd11) 6 |9 |5 |3 |2 |7 |4 |8 |10 |-
j = logg(1 — 21) 5 |7 |8 |3 |9 |2 |6 |4 |1 |-
j = logy(1 — 67) 9 |6 |4 |8 |1 |7 |2 |3 |5 |-

Tabla B.13: Construccion de Golomb con ¢ =11, a=2,0=6y a=6,0=2

s a=20=Tya="7,0=2
G(2,7) = {(175)’<2a9)7<376)7(471 ,(9,3),(6,4 7(772 , (8,8), 977 }
G(7,2) = {(174)7 (27 7)? (375)7 (4>6>7 (57 1)) (673)7 (77 9)7 (878>7 (972)}
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i 1 (2 [3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
2(méd11) 2 |4 |8 |5 |10]9 |7 |3 |6 |1
7i(méd11) 7 |5 |2 |3 |10 |4 |6 |9 |8 |1
(1—29)(méd11) 10 (8 [4 [7 |2 |3 |5 |9 |6 |-
(1 —79)(méd11) 5 |7 |10 ]9 |2 |8 |6 [3 [4 |-
j = log,(1 — 21 5 |9 |6 |1 |3 |4 |2 |8 |7 |-
§ = logy(1 — 7% 4 |7 |5 |6 |1 |3 |9 |8 |2 |-

Tabla B.14: Construccion de Golomb con ¢ =11, a=2,0=Tya=7,0=2

ma=2,0=8ya=8,0=2

Gs = 1{(1,5),(2,1),(3,4),(4,9),(5,7),(6,6),(7,8),(8,2),(9,3)}

G2 ={(1,2),(2,8),(3,9),(4,3),(5,1),(6,6),(7,5),(8,7),(9,4)}
) 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
2i(mé6d11) 2 (4 |8 |5 |10 ]9 |7 |3 |6 |1
8i(méd11) 8 |9 |6 |4 |10]3 |2 |5 |7 |1
(1 - 27)(méd11) 108 |4 |7 |2 |3 |5 |9 |6 |-
(1 - 81)(méd11) 4 |3 |6 |8 |2 |9 |10 |7 |5 |-
j = logg(1 — 27) 5 |1 |4 |9 |7 |6 |8 |2 [3 |-
j = log,(1 — 8) 2 |8 |9 |3 |1 |6 |5 |7 |4 |-

Tabla B.15: Construccion de Golomb con ¢ =11, a=2,0=8y a =8, =2

ma=6,0=7Tya=7,=6
Gen = {(1,7),(2,8),(3,2),(4,4),(5,3),(6,1),(7,6),(8,9),(9,5)}
G(?,G) = {(1’6)7 (27 3)? (375)7 (474)7 (57 9)? (67 7)7 (7> 1)7 (872)? (978)}
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i 1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
6!(méd11) 6 |3 |7 |9 |10 |8 |4 |2 |1 |5
7 (méd11) 7 |5 |2 |3 |10 |4 |6 |9 |8 |1
(1—6%)(méd11) 6 |9 |5 |3 |2 |7 |4 |8 |10 |-
(1 —79)(méd11) 5 |7 |10]9 |2 [8 |6 |3 |4 |-
j = log,(1 — 6%) 7 |8 |2 |4 |3 |1 |6 |9 |5 |-
7 = logg(1 — 7% 6 |3 |5 |4 |9 |7 |1 |2 |8 |-

Tabla B.16: Construccion de Golomb con ¢ =11, a=6,0=7Tya=7,6=06

= a=6,0=8ya=8,,=6

G(6,8) = {(1,3),(2,2),(3,8),(4,6), 577)7 679 7(774)7(871)7 975)}

G(&ﬁ) = {(17 8)7 (27 2)? (37 1)7 (47 7)? (57 9)7 (67 4)7 (77 5)7 (87 3)7 (97 6)}
7 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ﬁi(médll) 6 3 7 9 10 5 8 4 2 1
Si(médll) 8 9 6 4 10 3 2 5 7 1
(1 —6i)(m(')d11) 6 9 5 3 2 7 4 8 10 —
(1 —8i)(médll) 4 3 6 8 2 9 10 7 5 —
j= 10g8(1 — 6i) 3 2 8 6 7 9 4 1 5 —
J :10g6(178i) 8 2 1 7 9 4 5 3 6 -

Tabla B.17: Construccion de Golomb con ¢ =11, a =6,6=8y a=8,6=06

s a=7,0=8ya=8,3=7
G = {(1,8),(2,9),(3,5),(4,2),(5,7),(6,1),(7,3),(8,6),(9,4) }
G(S,?) = {(1’6)7 (274)7 (37 7)7 (479)7 (57 3)? (678)’ (7> 5)7 (87 1)? (972)}

51



i 1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
7i(méd11) 7 |5 |2 |3 |10 4 |6 |9 |8 |1
8'(méd11) 8 |9 |6 |4 |10 (3 [2 |5 |7 |1
(1 —79)(méd11) 5 |7 |10 ]9 |2 [8 |6 |3 |4 |-
(1 —8)(méd11) 4 |3 |6 |8 |2 |9 |10 |7 |5 |-
§ = logg(1 — 7% 8 |9 |5 |2 |7 |1 |3 |6 |4 |-
j = log,(1 — 81) 6 |4 |7 |9 |3 [8 |5 |1 |2 |-

Tabla B.18: Construccion de Golomb con ¢ =11, a=7,0=8y a=8,3=7

El grupo de unidades en Zig X Zig es U(Zyo X Z1o) = {1,3,7,9} x {1,3,7,9}, para un
total de 16 unidades.

Unidad | Vector permutacién G/, g)
(1,1) G(gz)—[532718469]
(1,3) =15,9,6,1,3,4,2,8,7]
(1,7 G2,8) = [5,1,4,9,7,6,8,2,3]
(1,9) Goe =15,7,8,3,9,2,6,4,1]
(3,1) 72)—[475613982]
(3,3) =12,1,5,8,3,9,7,4,6]
(3,7 G’(7 8 =18,9,5,2,7,1,3,6,4]
G2,2) = [5,3,2,7,1,8,4,6,9] | (3,9) G(7 6 = 16,3,5,4,9,7,1,2,8]
(7,1) =[2,8,9,3,1,6,5,7,4]
(7,3) G, =1[6,4,7,9,3,8,5,1,2]
(7,7 G(S 8 = [4,6,3,1,7,2,5,9,8]
(7,9) Gs,6) = [8,2,1,7,9,4,5,3,6]
(9,1) =19,6,4,8,1,7,2,3,5]
(9,3) G’(G 7 =17,824,3,1,6,9,5]
(9,7 G(Gg) [3,2,8,6,7,9,4,1,5]
(9,9) =11,4,6,2,9,3,8,7,5]

Tabla B.19: Multiplicaciéon de un Costas tipo Golomb de orden 9 por las unidades.
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Apéndice

Tabla Orden De Costas

En este apéndice se muestra el nimero exacto de arreglos Costas hasta n = 29.

C.1. Numero De Arreglos Costas De Orden Dado

C(n) = ntimero de arreglos Costas de orden n.

¢(n) = numero de rotaciones y reflexiones.
s(n) =

(n) = ntmero de simetrias.

n C(n) e(n) | s(n) n C(n) e(n) | s(n) n C(n) e(n) | s(n)
1 1 1 — 11 | 4368 555 18 21 | 3536 446 8
2 2 1 — 12 7852 990 17 22 2052 259 5
3 4 1 1 13 12828 | 1616 | 25 23 | 872 114 10
4 12 2 1 14 17252 | 2168 | 23 24 | 200 25 0
5 40 6 2 15 19612 2467 | 31 25 88 12 2
6 116 17 5 16 21104 | 2648 | 20 26 | 56 8 2
7 200 30 10 17 | 18276 | 2294 | 19 27 | 204 29 7
8 444 60 9 18 15096 | 1892 | 10 28 712 — —
9 760 100 10 19 | 10240 | 1283 | 6 29 | 164 —

10 2160 277 14 20 | 6464 810 4

Tabla C.1: Total Costas, reflexiones, rotaciones y simetrias
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