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INTRODUCCION

El presente trabajo estda escrito para lectores con conocimientos béasicos en matematicas
y, sobre todo, para quienes sienten interés por las relaciones entre la musica y la
matematica. Disenado de forma préactica y sencilla, pretende por un lado familiar-
izar al lector a través de un recorrido por determinados temas, conceptos, teoremas
y demostraciones, con la teoria de las fracciones continuas. Aqui se indican las prin-
cipales propiedades y caracteristicas de este tipo de fracciones.

En este sentido, empezamos por destacar que uno de los aspectos esenciales de la
teoria de las fracciones continuas es que ellas permiten representar un numero real
mediante una notacion alternativa a la representacion decimal. En cuanto a sus apli-
caciones, continuamos senalando que dicha teoria posibilita la solucion de algunas
ecuaciones diofanticas. Ademads, indicamos que una de las ventajas de las fracciones
continuas, es que ofrecen las mejores aproximaciones de ntmeros irracionales por
medio de ntiimeros racionales.

Una vez que hemos abordado estos aspectos, nos dirigimos a la formulaciéon del
problema de la afinacion en el que las fracciones continuas desempenaran un papel

fundamental. Por lo tanto a nivel matematico la importancia del estudio de las frac-



ciones continuas consiste en sus determinaciones practicas. Asi pues, este trabajo
se compone de dos capitulos. En el primero abordamos el concepto de fracciones
continuas. Tal incursién implica trabajar hasta con diversos temas tales como: los
nuameros reales, aproximaciones racionales, sucesiones, limites de sucesiones, irra-
cionales cuadraticos, ecuaciones lineales, la famosa Ecuacion de Pell y fundamen-
talmente el concepto de convergentes. Este capitulo intenta, en resumen, llamar la
atencién sobre la importancia de las fracciones continuas, dado que al parecer por
regla general, esta teoria no es asumida con la profundidad que merece.

En la segunda fase de nuestro trabajo presentamos un acercamiento a la relacién
entre musica y matematicas realizando el planteamiento del problema de la afinacion
desde el punto de vista matematico. Para llevar a cabo esta formulacion realizamos
matematicamente la construccion de algunas de las escalas musicales mas relevantes
de la musica occidental, dando lugar a una singular participacién de las fracciones

continuas en la solucion -no definitiva- a esta problematica.



CAPITULO 1

FRACCIONES CONTINUAS Y ALGUNAS

APLICACIONES.

En este capitulo vamos a estudiar las fracciones continuas simples, sus propiedades

mas importantes y algunas de sus aplicaciones.

Definicién 1.0.1. Fraccion continua

Una fraccion continua es una expresion de la forma

ap +

ay +

donde los a; y los b; son numeros complejos.

10
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1.1. Fraccion continua finita

Definicién 1.1.1. Fracciones continuas simples
Si todos los b; de la anterior expresion son 1, ag es un entero arbitrario y todos los
a; con 1 > 1 son enteros positivos, decimos que la fraccion es una fraccion continua

simple. Por lo tanto una fraccion continua simple tiene la forma

1

R T

donde los a; son enteros y a; > 0 para i > 1.

Dado que una fraccién continua simple se identifica completamente por los a;, lla-
maremos entonces a estos a; los términos de la fraccién continua simple. Si el nimero
de términos de una fracciéon continua simple es finito, decimos que la fraccion es una
fraccion continua simple finita en caso contrario decimos que la fraccién es una frac-
cion continua simple infinita.

Unicamente vamos a estudiar fracciones continuas simples, por lo tanto cuando
hablemos de fracciones continuas, asumiremos que ellas son simples aunque no lo
mencionemos explicitamente.

La fraccion continua finita
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se representa con la notacion [ag, a1, as, as, ..., a,] y es simplemente un niimero racional
lo que se comprueba efectuando las operaciones indicadas. El reciproco de esta afir-

macién también es cierto, es decir tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.1.1. Todo nimero racional puede expresarse como una fraccion contin-

ua simple finita.

Demostracion.

Dado cualquier fraccién racional r = Po tal que (pg,p1) =11y p > 0, aplicando el
P1
algoritmo de la divisiéon tenemos

Po = piag+p2 con ag,pr€Z y 0<py<p
p1 = pea;+p3 con ap,ps€Z y 0<p3<ps

P2 = p3az+ps con ag,ps €7 y 0<ps<ps (1)

Di = DPig1@; +Diva con @i, Pire €2y 0 < pito < Dita,

observamos que
Div2 < Pit1 < Pi < ... <p3 < p2 <P1,
entonces los p; conforman una sucesién decreciente de enteros no negativos, esto es,
el proceso debe terminar en un nimero finito de pasos. Consideremos p,, .o el primer
residuo tal que p,2 =0, luego
Prn—1 = DPnlp—1+Pny1 con 0 <ppp1 <py

Pn = Pn+1Qn + Pny2  CON Ppio = 0.

LA lo largo de este trabajo usaremos la notacién (a,b) para referirnos al méximo comin divisor

de los enteros a y b.
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Di

Si escribimos z; en lugar de para todos los valores de ¢ en el rango 0 < i < n,
Pit1

entonces las ecuaciones (1) se transforman en:

i i+10; i i 1 1 ;
v = Pi _ Pit1 +p+2:ai+P+2:ai+T:ai+ L 0<i<n—-1 (2
Di+1 Di+1 Di+1 i+l Tit1
Pi+2

P lrap+0

ademas p,+1 = 1 por ser el med de pg y p1, en consecuencia x,, =

Pn+1 1
Qp,
De (1) y (2) tenemos
1
@ = a0+@:a0+p—17 donde CLO<@ y 0<py <pr
h P il b1
D2
1
o al—f—@:al—i-p—Q, donde a1<Jﬂ y 0<p3<ps
D2 P2 == P2
Ps3
1
P2 _ a2+&:a2+p—3, donde a2<}2 y 0<ps<ps
b3 b3 i b3
P4
n— n 1 n—
Pt p—1 + b :&n71+ﬁ7 donde an71<p . Yy 0<puy1 <pn
Pn Pn—1 n Pn
Dn
Dn
= a,.
Prni1
Por lo tanto
1
B~ g+ ; (3)
b ap + -
as + T
S
ap

= [(Io, a1,a9, ..., Ap_1, an].
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Nota 1.1.1. Una consecuencia de la anterior construccion de la fraccion continua
Pi

correspondiente al numero racional r, es que como en cada i tenemos x; =
p Pit1
i+2
con 0 < piyo < piy1 entonces a; = | ;] 2.
Pit+1
31 iy .
como una fraccion continua

a; +
Ejemplo 1. Expresemos el nimero racional

simple finita.
Solucién: Usando el algoritmo de la divisiéon tenemos:

31=12(2)+7
12=71)+5
7=5(1)+2
5=2(2)+1
2=1(2)+0,
luego
31 7 1 1 1 1
— 1+ = 1+ = 1+
) 5
= 2+ ! =2+ !
o T 1
1—1—3 1—1——1
e 24
2 +2
Asi,
1
3L 0112,9)
12

como una fraccion continua simple

Ejemplo 2. Expresar el nimero racional

finita.

Solucion:
a; = |x;| expresa que a; es la parte entera de x;

24,
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64 = 13(4) + 12

13=12(1)+1
12 =1(12) + 0.
64 12 1 1
oA D4 =14 =4,1,12
J— _l’_ J—
12 12
. ) , 81 . .
Ejemplo 3. Expresemos el nimero racional = como una fraccion continua
simple finita.
Solucién: Simplificando 5 tenemos 27
: Simpli —— ——
P 57 19
—27=19(-2) + 11
19 =11(1) +38
11=8(1)+3
8 =3(2)+2
3=2(1)+1
2=1(2)+0,
27 11 1 1 1
T I——l—l—g —2+E 2+1+8: 2 - :—2+1+ 1
11 11 11
8
1 1 1
B _2+1+—1 :_2+1+ ! :_2+1+ !
1 1 1
1+ 3 1+ — 1+ — T
> 94 = 94 —
3 "3 "3
2
1
’ 1+ !
1
2+ —T
I+
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Asi,

27
——=[-2,1,1,2,1,2]
19

Del anterior teorema deducimos, en definitiva, que todo nimero racional esta rep-
resentado por una fraccién continua simple finita, y, por otra parte, toda fraccion
continua simple finita representa un nimero racional. La pregunta que podriamos
hacernos es,jun nimero racional puede estar representado por diferentes fracciones
continuas simples?, o, jla fraccion continua que representa a un determinado niimero
racional es unica? . Esto lo resolvemos mediante la siguiente nota y un teorema de

unicidad.

1
Nota 1.1.2. 1. Si a, > 1 entonces a, = (ap, — 1) +1 = (a, — 1) + 1 Y

p
5 = [ao,al, ...,an] = [ao,al, ey A2, Q1 — 17 1]
. 1 1 P
2. Sia, =1 entonces ap_1+— = an_ﬁ—I =a,1+1 y ==lag,a1,...,a,] =
ap, q

[(Io, ar, ..., Apn—2, Ap—1 + 1]

63

Ejemplo 4. Expresemos —17 como fraccion continua simple.

_63__6+ 1
11 1

3+ —7
1 _
+2

Escribiendo el ultimo término en la forma 2 = 1 4+ 1, observamos también que,

=[-6,3,1,2]

—Z = 6+ —— =[-6,3,1,1,1]
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Con el siguiente teorema veremos que la representacién de un ntimero racional en

fracciones continuas solo admite las dos representaciones descritas.

Teorema 1.1.2. (Unicidad) Si [ag, a1, ...,a;] = [bo, b1, ....b,] y sia; >1 yb, >1

entonces ] =n y a; =b; parai1=20,1,2,....n.

Demostracion.
Para cada i con i = 1,2,...,n sea x; = [a;, Qiy1, ..., 4;] Y Yi = [biy bit1, .., by]; obser-
vamos que

1 1
=a; + )
@is1, Qiva, .o, 0y Li+1

€T; = [ai,aiﬂ, ...,CLj] = a; +
de aqui tenemos x; > a; y v; > 1l parat=1,2,....,7 — 1y x; = qa;.

Entonces a; = |z;| para todos los valores de i en el rango 0 < i < j.

1 B 1

[bz‘+1, biyo, ..., bn] B Yi+1

Ademas, con y; = [b;, bit1, ..., by] = b+

tenemos y; > b; yy; > 1parai=1,2,...n—1y y, = b,.

Entonces b; = |y;| para todos los valores de i en el rango 0 < i < n.

Como las fracciones continuas simples iniciales son iguales, es decir zy = [ag, a1, ...a;] =
[bo, b1, ..., by] = yo obtenemos que ag = by.

Comprobemos que
r; =Yy, y a;=0b; implican que zi11 =viy1 Y Git1 = bij1.

Veamos

1 1
=z =Y =b+ )
Tiy1 Yit+1

ai—f—

=z —a; =Y — b = )
Li+1 Yit+1

Tit1 = Yit1,
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luego,
i1 = [Tig1] = [Yir1] = bis1.
Concluimos por induccién que para todo entero i > 0 tenemos x; = y; y a; = b;.
Veamos ahora que j = n (es decir, tienen la misma longitud).
Supongamos que j < n;como z; =Yy; y a; =b;, por (2) se tiene que z; = a; =

bj <y;, asi x; <y; es una contradiccién con z; = y;.

El proceso es analogo si consideramos n < j, por lo tanto j = n. Asi llegamos a que
a; =b, y j=n.
[ |

Conclusiones.

= Segun el teorema anterior la representacién de un ntmero racional es tnica

salvo lo referido en la nota 1.1.2.

= Hemos garantizado una correspondencia uno a uno entre los niimeros racionales

con las fracciones continuas simples finitas.

1.2. Fraccion continua infinita

Ya demostramos que cada fracciéon continua finita representa un nimero racional
y viceversa. Ahora, vale preguntarnos ;Qué representa una fraccion continua infini-
ta? y ;Es posible representar un nimero irracional mediante una fracciéon continua
simple?. La respuesta a la tiltima pregunta es si como veremos a continuacién pero

necesitamos presentar otros resultados para este propdsito.

Teorema 1.2.1. Todo niumero irracional puede ser expresado como una fraccion

continua simple infinita.
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Demostracion.
Sea xo un ndimero irracional, zy puede ser expresado en la forma zo = [zo] + (2o —
1

| o] ), entonces 0 < xg — || < 1 y nombrando ag = x|, — = 29 — | 20| tenemos
T

1
To=ag+ —
T

Six; € Q, por el teorema 1.1.1 , zy puede ser expresado como una fraccién continua
finita luego x seria un nimero racional (contradiccién con la hipétesis). Por lo tanto
21 no esta en Q.

1
Ademas x1 > 1 pues 0 < — < 1, de aqui que x; puede ser expresado como
T1

1 . . .
r1=a+— con a3 =|x1] y xz3>1 siendo xz Iirracional.
T2

Siguiendo el mismo procedimiento, en el paso i-ésimo obtenemos

1

LTit+1

T = Qi1 + con a; = || y X431 > 1 siendo ;41 irracional.

Por lo tanto

Lo = |AQ, A1y vvy Ay ...].
[

El Teorema 1.2.1. nos garantiza la representacién de cualquier niimero irracional en

una fraccién continua infinita, miremos algunos ejemplos

Ejemplo 5 FExpresemos /26 como una fraccion continua simple infinita.

Para z = v/26 tenemos:
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Como 5 < v/26 < 6, entonces L\/%J =5, luego r=+26=5+ (\/2_6 —5)

V2 = Bt——a =5t ——— =5+ . =5+
1 V26 +5 10 + (/26 — 5) 10+
(V26 —5)
1
- 10 + !
(V26 +5)
Puest 1 i6 ! 1 t
uesto que la expresion ———— vuelve a aparecer tenemos,
q p V26 + 5 P
— 1
10 + 1
V26 -5
y continuando asi, obtenemos
V26 = [5,10, 10, 10,...] = [5,10].

La barra sobre el nimero diez indica que este se repite indefinidamente.

V26 -5
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Uno de los nimeros que ha marcado la historia de las matematicas es el nimero 7.
Existen fracciones continuas para este nimero irracional que no son simples, pero

es mas complejo su célculo y notacion, por ejemplo

4
mw o= 1
1+
1
34 5
7+ o
9+ —
13+ —
34 L |
7]' =
9
6+ 5
6+ 5
6+ —97

6+ —

Ejemplo 6 Expresemos m como una fraccion continua simple infinita.

Para x =7 tenemos:

Como 3 <7 <4, entonces 7] =3, luego 7m=3+(r—3) con0<7m—3<1
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1
W:3+7+ 22 — T
T—3
1 -3
T=3+ donde 15< T <1
1 22 —Tmw
T+ —
T™—3
<22—77T>
1
T=3+ 1
7+ 3
T
1 —1
5+<22—77T )
1
T=3+ I
7+15+ 1067 — 333
22 —Tr

y continuando asi, obtenemos
T =1[3,7,15,1,292,1,1,...],

en este caso no hay una regularidad en los términos.

Una de las razones por las cuales las fracciones continuas simples son importantes es
que ellas pueden ser utilizadas para obtener aproximaciones racionales de niimeros
irracionales. Introduciremos un nuevo concepto al que llamaremos convergente. El

nombre de convergente no es gratuito, pues va asociado a una sucesion que converge.

1.3. Convergentes

Definicién 1.3.1. (convergentes) Dada una fraccion continua simple [ag, ay, as, ...]

que puede ser finita o infinita, definimos sus convergentes o reducidas como los
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nimeros racionales C; = [ag, a1, ..., a;_1,a;] donde i es algin entero no negativo.

Ejemplo 7. Consideremos la fraccién continua finita [2, 4, 1, 6]. Sus convergentes son

Co=1[2]=2
19
—P4=94+=-==
S B
02:[2,4,1]:24——1:?
44 =
11 75
03:[2,471,6]:2+—1:3—4
4+ —
1 —
Jr6

Observamos que en el caso de una fraccién continua simple finita [ag, a1, a...., a,] su

ultima convergente C), es simplemente el niimero racional representado por dicha

fraccidn.

Ejemplo 8. Consideremos la fraccién continua simple infinita [3, 2, 6] donde la barra
sobre los enteros 2 y 6 indica que ellos se repiten indefinidamente. Una fraccién de
esta forma se llama periddica (esto serd objeto de estudio més adelante), los térmi-

nos 2 y 6 forman el periodo. Las convergentes tercera y cuarta de esta fraccion son

1 627

Cy=1[3,2,6,2] =3 + = Ta1
2+ —7
6 _

Cy=3,2,6,2,6] = 3 + : = 250"

R

6+ —7

2+ —

6
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Cuando a partir de la fraccién continua |ag, a1, ..., a,| calculamos sus convergentes

C,,, observamos que

a
CO = [QO]ZTO
1 1
Cl = [ao,a1]=a0+—:ao—l——
aq [al]
1
02 = [ao,al,ag]:ao—l— 1 :a0+
CL1+_
a2
1
Cs = lag,a1,a9,a3) = ag +
ay + 1
a2+—

y en general, para n > 1 tenemos que

1
Cn:a0+

[al,ag, ...,an] '

Si denotamos con (ag, a1, ..., a,) al resultado de realizar las operaciones necesarias

para obtener el numerador de [ag, ay, ..., a,], obtenemos para las convergentes C; =

pi
qz"

Po = Qo= <Clo>

P o= apa + 1= (ap,a)

P2 = apaias + ag + as = (aop, a, az)
y también

@0 = 1

g = a1 = (a1>

¢ = aas+ 1= (ay,as)

g3 = aiasaz+ ay + az = (a, as, az) ,
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es decir que para ¢ = 1,2, 3, ... ¢; se calcula en la misma forma en la que se calcula

Di—1;
(ag, ay, ..., an)
-———— entonces

ademas, si C),, = (ara )
1,42y ...y Un

1 1
[a1>a27"-7an+1] <a1)a27”'7an+1>

<CL2, as, ..., CLn+1>

Chy1 = aop+

(a9, a3, ..., pi1)

(ay,a9, ..., apy1)

ap (a1, a2, -+, nt1) + (a2, 03, -+, ng1) — Pusi
(ay,ag, ..., ani1) B Gni1

Tenemos entonces que para n > 1, el denominador ¢, de C,, se obtiene realizando
para los términos ay, as,..., a, las mismas operaciones que realizamos sobre los
términos ag, ai,...,a,—1 para obtener el numerador p,_;. En simbolos, si p,_1 =

(ag, a1, ..., a,_1) entonces g, = (ai, as, ..., a,) o equivalentemente

_ Pn_ (ag,ay, ..., an)

C, )
On  {a1,a9,...,a,)

Observando solo los numeradores tenemos

po = ag = (ao)
1 = aoar + 1= (ap,a)
P2 = QapaiQs + ag + as = ao(alag + 1) + as = ag <a1, (lz) + <a2>

ps = agfa,as, as) + (az,as)

Para n > 2, si p, = ag (a1, as, ..., an) + {(as, as, ..., a,) entonces

1 _ <&0,a1,...,an+1>
[al,ag,...,anH] <O,g,a1,...,an+1>
Qo <a1, as, ..., CLn+1> + <CL2, as, ..., an+1>

<CL1, ag, ..., an+1>

Chy1 = ao+

?
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en donde observamos que
Pri1 = G (a1, a9, ..., Gpy1) + (A2, a3, ..., i) -
Concluimos entonces que para n > 2,
Do = Qg (a1, A2, ..., ay) + (az, ag, ..., ap) .
Dada esta relacion de recurrencia y la forma general de las convergentes encontramos
que para n > 2 tenemos

o (ag, a1, ...,an)  agfay,as, ..., an) + (az,as, ..., ap)
= —

(ay,ag,...;an) a1 {agz,as,...,a,) + {az, aq, ..., a,)

A continuacién trabajaremos sobre el simbolo (ag,as, ..., a,) para establecer una
propiedad que nos permitira reescribir la ultima relacién de una forma mas conve-
niente; inicialmente simplificaremos la notacién.

Sean zg, Z1,..., T, nimeros (enteros o incluso reales), para i > 0, 1 < j < n — 1,

(w;, z;4+;) es el numerador de

Tip1 + ——7—

.'_"_

Litj
también tiene sentido (z;y;, ;) que es el numerador de

1
Tivj-1+——1

SO
X

Con esta notacién la i-esima convergente de [ag, a, ..., a,,] viene dada por

o =P _ (ag, a:) _ Qo (a1, ai) + {as, a;)

q; (a1, a;) ay (az, a;) + (as, ai>'
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Demostremos ahora que para todo n > 1,

(ag, an) = {an, ag) .

Verifiquemos para n = 1,

y observamos que los numeradores son iguales, es decir

<CLO, CL1> = <CL1, CLO> .

Para n = 2, tenemos

az apa1a1 + ag + as
R B S 1
aja a a
4 + — 102 102
45)
entonces (ag, a, as) = apaia; + ag + as;
por otro lado
Qao A2G1Gg + a2 + ag
az+ A +1
aia ara
ay + — 100 1Q0

es decir

<CL2, ai, CL0> = A201Qyp + a9 —+ agp.

Por lo tanto
<(10, ay, CL2> == <&27 ay, a0> .

Supongamos ahora que para todo k < n, i >0, 1 < j <k tenemos
<ai7ai+j> = <ai+j7ai>-

Es decir, que lo propuesto es valido para todas las listas con a lo sumo n+1 ntimeros.

verifiquemos que

(ag, ant1) = (@ny1, ao)
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(a0, an+1) = ao (a1, ans1) + (a2, ani1)
= ao (ant1, 1) + (@1, a2)
= ag(ans1 (an, 1) + (@n_1,01)) + a1 (an, az) + (an_1, az)
= apy1(ag (an, a1) + (an, az)) + ag (an—1,a1) + (an_1, az)
= any1(ag (ay, an) + (ag, a,)) + ag (a1, a,_1) + {az, a,_1)
= apy1 (G0, an) + {ag, an_1)
= apy1 (G, ag) + (an_1,a0)

= (an+1,a0) -

Luego el resultado es valido para todo n > 1.
Con base en el resultado anterior obtenemos la siguiente interesante relacion entre

numeradores

Pn = <a07 an) = <an7 (lo) = dn <an—17 a0> + <an_2, a0>
= Qap <a07 an—1> + <a07 an—2>

= pPn-1+ Pn—2

Anélogamente para los denominadores obtenemos ¢, = a¢,qn_1 + Gn_o-

Nota 1.3.1. Si C, = Pn s la convergente n-ésima de una fraccion continua simple
dn
[ag, ay,...| y definimos ademds p_1 = 1, ¢.1 = 0, p_o = 0, g2 = 1, entonces se

tienen las formulas de recurrencia

DPn = QApPp—1+ Pn-2,

Qn = QpQn—1+ Qn—2.

Teorema 1.3.1. Sean x un numero real y — la i-ésima convergente de su fraccion
i
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continua. Consideremos la sucesion {z;} definida mediante

1 1
r=x0= || +— Yy THp=|T8]+— para n > 1.
21 Ln41

tenemos

Entonces para cualquier n para el que exista x, 11 = a, +
Tn42

_ Tn41Pn + Pn-1
Tp1Gn + Gn-1

Demostracién:
De acuerdo a las demostraciones de los teoremas 1.1.1 y 1.2.1 se sigue que |z, | = a,
(los términos de la fracciéon continua) para todo n, luego usamos induccién sobre n
para demostrar este resultado.

zo(1) +0  mop-1+p-s

Para n = —1 tenemos x = x¢ = = .
2(0) + 1 zop_1 +p2

1 zag+1  zipo+p-
Para n = 0 tenemos z = ag + — = —— _ iboT P

1 1 Tigo + q-1
T ToloQ T Tolara 1 a
Paran = 1 tenemos x = ag+ = qo+ 2 — =22 L+ L 2o +1) + 2 _
1 Toay + 1 Toay + 1 Toa; + 1
a1+—
T2
Top1 + Do
To2q1 + Qo

Supongamos que el teorema es cierto para n, y comprobemos que se cumple para

n+1
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Pn Pn
T, n - + n— +
r = Tn4+1Pn + Pn—1 _ P ) Pt )
:L‘n-‘rlqn + gn—1 xn+1qn — n + Qn-1 + In
Tn42 Tn42
Lp+2Tn n ~— Mn n
+2Ln+1P b P+ p
_ Tn+2 T2
Tn4+2Tn n ~— Yn n
( 12Tnt1G q)+qn_1+ q
Ln+2 Tn42
TptoTpe1 — 1 n
jo Int2intl © - + Pr—1 + p
_ Tn+2 Tn+2
Tn42Tn —1 n
qn - nt2¥ntl — - + Qp_1 + q
Tn+2 Tp42
Pn
(pn * An41 +pn—1) +
_ LTn42
o dn
(CZn *Ap+1 + Qn—l) +
Tn42

Pn
Tpt2  Tnt2Dn+1 + Dn

DPn+1 +

o1+~ TngaGnir +Gn
Tn42

Entonces por el principio de induccién matemaética la férmula es valida para n.
[ |
Por lo anterior podemos extender la notaciéon de fracciones continuas simples para

el caso en el que el dltimo término es un nimero real cualquiera. La expresion

lag, ai, ..., an,y] con y > 1 representa

CLO+ 1 9
@+ ———

1
ap + —
Y

y segun la demostracion anterior esto es igual

any + Gn-1 7
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donde los &, i

qn 4dn—1

son la ultima y penultima convergentes de [ag, a1, ..., ay).

Ejemplo 9. Tomemos el caso en el que v =7
Segun los calculos que se hicieron para el desarrollo de 7w en fracciones continuas

llegamos a un momento donde

1 1 1 1
1 7. 1 _ 7. 22 — 7w 74 1
(mr—3) T—3 T—23 T™—3
22 — 1w

m™—3
T™—3 = (22—77r)22+3

luego [3,7 donde — y 1 son las respectivas conver-

'22 —Tm T™—3
1
22 — 77T> Tt
gentes Cy y (' del desarrollo de 7.
-3
Haciendo los respectivos calculos para [3,7, 2; 7 | tenemos
—Tr
™3 9 4 3 221 — 66,
22 —Tm 22— Tr *
T™T—3 - Tm =21
1
(22—%)”1 2 7

221 — 66 + 66 — 217
Tm—21 422 —"Trw

= T

Este fue un ejemplo de aplicacion del anterior teorema, ahora miraremos algunos

que tienen que ver con el calculo de las convergentes.

Ejemplo 10. Evaluemos las convergentes de la fraccion continua [3,4,1,2,2].

Elaboramos la tabla siguiente:
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i |—2 —1lol1]2]|3]| 4
a; 31412 2
pi| 0 1 [3]13]16|45| 106
| 1 0 |1]|4|5 |14/ 33

El valor de la fraccion continua es la 1iltima convergente en este caso es Cy, es decir
106

3,4,1,2,2] = —.

[ =33

Ejemplo 11. Determinemos las primeras 5 convergentes de la fraccion continua
siguiente [5,1,1,3,5,...].

Solucion.

i | -2 -1]0]1]2|3] 4
a; 5011131 5
pi | 0 1 [5]6]|11]39 206
@ | 1 0 |[1|1]2]|7]37
C sloly ]| %

Vamos a deducir algunas propiedades de las convergentes que nos permitan precis-
ar el significado de una fraccién continua infinita y nos mostraran cémo se pueden
usar las convergentes de una fracciéon para encontrar aproximaciones de un nimero

irracional.

Teorema 1.3.2. Si C; = — es la i-ésima convergente de una fraccion continua
i
simple, entonces para todo n para el cual exista el C,,, se  tiene

Pndn—-1 — Pn—14n = (_1)n+1
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Demostracién.

La demostracion es por induccién sobre n. Si n = 0 tenemos
Pog-1—p-1go=ap-0—1-1=(-1)= (_1)0+1

puesto que pg = ag y por definicion p_; =1y q_1 =0.

Supongamos que el resultado es cierto para n = k, esto es  prQr_1 — Pr_1Qx =
(1),

Por férmulas (%) tenemos

P10k — PkQr+1 = (Qrp1Dk + Pk—1)qk — Pk(Qkr1qr + Qe—1)

= _(kak—l - pk:—le:)
= (=DM = (-1

y por el principio de induccion matematica se tiene el resultado para todo n > 0.

Corolario 1.3.1. Para todo n para el cual exista la convergente C,,, se cumple que

C,—Chq= ﬂ
dndn-1
Demostracion.
Del Teorema 1.2.3. tenemos las férmulas p,q,_1 — pn_1¢, = (—1)"*1, dividamos esta
expresion por ¢,¢,_1, esto es

Pndn-1 . Pn—19n o (_1)n+1

GnGn-1  Gndn-1  Gnln-1
(_1)n+1
QnQn—l ’

Cn - Cnfl =
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obteniendo el resultado deseado.

Corolario 1.3.2. Para todo n para el cual exista la convergente C,,, se cumple que,

(Pnyqn) = 1.

Demostracion.
Usando el Teorema 1.2.3. podemos expresar 1 como combinacion lineal entera de p,,

Y @n, €sto es
Gn—1 . Pn-1
et e

Como (py, ¢,) es el menor entero positivo que puede ser expresado como una com-

= 1.

binacién lineal de p,, v ¢, se tiene que (p,,q,) = 1.

. P ‘. ., .
Teorema 1.3.3. Si C, = ~= es la n-ésima convergente de la fraccién continua

an
simple [ag, a1, ...| entonces

Pndn—2 — Pn—24n = (_1)71 * A,

es decir
(_l)n *ap

qngn—2

Demostracién. Por el teorema 1.3.1. tenemos

On - Cn—2 -

DPn = QpPn-1 7+ Pn-2,

Qn = QpQn—1+ Qn—2,

entonces
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Pndn—2 — Pn—24n = (anpn—l + pn—?)Qn—Q - pn—2<anQn—1 + Qn—Q)
= UpPpn—19n—2 + Pn—2Gn—2 — Pn—20nGn-1 — Pn—2Gn—2

= an(panQn72 - pn72Qn71) = an(_l)n-

Ademas,
Pndn—2 . Prn—24n _ (_1)71 *An
nQn—2 An4n—2 dndn—2
asi,
o — Oy = ZD
nGn—2

Con el siguiente teorema daremos un resultado que tiene que ver con los g, de las

convergentes, esto es, que generan una sucesion creciente.

. p - L, .
Teorema 1.3.4. Si C, = ~= es la convergente n-ésima de la fraccién continua
Qn
simple [ag, a1, as, ...] entonces para todo n para el cual exista la convergente C,,

Gn Z dn—1 (*)

y la desigualdad es estricta para n > 1.

Demostracion. Demostremos que ¢, — ¢,—1 > 0, en efecto, como

dn — Gn—1 = AnQn—1 + dn—1 = (an - 1)(]7171 + dn—2

Como para todo n > 1 se tiene que a, > 1 equivalente a a, —1 > 0y ¢q, > 0

deducimos que ¢, — ¢,—1 >0
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Corolario 1.3.3. Para todo n para el cual exista la convergente &, se cumple que,

Qn = M.

Demostracion. La demostracion es por induccién sobre n. Para n = 0 es trivial,
consideremos para n = 1 la desigualdad se reduce a ¢; = a; > 1 que es verdadero
puesto que a; > 1 para todo ¢ > 1.

Supongamos que la desigualdad es cierta para todo k < n y demostremos que se
cumple para n = k. Como ¢, > ¢,_1 > n— 1 para todon > 1, obtenemos ¢, > n—1

lo que es equivalente a ¢, > n.
[ |

Ejemplo 12. Verifiquemos los Teoremas 1.3.2 y 1.3.3 para la fraccion continua

3,6,1,2].

Solucion. Para el teorema 1.3.2

Pndn—-1 — Pn—19n = (_1)n+1

i |-2  —1]0|1]2]3
a; 316|112
pi| 0 1 [3]19|22]63
| 1 0 [1]6]7]20
. JEEE

Sin=20
Pog-1 — p-190 = 3(0) — 1(1) = —1 = (=1)**",
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Sin=1
P1go — poq1 = 19(1) = 3(6) = 1 = (—1)"*".
Sin=2
P2q1 — P1ga = 22(6) — 19(7) = —1 = (—1)*".
Sin=3

P3ga — Paqs = 67(7) — 22(20) =1 = (—1)**%,

Para el teorema 1.3.3. verificamos con n = 3

psq1 — prgs = 63(6) — 19(20) = =2 = (=1)* - 2 = (1) - as.

Hemos visto que las convergentes de una fraccién continua simple dada, ya sea finita
o infinita, son siempre fracciones continuas simples finitas, por lo que cada una de
ellas es un numero racional. Ahora veremos que cumplen una caracteristica muy
particular y es que las convergentes que tienen indices pares forman una sucesion

creciente y las que tienen indices impares forman una sucesion decreciente.

.3.5. Las convergentes de indice impar (Copiq; e una fraccion
Teorema 1.3.5. L tes de ind Cor+1;k € N) d

continua simple forman una sucesion decreciente y las convergentes de indice par
(Cog; k € IN) forman una sucesion creciente. También se cumple que toda conver-
gente impar es menor que toda convergente par. En particular nos interesa este

resultado para las fracciones continuas infinitas.

Demostracion.
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= Veamos que {Cyy 1} es una sucesion decreciente, es decir Cyy 1 < Cay_1, para

k> 1.
Como
Prdn—2 — Pn—2Gn = (—1)" - an,
Yy
C —C,y= M.
dnqn-—2

en particular para n = 2k + 1 tenemos

(_1)2k+1 C Aokt

q2k+192k—1

C2k+1 - CZk—l -

Por otro lado tenemos que ¢,q,_2 > 0y a, > 0.

Entonces para todo k > 1,

(— 1)2k+1 © A2k+1

q2k+192k—1

<0

o lo que es lo mismo Cory1 — Cor—1 < 0, es decir Coy1 < Co—1 para todo

k > 1. Por lo tanto los U541 forman una sucesion decreciente.

= Veamos que los {Cy } forman una sucecién creciente, es decir que Cyy,_o < Coy,

para k > 1.
Como
Pndn—2 — Pn—24n = (_1>n *Ap

Yy

~1)"-a,

Cn - Can = L
qndn—2

en particular para n = 2k tenemos

(—=1)* - ag,

CQk - C2k—2 -
q2kG2k—2
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Y ahora concluimos que para todo k£ > 1,

(—1)% - ag

q2kq2k—2

>0

o lo que es lo mismo Cy, — Coi_9 > 0, es decir Co,_g < Cy, para todo k > 1.

Por lo tanto los Cy; forman una sucesién creciente.

= Ahora bien consideremos dos enteros positivos cualesquiera r y s, entonces
pueden ocurrir tres cosas r > s, r = s o r < s. Por el corolario 1.3.1 para

cualquier entero t Co; — Coy_1 luego Cy < Co_1. Ahora,

(1) Sir = s entonces Cy,. < Cos_j.

(73) Si r > s entonces Cy, < Cy.—1 < Cys_1 ya que las convergentes impares

forman una sucesion decreciente, asi Cs, < Cos_1.

(7i1) Sir < s entonces Cy, < Cos < Cos_1 ya que las convergentes pares forman
una sucesion creciente, asi Cs, < Co,_1.

Es decir, para dos enteros positivos cualesquiera r y s se comprobo que Cs, <
Css_1; podemos concluir que toda convergente par es menor que toda conver-

gente impar.

Observaciones

= La sucesion 'y, es una sucesion creciente, monétona y acotada superiormente

por cualquier Cy,,1, en particular por C4, por lo tanto tiene limite.

= Andlogamente la sucesién Csy 1 es decreciente, mondtona y acotada inferior-

mente en particular por Cy, por lo tanto tiene un limite.
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= Veamos como los dos limites anteriores coinciden. Dado que por el corolario

(—1)"*! 1 s . .
1.3.10<C,—-C,_; = < T y el ultimo término tiende a 0 si

qndn—1 _n(n_ )

n crece entonces

lim C, — C,,_; = lim D" _ 0,

de donde

lim C,, = lim C,,_;.
n—oo n—oo

El siguiente teorema me garantiza que toda fraccién continua simple infinita repre-

senta un numero irracional.

Teorema 1.3.6. El limite a x garantizado por el teorema anterior es un niumero

rracional.

Demostracion. Por los teoremas anteriores tenemos que
Ci<(Cs< (<. .. <x<..<C<Cy< O

luego para cualquier valor n, = siempre esta entre C,, y C,,41, por lo tanto

1

Gn+19n .

Supogamos que z fuera un nimero racional r = % con b > 0. De la desigualdad

anterior tenemos,

a n 1
0<|L - ,
b an n+19n
y por lo tanto
b
0 < |ag, — bp,| < :
Qn—i-l

Escogiendo n suficientemenete grande para que b < ¢,41, lo cual es imposible por

que los enteros ¢, crece con n, tedriamos que el entero |ag, — bp,| estaria entre 0 y
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1 lo cual es imposible. Luego necesariamente x es un numero irracional.

Teorema 1.3.7. Sea x un numero irracional representado por la fraccion continua
. . . . Pn s . iy
simple infinita x = |ag, a1, as, ...]. Si C,, = — es la convergente n-ésima de la fraccion

qn
continua, entonces

lim C, =z,
n—roo

y esto implica
(1) x>0y, sin es par.

(1i) =< C,, sin esimpar.

Demostracion. Por teorema 1.3.4. las convergentes pares forman una sucesion
creciente de numeros racionales que es acotada por cualquier convergente impar,

entonces existe

lim C,

n—oo

y es mayor que toda convergente par

Co<Cy<...< lim Cy,.

n—aoo

Anélogamente, las convergentes impares forman una sucesion decreciente de niimeros

racionales que es acotada por cualquier convergente par, entonces existe

lim Ogn_l
n—o0

y es menor que toda convergente impar, es decir

Iim Cy,_1 < ... < (C5 < C3 < Olv

n—oo

Por las observaciones del teorema 1.3.5 tenemos
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lim an = lim 0271—1-
n—00 n—00

Como {Cy,} v {Ca,—1} son subsucesiones de la sucesiéon {C,,} entonces si existe el
limite

lim C,,

n—oo

se tiene
lim C5, = lim Cy,_; = lim C,,.
n—oo n—oo n—oo

Demostremos ahora que
lim C, = .

n—oo
Sea x = lag,a1,...,an,,] donde 1z, =[a,.1,...] entonces
Pn—1 TnPn—1 + Pn—2 Pn—1
r—Chy = x— = -

An—1 TnGn—1 + qn—2 Qn—1
Gn1(TnPn-1+ Pn2) = Pn1(TnGn-1 + Gn2)
(TnGn-1 + Gn—2)qn—1
Gn—1TnPn—1 T qn—1Pn—2 = Gn—-1TnPn—1 — Pn—1qn—2
(:Enanl + anQ)anl
(pn—IQn—2 - Qn—lpn—2)
(wn%mfl + anZ)anl
(=) ,
(Tnn—1 + Gn—2)qn—1’

esta ultima fraccion tiende a cero conforme n tiende al infinito (pues g, es creciente

y &, es positivo), de aqui que x — C,,_; tiende a cero conforme n crece.

r= lim C, 1= lim C, = lim [ag,a1,aq,...,a,] = |ag, a1, as, ....]
n—-od n—-—oo n—m:o0
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Conclusiones

= Con este ultimo teorema tenemos garantizada la correspondencia uno a uno de
los niimeros reales con el conjunto de todas las fracciones continuas simples,

ya sean finitas o infinitas.

= Las convergentes de una fraccién continua son una herramienta fundamental,

pues permiten aproximar numeros reales mediante niimeros racionales.

1.4. Aproximacion para numeros irracionales

Una de las razones por las cuales las fracciones continuas son importantes es que
ellas pueden ser utilizadas para obtener aproximaciones de niimeros reales. A contin-

uacién presentamos algunos resultados tendientes a explicar como encontrar dichas

aproximaciones.
. DPn ..
Teorema 1.4.1. Sea x = [ag,ay,...]. St C,, = — es la convergente n-ésima de la
qn
fraccion continua simple, entonces:
p Pn—1
r— = < |z — =L
qn dn—1

es decir, cada convergente de una fraccion continua simple estd mas cercana al valor

de la fraccion continua que la convergente precedente.

Demostracién. Sea x = [ag, a1, ..., G, Tpy1] donde 2,411 = [ani1, Anro, -], €n-

tonces
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T —=
x($n+1Qn + anl) =

TLp4+14n +rqn1 =

Tn+1Pn + Pn-1
Tn+14n + dn—1 ’
Tn4+1Pn + Pn—1,

Tn+1Pn + Pn—1,

Tp+1 (xQn - pn) = —Iqn-1 + Pn—1,
T(p— —
Tdn — Pn = _L + uv
Tn41 Tn41
. & — Tn—1 Pn—1
an Tn+1dn xn+1Qn7
i & _ —Tqn-1 +pn—1
n Tp1qn
_bPn Gn-1(=TGn_1 + Pn-1)
dn Qn—l(l'n—&-IQn) ’
. & — ( qn—1 ) (_xin +pn1>
dn Tp+19n dn—1 ’
. & _ ( Gn—1 ) (—.CIS' + pnl) :
dn Tp+19n qn—1
’ . & _ qn—1 o Pn—1
dn Tn+19n qn—1
Como ;41 > 1y g, > q,_1 para todo n > 2 entonces -1 < 1, por lo tanto
Ln+14n

Pn-1
Gn—1

Dn
r — —

4n

9

<fo-

que es lo que buscabamos garantizar.

[ |
Teorema 1.4.2. Si (), = Pr o5 1o n-ésima convergente de la fraccion continua
dn
simple cuyo valor es x, entonces
1
dn an



CAPITULO 1. FRACCIONES CONTINUAS Y ALGUNAS APLICACIONES. 45

Demostracién. Por el corolario 1.3.1.

(-1

Cn+1 - Cn - s
qn+19n
asi
1
’CnJrl - Cn‘ = )
qn+19n

por el teorema 1.3.6, x esta entre C,, vy C, 1 vy por el teorema 1.3.7., x estd mas
cerca de C, 41 que de C), por lo tanto

1

lr — Cy| < :
dn+19n

(%)

Como

Gn+1 Z An,

multiplicando por ¢, > 0 en esta desigualdad tenemos

dn+14n Z qr2m

entonces
1 1
S _27
qn+1Qn qn
por lo tanto
Dn 1
x —_— — R
| ¢

. Pn .. ., .
Teorema 1.4.3. Si — es la n-ésima convergente de la fraccion continua para el
dn

e . . a e . . . .
numero irracional x, y 7 es un numero racional con denominador positivo tal que

Dn
xrx — —

dn
n > 0, entonces b > qn1-

a
‘x — Z‘ < , entonces b > q,. De hecho, si |xb— a| < |xq, — p,| para algin
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Demostracion. Primero demostremos que la segunda parte del teorema implica la
primera. Supongamos que la primera parte es falsa de modo que hay un nimero
a
irracional 7 tal que
a
‘x——‘<‘x—& con b<q,.
b Gn

El producto de estas desigualdades da |xb — a| < |zq, — p,|. Pero la segunda parte

del teorema dice que esto implica b > ¢, 1, de donde obtenemos que ¢,+1 < b < g,
de modo que se tiene una contradiccion, pues ¢, < ¢,+1 para n > 0.

Para demostrar la segunda parte del teorema se procede nuevamente mediante un ar-
gumento indirecto, supongamos que |zb — a| < |x¢, — pn| ¥ b < gn+1. Consideremos

las ecuaciones lineales en w y v,

wq, + YQn+1 = b; wpy, + YPn+1 = @

Tenemos un sistema de dos ecuaciones y dos incognita cuya matriz de coeficientes
tiene determinante p,11¢, — ¢ni1Pn = (—1)”“. En consecuencia, este sistema tiene
soluciones enteras unicas w, y. Es més ni w ni y son cero. Por que si w = 0 entonces
b = yqni1, lo cual implica que y # 0, de hecho y > 0y b > ¢,1, en contradiccién
con b < guy1.

Si y = 0 entonces a = wp,, b = wq, y
|2b — a| = |rwg, — wp,| = (W[ |2y — Pul > [2Gn — Pyl
puesto que |w| > 1, y una vez mds se tiene una contradiccion.
A continuacién demostraremos que w y y tiene signos opuestos. Primero, si y <
0, entonces xq, = b — yq,+1 muestra que z > 0. Segundo, si y > 0, entonces

b < @ns+1 implica que b < yq,+1 y , por tanto xq, es negativo, de donde =z < 0.

Ahora, dado que = esta entre dos convergentes consecutivas tenemos que xq, — p,
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Y T(n+1 — Pns1 tienen signos opuestos y de aqui que w(xg, — pn) v Y(T¢ni1 — Prt1)

tiene el mismo signo. A partir de las ecuaciones que definen a w y y se obtiene
zb—a = w(xq, —pn) + Y(X¢ui1 — Par1) y dado que los términos de la derecha tienen

el mismo signo, obtenemos

|J]b - CL| = |w(an - pn) + y(an-i,-l - pn+1)|
= |w(@gn — pu)| + |Y(@Gni1 — Pry)]

> ’w(Q:Qn _pn)‘ = ’U)’ ‘an _pn’ 2 ’$Qn _pn‘

Esto es una contradiccién que indica que debe ser b > ¢,.1 quedando demostrado

el teorema.

Teorema 1.4.4. Denotemos por x cualquier nimero irracional. Si existe un nimero

a
ractonal — con b > 1 tal que

b
1

—_— <_
v 22’

b

a . : .
entonces 7 es tgual a una de las convergentes del desarrollo en fracciones continuas

’ a

de x.

Demostracién. Es suficiente con demostrar el resultado en el caso que (a,b) = 1.

Pn . .
Sean — las convergentes del desarrollo en fracciones continuas de x y supongamos
an

que % no es una convergente. Las desigualdades ¢, < b < ¢,,+1 determinan un entero
n. Debido al teorema 12, la desigualdad |zb — a| < |xq,, — p,| es imposible para este
n.

Por lo tanto, se tiene

| | <lab—al <5
TG — po| < |xb—al < —,
q p %
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de donde
1

< .
2bgs,

‘ Pn
x__
In

a n
Aplicando el hecho de que 7 #+ Pn y de que bp,, — aq, es un entero, se encuentra
dn

que

1

Lo +—’ ‘<: b asf
— T — - — 4+ —, asi
2bg,  20%’

a
g b
1 < 1 n 1
bq,  2bg, 2b?

i < |bpn - CL(]n|

<l|lxr ——
bg, — bay, “‘

Esto implica que b < ¢, lo cual es una contradiccién pues b > g,.

Observaciones

= Como los ¢; conforman una sucesién creciente, para cualquier ¢ > 0 existe

1 1 1
N € Z tal que — < ¢, ademds para todo n > N tenemos que — < — <€,
N n N

= Si un nimero irracional es expresado como una fraccién continua simple in-
finita, es posible obtener aproximaciones por medio de niimeros racionales con

cualquier grado de exactitud deseada.
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Ejemplo 13. Encontremos una aprorimacion correcta a la diez milésima del nimero
irracional representado por la fraccion continua [1,2]. Estimar el niimero irracional
representado por dicha fraccion continua.

Solucion. Hallando las convergentes tenemos:

¢ 0112345 | 6
a; |1 2122 2|2 2
pi | 13717141199 | 239
g | 11251229 |70 | 169

1
para que sea — < 5 x 107° basta que sea g2 > 20000 es decir, g, > 141.
Observando el cuadro tenemos que g = 169 > 141 entonces

239
T~ Pe _ 207 1,4142011  aproximadamente es /2.
s 169

Una pregunta interesante en cuanto a las fracciones continuas simples infinitas es
Lqué pasa si en determinado momento empieza a repetirse un grupo de términos de la
fraccion continua simple infinita?. A esta la llamaremos fraccion continua periddica,
y tiene la particularidad que el nimero que representara sera un nimero irracional
cuadratico. A continuacién nos referiremos a esta clase de fracciones continuas sim-

ples.
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1.5. Fraccion continua infinita periédica

Un subconjunto importante e interesante de las fracciones continuas infinitas es el

conjunto de la fracciones continuas periodicas.

Definicién 1.5.1. (fraccion continua periddica ) Es una fraccion continua en la cual

un conjunto de cifras consecutivas se repite infefinidamente. Usamos la notacion
[a1, ag, ...an, by, by, ...by,),
donde la barra agrupa al conjunto de cifras que se repite.

Recordemos que un irracional cuadratico es un ntmero irracional que es una
solucién de una ecuacién cuadratica az? + bz + ¢ = 0 donde a,b y ¢ son enteros.
Todo irracional cuadritico es un ndmero real que tiene la forma r + sv'k, donde

rys € Q,s # 0y k esun entero positivo que no es cuadrado perfecto, esto es

) a—+bVk a+
equivalente a —\/— con a, b y c enteros, o \/5
c c

Como veremos, las fracciones continuas periédicas difieren de otras fracciones con-

tinuas en que ellas representan irracionales cuadraticos, asi por ejemplo tenemos:

1 10 .
+T\/_ = [1,2,1],

V23 =[4,1,3,1,3,

#g = [0, 1.

La representacién en fraccion continua de es un ejemplo de una fraccién

1410
3
continua periédica pura.

Teorema 1.5.1. Toda fraccion continua periodica representa un irracional cuadratico.
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Demostracion.

Sea [ag, a1, ...ap, by, by, ..., byy—1] una fraccién continua periédica. Entonces hagamos:
x = |ag,ay,...an,y] donde y = [by,b1,...0p—1].

Como

y= [b07 bla "'bm—h b07 b17 "'bm—1]7

entonces

Yy = [bo,bl,...bmfl,y]. (8)

/

Sea C; = = la i-ésima convergente de la tltima fraccién continua, entonces
4;

I
Yoo + Q1

y de aqui se obtiene el siguiente resultado

Yol + Y1 = YD + D

y® + Yoy = Pr) =P =0 (9)
Esta es una ecuacién cuadréatica cuyo discriminante es positivo, esto es (¢, | —
Pr)® = 4 @) (~Prn1) = oy = Pra)* + 4(4) (P—1) > 0, de aqui se tiene que y es
un nimero irracional cuadratico o bien un niimero racional, pero lo ultimo queda
excluido debido a que la fraccién continua es infinita, luego y es un nimero irracional

cuadratico. Supongamos que y = r + sv/d con r y s nimeros racionales, s # 0 y

d un entero positivo que no es un cuadrado perfecto. Si Pn y Pn1
qn qn—1

son las dltimas

convergentes de la fraccién [aq, ag, ...a,], tenemos



CAPITULO 1. FRACCIONES CONTINUAS Y ALGUNAS APLICACIONES. 52

r = Jag,a1,...an, Yy
YPn + Po-t

Yqn + qn-1

(r + sVd)pn + pn
(7’ + 5\/8)%1 + Gn-1
TDp + Pn-1 + svd
PGn + Gt + sVd
A+ BVd

C+ DVd’

donde A, B, C'y D son nimeros racionales. Por lo tanto
(A + BVd)(C — DVd)
(C'+ DVd)(C — DVd)
AC — ADVd + BCv/d — dBD

C? — dD?
~ AC—dBD (BC— AD)Vd
- C?—dD? C? — dD?

= 7 +5Vd

’ / , .
donde r y s son numeros racionales. De esta forma queda demostrado que x es un

numero irracional cuadratico.

La demostracién del anterior teorema da las pautas para encontrar el irracional
cuadratico que es representado mediante una fraccion continua infinita periddica,

como veremos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 14. Determinar el irracional cuadrdtico representado por cada una de las
funciones continuas simples infinitas.

(i) [4,1,3,4]
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Solucion

Desarrollando la fraccion continua tenemos

13) +3 3
= %; de aqui se obtiene y* — 3y — 1= 0

Esta ecuacion tiene dos raices, pero tomaremos la que tenga como parte entera el

— 3—2v3
primer término de la fraccién periédica y = [3, 4], esto es, como {—\/_J =1

2
{3+2\/§

5 J = 3 tomamos

3
y=§+\/§.

5}
Las primeras dos convergentes de [4,1,y] son: Cy =4, Cy = 7 entonces

3
= 4
(2+\/§)5+ ~23+10v3 5—2V3

Tr = —
(2+V§)1+1 5+2v3 5-—2V3
L 43455
B 13

(i) [1,2,3]

Solucién Sea y = [1,2,3] = [1,2,3,1,2,3] = [1,2,3,y], desarrollando la fraccién

continua tenemos

t [0 1] 2
a; 11121 3
p; | 113110
¢ |[1]12]7
al1lg]¥
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y(10) +3 . )
= >——"—— de donde se obtiene Ty —8y—3=0
GRS s
Esta ecuacion tiene dos raices, pero tomaremos la que tenga como parte entera el
_ 4 — /37
primer término de la fraccién continua periédica y = [1, 2, 3], como \‘TJ =
4437
—1 y — | = 1 tomamos
A+ V3T7
YT
(i) [0,T,2,3]
B . 4437
Solucién. Sea = = [0, 1,2, 3] donde y = [1,2,3] = % segtn el ejemplo anteri-

or.

Ahora, las dos primeras convergentes de [0, 1,2, 3, y] estdn en la siguiente tabla

1 01123
a; 1012 3
pi |01 ]12] 7
g |111]3]|10
Ci|0[1]2| %5
de donde
4437
( 7\/_>7+2_42+7\/ﬁ 61 — 10v/37

€T =

= X
<4+,/—37> 043 61 +10v37 61 —10/37
— -
7

—4++/37
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Nota 1.5.1. Ahora podemos preguntarnos si a algin irracional cuadrdtico le cor-
responde una fraccion continua no periddica. La respuesta nos la da el siguiente

teorema.

Teorema 1.5.2. Para todo irracional cuadrdtico, su correspondiente fraccion con-

tinua es periodica.

Demostracién. Sea z un irracional cuadratico, entonces = se puede escribir de la

forma

a—i—\/z

C

donde a,b,c son enteros, b no es cuadrado perfectoy ¢ # 0;

Tr =

el entero b no es cuadrado perfecto puesto que x es irracional, entonces multipli-

cando por |c| tenemos

<a+\/5> el

r = -—zf y esto es igual a
c|cl
ac + Vbc? )
ro= —— si c>0
c
y

—ac + Vbc?
2

—C

r = si c < 0.

Si hacemos v = +ac, d = bc?, u = +c?, entonces tenemos que

v—l—\/g

u

r = donde d, v, u son enteros, u # 0, d no es un cuadrado perfecto y

uld — v? .

Construimos recursivamente la sucesiones infinitas de enteros v;, u;, a; e irracionales
Ti;

Hacemos
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Vo = U
Ug = U
vy +Vd
o = ————
Uo
ap = [2o]
y si conocemos v, Ui, T; ¥ a;
Vi1 = QU — U4
2
_ d—vi,
Uir1 = —
U
vig1 +Vd
Tiv1 = —
Uj+1
a1 = |Ti].

Ahora aplicamos induccién para demostrar que los v; y los u; son enteros tales que
v; # 0y u;|d — v?. Esto se cumple para i = 0 y si suponemos que es verdadero en el

1-ésimo paso, se observa que v;11 = a;u; — v; es entero, entonces podemos hacer

_d- vl _(d- v; 9 2 )
Ujr1 = = " + 2a;v; — a;u; | ;
%

%

s o . d—o?
lo ultimo es un entero puesto que por hipdtesis inductiva uv es entero. Por otro
lado '

uit1 # 0 (pues si ;41 = 0 se tendrfa d = vZ,; lo cual no puede suceder ya que d no

es un cuadrado perfecto).
d

2
, . 1
Ademés se tiene que u; = ——=+ de modo que ;4 |d — V31
Wit

Finalmente, tenemos que, para todo 7

—a;u; + v; + \/a . \/E — Vi1 d— Ui2+1 - Ujq1 . 1
u; U u; (\/E + Ui+1> Vd+vis1 T

T; — Q; =

esto es
1

)
Tit1

£L‘Z‘:CLZ‘+
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luego x = zg = [ag, ay, as, ...].

. Pn , .
De acuerdo al teorema 4, si — es la n-ésima convergente tenemos
dn
$___xnpnfl*_pnf2

annfl*_qnf2‘

+Vd

Ahora, para los nimeros z = i t\/—
s —+d

t

llamamos conjugado ® de z al nimero z =

. Si despejamos x,, en funcién de = tenemos

__pn72

T
_ XGpn—2 — Pn—2 . __Qn—Q qn—2
In = — o Pn—1
Tdn—1 Pn— Gn—1 €T —

Gn—1
y tomando conjugados en ambos miembros obtenemos
— Pn—2
x —
Tn = — qn—2 gn72 ’
Gn-1 | 7 — 2ot
Gn—1
de donde cuando n — oo nos resulta
— Pn—2
v T—x
_ qn—2 -
x p—
Gn—1

1 1
Dado por ejemplo € = 5 exite N tal que a partir n > N |5, — 1| < 5 de donde S,
es positivo. Luego existe un N > 0 tal que x,, < 0 para todo n > N. Como z, > 0,

se tiene

2V d
Ty — Ty = \/—>0, para todo n > N.

n

Luego u,, > 0 y por lo tanto:

O<un+1un:d—’ui+1§d, para todo n > N.

3Estos conjugados tienen las mismas propiedades operativas que los conjugados de los nimeros

complejos
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De esta ultima desigualdad obtenemos 0 < u,, < d para todo n > N.

También tenemos que para n > N:
Unp, S UpUp+1 S d

lunia| < V4,

2
Uplpy1 = d—v, <d,

2 2 _
Uyt < Upgy F Unlinir = d,

luego el rango de las sucesiones de enteros v,, y u,, son finitas, y por lo tanto existen

J v k enteros tales que j # k donde v; = v y u; = uyg, por lo tanto x; = xy, y esto

implica

zo = [ag, ai, ey Aj—1, Qg5 Gyt 1, o 1)

Luego = es periddica.

Ejemplo 15. Hallemos la expansion de v/7 como fraccion continua.

Sabemosque2<\/7<3,luegoa0:2asi\/7:2+(\/7—2):2+ 1
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luego as = |x2| = 1. Continuando este proceso, calculamos el siguiente a;, para lo

cual hacemos
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luego ay = |x4] = 4. Sea

1
Ty — Qg
_ 1
- (VT+2) -4
1

VT—-2

Por lo tanto x5 = x1, y a partir de esta posicién comienzan a repetirse los valores

Ty =

a; de donde obtenemos:

V7=1[2,1,1,1,4].

La barra abarca el periodo del nimero cuadratico.

Segtun los teoremas 1.4.4. y 1.5.1. hay una correspondencia entre fracciones contin-
uas periodicas y ntmeros irracionales cuadraticos. Uno de lo ejemplos mostrados

1 10 -
%_ = [I,2,1).

al principio de la seccion de fracciones continuas periodicas es
Casos como estos, en los cuales el periodo incluye el primer término de la fraccion
continua se llaman fracciones continuas periodicas puras. Este tipo de fracciones
continuas se corresponden con ciertos tipo de irracionales cuadraticos. En concreto

tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.5.3. Sea z = r + svVk un irracional cuadrdtico y & = r — svk su
conjugado. St x > 1y —1 < T < 0, entonces la fraccion continua que representa a
x es una fraccion continua periodica pura.

Demostracién.
1

To — Qo

Tomemos x > 1 con —1 < T < 0. Consideremos z¢ = x, ag = |zo| y 1 =
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dado x; hacemos a; = |z;|, x4 = para todo entero positivo i.

T; — a;

) 1
Tenemos entonces las sucesiones {a;}, {z;} y ademas, = T; — a; para algin
Lit1
entero .

Demostremos por induccién que z; > 1y —1 < Z; < 0 para algin ¢ y ademas a; > 1.
Para ¢ = 0 se tiene el resultado por la hipétesis. Supongamos ahora que se cumple

para todo i. Como z; = a; + (z; — a;) entonces 0 < x; —a; < 1 de aqui ;41 =
1

T; — a;

> 1 de donde a;11 = [z;11] > 1. Dado que T; < 0 tenemos T; —a; < 0, luego

< 0.

Tit1 = —
T; — a;

< -1

< 0 entonces < —a; < —1, luego
Tit1 Tit1 Ti1

que es equivalente T;;7 > —1; por lo tanto —1 < 7;7; < 0. Concluimos que para

Por otro lado, como T; = a; +

todo entero ¢ > 0 se tiene que z; > 1y —1 <7; < 0.

Dado que x; = a; + entonces

Tit1

0<— —a; < 1 de donde a; < —
Tit1 Tit1

1
< a; + 1y obtenemos a; = {— J .
Tit1

Ahora bien, z es un irracional cuadrético, de modo que z; = x; para algunos

enteros j y k con 0 < j < k. Entonces 7; =7y y

Asi que z; = =z implica ;1 = z4_;. Reiterando este argumento llegamos a

To = Tp—; Y obtenemos

T = 20 = [y, a1, Gz, ---»ak—j—l]
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Ejemplo 16. Verifiquemos el teorema 1.4.4. para cada uno de los irracionales

cuadrdticos.
L 4+4/37
i)
4 4 — 4
Seaxr =x¢ = +7\/§>1y—1< ﬁ<0ademés,\‘ +7\/§J:1:a0>1

cumpliendo con la hipétesis del teorema. Sea

1
<4+¢ﬁ>_1

xr =

7

7
T 3437
7(—3 —/37)
—28

3437
4

+ /37 3 — /37
4

>1ly—1<
A y

donde z; = <0conay = |z =2>1.

De igual manera
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5 37 5 — V37
+3\/_>1y—1<T<Ocona2:Lw1J:3>1.

donde x5, =

De igual manera

1

e <5+\/§>_3
3

3
T A+ 3T
3(—4 —/37)
N —21

4+ +/37
—

Por lo tanto x3 = z; y a partir de esta posicién comienzan a repetirse los valores de

a;. Notemos que

. {_LJ_ 1 _3EVBT
T @ | 3=3T7 T
i 4
{ 1J 1 5+ /37 )
a1 = —_——_— = _ _= =
Tl m 5-V3T| | 4
i 3
{ 1J 1 4+ /37 5
2 = |—=—| = | — = )
? T3 41— /37 3
7

(i) 247

Solucion.
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Como z > 1y T =2 — /7 cumple que —1 < T < 0, entonces la fraccién continua
que representa a x es una fraccién continua periédica pura.

Como 4 <2+ \/7 < 5 entonces tenemos

Tog = 2+7 donde ap =4
1 V742

T, = = donde a; =1
1 N 3 1
1 VT+1

Ty = donde ay =1

V-1 2

3
1 1
T3 = = VTt donde a3 =1
VT -1 3
2
1
Ty = :\/7+2,
3

en este dltimo calculo llegamos a que z, = v/7 + 2 es igual a x, determinando asf el
periodo del irracional cuadrético. Por lo tanto 2 + /7 = [4,1,1,1].

Veremos ahora que cualquier fraccion continua periddica pura representa un ir-

racional cuadratico que cumple las condiciones de las hipétesis del teorema 1.4.4..
Mostraremos un ejemplo y luego demostraremos el reciproco de dicho teorema.
Ejemplo 17. Consideremos la fraccidn continua periddica pura [3,1,2] y deter-
minemos que numero representa
Sea

aps+p2  lla+4

a =BT =B,2 1 0] =t =

Esto conduce a la ecuacién cuadratica
3¢ =10 —4=0. (%)

Consideremos ahora el nimero 5 que sale como resultado de invertir el periodo del
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nimero « en su representacion, es decir, el niimero

118 +3

=13 =21.3.0] = 5+

Esto conduce a la ecuacién cuadratica
4% —108 -3 =0.
La ultima ecuacién puede escribirse de la forma
) -0 (-5)
3|—=) —10(—5)—4=0 ()
(5) (5
De (%) y (**) vemos que la ecuacién cuadratica
302 =10z —4 =0 (xx%)
. . 1 ) :
tiene como soluciéon r = a 'y x = 5 Estas raices no pueden ser iguales, ya que
1
ambos a y 3 son positivos y por lo tanto a y _B tienen signos opuestos. Ademas
1 .
f>1,yasi =1 < —= < 0. Esto demuestra que (x), o (x x *) tiene la raiz positiva

1 .
a v la raiz negativa @ = ——, donde —1 < @ < 0. Es facil obtener estos resultados
numéricamente. La férmula cuadratica () tiene dos raices

54+ /37 5— /37
D Y 3

«

La raiz positiva § de (xx) es

54437

B 4
y entonces
1 -4 -4 5—37T 5-37
B b+V3T 5437 5-v3T 3
Demostramos entonces que —% es igual a @. Por otra parte con tres decimales de
aproximacion tenemos o = 3,694 > 1, y @ = —0, 361 que esta entre —1 y 0.

Ahora vamos a demostrar el caso general
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Teorema 1.5.4. Si ag, aq,...,a, son enteros positivos, la fraccion continua periodi-

ca pura o = [ag, a1, ..., Gn| €s mayor que 1 y es la raiz positiva de una ecuacion

cuadrdtica con coeficientes enteros. Ademds si 5 = [ay, @1, ..o, a1, Gg] €s la fraccion
. : . . r _ . iy
continua de o con el periodo invertido, entonces —— = @ la otra raiz de la ecuacion

cuadratica. Ademds, —1 < a < 0.

L L

. s Pn o p —1
Demostracion. Sea — la n-ésima Convergente de « Yy Sean —ZL y 7

dn ap dn—1
mente la n y n — 1-ésima convergente de f.
Pn — p_% y an — pizfl
Pn—1 qn n—1 QZ_1

respectiva-

Demostremos primero que En efecto, como p, =

anPn—1 +pn—2 VEmos que

Pn Pn—2 1
= aQ + = a + R
Prn—1 " Pn-1 " Pn—1”
Pn—2

y del hecho de que p,_1 = a,_1pn_2 + Pn_3, tenemos también que

_ _ 1
p?’l 1 :anil—i—pn 3 :anil_i_m’
Pn—2 Pn—2 n
Pn-3
similarmente
Pn—2 o 1
Pn—3 = n—2 + Prn—3
Pn—4

y en algiin momento obtenemos

D2 1
p—— a/2 + _’
n p1
Po
1
g a; + —.
Po ag
de donde 27 = [@ny A1, ..y ap] = Pn.
Pn—1 q;

L
_ _ Prn
= [an, @p_1, ...y ay] = —— .
Qn—1 Ap—1

De manera similar se encuentra que
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Por lo tanto y dado que el numerador y denominador de una convergente son primos

relativos , debemos tener

p:L = Pn, pil—l = Qn,

(1)

Lo L _
qn - pn—lﬂ qn—l - qn—l-
Como a = [ay, ag, ..., a,, &) entonces

adn +Qn71

donde 2 y Pn-1

Qn qn—1

son respectivamente la n y (n—1)-ésima convergentes de [ag, ay, .-, Gn)-

La ecuacién (/1) es equivalente con

n@” = (Pn = Gu-1)@ = pn_1 = 0. (I1)

Invirtiendo el periodo en o obtenemos

6 = [anaanfly ---;alya()] = [anyanfly ~-'7a17a076]7

que es equivalente a
I

ﬂ - L
qu + Qn—l

, (1)

Prn—1

L
n
L
-1

L . 7 . —
donde 22 y son respectivamente la n y (n—1)-ésima convergentes de [a,, G, _1, ---, Go)-
n

q
Sustituyendo (I) en (/1) obtenemos

BPn-1+ qu1’

este numero satiface la ecuacién

pn—lﬁ2 - (pn - Qn—l)ﬁ —qn = 07
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la cual es equivalente con

an (—%)2 — (Pn — qn—1) (—%) —Pu1=0 (IV)

Comparando (/1) con (IV) concluimos que la ecuacién

anz - (pn - qn—l)gj — Pn-1 = 0

1
tiene dos raices: La raiz x1 = «, y la raiz x5 = —E. Ahora  representa la fraccién

continua periédica pura [ay,, @,_1, ---, @1, Go), donde a,, a,_1,...,ap son enteros posi-

1 1
tivos; por lo tanto tenemos 5 > 1, 0 < B <l,yasi —1 < —=<0.

g

1
En otras palabras, la raiz @ = —— esta entre —1 y 0. Esto completa la demostracion.

B

Teorema 1.5.5. Si k es un entero positivo que no es cuadrado perfecto entonces
la fraccion continua que representa a Vk es una fraccion continua periddica cuyo

periodo comienza después del primer término, es decir, que tenemos la forma

Vi = lag, ar, as, ..., an_1, 2a0)

Demostracién. Sea vk = [ag,aq,...] como ag = L\/EJ tenemos que ay < Vk,
ap+VEk > 1 y —1 <ag— Vi < 0, entonces por teorema 14 (ag + \/E) se representa

mediante una fraccion continua periédica pura. Por tanto

= ag+Vk = 2a9,a1, .., 4y1]

T
\/E = —a0+[2a0,a1,...,an_1]

= —agp+ [2@0, A1y .oy Ap_1, 2&0]

= [CL(), ai,agz, ..., Ap_1, 2(10]

Miremos alginos ejemplos:
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= V13=1[3,1,1,1,1,6]
L\/ﬁj =3,as{3+v13>1y -1 <3—-13 <0y tenemos 3++13 = [6,1,1,1,1] =
[6,1,1,1,1,6] de donde v/13 = -3 +[6,1,1,1,1,6] = [3,1,1, 1,1, 6]
= V21 =[4,1,1,2,1,1,§]

[ V21| =4,asf44+v21 > 1y —1 < 4—V/41 < 0y tenemos 4+v21 = [3,1,1,2,1,1] =
[8,1,1,1,1,8] de donde v21 = —4 4 [8,1,1,2,1,1,8] = [4,1,1,2,1,1,8).

Luego tenemos los siguientes ejemplos

= V34 =1[5T,4,1,10]

V61 =[7,1,4,3,1,2,2,1,3,4,1, 14]

V67 =[8,5,2,1,1,7,1,1, 2,5, 16|

V29 = [5,2,1,1, 2, 10]

V43 =16,1,1,3,1,5,1,3,1, 1, 12]

Si analizamos el periodo de los anteriores ejemplos y eliminamos el tltimo término,
observamos que hay una repeticion de los términos que se leen de la izquierda hacia
el centro cuando se leen de la derecha hacia al centro. Llamaremos simetria a esta

caracteristica de la expresion que se presenta para racionales cuadraticos de la forma

V.

Lema 1.5.1. Si xz un nimero real mayor que 1 cuya representacion en fracciones
continuas es [ag, ay, ..., ay, ...] entonces la representacion en fracciones continuas de

— es [0,ap,a1, ..., Gp, ...]
T
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1
Demostracién. Se tiene x = [ag, a1, as, ...] y como z > 1 entonces {—J = 0 luego,
x
1 1 1
—:O—|——: :[O,ao,al,...].
x x  ag, a1, ...y ay, ...

Teorema 1.5.6. Teorema 19. (Simetria) El periodo de cada fraccion continua del
teorema anterior, sin incluir 2ag, es una expresion simétrica, es decir, si k no es

cuadrado perfecto la fraccion continua para Vk es de la forma:

[a07 ap, ag, as, ...,a3,ds, a, 2&0]

Demostracién.

Tenemos que a = Vk + ag = [2ag, ay, ..., an_1, 2a9) = [2ag, ay, ..., an_1] Consideremos

la misma fraccién continua pero con el periodo invertido, es decir [a,,_1, ..., a1, 2ao] ()

1 -
que representa a ——. Por otro lado, como vk — ag = [0, a1, as, ..., 2ap] por el lema
a

1.5.1 tenemos que

1
——— = |a1, a9, ..., Gp_1, 2a0|.
N [ ]
Dado que @ = —Vk + ag, se tiene entonces
1 1

—— = ———— = [ay,ag, ..., @y_1, 2a0].(*%)

a \/E—ao

Comparando (*) y (%) (y recordando el hecho de que el desarrollo de un nimero

es inico), vemos que a,_; = ay, ap_y = ag,... .Por lo tanto la fraccién continua para

Vk es necesariamente de la forma lag, a1, as, as, ..., as, as, ay, 2ag).
[ |

Los siguientes teoremas permiten determinar fracciones continuas para ciertos irra-

cionales cuadraticos que tienen una forma especial.



CAPITULO 1. FRACCIONES CONTINUAS Y ALGUNAS APLICACIONES. 71

Teorema 1.5.7. Si p es un entero positivo, entonces la fraccion continua simple

periddica que representa a \/p? + 1 es [p,2p)

Demostracién.

Sea p un entero positivo, entonces

p:\/?< VpE+1< \/p2+2p+1:\/(p—|—1)2:p+1 ,de donde L\/pQ—l—lJ =p,

asi
VPP +l = p+ (VPP +1-p)
1
pPP+1-p

1
pt——
VPE+1+p

1

., en este caso vaz +1 +pJ =2p 1luego

1

2p+ (vV/p*+1-p)

(1.1)

Tenemos garantizado por el teorema 1.4.3 que al desarrollar la fracciéon continua

para un numero irracional cuadrético, en algin momento se repite por primera vez
_ ) 1 1

un z;, y esto determina el periodo. En este caso — = y/p? +1 —p = —, de donde

X T2
xr1 = x9 y por lo tanto \/p?> +1 = [p,2p|, p>0.

Teorema 1.5.8. Si p es un entero positivo mayor que 1, entonces la fraccion con-
tinua periddica que representa a \/p?> —1 es [p—1,1,2(p — 1)].

Demostracion.

Sea p un entero positivo tal que p > 1, entonces p — 1 > 0. luego

p—1=y(p-12<p—1</p2=p, deaqui L\/zﬁ—lJ:p—L
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Tenemos entonces

-1 = (p—1)+<\/p2—1—(p—1))

=1 = (p-D+ (VPP -1+0-p)
1
1

pP*—1+(1-p)

1
p—1+
vpP—-1+4p-—1

2(p—1)

1
= -1
y +1+ VF—1ep—1_,
2(p—1)
1
p*—1+(1-p)
2(p—1)

1+




CAPITULO 1. FRACCIONES CONTINUAS Y ALGUNAS APLICACIONES. 73

Tenemos garantizado por el teorema 1.4.3. que al desarrollar la fraccion continua

para un numero irracional cuadrético, en algin momento se repite por primera vez
. ) 1 1

un z;, y esto determina el periodo. En este caso — = /p? — 1+ (1 —p) = —, de
T2

X1

donde z; = x5 y por lo tantoy/p?> — 1 =[p—1,1,2(p — 1)].

Teorema 1.5.9. Demostrar que si p es un entero positivo, entonces la fraccion

continua periddica que representa a \/p> + 2 es [p, p, 2p]

Demostracion. Sea p > 1 se tiene

p=vVP<VP+2< VPP +2p+1=+/(p+1)2=p+1 de donde b/p2+2J =p

asi

1
P2 = pt (VP +2-p)=pt ——1—

pPP+2-p
1 1
VPP 2+ p n pPP+2—p
2 b 2
1 1

1
Pt ——— p
VPP +2+p 2p+ (VP +2-p)

Por lo tanto \/p* 4+ 2 = [p, p, 2p).

Miremos algunos ejemplos de los teoremas anteriores

» V17 =42+ 1 de aqui p =4, luego V17 = [4,2 - 4] = [4,8|.

= /35 =+/62 1 de aqui p=6, luego v35=1[6—1,1,2- (6 —1)] = [5,1,10].
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= V51 =+72+2deaquip=7,luego V51 =[7,7,2-7] =[7,7, 14].

1
Teorema 1.5.10. La n-ésima convergente de — es el reciproco del (n — 1)-ésimo
x

convergente de x si x es cualquier numero real mayor que 1.

Demostracion.
1
Sea x = |ag, a1, as, ...] entonces — = [0, ag, ay, ...]. Si Pn y — son las convergentes
x Gn n
1
de x y —, respectivamente, entonces
x
hO - 07 hl - 17 h2 = aq, T hn = an—lhn—l + hn—2
o0 =1, gi=a, - (u1=0n-10n—27F Gn-3
ko=1, ki = ao, ka=apar+1, - kn=an1kn1+kno
Po = ao, pr=aar+1, -+ pPh1=an-1Pp-2+ Pn-3.

De la anterior recurrencia tenemos que h, = ¢,_1 V kn = pn_1. Demostremos por
induccién el anterior resultado.

Verifiquemos que para n = 1 se cumple. En efecto

hy = aoho+h_1 =ao(0) +1=1,

qQ = aoq-1+q2=ao(0)+1=1,
y

ki = aoko+ k-1 = ao(1) + 0 = ao,

po = aop—1 +p_a=ap(l) +0 = am.

Para n = 2 tenemos
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he = aithi+ho=a1(1)+0=ay,
¢ = ag+g1=a:(1)+0=ay,

y
k’g = Cllk’l + k’o = a1a9 + 1,

p1 = a1po+p_1 = aiap + 1.

Lo cual se cumple. Supongamos que se cumple para n = r, es decir,

h, = arflhrfl—i_hrf%
Q-1 = Gr_1Gr—2 + Gr—3,

y
kr - ar—lkr—1+kr—2a

Pr-1 = Qp_1Dr—2 + Pr_3.

Y demostremos que se cumple paran =1r + 1,

En efecto por definicion tenemos que
Pr = QpPr_1 + Pr_2

Gr = QrQr—1 + Gr—2

Por hipétesis inductiva tenemos p,_1 = k., pr—2 = kv 1Y @1 = hyy@ro = hy_q,
de donde obtenemos p, = k.11 v ¢ = h,y1. Luego por principio de induccién

matematica se sigue el resultado.
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Teorema 1.5.11. Sea d un entero positivo que no sea cuadrado perfecto y sean
Pn las convergentes para el desarrollo en fraccion continua de \/d. Entonces existe

4n
solucidon de la ecuacion x* — dy* = +1 (Ecuacién de Pell.)

Demostracién. Demostraremos que el desarrollo de v/d nos proporciona la solucién
de la ecuacién de Pell.

Dados ay, a,...,a,_1, a, enteros, entonces

\/3 = [ao,ah "-an—172a0] = [GO,Gb vy Ap 1, 200, Q1 --~;an—1] = [GO,Gb ”'7an—17an]

donde
oy = Vd + ay. (1)

Utilicemos el hecho de que

\/E _ Qn—1Pn—2 + pnf2’ (21)
Op—1Qn—2 + Gn—2

donde p,_2, ¢n_2, Pn_1 YV ¢n_1 se calculan a partir de las dos convergentes C,,_o =

p’l’b—27 Cn_l — pn—l

. Sustituyendo (7) en (2¢) tenemos
Qn—2 n—1

Vi — (\/a + ao)pp—1 + Pn—2_
(\/E + aO)qn—l + dn—2 ’

entonces, multiplicando ambos lados por el denominador, obtenemos
\/E(\/E +ao)qn-1 + GnoVd = (\/E + ao0)Pn-1 + P2,
lo cual es equivalente a
dgn—1 + (a0Gn—1 + n—2)Vd = (a0pn-1 + Pn—2) + pa1Vd.

Tenemos entonces una ecuacién de la forma a + bv/d = ¢ + dv/d donde a, b, ¢, d son

nimeros enteros y v/d es irracional, y esto implica que a = ¢ y b = d, de donde

dqn—l = oPn-1+DPn—2 Y QoGn-1+ Gn—2 = Pn-1-
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Resolviendo estas ecuaciones para p,_2 ¥ ¢,—2 en términos de p,_1 y ¢,—1 tenemos

Pn—2 = danl — QoPn—1,
(31)
n—2 = Pn-1— GoQdn—1-
Por Teorema (5) tenemos
Pn-1Gn—2 — qn-1Pn—2 = (_1)11(41)
Sustituyendo (37) en (44)
pn—l(pn—l - aOQn—l) - Qn—l(dQn—l - aOpn—l) = (_1)71’
esto es,
2 2 _ n -
Pn—1— Ngn—l - (_1) : (51)
Si n es par, la ecuacién (5i) se convierte en
p?z—l - dQZ—l =1,
y por lo tanto una solucién particular de la ecuacién de Pell 22 — dy? =1 es
o = Pn-1, Yo = qn-1-

Si n es impar, entonces

p?],—l - dqu—l = _17

Lo = Pn-1, Yo = dn—1

que es una solucién particular para la ecuacién z? — dy? = —1.
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Observaciones

» Sin esimpar y queremos una solucién para z2 — dy? = 1, consideramos que el

periodo es el doble del inicial y el procedimiento descrito nos da la solucién.

= Por lo anterior, simpre podemos encontrar soluciones particulares para la

ecuaciéon 22 — dy? = 1.

» No todas la ecuaciones de la forma 22 — dy? = —1 tienen solucién. Por ejemplo

la ecuacién 2% — 3y? = —1. es una de ellas.

Teorema 1.5.12. Sea d un entero positivo que no sea cuadrado perfecto y bi la
i-ésima convergente en el desarrollo en fracciones continuas de Vd. Si N es un
entero tal que |N| < V/d y s,t son enteros positivos con (s,t) = 1 que satisfacen

s?2 —dt> = N, entonces s = p, y t = q, para algin entero n.

Demostracion.
Sean x y y enteros positivos tales que (z,y) = 1y 2? — py*> = o donde VP es
irracional y 0 < o < /p; o y p niimero reales.

De 2% — py? = o tenemos

(z + Vpy)(x — \/py) = 0o,

dividiendo por y tenemos:

(z + /py) o

y ~yle — /)
v VP =) )

Dado que o < ,/p, tenemos

T o0 VP
0<y VP y(x—\/ﬁy)<y(x—\/'py)’
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@
VP VP L "

o= V) y(Lﬂ) <%+y2—y2(1+yi\/ﬁ).

x x
Como — — /p > 0 implica que —— > 1, entonces
y Ve t\/p

x 1

x . .
Por el teorema 1.4.1., — es una convergente en el desarrollo de fracciones continuas

de N2

» SiN>0;conoc=N,p=d, z=syy=tel teorema se cumple.

» Si N <0, entonces de s?> — dt?> = —N obtenemos dt?* — s> = —N , luego
t* — E 52——5 con —ﬂ<ﬁ— L
d d d \Vd

N 1
hagamos 0 = 7 yp= 7 de donde B es una convergente en el desarrollo de ﬁ

s
El teorema 22 nos garantiza que n es una convergente en el desarrollo de v/d.

1.6. Aplicaciones de las fracciones continuas

Hemos terminado con la parte tedrica de las fracciones continuas simples. Ahora las
utilizaremos como herramientas para darle solucién a otros problemas matematicos

de una manera sencilla, practica y eficiente.
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Solucion de Ecuaciones Diofanticas Lineales.

La teoria de las fracciones continuas puede ser usada para obtener soluciones de una

ecuacion diofantica lineal.

ar +by=c donde (a,b) =1. (%)

a
Llamemos C), a la tiltima convergente de la fraccion continua simple finita 7 Es decir

P

Cp :E,donde(a,b)zlypn:ayqn:b.
dn

Del teorema 6 tenemos

Pndn—1 — Pn—14n = (_1)n+1’

como p, =a'y ¢, = b entonces

- gpn—1 — b *Pn—1 = (_1)n+17

y multiplicando por (—1)"*! . ¢ llegamos a

al(=1)" - ¢ guaa] + B(~1)(~ 1) - - py] = (~1)2D ¢

al(=1)"" - gpq] +0[(=1)" ¢ puy] = c.

Entonces una solucién particular de la ecuacion diofantica ax + by = ¢ es el par:

vo=[-1)""coguna] ¥y g =[=1)"""c pu] (+)
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Nota 1.6.1. (i) Si zg y yo conforman una solucion particular de la ecuacion (x)

entonces la solucion general esta dada por:
x = x5+ bt Y Yy = Yo — at, con t entero

(71) Si (a,b) = d, entonces la solucion general de la ecuacion diofantica esta dada por

a
T = Ty + Et Y Y= 1Yo — Et’ con t entero

Ejemplo 18. Usemos fracciones continuas para determinar la solucion general de

la ecuacion diofantica lineal 14x + 22y = 50
Solucién.

Dividiendo la ecuacién original entre (14,22) = 2 tenemos 7x + 11y = 25, como

(7,11) = 1, existen soluciones de la ecuacién diofantica lineal. La fraccién continua
7

simple finita que representa a I es [0,1,1,1,3]; las convergentes se ven en la sigu-

iente tabla:

i |ol1]2]3]4
a; |01 1]1] 3
pilol1l1]2]7
e 11112311

12
cloli]| =2 =

213111

una solucién particular de 7z + 11y = 25 es
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wo = (—1)*1(25)3 = —75
Yo = (—1)+2(25)2 = 50

Comprobando en la ecuacion:

7(=75) 4 11(50) = —525 + 550 = 25

Asi, por la nota (7) anterior, la solucién general de 7z + 11y = 25 estd dada por:

r=-Th+ 11t

y = 50 — Tt, para todo entero ¢

que por la nota (i7) es solucién de 14z + 22y = 50.
Ejemplo 19. Usemos fracciones continuas para determinar la solucion general de

la ecuacion diofdntica lineal 18x + 5y =7

Solucién. Como (18,5) = 1, entonces existen soluciones de la ecuacién diofantica
lineal. La fraccién continua simple finita que representa a 5 o [3,1,1,2]. Las con-

vergentes se ven en la siguiente tabla:

i |ol1]2] 3
a; |3/1]1] 2
pi | 34718
1111215
Clalalz|u

una solucién particular de 18z + by = 7 es
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2o = (—1)%(7)2 = 14
Yo = (—1)*+2(7)7 = —49

Comprobando en la ecuacion:

18(14) + 5(—49) = 252 — 245 = 7

Asi, por la nota (i) anterior la solucién general de 18z + 5y = 7 estd dada por:

r =14+ 18t
y=—49 — 5t, parat € Z

Ejemplo 20. Usemos fracciones continuas para determinar la solucion general de

la ecuacion diofantica lineal 69x + 54y = 387
Solucion.

Dividiendo la ecuacién original entre (69,54) = 3 tenemos 23z + 18y = 129, como
(23,18) = 1, existen soluciones de la ecuacion diofantica lineal. La fraccién continua
simple finita que representa a 8 es [1,3,1,1,2], las convergentes se ven en la sigu-

iente tabla:

¢ (0|1 ]2]3] 4
a; |13 [1]1][ 2
pi |1]4]5]9]23
g |13 47|18
4 23
C;l1]=1212 =
31417118
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una solucién particular de 23z + 18y = 129 es

2o = (—1)"1(129)7 = —903
o = (—1)*2(129)9 = 1161

Comprobando en la ecuacion:

23(—903) + 18(1161) = —20769 + 20869 = 129

Asi, por la nota (i) anterior la solucién general de 23z + 18y = 129 estd dada por:

r = —903 4 18¢
y = 1161 — 23t, para t € Z

que por la nota (ii) es solucién de 69z + 54y = 387.

Ecuacién cuadratica de la forma 22 — bz — 1 =10

Uso de las fracciones continuas en la solucion de ecuaciones cuadraticas. Consider-

emos la ecuaciones cuadraticas de la forma

22 —bx —1=0conb>0,

entonces
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si consideramos x = xy como en el teorema 13, obtenemos

1
0

Por lo expuesto en la seccién de fracciones continuas periddicas, sabemos que esta
tiltima expresién nos indica que = = [b]. Por lo tanto [b] es la raiz real positiva de la
ecuacion cuadratica. La otra raiz puede ser obtenida usando la propiedad de que la
suma de las raices es igual a b.

Ejemplo 21. Encontremos aprorimaciones de las raices de cada ecuacion cuadrdtica
usando fracciones continuas, calcular cada raiz con exactitud al centésimo.

(i) 2*°=3x—-1=0

Solucién. De 2?2 — 3z — 1 = 0 obtenemos 22 = 1 + 3z entonces z = 3 + i de

aqui [3] es una raiz positiva. Se pide

1

q—2<0,01

¢ > 100

qn > 10

veamos las convergentes

¢ |0 12| 3
a |31 33| 3
p; | 3110 33| 109
g | 1] 3 |10 33

Como g3 > 10 entonces, la convergente que mejor aproxima segun lo pedido es

109
— 7 — 33030303,
YT g3 T

Si y es la otra raiz entonces y + 3,30 = 3 de donde una aproximacion para y es
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y = —0,30
(i) a?—6x—1=0;

Solucidn. De igual manera, 2> = 6z + 1 entonces © = 6 + — asi [6] es una raiz
x
positiva.

Se pide:

1

- < 0,01

¢2 > 100

qn > 10

veamos los convergentes

t (01 2 |3
a; |6 6 6 |6
pi | 6| 37| 228

Como ¢, > 10 entonces, la convergente que mejor aproxima segun lo pedido es

998
— %% _ 6.1621621.
YT T

Si y es la otra raiz entonces y + 6,16 = 3 de donde una aproximacién para y es

y = —0,16

Ejemplo 22. Determinemos la ecuacion cuadrdtica una de cuyas raices estd repre-

sentada por la fraccion continua simple infinita [1,2].
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Solucion.

— 1 1 x 3r+1
S =1 t =1 {r=14+7—-=1 -
eax =[1,2] entonces x=1+ astae = 1+o— +2x+1 ST

{E
_ 1_|_\/_
yr=

o]

S 1+
1. Por lo tanto el nimero que representa a [1,2] es z =

2+ =
T

de aqui 222 — 22 — 1 = 0 cuyas raices son x =

Si miramos sus partes enteras tenemos que r = {

2

Unidades en el Anillo de Enteros de los Cuerpos Cuadraticos.

En esta ultima secciéon emplearemos la teoria de las fracciones continuas desarrol-
ladas en las secciones precedentes para encontrar las soluciones de la Ecuacion de
Pell.

Consideremos el cuerpo numerico Q(\/E), donde d es un entero positivo que no es

cuadrado perfecto; o € Q(v/d) si y solamente si & = a 4 bv/d donde a,b € Q

Definicién 1.6.1. a es un entero de Q(v/d) si y solamente si existe p(x) € 7 [z]

mdnico; tal que p(a) = 0.

Nota 1.6.2. Los enteros de Q(v/d) constituyen un anillo (conmutativo con identi-

dad) que es un dominio.

Definicién 1.6.2. Sea o un entero de Q(v/d), o es unidad si y solamente si existe

otro entero 8 de Q(v/d) tal que aff = 1.

Nota 1.6.3. Sid = 2,3 (mod4), el anillo de enteros de Q(v/d) es {a =z +yVd z,y € Z}
y o =1z +yvVd es unidad en este anillo si y solo si v — dy® = +1.
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En el teorema 1.5.10. vimos que existe solucién de la ecuacion de Pell. Veamos
algunos ejemplos

Ejemplo 23. Resolver x> — Ty?> = 1

Solucién. Se tiene que v/7 = [2,1,1, 1, 4], entonces n — 1 = 3 y a partir de la tabla

£
N NN O
—
—
—
S

Di

se tiene que C,_1 = C3 =

W] oo

Por lo tanto z = 8 y y = 3 es la solucién de: 22 — Ty? = 1.
Comprobando tenemos: (8)? — 7(3)? =64 — 63 =1

Ejemplo 24. Resolver 2% — 11y* = 1

Solucién. Se tiene que v/11 = [3, 3, 6], entonces n — 1 = 1 y a partir de la tabla

7 |0 1] 2
a; |31 3 ] 6
pi | 3110 |63
10
se tiene que C),_ = C] = 3

Por lo tanto z = 10 y y = 3 es la solucién de: 22 — 11y% = 1.

Comprobando tenemos: (10)? — 11(3)% = 100 — 99 = 1.
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Ejemplo 25. Resolver x*> — 29y* = 1

Solucién. Se tiene que v/29 = [5,2,1, 1,2, 10|, entonces n—1 = 4, que es un ntiimero

par. Las primeras cuatro convergentes son

5! 11 16 27 70
OO_I7 01_57 02_§7 03_37 04_E
Pero si reemplazamos zy = 70, yo = 13 en 22 — 29y? tenemos 70? — 2913% = —1 y

no es +1. Por lo tanto, debemos pasar al siguiente periodo. El préximo periodo da

las convergentes

727 1524 ~ 2251 3775 9801

57 135’ 67 983" (VIT 87 701 97 1820

y por lo tanto, si tomamos xy = 9801, y, = 1820 obtenemos
(9801)% — 29(1820)% = 96059601 — 96059600 = 1.
Observaciones

» La solucién que genera la n-ésima convergente del nimero v/d para la ecuacién

22 — dy? = £1 produce los menores enteros que satisface la ecuacion.

» Todas las demds soluciones de la ecuacién de Pell 22 — dy? = 1 se obtienen a

partir de las potencias de

(pn_l + \/Eqn_1> =z, + \/3;% para todo n entero.

Cada pareja x = x, y y = 9, es solucion de la ecuacién de Pell.

Esta ultima observacion la tenemos como un teorema

Teorema 1.6.1. Si (zg,y0) es la primera solucién de la ecuacion x* — dy* = 1,

entonces todas la soluciones positivas (T,,y,) pueden obtenerse de la ecuacion

T+ Vdy, = (xo + Vdyo)"  para todo n>1 (x)
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Demostracion.

Los términos x,, y ¥, salen mediante la expansiéon de (:z:o + \/ay()) ! y luego se igualan
los términos que ésta genera.

Para n =1 se tiene que x1 = o ¥y y1 = 9o-

Veamos que es clerta para n = 2. esto nos da
2
i) + yg\/a = (330 + \/c_ly()) = (37(2) + dyg) + (21’0?;0)\/3,

de modo que xy = 2 + dy2 v y2 = 2xoyo. Usando estos valores tenemos

r3 —dy; = (xg + dy§)2 — d(2w0y0)?
= xé + de?)yg + d2y§ - 4dx3y(2)
= @y — 2dzgy; + d*y,

— (@ dgd) =1

Es fécil comprobar que si z,, y ¥, son como en la ecuacién (*), entonces 22 —dy? = 1.

Nosotros tenemos de (),
Ty + yn\/a = (1'0 + yo\/;l)(:co + yo\/a)...(xo + yo\/a)’

donde hay n factores d la expresion del lado derecho. Dado que el conjugado de un

producto es el producto de los conjugados, esto nos da

Tn — yn\/g = (zo — yo\/c_l)(xo - yo\/a)---(fo - yO\/E),

Tp — yn\/a = (-TO - yO\/Zl)n- (**)

Por otro lado tenemos el factor 22 + dy? y usando (*) y (%) tenemos:
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{Ei — dyi = (z,+ yn\/a) (Tn — yn\/a)
= (ZEO + yo\/g)" . (l’o + yo\/c_l)”

= (a5—dy))" =1

Asi x,, y y, son soluciones de la ecuacién x? — dy? = 1.

Ejemplo 26. Hallar las unidades del cuerpo Q(v/2)
_ 1
Solucién: Tenemos que /2 = [1,2], el periodo es t = 1 asi t —1 = 0 donde Cy = 1

Entonces

up=1+1vV2=14+2yu;' = -1 ++2
WB=14+2+2V2=3+2V2yu,> = (ud)"' =3-2V2

= (1+V2)P =T+5vV2yuy® = (1+v2)3 = -7T+5/2

up = (1+V2)' =17+ 122y ug* = (1 +v2)™ = 17— 12V/2
ud = (1 ++v2)° =41 +29v2 y ug® = (1 +v2)™° = —41 +29v/2
u$ = (14+v/2) =99 4+ 70v2 y ug® = (1 ++/2)76 = 99 — 70v/2

ul = (1+v/2)7 =239+ 169v2 y uy” = (1 +v/2)"7 = —239 + 169v/2



CAPITULO 2

EL PROBLEMA DE LA AFINACION MUSICAL

2.1. El problema de la Afinacion

! Para plantear la problemética de la afinacién es necesario llevar a cabo una

contextualizaciéon ? que nos permita comprenderla, es decir, abordarla en su con-
3 7

junto desde una perspectiva bien definida, sin que por ello pretendamos agotarla.

Este planteamiento desde luego supone diversas relaciones existentes entre musica

y matematicas, asi que comencemos por fijar el vocabulario que emplearemos para

tal propésito.

IPara plantear el problema de la afinacién nos hemos basado en ciertos aspectos claves en
las valiosas reflexiones de J. Javier Golddraz Gainza (profesor de organologia y actstica en el
conservatorio superior de musica de Madrid) en: Afinacidn y temperamentos histéricos. Madrid:
Alianza, 2004. En esta obra Goldaraz senala con claridad que su interés radica en “desbrozar el
contexto histérico en que aparecen los distintos sistemas de afinacién y temperamentos” (y se ponen

en practica), concentrdndose en los mds importantes a nivel de la historia de la musica occidental.
2Esta contextualizacién conceptual se realizard dentro del marco de la historia de la musica

occidental.

92
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Por nota (musical) entendemos un concepto referido a un sonido emitido por un in-
strumento (musical); dicho sonido puede ser representado mediante una frecuencia
(segun la actstica). Una escala es un conjunto de notas escogidas con algun criterio
para producir musica, o en otros términos, un grupo de notas diferentes y organi-
zadas estratégicamente con las cuales podemos configurar una melodia (haciéndolas
sonar sucesivamente) o una armonia (haciéndolas sonar simultdneamente). Se conoce
como consonancia la superposicién de dos notas las cuales generan un sonido “agrad-
able” al oido. De modo que la misica surge de combinar en simultaneidad o sucesion
una lista finita de notas (elegidas con ciertos paradigmas entre infinitas frecuencias).
En este orden de ideas la elecciéon o construccién de una escala es precisamente  la
problematica de la afinacion. Ahora bien, enunciemos el interrogante fundamental
que expresa la perspectiva desde la que queremos formular el problema al que lla-
mamos  problema de la afinacion: jbajo qué criterios, cuantas y cudles notas deben
constituir una escala?, o jqué posibilidades tenemos para construir una escala?; la
solucion a estos interrogantes depende de la manera en que en cada época y pueblo
los han enfrentado. También depende de las condiciones de existencia de los pueblos,
junto con los medios y conocimientos de que han dispuesto para plantearlos. Bajo
esta Optica, las soluciones estan determinadas por la historia y, en cuanto historicas,
no pueden agotar el problema, pues la historia de la musica desde la perspectiva
practica y tedrica, es quiza la historia del problema de la afinacion.

A lo largo de la  historia de la musica occidental, el asunto de la afinacién ha
sido asumido y abordado de diferentes formas, es decir, se han formulado diversas

soluciones que dependen de cada época.
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2.2. (Génesis del problema de la afinacién en la
musica occidental

En relacion al problema de la afinacién en la antiguedad, es Pitdgoras (siglo VI a.c)
quien lo enfrenta de una manera decisiva. A él se le atribuyen diversos descubrim-
ientos matematico-musicales, como el descubrimiento de las proporciones musicales,
la importancia de la aritmética, la teoria de la musica de las esferas, etc.; ademas es-
taba influenciado por sus conocimientos sobre razones y proporciones de enteros que
conllevaron al concepto de medias (aritmética, geométrica y armoénica). Pitdgoras
aplica las matematicas a un fenémeno particular (acistico) y en esta medida es que
da un gran paso en la creacién de criterios firmes para construir una escala. De-
scubrié que manteniendo iguales condiciones de material, grosor y tension de una
cuerda vibrante, al reducir su longitud a la mitad (lo que dobla la frecuencia) el
sonido generado era el “mas parecido” al sonido generado por la cuerda original.
Hoy en dia nos referimos a este hecho diciendo que dos sonidos de los cuales uno
tiene el doble de frecuencia que el otro, representan la misma nota. Entonces el
sonido de frecuencia doble que la de uno dado es el primer consonante, asi el espacio
que hay entre una frecuencia y el doble de la misma comprende y encierra todas las
notas, a esto le llamamos espacio sonoro.

El término griego diapason se usa para referirse a dicho espacio porque etimoldgica-
mente hablando la particula dia significa por, y pason, todas. El diapason es conocido
como octava y serd el concepto fundamental a tener en cuenta en este capitulo. El
diapasén u octava es estrictamente “el espacio sonoro a dividir”, y la distribuciéon
de éste permite diferenciar las épocas musicales.

El pensador griego, a través de argumentos aritméticos dividié la octava de tal modo

que produjo tres consonancias fundamentales para la musica griega. Para compren-
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der esto con mayor precision, vamos a describir la construccion de la escala pitagérica
que conocemos hoy en dia como escala diatonica y que conduce posteriormente a lo
que se denomina afinacion pitagorica. Asi, la propuesta pitagdrica en términos de
nimeros compromete la asignacién de medidas a los intervalos que se hallan dentro
de la division de la octava realizada por él, esto es, a las “distancias” que hay entre
dos notas musicales. Dedicaremos el siguiente parrafo a precisar la nociéon de “dis-
tancia”.
La frecuencia de vibracién de una cuerda determina la altura del sonido. La altura
es un concepto relativo, esto es, de un sonido se puede decir que es mas grave o
mas agudo que otro; un sonido con mayor frecuencia que otro es mas agudo. Se
conoce como intervalo el espacio entre dos frecuencias f; y fo, este concepto es
asimilable con el concepto matematico de intervalo de nimeros reales compredido
entre los niumeros f; y fo.; cada nimero en el intervalo (fi, f2) representa una fre-
cuencia mayor que f; y menor que f;. Dado lo relativo de la altura, al hablar de
frecuencia interesa mas que el valor absoluto de las mismas, la distancia entre cada
par de ellas. Esta distancia también llamada intervalo, pero a la que nosotros nos
referiremos como “longitud de intervalo” se calcula dividiendo la frecuencia mayor
entre la menor. Las frecuencias son entonces niimeros reales positivos que se pueden
“sumar” mediante productos o “restar” mediante cocientes.?

La descripcion de la escala la vamos a realizar en dos pasos: el primero consiste
en mostrar como Pitdgoras descubre las tres consonancias fundamentales y en el
segundo indicaremos cémo a partir de las consonancias bésicas se generan otras

cuatro para conformar la escala diatonica.

» Pitdgoras habia experimentado que cuerdas con longitudes* de razones 1 : 2,

3Esto ltimo es consistente con el isomorfismo que existe entre (R, ) y (R, +) determinado

por la funcién f(z) = logz.
4Las demés condiciones en la cuerda vibrante se consideran constantes
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2 : 3y 3 : 4 producian, al hacerlas vibrar, combinaciones de sonidos con-
sonantes y construyé una escala a partir de estas proporciones. Dado que la
frecuencia de un sonido es inversamente proporcional a la longitud de la cuerda
que lo produce (Galileo, 1638), la propuesta de Pitdgorasla expresamos

diciendo que las consonancias elementales con la frecuencia de medida 1 son:

Como espacio sonoro consideraremos el intervalo [1,2) y las notas escogidas
4.3

en la escalason 1, 3 y 3.

Larazon entre 1y % es 3 : 4y es la misma razén que entre % y 2. La razén entre

ly % es de 2 : 3 que es la misma razon que entre % y 2. Esto es consecuencia

de que % es la razén aritmética entre 1y 2, y % es la razén arménica entre 1y 2.°

= En términos de frecuencias, la forma en que Pitagoras obtiene las otras notas

resulta de tomar el cociente entre % y %, es decir %, y llenar el espacio sonoro

[1,2) con intervalos de longitud %. La longitud de frecuencia % es conocida hoy

81 27 243

s 610 160 125 Y la escala esta con-

como tono. Entonces las nuevas notas son %

formada por las notas

Estas notas estan presentadas en orden creciente y nos referiremos a ellas de acuerdo

a la posicion que ocupan en la escala, entonces % corresponde a la quinta, % corre-

sponde a la cuarta y 2 seria la octava. Esto tiene relacion con que el intervalo de

frecuencias entre 1 y 2 se conozca como la octava, el intervalo entre 1 y % como la

2ab

a+b’

5Dados los niimeros a y b con 0 < a < b, su razén aritmética es %2 y su razén arménica

2

2ab +b 245 2% b atb +b b
<£ab aTb atb _ _20 __ 2 __ atb __

entonces a < ;47 < 32 < by tenemos =% o = am Y o = 9. = 3
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1 2 3 4 5 6 7 8

| | | | | | | |

[ | | I | | | |

1 5 o 3 > % im 2
I Tono ]

quinta y el intervalo entre 1 y % como la cuarta.

Lo que se ha hecho es distribuir dos tonos entre la primera nota y % que es todo
lo que cabe, y asi mismo entre % y 2. Entonces en esta escala con el procedimiento
realizado resultan exactamente siete notas.

Quedan dos intervalos de razén % entre % y % y entre % y 2. Esta razon es aprox-
imadamente igual a la mitad de un tono, y se llama semitono.

Hemos explicado por qué inicialmente aparecen siete notas, expliquemos ahora a
qué se deben sus nombres, esos que conocemos como Do, Re, Mi, Fa, Sol, La, Si.
El nombre de las notas musicales se lo debemos a Guido D’ Arezzo
(955-1050), un monje Benedicto considerado el padre de la misica, su aporte
a la estructuracién de una notacién para la musica es altamente reconocido. Este
monje observé que en un canto gregoriano, el himno a San Juan Bautista (Pablo
el didcono, siglo 8), llamado Ut queant lazis, las primeras silabas de cada verso en
la primera estrofa tenfan un orden ascendente de altura y estaban relacionadas
entre si de la misma forma las primeras seis notas de la escala pitagérica, entonces

utilizo estas silabas para nombrar las primeras seis notas. La primera estrofa del

himno es la siguiente:

Ut queant laxis
Resonare fibris
Mira gestorum

Famuli tuorum
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Solve polluti
Labii reatum

Sancte Toannes.

En el siglo XVI, Anselmo de Flandes, une las iniciales de “Sancte Ioannes” y da
nombre ST a la séptima nota. Fue en el siglo XVII el francés Giovanni Battista Doni
quien decidié cambiar el nombre de la nota Ut debido a su dificil pronunciacién en
el solfeo llaméandola Do que es la primer silaba de su apellido Doni.

Asi pues, hallamos en Pitagoras una forma sui generis para enfrentar el problema de
la afinacién en la que predomina el aspecto racional, y con ello la necesidad de es-
tablecer bases sélidas que no dependan de la percepcién, sino del intelecto. Bases con
pretensiones de universalidad y que aspiraban alcanzar la totalidad, dado que como
sabemos, para la tradicion pitagorica el todo implicaba relaciones numéricas. Para
los pitagoéricos su pensamiento primordial sobre la musica es que ésta, despojada de
las cualidades sensibles solo sera aquella instancia definida en razon de relaciones

numéricas.

2.3. Escala pitagdérica de doce notas

Debemos decir que el contexto musical griego esta determinado por un caracter
propiamente monddico y diaténico, lo primero se refiere a una sola melodia, y lo
segundo a que procedia por tonos. Para la posteridad la escala pitagérica va a tener
tanto sus ventajas como sus desventajas en razén de las necesidades sonoras que
van surgiendo, los cambios en el mundo musical y las variaciones en el modo de con-
cebir y practicar la musica. Bajo esta perspectiva, el nimero de notas de la escala
pitagérica en un momento dado, ya no es capaz de satisfacer las necesidades sono-

ras, por lo que es necesario incluir nuevas notas al tiempo que se conservan las siete
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notas que ya abordamos. De este modo, para introducir las nuevas notas se dividen
los tonos en semitonos teniendo presente que dos semitonos son aproximadamente

un tono. Obsérvemelo mas de cerca:

: 256 , 256 ~
Dos semitonos 532 x 532 ~ 1,110

Un tono completo g =1,125.

Dado que entre dos tonos consecutivos hay una media geométrica, se podria haber
tomado en cuenta la misma media en el intervalo de un tono. Esto nos dividiria
un tono en dos intervalos iguales pero nos confrontaria con el niimero irracional
3v2 . , .
o lo que fue evitado por alguna razén desconocida para nosotros. Lo que se
planteé frente a ello (en su debido momento histérico) fue incluir en los intervalos
de un tono, semitonos desde cada nota hacia la derecha o bien desde cada nota hacia
la izquierda. Cuando a partir de una nota se toma un semitono mas alto se obtiene
una alteracion de la misma a la que se le llama el sostenido (#); cuando este proceso

se realiza hacia la izquierda (se reduce), a la alteracion de la nota se le llama bemol

(b). Por lo tanto tenemos las siguientes notas

Do=1 | Do =%
Reb=37 | Re=% | Re# =%
9

. . 4
Mzb:;’ﬂ Mzzg—G

Faz% Fa#:%?
Solb=3 | Sol =32 | Sol# =2
Lab:;’% La:g—z La#zg—;
Sib=3n | Si=2

y asistimos a la génesis de las siguientes escalas

Do, Do#, Re, Re#, Mi, Fa, Fa#, Sol, Sol#, La, La#, Si
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28 25 210 27 24
35 33 36 37 32

Dopo# ReRe# Mi Fa Fa#  Solsol# LaLa# Si Do

|
|

9
8

81
1 Reb Mib & Solb Lab = Sib ===
3 9 64 36 38 16 1 128
911 14 29 212 215

(escala cromética ascendente)
Si, Sib, La, Lab, Sol , Solb,Fa, Mi, Mib, Re, Reb , Do

(escala cromética descendente)

100

Calculemos la diferencia entre un bemol y un sostenido dentro de un mismo tono

utilizando a las notas Do# y Reb,

37 §12
gn_32 2

QS_E_ 27
35

Esta cantidad coincide con lo que mas adelante llamaremos comma pitagorico. Al

construir un nueva escala dentro de un tono no se incluyen un sostenido y un bemol

puesto que su diferencia es tan pequena que auditivamente se consideran la misma

nota. Por lo tanto a pesar de tener 10 nuevas notas las nuevas escalas que se pueden

construir usando sostenidos o bemoles tendran a lo sumo doce notas.

2.4. Escala cromatica

El hecho de que cada frecuencia se identifica con el doble de la misma se puede

establecer en los siguientes términos: dados dos niimeros reales positivos a y b deci-

mos que a y b “representan el mismo sonido” si y solo si a = b2" para algin entero n.

La anterior relacién definida en los reales positivos es una relacién de equivalencia,
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y el intervalo [1,2) es un conjunto de representantes. Entonces construir una escala
es equivalente a particionar finitamente el intervalo [1,2).

Debido a lo anterior, una idea para establecer una escala es “cubrir” el intervalo
[1,2) con intervalos determinados por representantes de las potencias de %

En términos de notas y escalas, este intento de cubrimiento se describe asi:
“Sumando quintas y restando las correspondientes octavas podemos colocar en la
octava todos los intervalos. El calculo de un intervalo dado se reduce a saber de
cuantas quintas se compone y cuantas octavas sobrepasa, o sea multiplicar n veces
la razén 3 : 2 y dividir el resultado por m veces 2 : 1. De esta forma extendemos el
célculo a cualquier ntimero de notas”®. También se puede restar quintas y sumar oc-
tavas. Pero la anterior tarea resulta infructuosa pues, por mas quintas que sumemos
jamas llegaremos a la misma nota de partida, o sea, a base de sumar quintas y
restar octavas nunca llegaremos al intervalo de octava puesto que (%)m # 2" para
cualesquier m, n (Teorema Fundamental de la Aritmética).

La siguiente tabla muestra que cada nota conocida hasta el momento “representa
el mismo sonido” que alguna potencia entera de %, lo que garantiza que al “sumar
quintas y restar octavas” y al “restar quintas y sumar octavas” se recorreran todas

las notas de las escalas cromaéticas.

6[8]; pag. 50-51
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NOTA | FRECUENCIA | EQUIVALENCIA
Do 1 (%)0 x 20
Do 2 (3) 72
Reb 23T71 (%)7 % 274
he : (-2
Re# 3—2 (%)_3 % 22
Mib 2 (3)% %27
i : ()2
Fa 2 () 2!
Fagt ¥ (3) " *2"
Solb ;’—z (%)6 * 273
Sol % (%)1 x 20
Sol+# g—z (%)_4 * 23
Lab 2 (3)% 274
Lo : (32
Lo 3 ()72
Sib N (3)" %275
Si 2 3)% 4 972

Notas con sostenidos y bemole

[}

Toda la octava no se puede cubrir con quintas pero doce quintas estan muy cerca
de siete octavas y las sobrepasan en un pequeno intervalo denominado comma

pitagorico.

Esto ocurre porque

)

DO | W

(

~ 1.010
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comma pitagdérico

I quinta del lobo I

Al descartar ese pequeno intervalo para terminar el proceso en 27, el ltimo intervalo
es una quinta deformada conocida como quinta del lobo. Esto tiene relaciéon con un
sonido desagradable similar al aullido de un lobo.
Una posibilidad (sumando quintas) para construir una escala es
3 32 33 g4 35 36 37 38 39 310 g1
' 97 937 947 967 97’ 99’ 9ll’ 912 914’ 915’ 91T’

que ordenadas ascendentemente son

AT T T N T
211 23 214 26 217 29 2 212 24 215 27
Do | Reb | Re | Mib | Mi Solb | Sol | Lab | La | Sib | Si

otra posibilidad (restando quintas) es

22 24 25 27 28 210 212 213 215 216 218
) 3a ?7 ?7 ?a ?7 ?a ?7 ?7 ?7 @7 ﬁv

que ordenadas ascendentemente son

BN EIE R R A T T D
35 310 33 38 3 36 311 34 39 32 37
Do | Do# Re+# Fa | Fa# Sol# La#

Para construir una escala en donde las doce notas estén tomadas entre las conocidas

hacemos unas sumas de quintas y otras restas para obtener la escala siguiente:
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Do | Do# | Re | Mib | Mi | Fa | Fa# | Sol | Sol# | La | Sib | Si

1 37 32 25 34 22 3%
211 23 33 26 3 29

12 Notas pitagoricas % = 2 Z_ o

El proceso descrito anteriormente es conocido como afinacion pitagorica y la escala
obtenida es llamada escala cromadtica. La afinacién pitagorica respeta las dos conso-
nancias principales (octavas y quintas) pero da lugar a la quinta del lobo y maneja el
supuesto de que son iguales dos notas que en realidad son muy parecidas (sostenidos
y bemoles). Estos inconvenientes hacen que el problema de la afinacién continte

abierto.

2.5. Temperamento igual

La nocion de  temperamento se refiere ala  posibilidad de desajustar  cuida-
dosamente un conjunto de consonancias para que “surjan escalas practicables, lle-
gando a un acuerdo entre consonancias incompatibles para que la practica sea  posi-
ble”7. En  resumen, temperamento se refiere al intento de aproximar bajo
ciertos criterios todo el conjunto de notas. De modo que las  posibilidades de de-
sajustar  son multiples y a su vez los procedimientos para ello. Histéricamente
han aparecido diversas escalas basadas en distintos temperamentos. Sin embargo,
del temperamento que nos vamos ocupar es el que se ha denominado temperamento
igual, debido a su importancia histérica y a que atn hoy, la mayor parte de la musica
que se compone se basa en dicho temperamento.

De acuerdo a Goldardz® “Cuando hablamos del temperamento igual nos referimos
habitualmente a la divisién de la octava en doce partes, doce semitonos iguales. Si

la afinacién justa tiene tonos y semitonos diferentes y la Pitagdrica tonos iguales y

[8]; pag. 15-16
8[8]; pag. 121
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semitonos diferentes, el temperamento igual tiene tonos y semitonos iguales. Se trata
de un sistema regular y ciclico con todas las quintas semejantes (-1; 95 cents), sin
quinta del lobo y en el que las notas enarménicas coinciden, Do#=Reb, Sol#=Lab,
etc.”

Al no tener quinta del lobo y al estar dividido en partes iguales este temperamento
posee una ventaja esencial que estriba en permitir la libre modulacién® a todas las
tonalidades, con todos los intervalos practicables a partir de los doce sonidos de
la escala habitual. Que todos los intervalos sean practicables significa que pode-
mos variar de notas conservando el fondo melddico “original”; la libre modulacién
permite coexistir sonidos de diferente altura interpretados ya sea por voces o
instrumentos, lo cual implica que una melodia (secuencia de notas) se ejecuta con
variaciones o cambios imperceptibles que agradan al oido. Respetando el desarrollo
histérico para las escalas se plantea en determinado momento construir una escala
en donde los intervalos de frecuencia tengan igual longitud y se conserve la quinta.
Es aqui en donde juegan un papel fundamental las fracciones continuas y una de
sus propiedades. Recordemos que nosotros podemos aproximar cualquier nimero
real mediante las convergentes; es esta la parte que da una rotunda solucién en la
construccién, pues para la eleccién del nimero de notas en una octava y la posicién
de la quinta justa necesitamos de una convergente.

Para la construccion de la escala conocida como temperamento igual tendremos en

cuenta tres cosas:

1. Dividiremos el espacio sonoro [1,2) en una cantidad m de subintervalos de

igual longitud de frecuencia.

9Una pieza musical puede empezar en una tonalidad (darle un origen y un final a la misica) y
después cambiar a una o varias tonalidades distintas antes de volver a la original. Este cambio de

tonalidad se denomina modulacién musical.
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2. Como el numero m serd el nimero de notas en la escala y ya tenemos escalas
de doce notas, deseamos que tal nimero sea al menos 12. Por otro lado m
no debe ser un nimero muy grande puesto que en la practica las notas seran
ubicadas en un instrumento fisico que se manipulara con 10 dedos. Ademas,
dada la limitacién discriminatoria del oido humano, muchas notas en la escala

implicaria que varias de ellas “sonarian igual”.

3
3. Deseamos que la escala construida contenga la frecuencia 5 (la quinta) debido
a que despues de la octava es la mejor consonancia. Si no esta la quinta, es

necesario que esté la mejor aproximacion posible a la misma.

Consideremos entonces una cantidad finita de notas ordenadas crecientemente, esto

€S
l=fo<fi<fo<..<foma<fmn=2

Consideremos que el cociente de cada par de frecuencias consecutivas toma el mismo

valor, esto dard al ofdo una sensacién agradable segin Galileo y P. Mersenne!®.

Tenemos entonces
fo K fm—1

Con esto estamos generando una progresion geométrica a la cual se le puede deter-

r

minar su razéon r. Luego

fo=1, fi=r()=r, fo=rfi=1r% .. | [fa=1r"=2,

de donde

10 Armonda Universal. Marin Mersenne, 1636.
Dialogos sobre las nuevas ciencias, Galileo 1638.
El trabajo de estos autores tuvo como uno de sus frutos importantes el establecimiento de que la

frecuencia al vibrar una cuerda es inversamente proporcional a su longitud.
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., Cuanto ha de valer m? esto es, jcuantas notas ha de tener la escala que corresponde
al temperamento igual para satisfacer nuestras necesidades sonoras?. Se habia dicho
que se iba a respetar la quinta, entonces dentro de esa sucesién de notas existira

una, consideremos la k-ésima, tal que,

k3 3
(V2)k = (2%) =5 de donde 2w = 5 © lo que es equivalente a
gmtn _ gm.

La imposibilidad de esta igualdad indica que una escala temperada no puede con-
tener la quinta, entonces buscaremos una escala que contenga una buena aproxi-
macion.

Aplicando logaritmos en base dos a ambos lados de la igualdad tenemos

K l
— = logy—.
m 922

Visto asi, nuestro problema es entonces encontrar la mejor aproximacion racional al
nimero 1092%. Para aproximar 1092% usaremos una convergente de la correspondiente
fraccion continua. Siendo esta % , su denominador indicara el nimero de notas en la
octava y su numerador la posicién que ocupa la quinta (la aproximacion a la quinta).
Recordemos que todo nimero real = tiene asociado una fraccion continua simple, en
particular un nimero irracional tiene asociado una fraccion continua simple infinita,

ademas siendo C; las convergentes de dicha fracciéon tenemos:
Co< << . <ax<.<Cyi<O3< ]

En cuanto a las propiedades que cumplen las fracciones continuas simples tenemos
garantizado (por el teorema 13 que vimos en el primer capitulo) que cualquier
fraccion con un denominador intermedio entre los denominadores de dos conver-

gentes no mejora la aproximacién que da la mayor de ellas. Es decir, que cada
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convergente es la mejor aproximacion a x entre las fracciones que tienen denomi-
nador menor o igual que el de la convergente.

En cuanto a lOQQ% tenemos que su relacién con sus primeras convergentes es:

0<1<7<31<389< <1 3< <9126<179<24<3<1
< —< =< —=<.. <lgp=<. < ——<——=< =<
2 12 53 665 925 15601 306 41 5

Entonces las posibilidades para construir una escala con las condiciones 1 y 3  estan
restringidas al uso de un nimero de notas que puede ser 2, 5, 12, 41, 53,. . .

Hasta 5 notas es insuficiente para cubrir razonablemente el intervalo sonoro y con 41
notas el oido no captaria la diferencia entre notas cercanas. Por lo tanto, se recurre
a 12 notas por octava. Esta es la razén matematica por la que casi toda la musica
actual utiliza doce notas.

La nueva escala llamada temperada igual es

Do | Do# | Re | Mib | Mi | Fa | Fa# | Sol | Sol# | La | Sib

Si

N 2 3 4 5 6 i 8 9 10
Temperamento igual | 1 212 | 212 | 212 | 212 | 212 | 212 | 212 212 212 | 212

[
=

DO
Sl

. ., .3 k4 . : i
La aproximacion a la frecuencia 3 en esta escala es 27z. La diferencia entre el inter-

3
)2

valo [1,2] y [1,212] se calcula a mediados del siglo XIX y es de menos de un Hertz
que se supone es el umbral diferencial minimo para el oido humano. La construccion
realizada se basa en el trabajo de Andreas Werckmeister hacia 1700. Werckmeister
también construyé y afind por primera vez un instrumento de teclas de acuerdo a
la escala temperada.

Por otro lado “ el compositor aleman Juan Sebastian Bach dictaminé en 1722 que
un instrumento de teclado debia ser afinado mediante un sistema llamado “de tem-
peramento igual”, y para demostrarlo compuso una de las obras mas maravillosas

de todos los tiempos: FEl clave bien temperado (que es una coleccién de veinticuatro

Preludios y Fugas). Bach logré con su obra familiarizar a los musicos y a los amantes
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de la musica con la incomparable riqueza sonora que se obtiene con el uso ilimitado

de toda la gama tonal”.!!

"UEnrique Arenz, Juan Sebastian Bach y su obra “El clave bien temperado”



COMENTARIOS FINALES

1. Hemos presentado las fracciones continuas de forma general mostrando difer-
entes propiedades y aplicaciones. Relacionamos conceptos basicos de la matematica:
nimero real, aproximacién racional e irracional, sucesiones, limites de suce-

siones, recursividad entre otros.

2. En las fracciones continuas, el calculo de las convergentes desempena un papel
muy importante: por ejemplo, cuando se representa un niimero racional como
una fraccion continua simple finita, su ultima convergente es el mismo nimero
racional; cuando de irracionales se trata, cada vez que se halla una nueva
convergente, estas se aproximan mas al nimero irracional y son consideradas

las mejores aproximaciones racionales.

3. Las fracciones continuas permiten resolver de forma facil algunas ecuaciones

diofanticas.

4. Nos interesa resaltar que los requisitos para comprender este trabajo son rel-
ativamente sencillos y que creemos que las fracciones continuas pueden ser

trabajadas en alguna medida en la educacién secundaria.

110



111

5. Hemos construido bajo criterios matematicos tres escalas (diatdnica, cromatica
y temperada igual) que en nuestra contextualizacion consideramos como solu-

ciones destacadas a la inagotable problematica de la afinacion.

6. Las tres escalas presentadas se basan en lo criterios de consonancia establecidos
por Pitagoras, quien postula que la escogencia de los sonido con los que se hace
musica debe responder méas a criterios numéricos que a la subjetividad de la

percepcion.

7. Este trabajo permite visualizar como una herramienta matemaética (las frac-
ciones continuas) da respuesta a una versién de un problema de siglos (la

version del problema de la afinacién correspondiente a la musica occidental).
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