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Introduccion

Muchos problemas fundamentales en economia, fisica, ingenieria, matematicas y otras
areas del conocimiento, se representan o se describen mediante ecuaciones diferenciales
parciales. Este trabajo tendra como finalidad estudiar un tipo especial de estas ecuaciones:
las ecuaciones diferenciales parabdlicas, las cuales modelan distintos fenémenos evolutivos
(que varian en el tiempo) de la naturaleza. Estos problemas evolutivos son un comienzo
para estudiar otro tipo de problemas méas generales y su aplicacién a diversas areas de la
fisica como: La dindmica de fluidos, el electromagnetismo, entre otros. Dichas ecuaciones
surgen en problemas de propagacion, por lo cual es de vital importancia plantear dife-
rentes procesos para llegar a una solucion adecuada de dichos problemas. En este caso,
estudiaremos la formulacién variacional de una familia de ecuaciones parabdlicas, reali-
zando su andlisis de existencia y unicidad de soluciones por medio del método de Galerkin.
Entre estas ecuaciones se puede destacar como uno de los ejemplos mas representativos
la ecuacion del calor, la cual es un modelo matematico que trata de describir la evolucion
de la temperatura en un cuerpo soélido, es decir, busca modelar la propagacién del flujo
de calor en una direccion en funcién del tiempo.

Al utilizar la formulacién variacional también llamada formulacion débil del problema se
tendra que recurrir a la teoria del anélisis funcional, debido a que la solucién buscada vive
en espacios funcionales que aparecen de forma natural en el andlisis de las ecuaciones de
tipo parabdlico. Ademas, se debe estudiar las propiedades de dichos espacios funcionales,
para determinar las exigencias que deben cumplir estos espacios para que el problema
estudiado posea una tinica solucion que dependa continuamente de los datos.

En este trabajo se estudiaran resultados que muestran condiciones suficientes para que
una ecuacién diferencial parabdlica posea una tnica solucién débil. Para realizar dicho
estudio se requiere de la introducciéon de espacios funcionales adecuados, cuyo punto
de partida para su definicion es la integral de Bochner. Concretamente, se exhibiran
algunos conceptos y resultados de la medida e integral de Lebesgue que se presentan
el Capitulo 1, incluyendo ademads el estudio de los espacios funcionales C§°(G), L,(E)
y H'(E). En el Capitulo 2 se introducird la integral de Bochner y se describirdn sus
principales propiedades. Posteriormente, en el Capitulo 3 se mostrard en detalle la
definicién de los espacios L,(0,7; X) y W]}(O, T:;V,H), asi como las propiedades que estos
poseen. En el Capitulo 4 se demostrara el teorema de existencia y unicidad de soluciones
de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas, haciendo uso del llamado método de
Galerkin. Finalmente, se aplicard este teorema en el caso concreto de la ecuacion del
calor.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se recordaran algunos conceptos basicos indispensables para la
elaboracion de este trabajo, es decir, se mostraran las bases necesarias para una buena
interpretacion de las nociones que se tratardan mas adelante. En primer lugar se exhibiran
ciertas definiciones del analisis funcional, después se recordard brevemente la construccion
de la integral de Lebesgue y algunas de sus propiedades. Esto sera imprescindible para la
construccion de la integral de Bochner, la cual se estudia en el capitulo 2. Posteriormente
se definiran ciertos espacios funcionales que seran de vital importancia para definir los
espacios que surgen en problemas evolutivos. El estudio de estos espacios es uno de los
objetivos primordiales del trabajo.

1.1. Conceptos de analisis funcional

Las definiciones y conceptos que se presentan en esta seccién corresponden a resultados
clasicos del andlisis de funciones y pueden ser encontrados en cualquier texto de analisis
funcional. En particular el material aqui presentado se ha tomado de los textos de
Kreyszig [3] y Kufner [1]. Se considerard un espacio vectorial X sobre un campo K,
donde K=R ¢ C.

Definicién 1.1. Sea X un espacio vectorial sobre un campo K. Una norma en X es una

funcién ||| : X — R con las siguientes propiedades vélidas para todo z,y € X y todo
a € K.

1) [lz]l >0,

1) |lz]] =0 siy sélosiz =0y,
) x| = |l (=],

) [l +yll < llzlf + llyll

Si X es un espacio vectorial con una norma ||-||, decimos que (X, |-||) es un espacio
vectorial normado.

Teorema 1.2. Sea {z,} -, una sucesion de Cauchy en X. Si existe una subsucesion
{@n, }o2, de {zn} 2, que converge a x € X entonces {x,},_, también converge a x € X.
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Definicién 1.3. (Sucesién rapida de Cauchy)
Sea X un espacio vectorial normado. Se dice que {z,} -, € X es una sucesién rapida de
Cauchy, si existe una sucesion {¢;}32; C R* tal que

[e.e]

low —aell <€, ) e < oo
k=1

Lema 1.4. Toda sucesion de Cauchy en un espacio normado X posee una subsucesion
rapida de Cauchy.

Demostracién. Sea {x;}?2; € X una sucesién de Cauchy. Luego para cada k € Z7
existe M}, € Z* tal que

1
n,m > My = ||z, — x| < T

Si definimos Ny := M; y Ny := max{My, Ny_1 + 1}, k = 2,3, ... entonces N; < Ny < ---
Y 1
n,m > N = ||z, — x| < I

En particular,
Vk € ZT,

“xNk+l _xNkH S 4k

por lo tanto, definiendo ¢ := 2% se tiene que {zy, }32, es rapida de Cauchy. 0

Definicién 1.5. (Operador) Un operador es una funcién 7' : X — Y donde X,Y son
espacios vectoriales. Ademas, decimos que T' es un operador lineal si para todo z,y € X
y a € K se tiene que

T(ax+y) =aT(x) +T(y).

Definicién 1.6. Sean (X, ||-|yx), (Y,|-|ly) dos espacios normados y 7' : X — Y un
operador lineal. Se dice que T' es acotado si existe M > 0 tal que

IT@)lly < Mllzllx  VeeX,

ademas, si T': X — Y es un operador acotado se define la norma de 7', denotada por ||T°||
como

T(x
17 = sup{M rEX, a4 OX} —sup {IT(@)ly s € X, ]y =1}

]|
Observacion 1.7. Notemos que siT : X — Y es un operador acotado, se cumple que

17 ()lly

||$||X

<7 Ve X\{0x}

Y en consecuencia,
IT@) My < TNzl Voe X

Teorema 1.8. Sea T : X — Y un operador lineal. Entonces T es continuo si y solo si'T
es acotado.



Teorema 1.9. Sean X,Y espacios de Banach. Sea el operador lineal
A:D(A) =Y
tal que
[A@)]ly < Cllzlly Vo e D(A)

para una constante C'. Si D(A) es un subespacio lineal de X que es denso en X, es decir
WH'HX _ X,
entonces el operador A admite una unica extension lineal y continua A: X =Y tal que
HA@)HY <Cllzll, VreX.

Demostracién. Ver [4, Proposicién 18.29]. O

Definicién 1.10. (Funcional) Un funcional es un operador f: X — K donde X es un
espacio vectorial sobre K. Un funcional es llamado lineal, si como operador es un operador
lineal, es decir

flar +y) =af(z) + f(y)

para todo z,y € X y a € K.
De forma similar a los operadores, se dice que el funcional f es acotado si existe M > 0
tal que

[f@) <Mzl  VeeX

y su norma se define por

f@)]

lllx

T sup{ re X, a:;«éOX}.

Definicién 1.11. Sea (X, ||-||) un espacio vectorial normado. Definimos el espacio dual
topolégico de X (6 simplemente llamado dual de X), denotado por X* como

X*:={f: X = K: f eslineal y acotado}.

Ademas,

= Su MZE X = Su ) X X =
e { o ex o zoh —sw @l x el =1 @)

/]

es una norma en X*.

Si no hay lugar a confusién en lugar de escribir ||-|| ., escribiremos |-, .

Observacién 1.12. Para f € X* yx € X, el valor de f en x es usualmente denotado
por (f, ) , es decir

(f,z) = f(x) Vfe X", VrelX. (1.2)
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Si el espacio X estd claro en el contexto se omite el subindice X en (1.2). Ademds, la
funcion

() : X*x X =K
(f,2) = (f,2)
es lineal en ambas componentes y es llamada producto de dualidad entre X* y X.

Teorema 1.13. Sea X un espacio normado sobre R. El espacio vectorial X* con la norma
(1.1) es un espacio de Banach.

Demostracién. Sea {f,} -, C X* una sucesién de Cauchy, luego para todo € > 0 existe
N € Z* tal que
| fn = fmll, < € siempre que n,m > N.

Asi, para cada z € X dado ¢ > 0 existe N € Z* tal que

(@) = f(@)] = |(fo = f) @) < o = flls Nzl < ellzlly =€

siempre que n,m > N. En consecuencia, para cada € X la sucesién {f,(z)} .~ es de

Cauchy en R. Luego podemos definir f : X — R de la siguiente manera

f(z) := lim f,(x) Vo e X.

n—0o0

Probemos que:
1) f eslineal y acotado.
1) f, — fen X*.
En efecto,
1) Sean x,y € X y o € R. Luego
flax +y) = lim fo(oz+y) = lm (afu(z) + fuly))
= a lim f,(z) + lim f,(y)
= af(x) + f(y),

por lo cual f es lineal.
Ahora, sea Ny € Z* tal que n > Ny implica que || f, — fn,ll, < 1; asi para todo
x € X se tiene que

(@) = fro (@) < [ fo = ol 2]l x < Il -

Entonces haciendo que n — oo obtenemos

[f(@) = v ()] < flllx - Ve e X.

Luego f — fn, es acotado. Por lo tanto, f = fn, + (f — fn,) es acotado.
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11) Sea e >0y N; € Z* tal que
€
En consecuencia para todo z € X

LM@—M@WQW—MMWM<§WM

haciendo m — oo, se tiene:
€
’fn(x)_f(33)|*§§||l"“x, Vre X Vn > Ny

por lo cual

€

De donde se concluye que
Jim [[f ], =0

y asi, f, = fen X*.
O

Definicién 1.14. Sea X un espacio vectorial sobre R. Un producto interior en X es una
funcién: (-|-)y : X x X = R que cumple las siguientes condiciones para todo x,y,z € X
y todo a € R :

D (z+ylz)x = (2]2)x + (Yl2)x,

1) (axly)y = a(zly)y,

) (
) (

) (zly)x = (ylo)x,
) (]

V) (z|z)y >0y (z|z)y =0siysélosiz=0x.

Un espacio con producto interior, completo con respecto a la norma inducida por dicho
producto interior es llamado Espacio de Hilbert.

Los nociones que se presentan a continuacion seran indispensables para la definicién de lo
que en nuestro trabajo consideraremos como base para un espacio con producto interior.

Definicién 1.15. (Conjunto ortonormal) Sea X un espacio con producto interior
(‘]") x- Un conjunto ortonormal de X es un subconjunto M C X tal que para todo z,y € M

se tiene que
_J 0 xFy
e S

Observacién 1.16. Todo conjunto ortonormal es linealmente independiente.



Definicién 1.17. (Conjunto total) Un conjunto total en un espacio normado X es un
subconjunto M C X, cuyo generado es denso en X, es decir

gen M = X.

Definicién 1.18. (Conjunto total ortonormal) Sea X un espacio con producto
interior, un conjunto ortonormal de X que es total en X es llamado conjunto total
ortonormal en X.

Teorema 1.19. Todo espacio de Hilbert posee un conjunto total ortonormal.
Demostracién. Ver Kreyszig[3] 4.1-8. O

Teorema 1.20. Sea H wun espacio de Hilbert separable. Entonces todo conjunto total
ortonormal de H es numerable.

Demostracién. Ver Kreyszig[3] 3.6-4. O

Otras definiciones que tendremos en cuenta mas adelante seran las siguientes.

Definicién 1.21. Sea A : X — X* un operador. Decimos que A es un operador
estrictamente mondétono si existe C' > 0 tal que

(A(x),z) > C Hx||§( Vr e X.

Definicién 1.22. (Forma bilineal) Sean H un espacio de Hilbert y a: H x H — R se
dice que a es una forma bilineal sobre H si para todo a, § € R se tiene que

» a(au+ fv,w) = aa(u, w) + Ba(v,w) Yu,v,w € H,
v a(u, av + fw) = aa(u,v) + Ba(u, w) Yu,v,w € H.
Si ademas existe M > 0 tal que
la(u, v)] < M [ull g [lvlly  Yu,veH
entonces se dice que la forma bilineal a es acotada.

Definicién 1.23. Sea a : H x H — R una forma bilineal. Decimos que a es estrictamente
positiva si existe C' > 0 tal que

a(u,u) > C ||lul|3 Vu e H.

1.2. Integral de Lebesgue

Primero presentaremos la definicion de integral en un espacio de medida en general
para posteriormente definir el espacio de medida en el cual se desarrolla la integral de
Lebesgue. En particular el material que se presenta a continuacion, puede encontrarse
detalladamente en los textos Bartle [11], Royden [8], Jones [6] y Apostol [16].

10



Definicién 1.24. (o-algebra). Sea X un conjunto no vacio. Una familia A de
subconjuntos de un conjunto X es llamada sigma algebra de subconjuntos de X si satisface
las siguientes condiciones:

1) 0,X €A,
11) Si A € A entonces X\A € A,

o0
1) Si {A4,}5°, es una sucesion de elementos de A entonces U A, e A

n=1

Al par (X,.A) se le llama espacio medible y a un conjunto A € A se le llama conjunto
A-medible o simplemente se dice que A es medible.

Ejemplo 1.25. Si X es un conjunto cualquiera distinto de vacio entonces la coleccion de
todos los subconjuntos de X, es decir, P(X) es una o-algebra de subconjuntos de X.

Ejemplo 1.26. Si X = Z* entonces A = {0, Ay, Ay, Z*} donde A; = {1,3,5,7,...},
Ay ={2,4,6,...}; es una o-dlgebra de subconjuntos de X.

Ejemplo 1.27. : La o-adlgebra mas pequena que contiene a todos los subconjuntos abiertos
y cerrados de R" es denominada la o-algebra de Borel. A los elementos de esta o-algebra
se les suele llamar conjuntos Borelianos.

Definicién 1.28. Sea (X,.A) un espacio medible. Una medida en A es una funcién
w: A— R tal que:

1) u(®) =0,
) p(A) >0, VAe A,

1) Si {A,}5°, es una sucesion de elementos de A disjuntos dos a dos entonces

(U] - S,
n=1 n=1
esta propiedad es conocida como propiedad de aditividad.

A la terna ordenada (X, A, i) se le conoce como un espacio de medida. En este trabajo
se representard el espacio de medida (X, A, p) simplemente por X.

Observacion 1.29. Sea P una proposicion en X, es decir para todo x € X, P(x) es una
proposicion. Diremos que P se cumple en casi toda parte de X, si existe E € A tal que

» {z € X:P(z) es falsa} C E.
= u(E)=0.

Definicién 1.30. Sean p una mediday A € A con p(A) = 0. Se dice que la medida p es
completa, si para todo B C A se tiene que B € Ay u(B) = 0.
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De ahora en adelante en vez de escribir la frase para casi todo, escribiremos p.c.t.
Ademas estaremos interesados en medidas completas, pues esté trabajo se basa en la
medida m de Lebesgue que tiene la propiedad de ser una medida completa. La medida m
de Lebesgue sera definida posteriormente.

Definicién 1.31. Sea (X, .A) un espacio medible y f: X — R, decimos que f es
A-medible 6 simplemente medible, si para todo @ € R el conjunto

Ay ={r € X|f(z) > a} € A

Ejemplo 1.32. La funcién caracteristica de £ C X, denotada por xg es una funcion de
X en R que esta dada por:
1, zekFk

XE(‘”):{ 0, w¢E.
Se puede verificar que si £ € A entonces xg es A-medible.

Observaciéon 1.33. Propiedades de la funcion caracteristica: Sean A,B C X
entonces se tiene lo siguiente:

" XAnB = XAXB;

" XAUB = XA T XB — X4nB;
" XAAB = XA T XB — 2XAnB;
" xx\a=1—xa.

Lema 1.34. Sean (X, A) un espacio medible y f : X — R una funcion A-medible. Las
siguientes proposiciones son equivalentes: para o € R,

1) Ay ={z€X: f(x)>a} e A
1) By ={xeX: f(z)<a}e A
(x) > a} € A
) D,:={ze€X: f(zr)<a}eA

1) Cp:={reX: f(x

Teorema 1.35. Sea (X, A) un espacio medible. Sean f : X — R yg: X — R dos
funciones A-medibles y o € R. Entonces las funciones af, f* f+g, fg vy |f| son
A-medibles.

Lema 1.36. Sea {f,}°°, una sucesion de funciones A-medibles entonces f : X — R y
F: X — R definidas por:

flx):= if fo(z) y  F(z):= sup foz)

nez+ neZ+t

son A-medibles.
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Teorema 1.37. Sea {f,}°°, una sucesion de funciones A-medibles. Si f*: X — R y
F*: X — R se definen por:

f(z) = ngolf folz) y F*(z):=lmsup f,(x)

n— n—00

entonces f* y F* son A-medibles.

Demostracion. Primero notemos que

f*(z) := liminf f,(x) := sup (gﬁ fk(a:)) = sup{g1(z), g2(x), ...},

donde g, : X — R estd dada por g¢,(z) := Wf{f,(z), fuy1(x),...} para cada n € Z* .
Luego por el Lema 1.36 se tiene que g,, es A-medible para cada n € Z" y en consecuencia,

f*(z) = sup{g1, g2, ...} es A-medible. De forma similar se muestra que F** es A-medible.
U

Corolario 1.38. Sea {f,}>2, una sucesion de funciones A-medibles de X en R tal que
lim f,(z) existe en R para casitodo x € X. Si definimos f : X — R por f(z) = lim f,(z)
n—oo n—oo

entonces [ es A-medible.

Demostracién. En este caso, f(z) = liminf f,(z) = limsup f,,(x). O
n—oo n—00

Definicién 1.39. Una funcién ¢ : X — R es denominada funcién simple si su rango es
finito.

Observacién 1.40. Sean ¢ : X — R una funcién simple, Rany = {ay,as,...,a,} con
a; # a; siempre que i # j y ademds, sean

Ei={zeX o) =0a}=p ' '({a}) con i=1,2 .,n.

Entonces:
) X=JE,
i=1
H) ElﬂEj :(D, Z#],
) p = ZaiXEi'
i=1

Definicién 1.41. A la representacién de una funciéon simple ¢ : X — R dada en la
observacion 1.40, parte III se le llama representacion estandar de (.

Observaciéon 1.42. Sea ¢ : X — R una funcion simple con representacion estandar

=1

Entonces es posible mostrar que ¢ es A-medible si y solo si cada Ey € A.
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En este trabajo estamos interesados en las funciones simples que son A-medibles,
por esta razon de ahora en adelante cada vez que se considere una funciéon simple,
implicitamente se estard exigiendo que esta funcién sea A-medible.

Teorema 1.43. Sea f : E — R con E un conjunto medible. f es A-medible si y sélo si
existe una sucesion {¢,} | de funciones simples sobre E tal que

I g, (z) = fz)  VreckE

[on ()] < |f()] Ve e E VneZ".

Definicién 1.44. Sea ¢ una funcién simple y no negativa, con representacion estandar

=1

Definimos su integral en X, denotada por [ ¢(z)du(z), como

[ e@rduta) =3 (e

Definicién 1.45. Sea f : X — R una funcién A-medible no negativa, definimos su
integral en X por

/Xf(x) dp(x) == sup {/X o(a) du(z) : z(;)Si;n?l(z)y’ ngxngg;iva. }

Ademas, definimos la integral de f en £ C X con F € A como

/f ) du(a /f o) ve(e) dyu(a).

Observaciéon 1.46. Sea f: X — R. Consideremos las siguientes funciones para x € X,

fi(z) =max{f(z),0} y f(z)=mix{—f(z),0}.

Entonces f* y f~ son funciones no negativas y ademds f = f*— f~, |fl=f"+ .
Adicionalmente se puede verificar que si f es A-medible entonces f+ y f= son A-medibles.

Definicién 1.47. Sea f : X — R una funcién A-medible. Decimos que f es integrable,
si las funciones f* y f~ cumplen que

/X fH@)du(z) < +oo y /X f (2)dp(z) < +oc.

/f Y (x /f+ )y /f 2)du(s

Ademsds, si E C X con E € A entonces se dice que f es integrable en E si fyg es
integrable. Asi, dado que (fxg)" = fx%, (fxz)™ = fxz entonces

/f Y (x /f+ )y /f+ Jdpu(a

14

En tal caso,



Al conjunto de todas las funciones f : X — R integrables respecto a la medida p : A — R,
lo denotaremos por L(X, A, u).

Observacién 1.48. En virtud de la definicion anterior, si f : X — R es una funcion
A-medible y no negativa entonces f es integrable si

© — stmple y no negativa.

[ Harinto) = S“p{/x‘”(x) W) Gy < fla), Voe X } < e

1.2.1. La o-algebra y la medida de Lebesgue en R”.

Definicién 1.49. Dados los intervalos Ji, Js, ..., Jy (acotados o no) de R al producto
cartesiano R = J; x Jy X ... X Jy lo denominaremos rectdngulo de RY. Ademads, definimos
el volumen N-dimensional de R por:

donde I(.J;) es la longitud del intervalo J; en R La medida exterior de Lebesgue es una
funciéon m* : P(RY) — R dada por

[e.9]

m*(E) = inf {Z v(R;) : R; — rectangulo y E C UR’}

i=1 i=1
para todo E € P(RY).

La medida exterior m* cumple con todas las propiedades de una medida excepto la
propiedad III) (propiedad de adictivida), por lo cual es necesario restringir esta funcién
a una familia de subconjuntos que sea una sigma algebra y asi cumpla la propiedad de
adictividad.

Teorema 1.50. Sea
M:={ECRY :m*(4) =m*(ANE) +m* (AN (RN\E)), VAePRY)}.
Entonces M es una o-dlgebra de subconjuntos de RY.

Observacién 1.51. A M se la conoce como la o-dlgebra de Lebesgue en RN vy a los
elementos de esta o-dlgebra se les denomina conjuntos Lebesgue medibles.

Definicién 1.52. La medida de Lebesgue en R" esta definida como la restriccién de
la medida exterior de Lebesgue al conjunto 9, esto es, m := m*|oy.

m(E)=m"(E), VE M.

Teorema 1.53. La medida de Lebesque m es una medida completa (Ver definicion 1.30).
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Lema 1.54. (Borel-Cantelli) Si {E,} ~, es una sucesion de conjuntos Lebesque
medibles de R tal que

o0
Z m(Ek) < 00,
k=1
entonces para casi todo x € R, x pertenece a lo mds a un numero finito de E,. Es decir,
m ({z € R : x pertenece a un nimero infinito de Ey}) = 0.

Demostracién. Ver [8, The Borel-Cantelli Lemma, Pag. 46]. O

Observacién 1.55. A las funciones que pertenecen al conjunto L(RY, 9, m) se les llama
Lebesgue integrables.

Nota: De ahora en adelante trabajaremos con la o-dlgebra y la medida de Lebesgue en
RY y denotaremos la integral de Lebesgue de una funcién f : £ — R sobre E C RV
Lebesgue medible por

[ s@yima) ™ [ pis

1.2.2. Propiedades de la integral de Lebesgue

La integral de Lebesgue cumple una serie de propiedades clasicas como son la
linealidad, monotonia y adictividad con respecto al dominio de integracion.

Teorema 1.56. Sea f: E — R una funcion Lebesgue integrable no negativa. Entonces

f(z) =0 pct. x€FE siysdlo s / f(z)dx = 0.
E

Demostracién. Ver [8, Proposition 9]. O

Teorema 1.57. Sea f : E — R Lebesque medible. Entonces, f es Lebesgue integrable si
y solo si |f| es Lebesgue integrable. Ademds,

/Ef(x)dx S[E]f(x)]dw.

Demostracién. Ver [11, Teorema 5.3]. O

Teorema 1.58. Si f : E — R es Lebesque integrable entonces para todo € > 0 existe
0 > 0 tal que

si ACFE es Lebesque medible y m(A) <& entonces /|f(as)|dx<e.
A

Demostracion. Caso 1: f > 0. Sea € > 0, por la definicién de integral para funciones
no negativas (Ver definicién 1.45) existe una funcién simple

n

o) = 3 as, (@)

=1
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tal que 0 <. < f y

/Ef(x)dx—[Ewe(x)d:p < g

Sea
M = mébz(goe(a:) = méax{ay, ag, ...,a,} > 0.
re
Tomando ¢ = 537, se tiene que si m(A) < ¢ entonces M m(A) < 5. Luego

/Agae(x)da: < /AMda; = M m(A) <

N ™

En consecuencia si A C F'y m(A) < § se sigue que

[tz = [ (1@ = giandn+ [ gaa
< [Eq(;c) — pe(x))dz + /Agpe(x)dx <5+«
Caso general: Se sigue del hecho de que |f| = fT + f~ donde f*, f~ > 0. O

Lema 1.59. (de Fatou) Sea {f,}°, una sucesion de funciones Lebesgue medibles no

n=1

negativas definidas en E C RN . Supongamos que f : E — R es tal que:

liminf f,(z) = f(x) pct. z€FE.

n—o0
Entonces
/ f(z)dx <liminf [ f,(z)dx. (1.3)
E n—oo E
Demostracién. Ver [11, Lema 4.8]. O

Lema 1.60. (Desigualdad de Chebychev) Si f : E — R es Lebesgue medible y no
negativa entonces para todo X\ > 0 se tiene:

rmweEmsznsiéﬂmw.

Teorema 1.61. (Convergencia dominada de Lebesgue) Sea {f,}>°, una sucesion

de funciones Lebesque medibles definidas en E. Supongamos que existe una funcion
f i E— R tal que:
lim f,(z) = f(x) p.ct. z€E.

St existe g : E — R Lebesgue integrable tal que
|fu(@)| <g(x) VYVneZ' y Veek,

entonces f es Lebesque integrable y

n—oo

lim fn(x)dac:/f(x)dx.
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1.3. Algunos espacios funcionales

En esta seccién se exhibiran alguno espacios funcionales y se enunciaran algunas de
sus propiedades, esto es fundamental para definir méas adelante los espacios funcionales
que surgen en el tratamiento de ecuaciones diferenciales parabdlicas.

1.3.1. El espacio L,(F)
Definicién 1.62. a) Sean p € R con 1 < p < +o0, E C RY. Entonces

L,(E):= {f :E— R: f es medible y / |f(x)[Pdx < +oo}.
E

Ademas, si definimos:

I, : Lp(E) — R
f — ([ f (@) [Pdz)"/”

entonces ||.[|, es una norma en L,(E).

b) Sean p = +oo y E C RY. Entonces

[o(E) = {f ELR: f es medible y existe una constante C }

tal que |f(z)|<C  pect. z€FE

A estos C' se les conoce como cotas esenciales y si f € Lo (E) se dice que [ es
esencialmente acotada.

Ademas,
[l : Loo(E) — R
f — f{C : |f(z)| <C  pct. z€FE}

es una norma en L. (F).

En la definicién anterior se tiene en cuenta la relacién

f(z) =g(x) p.ct. x € E.

Observacién 1.63. Sea G C RY abierto. El espacio Lo(G) es un espacio de Hilbert con

el producto interior
Fo)raer = [ 16@)

Observacién 1.64. Paral < p < 400, E CRY y 119 —l—é =1, (q es llamado el conjugado
de p):

» L,(E) es separable.
» L,(E) es completo.
» El dual de L,(E) es Ly(E).
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Para p =1, L,(E) es separable, completo y su dual topoldgico es Lo (E), mientras que
Lo (E) no es separable pero si es completo, ademds su dual contiene estrictamente a

Li(E).

Teorema 1.65. Sea 1 < p < oo y q el conjugado de p. Si f € L,(E) yg € L,(E) entonces
fg € Li(E) y ademds
1 glly < ILFIL, gl -

Teorema 1.66. Sea 1 < p < oco. Si f,g € L,(E) entonces f + g € L,(E) y ademds

1+ gll, < IIfI], + gl -

1.3.2. El espacio C{°(G)
Definicién 1.67. (soporte) Sea f: G C RY — R. Sea {W,};c; la coleccién de todos los
abiertos WW; de RY tales que f(z) = 0 para casi todo z € W;. Sea
w=Jw.
icl

El soporte de f denotado por supp f se define como supp f := G\W.

Observacion 1.68. » Si f es continua entonces supp f = {z € G : f(x) # 0}.

» Se dice que una funcion f tiene soporte compacto si supp f es un subconjunto
compacto de RY.

Definicién 1.69. Sea G C RY un conjunto abierto no vacio. Denotamos el conjunto de
todas las funciones infinitamente diferenciables de soporte compacto incluido en G por

C(@G), es decir
CyP(G) :={f: G — R | f es infinitamente diferenciable,
supp f C G es compacto} .

Lema 1.70. (Lema wvariacional) Sea G C RY un conjunto abierto no vacio. Sea
u € L1(QG) tal que

wx)p(x)der =0 Vo € C5°(G),
G
entonces

u(z) =0 p.ct. x€QG.

Definicién 1.71. (Derivada débil) Sean £ C Ry f € Ly(E). Decimos que f es
diferenciable en el sentido débil, si existe una funcién g € Lo(FE) tal que para todo
¢ € C°(E), se tiene que

/Ef(x)¢/(x)dx = —/Eg(x)gb(x)dx.

not

A la funcion g se le llama la derivada débil de f y se denota por g = f.
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Capitulo 2

Integral de Bochner

En este capitulo se presentara la construccion de la integral de Bochner y algunas de sus
propiedades mas significativas. La integral de Bochner busca de cierta manera ampliar
los conceptos de la integral de Lebesgue, pues mientras en la integral de Lebesgue se
trabaja con funciones de E C RY a R, en la integral de Bochner se trabaja con funciones
de dominio £ C RY y cuyo codominio es un espacio de Banach. Sin embargo, en este
trabajo se estudiarda un caso particular, el caso de funciones definidas en un intervalo
acotado I C R con valores en (X, |-||y), donde (X,||-||y) representara un espacio de
Banach sobre R. Esto permitirda comprender mejor la idea bdsica de la construccion de la
integral de Bochner y hard facil el andlisis para el caso general.

La definicién de la integral de Bochner es fundamental para abordar los espacios que
surgen al plantear la formulacion variacional para la solucion de las ecuaciones diferenciales
parciales evolutivas. Es decir en concreto, este concepto nos ayudara en la definicion de los
espacios L,(0,T; X) y Wpl(O, T;V, H), en los cuales se garantizara bajo ciertas condiciones,
la existencia y unicidad de soluciones de este tipo de ecuaciones.

Para la construccion de la integral de Bochner primero se precisara la integral para
cierta clase de funciones, denominadas funciones simples, con base en estas funciones se
definira la nocién de funcién Bochner medible y funcién Bochner integrable, habiendo
introducido estos conceptos, finalmente se podra definir la integral de Bochner para
funciones en general.

2.1. Integral de Bochner para funciones simples

Definicién 2.1. Sean [ un intervalo acotado de R y (X, |.|[y) un espacio de Banach
sobre R.

a) Una funcién f : I — X es llamada simple si existen puntos aj,as,...,a, € X y
subconjuntos Lebesgue medibles F1, Es, ..., E, de [ tales que

I=|JE., ENE=0sii#j
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f(t) = Z xg (ta; Vtel. (2.1)

Si los conjuntos F; son subintervalos de I entonces la funcién f es llamada funcion
escalonada.

b) La integral de Bochner sobre I de una funcién simple f se define por

/I F(0)dt = > m(Ea (2.2)

Si E C I es un conjunto Lebesgue medible entonces definimos la integral de Bochner
de f sobre E como

/Ef(t)dt - zn:m(a- A E)as. (2.3)

Nota: La definiciéon anterior es una extension de la definicion de integral para funciones
simples dada en el capitulo anterior para funciones cuyo codominio es R.

Observacion 2.2. Sean f : [ — X una funcion simple y E C I un conjunto Lebesque
medible.

1) Debido a que X es un espacio vectorial sobre R se tiene que
/ f®)dt :=> m(E;NE)a; € X.
E i=1

11) Sim(FE) =0 entonces, puesto que la medida de Lebesque es completa (Ver Teorema
1.53) se tiene que m(E; N E) =0, y asi:

[ st = S (B0 Bja =300 = Ox.
E i=1 i=1

1) Si f(t) = Ox para todo t € E entonces

/ f(t)dt == Zm(EZ NE)a; = Zm(EZ N E)0x = 0x.
E i=1 i=1
1v) Notemos que

[ s = [eosa (2.4)

Aligual que en la integral de Lebesgue en la integral de Bochner tienen lugar los siguientes
resultados. Las demostraciones de estos hechos son similares a las pruebas clasicas de la
integral de Lebesgue que pueden encontrarse en textos como Bartle[11] o Royden|[8].
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Lema 2.3. Sean f: I — X, g: I — X funciones simples y a € R. Entonces af, f + g
son funciones simples y

/] af(Hdt = a /I F)t, /I (F(t) + g(t))dt = /I F#)dt + /I ob)dt.  (25)

‘ /1 f(t)dt

Teorema 2.4. Sean E,F C I conjuntos Lebesgue medibles y f : I — X wuna funcion
simple. Entonces

ademads

< / 1£(1)] et (2.6)

[ rtar - /E F(#)dt + /F rae— [ s

Teorema 2.5. Sean E C I un conjunto Lebesque medible y f : I — X, g : 1 — X
funciones simples. Si

f(t) =g(t) p.ct. teFE

[E F(#)dt = /E g(t)dt.

2.2. Funciones Bochner integrables

entonces

Definicién 2.6. Sea (X, ||.||x) un espacio de Banach. Una funcién f : I — X es llamada
Bochner medible si existe una sucesion de funciones simples { f,,}>2, tal que

T [fut) ~ f()x =0  pet tel (2.7)

Si adicionalmente, ||f, — f||x es Lebesgue integrable para todo n € Z* y

T [15.00) = F0)] e =0 (2.8

entonces f es llamada Bochner integrable.

Observacion 2.7. Notemos que si f es una funcion simple entonces f satisface
trivialmente la ecuacion 2.7, es decir f es Bochner medible.

Lema 2.8. Consideremos el espacio de Banach (RY,||-||,) donde
lzlly o= loa] + Jzo] + - +lan] - Vo= (21,22, 25) €RY.

Sea f : [0,T] — RY dada por f(t) = (fi(t), f2(t),..., fx(t)). Entonces f es Bochner
integrable si y solo si fr es Lebesque integrable para todo k = 1,2, ..., N.
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Demostracién. =) Si f es Bochner integrable entonces existe una sucesién de funciones
simples {g,}, -, que satisface la definicién 2.6. Ahora, por definicién de funcién simple

para cada n € Z*
£) = X5 (D)t
i=1
(@ ()

con m, € Z*, ay, = (a1’ ay ,...,ag\i,)) € RY y E;, C [0,T)] conjuntos Lebesgue medibles
que satisfacen la definicién 2.1. Notemos que para cada n € Z*, la funcién g, es de la
forma

gn = (g(n)mgén)a . 795\7))a

donde N
= ZXEm (t)&;(f) para k=1,2,...N. (2.9)
y asi cada Ql(gn) es Lebesgue medible. (Cada g,(cn) es una combinacién lineal de funciones

caracteristicas de conjuntos Lebesgue medibles.) Ahora, como f es Bochner integrable
entonces f es Bochner medible, esto es

lim ||g,(t) — f(¢)|l;, =0  p.ct. t€][0,T]

n—oo
o equivalentemente,
T [[o70) = A@] + [ = L]+ + o0 = o) =0 pet. te o, T
asi
fm ’gk ~ )‘ pet. t€[0,T] Yke{l,2, ..., N},
n—oo
y de aqui

hm gk () = fult) p.ct. t€[0,T] Vke{l,2,...N}.

En consecuencia f; es Lebesgue medible para k = 1,2, ...N pues es el limite de funciones
Lebesgue medibles (Ver Corolario 1.38). Ahora demostremos que f es Lebesgue integrable
para k = 1,2,..., N. En efecto, sea k = 1,2, ..., N. Puesto que por hipédtesis la sucesion
{gn} >, cumple la definicién 2.6 entonces en particular esta sucesién tiene la propiedad
de que la funcién ||g, — f]|, es Lebesgue integrable para cada n € Z*; luego

90 = l®)| < lgn®) = FOIl, Ve e 0.7,

/[O’T] )gk — fult ’dt < /[o,T] lgn(t) — f(t)]|,dt < oo.

Por lo cual para kK = 1,2,..., N la funcién ‘g,i") — fk‘ es Lebesgue integrable y asi por el

Teorema 1.57 se tiene que g,(gn) — fr es Lebesgue integrable; ademas de (2.9) se tiene que
/ t)dt = Zm in) ) < 0 para k=1,2,...N,
[O»T}
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de donde gkn es Lebesgue integrable para k = 1,2, ..., N. En consecuencia se tiene que

(n)

fr = g (gk — f) es Lebesgue integrable para cada k=1,2,..N.

<) Por otro lado, si para todo k& = 1,2,..., N se tiene que f; es Lebesgue integrable

entonces f; es Lebesgue medible para todo k = 1,2, ..., N, asi por el Teorema 1.43, para

cada k € {1,2,..., N} existe una sucesién {goglk)} de funciones simples tal que
n=1

hm OB () = fi.(t) vVt € [0,T] (2.10)

ERGIEIAG] vt € [0,T] VneZ®. (2.11)

Definamos para n € Z*, g, : [0,T] — RY dada por g, := (90511),90512), ...,goglN)), notemos
que cada g, es una funcién simple pues

t) = ZXFi(t) (PP, P, o) VEE[0,T], (2.12)

donde M € Z+ y F; = ¢! ({@SR@, p2), .. ¢;N>(t>>}) parai=1,..Myte[0,T].

Observemos que para todo t € [0, T se verifica

lgn(®) = FOIl, = [P () = L@)| + [0 () = fo&)] + -+ [V (8) = fn(B)]

y en consecuencia, de (2.10) se tiene que

lim [lg.(t) = f@)], =0 vt [0, T].

n—o0

Ademis, de (2.11) se obtiene

lga(®) = F@OIl, = [0 () = AO)] + |02 (1) = fo(B)] + - + [0 (F) = fu(1)]
<[ O +1AB]+ [P O] + L0+ + [V O] + [£n(2)]
<2[A®O]+2[L@O)] +---+2[fn@)].

Por lo cual teniendo en cuenta que cada f; es Lebesgue integrable y utilizando el teorema
de convergencia dominada de Lebesgue se verifica que

lim [ gu(t) = F@)llydt = 0.
n—oo [O,T]
De lo anterior se puede concluir que f es Bochner integrable. 0

Definicién 2.9. Sean £ C [ un conjunto Lebesgue medible y f : [ — X una funcién
Bochner integrable. Definimos la integral de Bochner de f sobre E, denotada por [, f » f(t)dt,
como un elemento de X que satisface lo siguiente:

Ef@ww—[xmwnth

lim
n—oo

=0, (2.13)
X

donde {f,,}22, es una sucesién de funciones simples que cumple la definicién 2.6.
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Observacién 2.10. Teniendo en cuenta la desigualdad

Ifn@llx = IFOllx| < 1fa®) = FOllx VLT
la ecuacion (2.7) implica
T @Ol = 1fOy  pet tel (2.1

Ademas, (2.13) es equivalente a:

n—oo

i [ xe(6)f(0)t = /E F(#)dt. (2.15)

Observacion 2.11. Para verificar que la definicion 2.9 es correcta, por la observacion
anterior se debe mostrar que para cualquier sucesion {f,},—, de funciones simples que
satisface la definicion 2.6, se tiene que la sucesion

{/IXE(t)fn(t)dt}:ol cX (2.16)

es convergente en X y que su limite es independiente de la sucesion {f,}._,.En efecto,
debido a que X es un espacio completo para mostrar la convergencia de (2.16) es suficiente
probar que dicha sucesion es de Cauchy. Para ello observemos que

/I N () ful)dt — / N(t) fu()dt

/I (e () Fult) — xt) ) dt

< /IHXE(t)fn(t) — X (1) fon ()|t
y como

Ixe() f(t) = xe() fm(®)llx < xe() 1fa(t) = FOllx +xe) [fmt) = Ol x Yt

entonces

/IXE(t)fn(t)dt—/IXE(t)fm(t)dtH

< /I(XE(t) 1fn(8) = FOllx +xEE) [ fm ) = f(B)] x)dt

X

_ / (0 [falt) — £ xdt + / () [ funt) — F(0)]|
I I
:/Hmawwwwxﬁ+/Wmaw—ﬂmum.
E E

Asi, puesto que {fn}.—, satisface (2.8) se obtiene el resultado deseado. Ahora, para
mostrar que no hay dependencia de la sucesion escogida tomemos {fn}oy ¥ {gn},—y
dos sucesiones de funciones simples que verifican (2.7) y (2.8). Entonces siguiendo un
procedimiento similar al anterior se obtiene

/I N () fu(t)dt — / ve(t)gn(t)dt

< /E 1ult) = SOt + / lgn(t) = F(O)ll .
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Teniendo en cuenta (2.8) y la continuidad de la norma se tiene:

tin ([ xe e~ [ xeog.10t)

lim [ xp(t)f.(t)dt = im [ xg(t)g.(t)dt.
n—oo I

n—oo I

Ejemplo 2.12. Sea f : [0,7] — RY la funcién dada en el ejemplo 2.8. Si f es Bochner
integrable entonces

T
/f®ﬁ=< e, [ ... ﬁmw)
0 [0,T] (0,7 [0,T]

fe(t)dt  Vke{l1,2,..N}

[0,7]
es la integral de Lebesgue de f;.

=0.
X

En consecuencia,

donde

En efecto, de acuerdo con la observacién 2.11, el cédlculo de la integral de Bochner no
depende de la sucesion de funciones simples que satisfacen la definiciéon 2.6. Entonces
tomemos la sucesién {g,}.-, dada en (2.12), es decir

Zx e (1), @2 (1), . oMV(t)) V€0, T;
asi

T T
/ Ftdt = 1im [ gu(t)dt
0

n—oo 0

n—oo

= Jim | ZXF()(@J()wﬁz)(t),---,@ém(t))dt
= lim > m(F) (00, 22 (0), - 077 (1)
= lim (Z m(Fy) M (), Z m(F)eP (), .. Z m(F)p) (t))

_ Ym ( / SO ()t / SOVt . / SNt )dt>
n—=o0 \ Jjo1] [0,7] [0.7]

= (h’m / oW (t)dt, lim ©D(t)dt, ..., lim ¢;N>(t)dt)

:( fi(t)dt, fa(t)dt, ..., fN(t)dt).
[0,7] [0,77] [0,7]

La ultima igualdad se da por el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue pues
del ejemplo 2.8 se tiene que cada f; es Lebesgue integrable y ademéas que para todo

k=1,2,...,N la sucesién {goglk)} satisface las ecuaciones (2.10) y (2.11).

n=1
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Observacién 2.13. Consideremos el espacio de Banach (R,|-|). Si f : I — R entonces
de los ejemplos 2.8 y 2.12 se tiene que f es integrable en el sentido de Bochner si y sélo si
f es Lebesque integrable y ademds que las integrales de Bochner y de Lebesgue coinciden
para este caso particular.

Teorema 2.14. Si f : I — X es una funcion Bochner medible entonces || f|ly : I — R
es una funcion Lebesque medible.

Demostracién. Por definicién de funcién Bochner medible existe una sucesién de

funciones simples {f,}22; que cumplen la ecuacién (2.14). Luego tenemos que

T [0 = 1f0lx  pet tel

Es decir, || f|| x es el limite de funciones Lebesgue medibles y en consecuencia del Corolario
1.38 se tiene que || f|| es Lebesgue medible. O

Teorema 2.15. Sean f: 1 — X, g: I — X dos funciones Bochner integrables, o € R y
E C I un conjunto Lebesgue medible. Entonces af + g es Bochner integrable y

/E (af(t) + g(t))dt = o /E £t + [E g(D)dt. (2.17)

Demostracion. Sean f, g dos funciones Bochner integrables y o € R. Luego existen dos
sucesiones { f,} ~ | v {gn} -, de funciones simples que satisfacen (2.7) y (2.8). Por lema
2.3, {afn+ gn},—, es una sucesién de funciones simples. Ahora, de (2.7) tenemos que
existen dos conjuntos E1, Fs de medida cero tales que

T [[fut) = fW =0 Vi€ I\E,

Tim [lga(t) — () =0 Ve \E.
Ademas, puesto que para todo t € I se tiene que

[(afu(t) + gn(t)) = (@ f (1) + 9(O))] x < lafu(t) = afDlx +llgn(t) = 9Dl x

ol 1) = F Ol + lgn(®) — gD, D

entonces

i [0y (8) + 0,()) = (@f () + 90Dl =0 ¥t € I\EUEy).

donde m(E; U Ey) < m(E1) + m(Es) = 0. En conclusién, af + g es Bochner medible.

Por otro lado integrando sobre I ambos lados de la desigualdad (2.18), utilizando la
monotonia y linealidad de la integral de Lebesgue se obtiene

J1@htt)+ 9a(6) = @0+ gle) e < lal [ 15a0) = @)t + [ an(®) — gl0)] .
I I I
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De donde

i [ ufult) + 9u(6)) = (@ (1) + g(0)) |t =

n—00
En consecuencia, af + g es Bochner integrable.

Adicionalmente de (2.15) y utilizando la linealidad de la integral de Bochner para funciones
simples se obtiene:

(@f(0) + a0t = lim [ xo(t) (0, (1) + g,
= tin o [xeOn 0+ [ e 0]

=« lim /XE(t)fn(t)dt+ lim /XE(t)gn(t)dt

:a/Ef(t)dtJr/Eg(t)dt.
O

Teorema 2.16. (de Bochner) Sea [ : 1 — X una funcion Bochner medible. Entonces
[ es una funcion Bochner integrable si y solo si || f|x : I — R es una funcion Lebesgue
integrable.

Demostraciéon. Sea f : [ — X una funcién Bochner medible. Entonces existe una suce-
sién de funciones simples { f,,}72; que satisface (2.7) y ademas por el Teorema 2.14 || f||
es Lebesgue medible.

=) Supongamos que f es Bochner integrable, luego la sucesién {f,}°°, satisface
tim [ [1£u(t) = £l = 0.
n— o0 I

Por lo cual, existe ng € Z* tal que

/I\Ifno(t) — f(@)] gdt < 1.

Pero,
IFOlx < 1fro() = fOllx + /@y VEEL
De donde,

[W@MﬁézW%w—ﬂmwﬁﬂbmwwﬂ“d+lW%whﬁ<w

En consecuencia, ||f|| es Lebesgue integrable.
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<) Supongamos que f es Lebesgue integrable. Por hipdtesis la sucesién de funciones

{/n(t)}321 cumple que
nh_)rgo | fn(t) = f)]lx =0 p.ct. tel.
Luego existe un conjunto F' C I de medida cero tal que
Jim [fa(t) = f(0)x =0 Vie I\E.
De la desigualdad

Ifn@®llx = IfOllx| < [1fal®) = FOlx, T \F

se tiene que

tim (£ = IFO]y Ve I\E

De aqui, para todo € > 0 existe N € Z* tal que

n2 N = Il — 17 Ol| <
Definamos para n € Z" las funciones simples g, : I — X dadas por:

%@:{ﬁﬁ% £y < 20F0)]lx

0, en otro caso.

Mostremos que
1im ga(t) ~ fOlly =0 pet. tel

En efecto, sea t € I\ F fijo.

» Si|[f(t)||x =0 entonces g,(t) =0, por lo cual

Tim [lga(t) — F(B)]x = 0.

= Si||f(t)||x # 0 entonces tomamos € = || f(t)|| > 0 en (2.20) para obtener

n>N=|[fu)lx <2[f®)llx

y asi,

gn(t) = fult) VR =N.

Entonces teniendo en cuenta (2.19) se tiene

1 lgn(®) = FOlly = lm 1520 = FOlx =0 si (Ol £ 0
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Es decir, para todo ¢t € I\ F la sucesién {g,} -, converge a f. Por lo tanto debido a que
F es un conjunto de medida cero se verifica (2.21). Por otro lado,

lgn @) = FO)llx < lga(Ollx +[FOlx <3NFDIx Vil

En consecuencia por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue tenemos que

i [ lgn(t) = F(0xt = [ T lgn(e) = FOxt =0,

n—oo
Luego existe una sucesion de funciones simples {g,}22, que cumple (2.7) y (2.8). Por
tanto f es Bochner integrable. O

Observacion 2.17. Sean E C I un conjunto Lebesque medible y f : I — X una
funcidn Bochner integrable. Sea {f,} =, la sucesion de funciones simples garantizada
por la definicion 2.6. Como

F@Olx < 1) = FOlx + 1Ol VEET,

entonces de la monotonia de la integral de Lebesgue se sigue que

J s < [ 10— s+ [ a0
Ast,
[ 1l < it [ 15,00 car

Ahora, de la siguiente desigualdad:

Ifn@llx < 1) = FOlx +F Ol Vi,

obtenemos:

[ Wr@lae > imsup [ 150 car

n—oo

En consecuencia,
ti [ 15a0llde = [ 5@t 222
E E

Corolario 2.18. Sea f : I — X una funcion Bochner integrable y E C I un conjunto

Lebesgue medible. Entonces
[ st < [ 15 (223)
E X E

Demostracién. Sea f una funcién Bochner integrable. Por el teorema 2.16 ||f| es
Lebesgue integrable. Sea {f,(t)}22, la sucesién de funciones simples garantizada por la
definicién 2.6. Utilizando (2.15), (2.22) y teniendo en cuenta el lema 2.3 se tiene

‘/Ef ar] =i [0 JRECEL

gnlggo/l||XE<t)fn(t)||th=nlggo/1xE(t) £ ()] dt
= tim [f@d = [ 1ol

X

= lim
n—oo

X X
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Corolario 2.19. (Continuidad absoluta de la integral de Bochner)
St f : I — X es una funcion Bochner integrable entonces para todo € > 0 eziste
d = d(e) > 0 tal que para todo subconjunto Lebesgue medible E de I con m(E) < 0

tenemos que:
/ f(t)dt
E X

Demostracién. Puesto que f es Bochner integrable entonces || f|| - es Lebesgue integrable
y ademads se verifica (2.23). Asi, del teorema 1.58 se obtiene el resultado, es decir, para

cada € > 0 existe § > 0 tal que
[ rwa| < [ @)l <
E X E

Teorema 2.20. Sea f: I — X una funcion Bochner medible y sea { f,,},—, una sucesion
de funciones Bochner integrables tal que

Tim [fut) = [y =0 pet. tel

< €.

si m(E)<J entonces

O

Si existe una funcién g : I — R Lebesgue integrable tal que || f,,(t)||x < g(t) para casi todo
t € I y para todo n € Z*, entonces f es Bochner integrable y para todo E C I Lebesque
medible se tiene que

lim fn )dt:/f(t)dt. (2.24)

n—oo

Demostracién. Debido a que || f,, (¢ )||X < ¢(t) para casi todo t € I y para todo n € Z*
entonces

1£0)]x = i £l < lm g(t) = g(t)  pet. tel

Yy en consecuencia

1£a(®) = FOx < fa@llx + 1Oy <20()  pet. tel, VneZ'. (225)

Por la monotonia de la integral de Lebesgue la funcién || f — f,||y es Lebesgue integrable
para todon € Z", ademads por hipétesis se tiene que f— f,, es Bochner medible paran € Z*
(suma de funciones Bochner medibles). Asi del Teorema de Bochner (Ver Teorema 2.16) se
tiene que f— f, es Bochner integrable para todon € Z* y en consecuencia f = (f— f,)+ fn
es Bochner integrable.

Por otro lado como || f,,(t) — f(t)||y — 0 para casi todo t € I, n — o0; entonces del
Teorema de convergencia dominada de Lebesgue teniendo en cuenta (2.25) se tiene que

S [ u(6) = F(0) e =0

por lo cual de (2.23) se obtiene:

dt—/f dt

y en consecuencia se verifica (2.24). O

(Falt) — f( /an @)t = 0, n - o0
E
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Teorema 2.21. Sea T : X — Y un operador entre dos espacios de Banach X,Y lineal y
acotado. St f : I — X es Bochner integrable entonces T'o f : I — 'Y es Bochner integrable

: /ET(f(t))dt =T (/E f(t)dt) : (2.26)

para cada EE C I Lebesque medible.

Observacion 2.22. En el caso Y = R, en wvirtud de la observacion 2.13, se tiene que
T o f es Lebesgue integrable y que (2.26) es una igualdad en R.

Demostracién. Puesto que f es Bochner integrable entonces existe { f,,} -, una sucesién
de funciones simples que satisface (2.7) y (2.8). Ademads, como 7" es acotado entonces existe
M > 0 tal que

IT(@)ly < Mzlly  VreX

. ., . o0 . oo
Consideremos la sucesion de funciones {1'o f, } ~,. Verifiquemos que {7 o f,} ~, es una
sucesion de funciones simples. En efecto, por hipdtesis para cadan € Z™, f,, es una funcién

simple, es decir,
kn
Falt) = Xp,(t)am  VEEI
i=1

donde a;, € X y los conjuntos E;, con i = 1, ..., k, cumplen la definicién 2.1. Asi, de la
linealidad de T" tenemos:

kn

(To fu)(t) =T(fu(t) =D xp,(OT(ai)  VEEL

=1

donde T'(a;,) € Y y los conjuntos E;, con ¢ = 1, ..., k, cumplen la definicién 2.1. Luego,
para cada n € ZT la funcién T o f, es una funcién simple. Ahora de (2.7), existe un
conjunto F' de medida cero tal que

T [1fa() = F(B)lly =0 Vi€ I\F
Pero para todo t € I

IT(fa(8)) = TFE)ly = ITFa(®) = FE)ly < M Falt) = Ol x5 (2.27)

entonces
Tim ([ T(fu(t) = Ty =0 Vi€ I\F,

Por otro lado, Integrando sobre I y posteriormente haciendo tender n a infinito en la
desigualdad (2.27), tenemos:

n—oo

i [ ITC0) = (@) de <0 Jim [ 14,0 = @)t = M -0 = 0.
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Por lo anterior la sucesién de funciones simples {T" o f,,} >~ cumple la definicién 2.6 y por
tanto T o f es Bochner integrable. Ademas,

/E T(f()dt = tim [ xe(O)T(fult)dt

n—oo I

= lm [ T(xp(t)fult))dt

n—oo I

kn
= lim [T (XE(t) > XE (t)am) dt
n—oo T im1
kn

~ lim / S Yo, (0T ()t
I =1
kn

= lm Y m(E 0 Ei)T(a)
=1

n—00 £—
kn

~ lim 7 (/El fn(t)dt>
~1 (1w [xes o)
_7 (/E f(t)dt) |

Corolario 2.23. 1) Sea X un espacio de Banach con dual X*. Si E C I es un conjunto
Lebesgue medible y f : I — X* es una funcion Bochner integrable entonces

/E<f(t),fc>dt = </E f(t)dt,w> Vo e X,

11) Si H es un espacio de Hilbert con producto interior (-|-) y f:1 — H es una funcion
Bochner integrable entonces

/E<f(t>|h>dt_ (/Ef(t)dt| h) Vh € H.

O

Demostracion.
1) Sea x € X fijo. Definamos el funcional 7} : X* — R dado por:

Ti(u) :== (u,x) Yu e X*.
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1)

Luego T; es lineal y acotado. En efecto, sean u,v € X* y a € R, entonces el funcional
x — (ou + v, x) es lineal y asi

Ti(au+v) = (au+v,2) = a(u,z) + (v,x) = aT1(u) + T1(v).
En consecuencia, T} es lineal. Ahora, para u € X*, es decir, para u lineal y acotado
Ty (u)| = [(u, )| < lull, ([=]ly = [lull, M,

entonces 17 es acotado. Asi, aplicando el Teorema 2.21, teniendo en cuenta que f es
Bochner integrable y que f(t) € X* para todo t € I, se tiene que T30 f : I — R es
Lebesgue integrable y por ende del Teorema 2.21 se tiene que

/E(f(t),x>dt:/ETl(f(t))dt:Tl (/Ef(t)dt) - </Ef(t)dt,x>.

Similarmente, tomemos h € H fijo y definamos el funcional 7, : H — R dado por
To(u) := (ulh) Yu € H.

Entonces por propiedades del producto interior y por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz

To(au +v) := (au+v|h) = a (ulh) + (v|h) = aTy(u) + Tr(v).

Ta(w)| = [(ulP)] < Null g 1Al g = [l g M.

Esto es, T5 es lineal y acotado. Por lo cual, si utilizamos el teorema 2.21 para T5
teniendo en cuenta que f es Bochner integrable y que f(t) € H se tiene que Ty o f
es Lebesgue integrable y en consecuencia del Teorema 2.21 se sigue que

[ i~ [ T - ( / f(t)dt> - ( / f(t)dt\h) |
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Capitulo 3

Espacios funcionales para ecuaciones
diferenciales parabdlicas

En este capitulo se estudiaran en detalle los espacios funcionales
Ly(0,T; X), W,(0,T;V,H),

donde T' (variable temporal) es un nimero real positivo y (X, ||||y) es un espacio de
Banach. Estos espacios funcionales son fundamentales para el desarrollo del teorema de
existencia y unicidad para problemas parabdlicos; por esta razén es importante conocer
sus propiedades, pues de esta manera se pueden plantear las condiciones necesarias para
determinar si una ecuacion diferencial parabdlica en particular tiene solucién. Iniciaremos
este capitulo definiendo el espacio C™([0,T]; X) con algunas de sus propiedades, para
luego plantear diversos resultados que cumple el espacio L,(0,T"; X).

3.1. El espacio de funciones C"([0,T]; X)

Definicién 3.1. Sean (X, ||.||y) un espacio Banach sobre R y 0 < T" < oo. El conjunto
C™([0,T],X) con m = 0,1,2,... consta de todas las funciones continuas u : [0,7] — X
que tienen derivadas continuas hasta de orden m inclusive en [0, 7). Ademés, C™ ([0, T, X)
es un espacio vectorial sobre R y

m

lullon oo 3= 2 mibs [ Ol (3.)
i=0 ’

es una norma en C™([0, 7], X), llamada norma estdndar en C"™([0, 7], X).

En (3.1) v significa u y en lugar de escribir C°([0, 7], X) escribimos C([0,T]; X). La
norma (3.1) estd bien definida pues se esta tomando el méximo de funciones continuas en
conjuntos compactos de R.

Teorema 3.2. El espacio C™([0,T], X) con la norma (3.1) es un espacio de Banach sobre
R.
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Demostracién. Caso 1: m = 0.
Sea {u,} -, una sucesién de Cauchy en C([0,77]; X), luego para todo € > 0 existe Ny > 0

tal que
€

Vn,k > No = |lun — wkllcomx) < 2

por lo cual,
Vi k > No = |Jun(t) — we(®)]y < % vt € [0, T]. (3.2)

Asi, para cada ¢ € [0, 7] se tiene que {u,(t)} —, es una sucesién de Cauchy en X, ahora
como X es un espacio vectorial completo entonces esta sucesion converge a u(t) € X, es
decir, para cada t € [0, 7]

up(t) > u(t) en X si n— oo,

Por tanto se puede definir w : [0,7] — X con t — wu(t). Demostremos que u € C([0,7]; X)
y ademds u, — u en C([0,7]; X) si n — oo. En efecto, si hacemos k — oo en (3.2) se
tiene que

Vn > Ny = |lup(t) —u(t)||y <e  Vtel0,T], (3.3)

es decir u, converge uniformemente a u en [0, 7], ya que Ny no depende de ¢. Asi por ser
{un}.2, una sucesién de funciones continuas en [0, 7] se tiene que u es continua en [0, 7]
(Ver Rudin [17] Teorema 7.12), o sea u € C([0,T]; X). Por otro lado de (3.3) se tiene que

Vn > No = [lun — ullomx) = tgfé?] [un(t) —u(t)llx <,
esto es
u, = u en C([0,T];X) si n— oo.

Caso 2: m = 1.
Sea {u,} -, una sucesién de Cauchy en C'([0,T], X), esto es para todo ¢ > 0 existe
Ny > 0 tal que

€
Vn, k> No = |lu, — Uk:”(jl([o,T],X) < 9

de aqui
<< para 1= 0,1, (3.4)

vn k2 No = HUS) B u’(j) c(or;x) 2

por lo cual {u,} >, v {u,} >, son sucesiones de Cauchy en C([0,77]; X). Por tanto del
caso 1 se tiene que existen u y v en C([0,77; X) tales que

u, > u en C([0,7];X) si n— o0

u, = v en C([0,T]);X) si n— oo.

Lo cual implica que wu, converge uniformemente a u en [0,7] y que u), converge
uniformemente a v en [0,7], por tanto v’ existe (es decir u es diferenciable) y v = o/
(Ver Apostol [16] Teorema 9.13.). En conclusién si consideramos la funcién u se tiene que
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ue CY[0,T],X), puesu € C([0,T]; X) y u' =v € C([0,T]; X) y ademés haciendo tender
k — oo en (3.4) se tiene que

u, —u en CY[0,T],X) si n— oo,

Caso General:

Seam € Z*, m > 2. Probemos que C™([0,T]; X) es un espacio de Banach. En efecto, sea
{un},2, una sucesién de Cauchy en C™([0,T7], X), luego para todo e > 0 existe Ny € Z*
tal que

€
Vn,k > No = [lun — willom o y.x) < Am+1)
y asi se tiene que
. . €
k> N, :»H () _ Y - = 0,1,...,m. 3.5
n,k > Ny u,) — uy, compx) = 2m 1) para i m (3.5)

Por tanto para ¢ = 0,1,...,m la sucesién {uﬁf)} es de Cauchy en C([0,T]; X);
n=1

asi utilizando el caso 1 y el caso 2 se tiene que existe u € C([0,T]; X) tal que
u® € O([0,T); X) parai=1,2,...my

uﬁ?—)u(i) en C([0,T);X) si n— oo, para i=0,1,...,m.

De lo anterior u € C™([0,T]; X) y ademés haciendo k — oo en (3.5)

€

(4) -
HC([O,T];X) < 2—(m+1) para ¢ =20,1,...,m,

Vn > Ny = ||u7(f) —u

por lo cual

m

cm([0,7],X) = - tg}é% HUS) (t) — u (t>HX <,

Vn > No = |lun, — ul

es decir u, — u en C™([0,T],X) si n — oo. Por tanto C™([0,7],X) es un espacio de
Banach. O

El siguiente teorema se presenta sin demostracion pues es un resultado clasico del anélisis,
este resultado es indispensable para mostrar que el espacio de funciones L,(0,7; X) es
separable siempre y cuando X también lo sea.

Teorema 3.3. (Weierstrass) El conjunto de todos los polinomios de [0,T] en X es
denso en C([0,T]; X). Es decir, el conjunto

P(0,7T]; X) ={w:[0,T] = X | w(t) =ag+tay +---+t"a,, ;€ X y n=0,1,...}
es denso en C([0,T7; X).

Demostracion. Para la demostracion de este hecho se procede de forma similar a la
prueba clésica (en el caso X = R) la cual podemos encontrarla por ejemplo en Kreyszig|[3|
Teorema 4.11. O
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3.2. El espacio de Lebesgue L,(0,7; X)

Definicién 3.4. Sean (X, ||-|| ;) un espacio de Banach sobre Ry 0 < T < oo.

a) Para 1 < p < oo. Definimos L,(0,7;X) como el conjunto de todas las funciones
u: (0,7) — X Bochner medibles tales que la funcién ||ul/%; : (0,7') — R es Lebesgue
integrable, es decir

T
L,(0,T;X):= {u :(0,T) — X : u es Bochner medible y / |u(t)|5dt < oo} :
0

El conjunto L,(0,7;X) es un espacio vectorial sobre R y si se define la funcién
12 p0.7:x) + Lp(0, T X) — R mediante

T 1/p
T ( / ||u<t>||§<dt) Vu € L,(0,T: X) (3.6)

entonces |||, 7.x) € una norma en Ly (0,75 X).

b) Para p = oo. El conjunto L. (0,7; X) consta de todas las funciones u : (0,7) — X
Bochner medibles que son esencialmente acotadas, es decir el conjunto de todas las
funciones Bochner medibles para las cuales existe M > 0 tal que

lu®)y <M pet. te(0,T).

A todos los nimeros M que cumplen la propiedad anterior se les conoce como cotas
esenciales de u. Ademads la norma en L..(0,7T; X) esta dada por:

||uHLOO(O’T;X) =mf{M : |Ju®)|y <M p.ct. t€(0,7)} Vu € Loo(0,T; X).

En la definicion anterior se tiene en cuenta la relacion
uw(t) =v(t) pct. t€(0,T).

Ademas de ahora en adelante solo se considerara el caso 1 < p < oo, debido a que el caso
p = oo no es utilizado en el tratamiento de ecuaciones diferenciales parabdlicas.

Observacién 3.5. 1) Notemos que siu € L,(0,T; X) entonces la funcion real

vy (0,T) >R
topu(t) = lult)llx

estd en L,(0,T) y ademds ||u||LP(O7T;X) = lleull, -

11) Si u € Li1(0,T;X) entonces u es Bochner medible y ademds |lul|y es Lebesgue
integrable; en consecuencia del Teorema de Bochner (Ver Teorema 2.16) se tiene
que u es Bochner integrable.
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A continuacién mostraremos que (3.6) es una norma en L,(0,T; X). Para ello solamente
verificaremos que se cumple la desigualdad triangular ya que las demés propiedades de
seminorma se deducen facilmente.

En efecto, sean u,v € L,(0,7;X). Por la observacién 3.5, si definimos las funciones
0y (0,T) = R, t = ,(t) .= |Jul®)|lx ¥y o : (0,T) = R, t = ,(t) = ||v(t)]|x entonces
Ou, pp € L,(0,T) y ademés

||u||Lp0TX) ||<Pu||pa ||U||LPOTX) ||%0v||

Ahora
T T
[ / lu(t) + () |de < / (@)l + @)l )"dt

T
= [ o)+ eutt)Pde = llpu + o0l
0
en consecuencia utilizando la desigualdad de Minkowsky (ver Teorema 1.66) se tiene que

[|u + UHLP(O,T;X) < lpu + ‘Pva < ||90u||p + HSOva = HUHLP(O,T;X) + HUHLP(O,T;X) :

3.2.1. Completitud de L,(0,T;X)

En esta subseccién se mostrara que L,(0,7; X) es un espacio de Banach siempre y
cuando X sea también un espacio de Banach.

Lema 3.6. Toda sucesion rapida de Cauchy en L,(0,T;X) con1 < p < 0o es convergente
en L,(0,T;X).

Demostracién. Sea {u;};>, C L,(0,7; X) una sucesiéon rapida de Cauchy; luego existe
{ex}2; CRT tal que

o0

da<oo vy luksr —ukllporx < VEEZT
k=1

De aqui,

[un k= tunll L porixy < Nentk = tnikallLpozix) + ltnsh—1 = tninall 0.1
4.4 Hun+1 - un||Lp(07T?X)
S €i+k71 + €i+k72 + oo+ Ei (37)

SZE? VneZt, VkeZ';

es decir

T o)
/ [tk () — wn ()] dt < (Z ) VneZt, VkeZ*. (3.8)
0 =
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Por otro lado, sea
B ={t€(0,T): [[upt1(t) —ue()[% = e}

Puesto que la funcién ¢ — ||ug41(t) — ug(t)||% es Lebesgue medible y no negativa entonces
usando (3.7) y la desigualdad de Chebychev (ver Lema 1.60) se tiene que

2p

1
7 = €,

1 [T 1
m(Ey) < & / otk () — (Bt = > lons — el oy <
€ Jo €k €k

y en consecuencia

> i) < Y
k=1 k=1

oo
Ademas debido a que Z €, < oo entonces € — 40, k — 0o y asi existe ky tal que € < ¢

k=1
para todo k > kg, de donde Z €h < oo. Por lo tanto
k=1

Z m(Eg) < 0o

k=1

Luego por el Lema de Borel-Cantelli (ver Lema 1.54) se tiene que
m(F) =0 donde F ={te (0,T):t pertenece a un nimero infinito de Ej}.
Ahora, para t € (0,T)\F existe M; € Z* tal que t ¢ Ej, Vk > M, por lo cual

[upa (t) —un(@)llx <& VE= M,

[oe)

Luego razonando como en (3.7), dado que Z €, < 00 se tiene que {u(t)}52, es de Cauchy
k=1

en X y como X es un espacio de Banach entonces existe z; € X tal que ug(t) — z; en X

si k — oo. Definamos u : (0,7) — X por

xy, te€(0,T)\F
Mﬁ:{a teF !

de esta manera u es Bochner medible (limite de funciones medibles) y ademas
ug(t) — u(t), k — oo p.ct. te(0,7). (3.9)
Asi,

Ntnsk () — un (0% = Nu®) —u (@)%, k=00 pet. t€(0,T) VneZ".
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Luego por el Lema de Fatou (ver Lema 1.59)

T T
[ e) = o)t < it [ i (®) = wn0)]
0 k—oo [

o0 P
< limi 2
< lininf (Z )

Jj=n
o0 p
_ E 2
Jj=n

lu =l 0 ix) < Z €l < 0. (3.10)

Jj=n

de donde

En consecuencia u—u,, € L,(0,T;X) Vn € Z*, por lo cual u = u, — (u—wu,) € L,(0,T; X).
Ademds haciendo n — oo en (3.10) se tiene lm [ju — unll} o 1.x) = 0, es decir u, = u
n—00 0

en L,(0,7;X) si n — oo. O

Observacion 3.7. En la demostracion anterior se puede observar en la ecuacion (3.9) que
un(t) — u(t) cuando n — oo para casi todo t € (0,T). Por lo tanto podemos deducir que
toda sucesion rdpida de Cauchy en L,(0,T;X) converge a una funcion u € L,(0,T; X),
con respecto a la norma |||, r.x) ¥ puntualmente p.c.t. t € (0,T).

Teorema 3.8. El espacio L,(0,T;X) con la norma (3.6) es un espacio de Banach sobre
R. Si {u,},~, es una sucesion de Cauchy tal que u,, — u en L,(0,T; X) entonces existe
una subsucesion {un, 132, de {u,} -, tal que

Un, (t) = u(t) en X p.ct. te€(0,7). (3.11)
Demostracién. Sea {u,} -, una sucesiéon de Cauchy en L,(0,T; X); luego por el Lema
1.4 existe una subsucesién {u,, 132, de {u,} -, que es rapida de Cauchy en L,(0,7; X).
Por tanto del Lema 3.6 existe u € L,(0,7; X) tal que

Up, = u en Ly(0,7;X) si k— oo.

En conclusién, {u,},; es una sucesién de Cauchy que posee una subsucesién que converge
a u, asi por el Teorema 1.2 se tiene que la sucesion {u,} ., converge a u € L,(0,T; X).
Por otro lado la afirmacién (3.11) se sigue de la observacion 3.7. O

Corolario 3.9. Si X es un espacio de Hilbert sobre R con producto interno (-|-) y entonces

(o) = [ Gwlolol) . (3.12)

es un producto interior en Lo(0,T;X) con el cual Ly(0,T;X) es un espacio de Hilbert
sobre R.
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3.2.2. Aproximacion y separabilidad en L,(0,7; X)

En esta subseccién se exhibird que cierto tipo de funciones son densas en L, (0,7’; X)
y que ademas L, (0,7; X) es separable siempre y cuando X también lo sea. Algunos de los
siguientes resultados se presentan sin demostracion, la demostracién de estos resultados
simplemente es una adaptacion de las pruebas clasicas en los espacios de Lebesgue usuales
que pueden encontrarse en textos como .

Teorema 3.10. Sea 1 < p < 0o. El conjunto de todas las funciones simples es denso en
L,(0,T;X).

Demostracién. Sea v € L,(0,7;X). Asi que u es Bochner medible esto es, existe una
sucesién de funciones simples {u,} -, tal que

nh_)ngo |un(t) —u(®)||ly =0  pct. te]0,T].
Luego existe un conjunto F' C [0,7] de medida cero tal que
7}1—{20 lun(t) —u(t)||x =0  Vte[0,T]\F. (3.13)
De aqui para todo ¢ € [0, T]\F y para todo € > 0 existe N € Z™ tal que
Vn > N = |lu,(t) —u(t)||x <e (3.14)

Ahora consideremos la sucesién de funciones simples {v, } >, dada por

0, en otro caso.

onlt) = { un(8), [lun ()l < 2 flu(®) ]

Demostremos que v,, = u, n — 0o en L,(0,7; X). En efecto, primero notemos que para
todo ¢t € [0, 7] la sucesién {[jv,(t) — u(t)||%} —,, es una sucesién de funciones Lebesgue
medibles y no negativas. Ahora, sea t € [0, T\ F fijo.

= Caso 1: ||u(t)||y = 0. Asi, v,(t) = 0, por lo cual

T Jon (8) = u(t)]| x = 0.

» Caso 2: [Ju(t)||y # 0. Tomemos € = ||u(t)|| > 0 en (3.14) para obtener
V2 N = Jlun(t)]lx < 2[ul®)llx

y asi,
Un(t) = un(t) VYn > N.

Entonces teniendo en cuenta (3.13) se tiene

Tt Joa(6) = (@)l = lim un(t) = u(®)] = 0.

42



Es decir, para todo ¢ € [0, T]\F la sucesién {v,} -, converge a u. Por lo tanto debido a
que F es un conjunto de medida cero se verifica que

lim |jv, () —u(t)||y =0  pct. te[0,T]
n—oo

y de aqui
lim ||v,(t) —u(t)||% =0  p.ct. te]0,T].

n—o0

Por otro lado,
[on(t) = u(®)llx < llon(O)llx + [lu@®)llx <2[u@)lx +[lu@®)lx VEe[0,T].

Asi que
[on(t) = u(®)llx <37 [lu@®)]y YVt €[0,T7].

Pero como u € L,(0,7; X) entonces

T T
| luta = [t < .
0 0

Por lo tanto del teorema de convergencia dominada de Lebesgue (ver teorema 1.61) se
tiene que

T T
lim |05 (t) — w(t) |5 dt = / lim v, (t) — u(t)]/%dt =0,
en consecuencia
nhjgo |vn — UHLP(O,T;X) =0,
es decir v, — u en L,(0,7; X) si n — oo. O

Lema 3.11. Sean 1 <p<ooya€ X cona #0. Si E C[0,T] es Lebesque medible, para
todo € > 0 existe una funcion escalonada h : [0,T] — X tal que si definimos g : [0,T] — X
por g(t) := xg(t)a entonces se tiene que

lg = Pl porx) <€

Demostracion. Se obtiene al adaptar la demostracion para el caso X = R dada en
Royden[8] proposicién 10. O

Teorema 3.12. Sea 1 < p < co. El conjunto de funciones escalonadas de [0,T] en X es
denso en L,(0,T; X).

Demostracién. Sean v € L,(0,7;X) y € > 0. Por el Teorema 3.10 se tiene que existe
una funcién v : [0, 7] — X simple

o(t) = ZXEi(t)ai, vt € (0,77,

tal que
(3.15)

DO | ™

lw =l 0mx) <
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Ahora por el Lema 3.11 para i = 1,...,n existe h; : [0,T] — X escalonada tal que

€
lg: — hiHLp(o,T;X) < m’ (3.16)

donde g;(t) := xg, (t)a;. Notemos que si consideramos h : [0,7] — X dada por
W)= (), Ve[0T
i=1

entonces h es una funcién escalonada y ademds teniendo en cuenta (3.16) se tiene que

n

Z (gi — hi)

i=1

v — hHLp(O,T;X) =

Lp(O.TX) (3.17)

< Z 19 = hill pporx) < Z o 9
i—1 i—1

Asi, de (3.15) y (3.17) se tiene que

€ €
Ju — hHLP(O,T;X) < flu— UHLP(O,T;X) + v - hHLP(O,T;X) < 9 + 9~ €
([l

Teorema 3.13. El conjunto C([0,T];X) es denso en el conjunto de las funciones
escalonadas de [0, T] en X con respecto a la norma |||, 7.x)-

Demostracidén. Sea s : [0,7] — X una funcién escalonada de la forma

a, te]0,ty),
s(t) = { b, telty,T],

para algun ¢, € (0,7). Consideremos la sucesién {u,} -, dada por
a, tel0,to— 5]
un(t) =19 €t), te(to—3.t0+35)
b, t € fto+ 5, T

donde £(t) := a+n(b—a) (t — to + 5= ) . Notemos que para cada n € Z" la funcién u, es
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continua en (0,77, es decir u,, € C([0,T7]; X). Ahora observemos que
T
s =l oy = [ lt0) = 0) et

tofﬁ to
= [T s —aligar+ [ s - o)1
.

2n

t(]“r% T
[T s - ol [ sto) - bl

to t0+%

to 1 P t0+ﬁ 1 p
:/ n(b—a)(t—to+> dt+/ (b—a)[l—n(t—ﬁﬁ—)] dt
to—5n; 2n /)l x to 2n ) 1 x
to 1 p to-&-% 1 p
:/ n(b—a)(t—to—|—> dt—l—/ n(b—a)(t—t0—> dt
to—%" 2n X to 2n X
to 11 (to+z
t—to+ £ )P —1) (to+ & —t)”
— oo, L0t 20) ool S0 2 =)
p+1 a1 p+1
0= 3, to
_ wlb—ah | welb-alf _ [b—alk
(p+1)20tinptl — (p + 1)20HIppH (p+1)2Pn

y en consecuencia ||s — unl|} o r.x) — 0 cuando n — oo.

Para el caso de una funcién escalonada general se puede proceder de la misma forma. Por
ejemplo, si

ay, t e [0, tl)

as, te [tl, tg)

ag, t€ [tk—1,tk)

G, t e [tnfl,T]

\

entonces se define
ai, t e [0, tl)

L), tefti—oita+ o)

wn (1) = . .
n(t) O(t),  tE[tho1— 5 th+ 35)
L On; t e [tnfl,T]
con i (t) = a + n(ags+1 — ag) (t—tk—l—ﬁ), k=1,2,...,n—1. ]

Definicién 3.14. Sean X,Y espacios vectoriales normados tales que X C Y. Se define
el operador de inclusién de X en Y, como el operador lineal 7 : X — Y dado por

)=z VYrelX.

Decimos que la inclusion X C Y es continua si el operador ¢ es continuo, es decir si existe
C > 0 tal que
lzlly < Cllzflx Ve e X.
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Ademas diremos que la inclusiéon X C Y es densa si X es denso en Y con respecto a la
norma ||-||y . Es decir, si para todo y € Y y € > 0 existe z € X tal que

Iz = ylly <e

Lema 3.15. Sean X, Y espacios de Banach y sea {x,},, € X. Si la inclusion X CY
es continua entonces cuando n — 0o

T, —2 en X implica x, =T en Y.

Lema 3.16. Sean X,Y, Z espacios vectoriales normados. Si la inclusion X CY es densa
y la inclusion Y C Z es densa y continua entonces la inclusion X C Z es densa.

Demostracion. Puesto que la inclusion Y C Z es continua entonces existe C' > 0 tal que

lyll; < Cllylly Vyey.

De aqui
|z —yll, <Clz—yl, VreX VyeVY. (3.18)
Sean € > 0y z € Z. Como la inclusién Y C Z es densa entonces existe y € Y tal que
€
Iy ==l < 5

ademas dado que la inclusiéon X C Y es densa entonces existe x € X tal que

e —lly < 5
T — —.
Yy = 5¢
Luego de (3.18) se tiene que
€
— < —.
eyl < &

En conclusion para cada z € Z existe x € X tal que
€ €
e —2ll, < lle =yl +ly—2ll, < S+ 5 =e
Corolario 3.17. Sea 1 < p < oco. La inclusion
O((0.T): X) C L,(0.T; X)
es densa y continua.

Demostracién. La densidad del espacio C([0,7]; X) en el espacio L,(0,7; X) se sigue
del Lema 3.16, teniendo en cuenta el Teorema 3.12 y el Teorema 3.13. Para mostrar que
la inclusién es continua tomemos u € C([0,T]; X), luego

T 1/p T
— p 4 p
il = ([ 1) < (s ol [ ae)

= (g ol ) 7 (3.19)

0<t<T

1/p

=T HUHC([O,T];X) :
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Corolario 3.18. El conjunto de polinomios P([0,T]; X) es denso en L,(0,T;X) con
1 <p<oo.

Teorema 3.19. Sea 1 < p < co0. Si X es separable entonces L,(0,T; X) es separable .

Demostracién. Puesto que X es separable existe un conjunto M C X numerable y denso
en X. Consideremos el conjunto de todos los polinomios r : [0,7] — X con coeficientes
en M, es decir el conjunto

B:={r:[0,7] = X |(3n € Z")(r(t) = ap+tay+- - -+t"a,; a; € M, i=1,...n; a, #0)}.

La numerabilidad de B es evidente, demostraremos que este conjunto es denso en
L,(0,T;X). En efecto, primero verifiquemos que B es denso en el conjunto P([0,77; X)
de todos los polinomios con coeficientes en X. En efecto, sea ¢ € P([0,T]; X) entonces

q(t):ao—f—tal-}-..._g_tmam, CLZ'EX’ i:ojl’“.m’

para todo t € [0,T]. Debido a que M es denso en X entonces para cada i = 0,1,...,m

. o0 .
existe una sucesion {aﬁf)} C M tal que at — a; en X cuando n — 00, es decir dado
n=1

1=0,1,...,m se tiene que para todo € > 0 existe N; € Z* tal que

€

| < T siempre que n > N;. (3.20)

o~

Consideremos la sucesién {g,}.-, C B donde ¢, (t) = all) +tal + .- +tmal™ | entonces

teniendo en cuenta (3.20) se verifica para n > N := max{ Ny, N1, ..., N, } que:

lan = dllcqoryx) = ok l4n(t) — a(t)lx

m

> ta) —a)

0<t<T
i=0

X

Por tanto el conjunto B es denso en P([0,77]; X) con respecto a la norma [|{| ¢ (o 71.x)-

Ahora sea u € L,(0,T; X). Por el Corolario 3.18 existe v € P([0,T]; X) tal que

|u — UHLP(O,T;X) <

9

DO ™

y para dicho v € P([0,T]; X) existe w € B que satisface

lv = wlleqomx) < 57
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pero de (3.19) se tiene que

€

lv— w||Lp(0,T;X) <7 [l — w”C([O,T];X) < 5%

luego utilizando la desigualdad triangular se obtiene

€ €
v — w”LP(o,T;X) < lu— UHLP(O,T;X) + [lv — w”LP(o,T;X) < ) + ) =€

y en consecuencia B es denso en L,(0,7; X). En conclusién B es un conjunto numerable
y denso en L,(0,7"; X), que es lo que se pedia. O

Lema 3.20. Sean (X, |.||yx) v (Y.].]ly) espacios de Banach sobre R. Si la inclusion
X CY es continua entonces la inclusion

Ly(0,T;X) C Ly(0,T3Y), 1<g<r<+o0
es continua.

Demostracién. Sea u € L,(0,7; X), como la inclusiéon X C Y es continua entonces
[u()lly < Cllu@®)lx YVt €(0,T).

Ahora, observemos que 4 + =% = 1 y notemos que [lu|% € LE(O,T) pues u € L.(0,7; X)

T

y ademés v € Lﬁ(O,T) donde v : (0,7) — R estd dada por v(t) = 1. Haciendo uso de
la desigualdad de Holder (Ver Teorema 1.65) se tiene que

T 1/q
lolleyorn = (] Butogat)
T 1/q
<o ([ ol 1)
0
T or A\ T (r—q)/r]
([ o) ([ 1)
0 0
.y T 1/r
—oor % ([ ol

=0 ||u||LT(O,T;X) :

<C

O

Teorema 3.21. Sean V' un espacio de Banach, 1 < p < oo y % + % = 1. Entonces para
todo w € L,(0,T;V) yv e Ly0,T,V*) se tiene que

/OT [{v(t), u(t))]dt < (/OT lo(#)] ’{/*dt) " (/OT ||u(t)||f;dt) Up. (3.21)
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Demostracién. Puesto que v € L,(0,7;V) y v € L,(0,7,V*) entonces en particular u
y v son funciones Bochner medibles, por lo cual existen dos sucesiones {u,}, - y {vn o,
de funciones simples tales que {u,} -, converge a u para casi todo t € (0,T) y {v,} -,
converge a v para casi todo t € (0,7"). Luego existen conjuntos Fi, Fy de medida cero
tales que

m u,(t) =u(t)  Vte (0,T)\F,

n—oo

lim v, (t) = v(t) Vt € (0, T)\ Fs.

n—o0

Ahora puesto que

[{vn (), un())y — (v(t), u(®))y] < [(vn(t) —v(t), un(t))y [+ [(V(E), un(t) — u(t))y|

entonces haciendo n — oo en la expresion anterior se tiene que
(0a(D),un(t))y = (0(D),u(t))y V€ (0,TI\(F U Fy).

Ademis, dado que m(F; U Fy) < m(F}) + m(F) = 0 entonces la funcién real
t — (v(t),u(t)), es Lebesgue medible pues es el limite (en casi toda parte) de funciones
Lebesgue medibles. Por otro lado,

[{0(t), u(@))y | < [lo(t)]

Pero dado que v € L (0,7,V*) y u € L,(0,7;V) entonces de la observaciéon 3.5
tenemos que las funciones t +— |jv[|,,. v t — |lul|,, pertenecen a L4(0,7) y L,(0,T)
respectivamente. En consecuencia de la Desigualdad de Holder (Ver Teorema 1.65) se
tiene que ||[v||y. [|u|ly € L1(0,7T) y ademas

u)ll,  Vte (0,T). (3.22)

V*

V*

/OT lo@)ly- llu@®)llydt < (/OT Hv(t)H‘{,At) " (/OT Hu(t)H"’/dt) l/p. (3.23)

Por lo tanto integrando sobre (0,7") en (3.22) y teniendo en cuenta (3.23) obtenemos el
resultado deseado. O

Teorema 3.22. Sea V' un espacio de Banach reflexivo y separable y sea 1 < p < o0,
% + % = 1. Entonces:

a) Para cada v € L,(0,T;V*) existe un tinico v € (L,(0,T;V))* que verifica
T
(U, W, 01 = / (V(t), u(t)),dt Yu e L,(0,T;V). (3.24)
0

b) Reciprocamente, para cada v € (L,(0,T;V))* existe un tdnico v € Ly(0,T;V*) que
satisface (3.24) y ademds cumple que

191z, 0,757 = 10Nl 2, 00+ - (3.25)
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Demostracion.

a) Sea v € L,(0,7;V*) y consideremos el funcional v : L,(0,7;V) — R dado en (3.24).
Mostremos que v es un funcional lineal y acotado. En efecto, la linealidad se sigue
facilmente de (3.24). Para verificar que v es acotado simplemente se debe tener en
cuenta (3.21) pues de esta manera para todo u € L,(0,7; V') se tiene

hssanan] = | [ w00l < ([ o) ([ oga)”

=M ||u||Lp(0,T;V) :

b) Seav € (L,(0,T;V))*. La existencia de v € L,(0,T;V*) que verifica (3.24) es un resul-
tado clasico del Analisis funcional. Su demostracién puede ser consultada por ejemplo
en Edwards [14], seccién 8.20.

Para la unicidad supongamos que para v € (L,(0,7;V))" existen vy, vy € L,(0,T;V*)
con (3.24). Luego,

/OT (v1(t), u(t)), dt = /OT (va(t), u(t)), dt Yu e L,(0,T;V)

y de aqui

/ () — ) u®) it =0 Vue L0, T;V) (3.26)
Deseamos mostraro que

v1(t) = va(t) en V* p.ct. t€(0,7)
o equivalentemente que para todo w € V
(v1(t) —va(t),w) =0  pet. te(0,7T).
En efecto, sea w € V. Definimos 1 : (0,7) — R por
P(t) = (vi(t) = va(t), w) .
Dado que
T T
| Wi < [ llyat = ¢l m0.7) < o0

entonces ¢ € L1(0,T"). Ahora, sea ¢ € C§°(0,7T), notemos que la funcién ¢t — ¢(t)w
esta en u € L,(0,7;V), por lo cual de (3.26) se tiene que
T T T
| oot = [ @) - va®.w) o0t = [ 0a(0) - eale). o)t = 0 ¥6 & CRO.T).
0 0 0

y en consecuencia del Lema variacional (Ver Lema 1.70) se sigue que ¥ (t) = 0 para
casi todo t € (0,7, es decir se obtiene el resultado deseado.
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O

Observacion 3.23. Sea V' un espacio de Banach separable y reflexivo. Por el Teorema
3.22 existe
© - (LP(07 T’ V)>* — LQ(()?Ta V*)7 v QO(U) = 0.

FEs fdcil verificar que ¢ es lineal, biyectiva y ademds, de (3.25) resulta ser una isometria.
En consecuencia (L,(0,T;V))" y L,(0,T;V*) son isométricos, asi podemos identificar
(L,(0,T;V))" con Ly(0,T;V*) y escribir

(Ly(0,T; V)" = L,(0,T;V™).

De la misma manera podemos identificar v con v y asi las ecuaciones (3.24) y (3.25) se
escribirdn como sigue:

T
0y = [ 00Oy (3.27)
||U||(Lp(o,T;V))* = HUHLQ(O,T;V*) (3.28)
para todo u € L,(0,T;X) y v e (Ly(0,T;X))".
Teorema 3.24. Sean V un espacio de Banach, 1 < p < 00, % + % =1ly0<t<T < o0.

a) Stu e L,(0,T;V) entonces

<v*,/0tu(s)ds>v - /Ot (W u(s))yds Yot € V™.

b) Siue Ly0,T;V*) entonces

</0t“<8>d87v>v = [(w) s voev.

c) Siun, —u en Ly(0,T;V) cuando n — oo entonces

t t
/un(s)ds—>/ u(s)ds en V' cuando n — oo.
0 0

Demostracion.

a) Sea v* € V* luego v* : V' — R es un operador lineal y acotado entre dos espacios de
Banach. Si u € L,(0,7; V) entonces de acuerdo con el Lema 3.20 u € L;(0,7; V), por
lo cual w : (0,7) — V es Bochner integrable (Ver observacién 3.5). En consecuencia
del Teorema 2.21 se obtiene el resultado deseado, es decir

<v*,/0tu(s)d5>v _ /Ot (0, u(s))yds Vot € V™
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b) Se procede como en a) usando el Corolario 2.23.

c¢) Definamos el operador lineal A : L,(0,7;V) — V como
¢
Au) = / u(s)ds  Yu € L,(0,T;V).
0

Puesto que de la desigualdad de Holder (Ver Teorema 1.65) se tiene que
t t t 1/p t 1/q
[utsias| < [l nas< ([ ueigas) ([ 1)
0 v Jo 0 0

1
=T/ ||u||Lp(O,T;V) 5
entonces A es acotado. Por lo tanto, el operador A es continuo y asi

4Gy =

t

lim [ w,(s)ds = lim A(u,(s)) = A ( lim un(s)> = A(u(s)) = /Otu(s)ds.

n—oo 0 n—o0 n—oo

Teorema 3.25. Sea V' un espacio de Banach reflexivo y separable, sea 1 < p < oo,
% + % =1y0<t<T < o0. Entonces se tiene lo siguiente:

a) St u, =u en Ly(0,T;V) y v, v en Ly 0,T;V*) cuando n — oo, entonces
¢ ¢
/(vn(s),un(s)>vds—>/ (v(s),u(s)),ds cuando n — oo.
0 0
b) St u, —u en Ly(0,T;V) y v, =v en Ly 0,T;V*) cuando n — oo, entonces
¢ ¢
/ <vn(5),un(s)>vds%/ (v(s),u(s)),ds cuando n — oo.
0 0

Demostracién.

a) Caso 1: Sea t = T'. Primero observemos que

T T
[ b untenyas— [ o) uteas

T T
< /0 ((0n — 0)(5), tn(s))yds| + /0 (0(), (tn — u)(5)) s

= ‘(Un -0, Un)Lp(O,T;V)‘ + ‘<Ua Up — u>Lp(O,T;V)) )

la ultima igualdad se tiene puesto que V' es separable y reflexivo (Ver (3.27)). Hacien-
do n — oo en la expresion anterior y teniendo en cuenta la hipdtesis se obtiene el
resultado deseado.
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Caso 2: Sea 0 < t < T. Consideremos la funciéon s — xjo4(s). Primero mostremos
que
[u, = u en L,(0,T;V)] = [xu, = xu en L,(0,T;V)], n— o0

En efecto, si u, — wen L,(0,7;V) cuando n — oo entonces

T
(vsun) 0.1y = /0 (v(s), un(s))ydt = (v,u)p o7y cuando n — oo

para todo v € L,(0,7;V*) y en particular para xv € L,(0,7; V™). Luego si n — oo
entonces

v, un) 0.0 = (XU W L0 -
Ahora, como
Ocvsn) 1,000y = (0 XUn) 000y Y (X0 W L0y = (VXU L 010)

entonces
(v, Xun>Lp(O,T;V) — (v, Xu>Lp(O,T;V) Vv € Ly(0,T5 V7).

En consecuencia xu, — xu en L,(0,7; V) cuando n — oo. Por lo tanto del Caso 1 se
tiene que

t T T t
/0 (00 (5), tn(5))ds = /0 (0n(5), X()un(s))ds — /0 (v(s), x(5)u(s))ds = /0 (v(s), u(s))ds.

b) Se obtiene de forma similar al literal a).

Lema 3.26. Sea V' un espacio de Banach. Siu € L1(0,T;V) y ademds

/0 o(s)u(s)ds =0 Vo € C3°(0,7T),

entonces u =0 en L1(0,T;V).

Demostracion. La demostracion de este resultado sigue un procedimiento analogo a la
demostraciéon dada en Brezis|[7] Corolario 4.24. O

3.3. Ternas de evolucién y derivada generalizada.

En esta seccion se presentan los conceptos de terna de evolucién y de derivada
generalizada, los cuales juegan un papel importante en el estudio de las ecuaciones
evolutivas y en particular de las ecuaciones parabdlicas. El siguiente teorema motiva la
definicion de terna de evolucion.

Teorema 3.27. Sean V, H espacios normados sobre R con las siguientes propiedades:

1. V' es un espacio de Banach separable y reflexivo.
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2. H es un espacio de Hilbert separable.
3. La inclusion V C H es densa y continua.
Entonces:

a) Para cada h € H existe un correspondiente funcional lineal y acotado h € V* dado por

(h,v),, = (hlv)y Yo e V. (3.29)

b) La funcion h+— h de H en V* es lineal, inyectiva y continua.
Demostracion.

a) Sea h € H. Si definimos h : V — R dada en (3.29), entonces h es lineal debido a la
linealidad del producto interno Ahora como la inclusién V' C H es continua entonces
existe C' > 0 tal que

[ollg < Cllolly,  VoeV

y asi se sigue que
(R 0)y | = 110} ] < IRl ol < C MRl Dol Vo€ V. (3.30)

Por lo anterior h es un funcional lineal y acotado.

b) Llamemos g : H — V* la funcién tal que g(h) = h y verifiquemos que g es lineal,
continua e inyectiva. En efecto sean o € R y hy,hy € H, deseamos mostrar que
ahy + he = ahy + hs, para ello notemos que para v € V se cumple

<ah1 + hg,v>v (ahy + halv) y = a (hi|v) gy + (he|v) y = @ <h1\u> <h_2\u>v
y en consecuencia
g(ahy + hy) = ahy + hy = ahy + hy = ag(hy) + g(hs).

Por otro lado, de (3.30)

|<|| ||>v‘ <C|hlly;  YoeV\{ov},

y asi
gl v S ORIl

por lo cual g es acotado y en consecuencia junto con la linealidad de g se tiene que g
es continuo (Ver Teorema 1.8).

Por 1tltimo para mostrar que g es inyectiva supongamos que g(h) := h = 0, de esta
manera

(h,v),, == (hlv)y Vv eV, (3.31)
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luego como V' es denso en H entonces existe una sucesiéon {v, }.-, C V tal que v, — h
en H cuando n — oco. Ahora de (3.31) se tiene

(hlog)y =0  VneZ",
por lo cual
T (Bfon)y = (B Jim v,) = (bl = 0
y en consecuencia h = 0.

O

Observacién 3.28. Del Teorema anterior podemos identificar h con h. En este sentido
H C V* y por lo tanto se tienen las inclusiones V. C H C V*. Si los espacios V y H
cumplen las hipotesis del Teorema anterior, se dice que «<V C H C V*» es una terna de
evolucion, como se precisa en la siquiente definicion.

Definicién 3.29. (Terna de evolucién) Decimos que «V C H C V*» es una terna de
evolucion, si:

1. V es un espacio de Banach sobre R separable y reflexivo.
2. H es un espacio de Hilbert sobre R separable.
3. La inclusién V' C H es densa y continua.

Ejemplo 3.30. Sea G un conjunto abierto y acotado de R con N > 1. El espacio de
Sovolev

0
HY(G) = {f € Lo(G) - 65 € [,(G), i=1,2, .. N}
con la norma inducida por el producto interior
N
_ of dg
(fl9) e = /Gfg + ;/G 35 5o (3.32)

es un espacio de Hilbert. Luego, si se toma V = H'(G) y H = Ly(G) se sigue que
<H'(G) € Lo(G) C (HY(G))">
es una terna de evolucion.

Observacion 3.31. St «V C H C V*» es una terna de evolucion, se escribira h en lugar
de h (Ver Teorema 3.27) y asi las siguientes expresiones serdn vdlidas:

(h,v)y, = (hlv), VYheH YweV, (3.33)
Al < C|hll,  VheH. (3.34)

De la anterior expresion y teniendo en cuenta que la inclusion V- C H es continua se
stgue que

iy <Cloll, VeV, (3.35)

es decir se puede considerar que la inclusion V- C V* es continua.
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Definicién 3.32. (Derivada generalizada) Sean Y, Z dos espacios de Banach,
u€ L1(0,T;Y)yw e Ly(0,T; Z). Decimos que w es la n-ésima derivada generalizada de
wen (0,7) si w satisface

/0 " SO (ut)dt = (—1)" /0 Cswdt Vo e CR0.T), (3.36)

En tal caso denotamos w := u(™.

Observacion 3.33. Notemos que las funciones u y w toman valores en los espacios Y vy
Z respectivamente, los cuales generalmente pueden ser diferentes. Es decir, dado que

uw:(0,7)=Y vy w:(0,T)— Z,

entonces la igualdad en (3.36) significa que tanto la integral a la izquierda y la integral a
la derecha pertenecen a'Y N Z. Ademds debido a que

[ @, < Clutly: €= mix 670
entonces la funcion ||gz§(”)(t)uHY es Lebesgue integrable y del Teorema de Bochner (Ver

Teorema 2.16) se tiene que ¢™ (t)u es Bochner integrable, por lo cual la integral a la
derecha de (3.36) existe para todo ¢ € C§°(0,T). De forma similar se justifica la existencia
de la integral a la izquierda de (3.36).

Ejemplo 3.34. Sean Y =7 =Ry u: (0,7) — R dada por

t 0<t<ZL
u(t)z{T )<ty
bR 5<t<T.

Definimos
1, 0<t<?

w<t>:{ 0, T<t<T

Notemos que u,w € L1(0,T;R). Verifiquemos que w es la derivada generalizada de u. En
efecto, para ¢ € C§°(0,T) se tiene que

/OTQS’(t)u(t)dt:/f ¢’(t)tdt+/TT¢’(t) <§>dt

2
T

- ¢(t)t\§ - /02 (e(t) - 1)dt+g (¢ (T) = ¢ (g))

_ (g) - / ORI (g)
_ /0 Sl

El anterior ejemplo muestra que no todas las funciones que tienen derivada generaliza son
diferenciables en el sentido clasico, puesto que la funcién u no es diferenciable en t = %
en el sentido usual, y por tanto u ¢ C*(0,T).
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En el siguiente teorema se demuestra la unicidad de la derivada generalizada, lo que da
sentido a que se use una notacién tinica (w = u'™) para la n-ésima derivada generalizada
de u. Posteriormente mostraremos que en el caso particular Y = Z, para funciones suaves,
la derivada clasica de u es la derivada generalizada de wu.

Teorema 3.35. Sean Y y Z espacios de Banach. Siu € L1(0,T;Y) entonces la derivada
generalizada de u es tnica (salvo conjuntos de medida cero), es decir si se tiene que
wy,wy € L1(0,T; Z) satisfacen la definicion 3.32 entonces

wi(t) = wo(t) p.ct. te€(0,7).

Demostracién. Puesto que wy,ws € L1(0,7T; Z) satisfacen la definicién 3.32 entonces

/ 925 w1 dt / ¢ U)Q dt VQb € 080(0, T),
de aqui
T
| o) i)~ wattpie =0 vo e C0.7)
0
y en consecuencia del Lema 3.26 se sigue el resultado. 0

Teorema 3.36. Supongamos que Y = Z en la definicion de derivada generalizada. Si
u € C™([0,T);Y) con n > 1 entonces la derivada cldsica u™ es al mismo tiempo la
deriwada generalizada de u.

Demostracién. Sean u € C*([0,T);Y), ¢ € C°(0,T) y u' la derivada cldsica de u.

Sabemos que
(@(t)u(t))” = ¢'(t)u(t) + o(t)u'(t);

por lo cual integrando la anterior expresién sobre (0,7) tenemos que

/0 (& (Dult) + o) (t))dt = /0 (G(t)u(t))dt = 0

/ & (Du(t)dt = — / (0l (1)t (3.37)

Ahora por induccién supongamos que para u € C®([0,7];Y) k > 1 se tiene que

/0 o (tyu(t)dt / Bt

Mostremos que para u € C*+1([0,T];Y) se verifica que

/0 S (1)u(t)dt = (—1)FH / o(t)u O (1) dt

Sea u € C*+1([0,T];Y) entonces u € CH([0,T];Y) y v’ € CH®([0,T];Y), luego teniendo
en cuenta (3.37) y nuestra hipétesis inductiva obtenemos:

/ ¢(k+1 dt _ _/ qb(k)(t)ul(t)dt _ (_1>k+1 /T ¢(t)u(k+1)<t)dt

Por lo tanto por el principio de inducciéon matematica se tiene el resultado deseado. [J

y asi
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Ejemplo 3.37. Sean u,v € L1(0,7;Y). Supongamos que u',v" € Ly(0,T;Z) entonces
u 4+ v € L1(0,T; Z) es la derivada generalizada de u + v, es decir (u +v) =« 4+ ¢'. En
efecto, basta notar que para ¢ € C§°(0,7T) se tiene que

/¢> )+ v(t))dt = /(;5 t)dt+/T¢’(t)v(t)dt
— (-1) / o(t) (! (1) + v/ (1)) .

El siguiente resultado muestra que los conceptos de derivada generalizada y convergencia
débil cumplen una relacién significativa. Esto serda importante para garantizar la prueba
del teorema de existencia y unicidad de ecuaciones del tipo parabdlico.

Lema 3.38. Sean Y y Z espacios de Banach tales que la inclusion Y C Z es continua vy
sea 1 < p,q < co. Supongamos que para n € Z* se cumple

u, —u en L,(0,T,Y) y u,&n)év en Ly(0,T:Z) cuando k — oo.

Entonces
u™ =v en (0,T).

Demostracién. Primero observemos que del Lema 3.20 se tiene que
L0.T;Y) C Li(0.T;2) y Ly(0,T;Z) C L (0,T; 2),
por lo cual del Lema 3.15 se sigue que cuando k — oo
Uy —u y u,(gn) —wv en Li(0,T;2); neZ .

Ahora, de la definicién de derivada generalizada se tiene para todo ¢ € C3°(0,7T) que:

/an) uy(t)dt = /gzﬁuk

de donde haciendo k — oo se obtiene
T T
| @t =1y [ s
0 0

Observacién 3.39. Sean «V C H C V*» una terna de evolucion y u € L,(0,T;V).
Supongamos que u'™ € L,(0,T;V*) es la n-ésima derivada generalizada de u. Debido a
que u(t) € V.C H para todo t € (0,T) y a la identificacion de los elementos de H con
elementos en V* (Ver observacion 3.28) se tiene que la igualdad

/W() /¢ U™

puede ser considerada en V*.

O
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Teorema 3.40. Sea <V C H C V*» una terna de evolucion y sea 1 < p,q < co. Las
siguientes afirmaciones son vdlidas:

a) Unicidad. Parau € L,(0,T;V) la derivada generalizada u'™ es tnica como elemento

de L,(0,T;V*).
b) Existencia. Sea uw € L,(0,T;V). Entonces la derivada generalizada de u,
ul™ € Ly(0,T; V™)

eziste si y solo si existe una funcion w € L, (0,T;V*) tal que

/O (ult) o)y # (B)dE = (—1)" / (w(t), vy (t)de (3.38)

para todo v € V' y todo ¢ € C3°(0,T).
Demostracion.

a) Se sigue del Teorema 3.35 (Tomando Y =V, Z = V*), teniendo en cuenta que por el
Lema 3.20

L,(0,T;V)C Li(0,T;V) y Ly0,T:V*) C Ly(0,T; V™)
para 1 < p,q < oc.

b) =) Supongamos que existe la derivada generalizada u™ € L,(0,T;V*), es decir que

/OT o (Dpu(t)dt = (~1)" /OT¢<t>u<“><t>dt en v

</OT ¢(n>(t)u(t)dt,v>v — (~1)" </OT ¢(t)u(n)(t>dtvv>v Voev,

por lo cual del Teorema 3.24 se tiene que

asi

/O (6 (t)u(t), v}, dt = (1) /0 (S(tyul™(t), v), dt

y en consecuencia de (3.33)
T T
| ol o0 = (-1 [ 0.0, 000t
0 0
Por lo tanto el resultado se tiene tomando w = u(™.

<) Supongamos que existe una funciéon w € L,(0,7;V*) con (3.38); entonces
nuevamente de (3.33) se sigue que

/0 (B (pu(t), o), dt = (~1)" / GO, Vo eV,
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de donde

</ o) d”> - </ o(t) dtv> Yo eV
/0 ! ¢ (tyu(t)dt = (—1)" /0 Tgb(t)w(t)dt. (3.39)

Por lo tanto w es la derivada generalizada de wu.

y asi

]
Observacién 3.41. De (3.39) se sigue que u™ =w 1y ademds, por (3.38) se tiene que

d" n
WOy = (W(0), ), (3.40)

para todo v € V' y para casi todo t € (0,T) donde d"/dt" significa la n-ésima derivada
generalizada de la funcion real t — (u(t)|v), sobre (0,T).

El siguiente lema permitirda demostrar un resultado muy especial, el cual nos muestra que
la derivada generalizada y la integral de Bochner cumplen una relacion similar a la dada
en el Teorema fundamental del célculo.

Lema 3.42. Sea (V. ||-||;;) un espacio de Banach. Sea F € C([0,T];V), definimos

f(t) = /OtF(s)ds vt € [0,T].

Entonces f € CY([0,T];V) y f'(t) = F(t) para todo t € [0,T).

Demostracién. Sean h > 0y t € [0,7]. Entonces se tiene que

( /0 " psys /0 tF(s)ds) —F()
([ﬂhF@Ms—hFao
1

H /t (F(s) — F(t))ds

‘f(Hh)—
h

14 \%4

S >

|4

\%4

IN

5[ IPe = Folas

< sup ||F(s)—F()|,, =0 si n— oo.
sE[t,t+h]
Lo anterior demuestra que f'(t) = F(t) para todo t € [0,T] y asi f € CY([0,T];V), ya
que por hipétesis F' € C([0,T]; V). Si h < 0 se procede similarmente. O
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Teorema 3.43. Sea u € L1(0,7;V). Consideremos v : [0,T] — V dada por

v(t) := /Otu(s)ds vVt € [0,7]

entonces v € C([0,T); V) y u es la derivada generalizada de v.

Demostracién. Primero mostremos que v € C([0,7]; V). En efecto sean e > 0 y
t1,t2 € [0,T] con t; < ty. Por la continuidad absoluta de la integral de Bochner (Ver
Corolario 2.19) se sigue que existe 6 > 0 tal que si [ts — t1| <, se tiene que

/O : u(s)ds — /O ’ u(s)ds /t f u(s)ds

lo que muestra que v es continua. Ahora para mostrar que v = u en (0,7'), notemos que
como u € L1(0,T;V) entonces por la densidad del conjunto de polinomios P([0,77]; X)
en L1(0,7;V) (Ver Corolario 3.18) existe una sucesién {g,} -, C P([0,77;V) tal que

%

<,
14

lo(ts) — v(t)lly = \

7}520 [ = anll, 00) = O- (3.41)

Por otro lado para n € Z" consideremos

Asi,

/Otu(s)ds _ /Ot 4 (5)ds

[o(®) = pul®)ly = \

Iy R ZORTACING
§/0 lu(s) — gn(s)|ly ds.

De aqui, teniendo en cuenta (3.41) se tiene que

T
{ — < li _ _
Tin 0= pulleory < Jim [ ) = au(s)l s =

pero sabemos que la inclusién C([0,T]; V) C Ly(0,T; V) es continua (Ver Teorema 3.17)
y asi existe C' > 0 tal que

nlggo v — anLl(O,T;V) < Cnhj{.lo v — anC(O,T;V) =0, (3.42)

es decir p, — v en Ly(0,7;V) cuando n — oo. Ahora por el lema anterior p/, = ¢, en
[0, T, luego del Teorema 3.36 para ¢ € C§°(0,7) se tiene que

/OT ¢(5)qn(s)ds = (—1) /OT & (5)pn(s)ds.

Haciendo n — oo del Teorema 3.24 se sigue que

[ otertsiis = =0 [ s

y en consecuencia v’ = wu en (0, 7). O
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3.4. El espacio de Sobolev W, (0,T;V, H).

Debido a que se estudiaran ecuaciones evolutivas (interviene la derivada temporal),
es necesario definir un espacio de funciones en donde se vincula el concepto de derivada
generalizada dado en la seccién anterior. Por esto consideramos el espacio de funciones
I/Vp1 (0,T;V, H), el cual acopla los conceptos de terna de evolucién y derivada generalizada.
Este espacio es fundamental para trabajar ecuaciones de tipo parabdlico.

Definicién 3.44. Sean 1 < p < 00, ;+ 1 =1y 0 < T < oco. Definimos W, (0,T;V, H)
como el conjunto de funciones u € L,(0,7;V) tal que su derivada generalizada esta en
L,(0,T;V*), esto es

W0,T;V,H) :={u € L,(0,T;V) : v € Ly(0,T;V*)}.

Teorema 3.45. Si «V C H C V*» es una terna de evolucion entonces Wpl(O, T:V,H) es
un espacio de Banach con la norma

||U||W;(0,T;V,H) = ||u||Lp(O,T;V) + ”u,HLq(O,T;V*) Vu € ngl(()?T; V. H). (3.43)
Observacién 3.46. La demostracion de que ||y1qrvm) €5 una norma se sigue
facilmente del hecho de que |||, or.vy ¥ |Illg,0mve) son normas en L,(0,T:V) y

Lq(0,T; V*) respectivamente. Por otro lado denotaremos la norma en W, (0,T;V, H) como

not
H'HWI}(O,T;V,H) = ||||W;}

Demostracién. Sea {u,}, , una sucesién de Cauchy en W, (0,7;V, H), es decir para
todo € > 0 existe M € Z* tal que

[ un — umHWz} = [lun — umHLp(O,T;V) + [ (un — um>,||Lq(0,T;V*) <€ (3.44)
siempre que n,m > M. Entonces
/

[n = wmllp 0ray <€ ¥ Nun —wplln, orye <€ siempre que n,m > M

y asi, {u,} —, v {u,}.~, son sucesiones de Cauchy en L,(0,T;V) y L,0,T;V*)
respectivamente. Puesto que estos espacios son completos (Ver Teorema 3.8) entonces
existen u € L,(0,T7;V) y v € L,(0,T; V™) tales que

up, = u en Ly(0,7;V) cuando n — oo

u,, —v en L,0,7;V*) cuando n — oo.

De (3.35) se sigue que la inclusién V' C V* es continua y del Teorema 3.38 se tiene que
v ='. Por lo tanto u € W (0,T;V, H) y ademés haciendo m — oo en (3.44) se obtiene

|wn — uHWé < € siempre que n,m > M,

es decir u, — u en Wpl(O,T; V, H) cuando n — oc. O
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Observacién 3.47. Sean <V C H C V*» una terna de evolucion, 1 < p < oo y
0 < T < 0. El conjunto de todos los polinomios w : [0,T] — V,

w(t) = Z t'a;

con a; € V para todo i € Z* es denso en Wpl(O,T; V,H), L,(0,T;V) y L,(0,T; H).

Lema 3.48. Sea «V C H C V*» una terna de evolucion. Sean u,v € C*([0,T];V) y
0 <s<t<T. Entonces se verifica la siguiente formula:

(u(®)]v(t) g — (uls)lv(s)) g = / (W' (2),0(2))y + (v'(2), u(2))y dz. (3.45)

Demostracién. Sean u,v € C([0,7T];V). Entonces u(t),v(t) € V C H para todo
t € [0, T]. Sabemos que

(w®)lv(t)y = @' Ov(t)y + (@) (t) 4

y asi integrando la anterior expresion se tiene que

(u(®)|v(®) g = (uls)|v(s)) g = / (0 (2), v(2)) g + (V'(2), u(2)) .

En consecuencia de (3.33) se sigue que

(w®)[v()y — (u(s)o(s)) g = / (/(2), v(2))y + (v'(2), u(2))y dz.
O

Observacién 3.49. Sean a,b,c € R con 0 < a < b < c. Entonces existe g € C'(R) tal
que
gla) =0, gb) =1y |g(=)|+ 17 (=) < L.

En efecto, basta notar que las funciones

0, r<a 0, T >c
mw ={ o v o ={

e T >a e, x<c
estdn en C'(R). Asi h = hihy € C*(R) y en consecuencia, si definimos
g(x) :=C h(z); C= e~ @ hia
se obtiene el resultado deseado.

Lema 3.50. Sea <V C H C V*» una terna de evolucion. Entonces la inclusion
1 .
W0, TV, H) € C([0,T), H)

es continua.
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Demostracién. Sean 0 < s <t < T y u € C'([0,T];V). Consideremos ¢ € C'(R) con
o(s) =0, ) =1y |p|+|¢] <1en R. Reemplazando v por ¢u en (3.45) teniendo en
cuenta la desigualdad de Holder y que (pu)’ = ¢'u + @u' se obtiene

(w(®)lu(t ))H—/ #'(2) (u(2), u(2))y + 20(2) (W'(2), u(2))y dz

&' (2)] [{u vldz+2 [ ()| [{u'(2), u(2))y |dz
</ /

< / u(2), ul2)y |dz + 2 / (e (2), u(2))  |dz

< Nl gy el 0y + 200 Ly ey Nl 0.0
2
< Clullfy,
y en consecuencia
il = max Ju(t)]|; < VC |lul| vu e CH([0,T] V). (3.46)
C([0,7];H) t€[0,T] H — WZ} ’ ) )

De lo anterior se tiene que la inclusion
P2 CH0,T);V) = C(0,T); H)

es continua, considerando C'([0,77]; V) como espacio normado con la norma |||y ¥
C([0,T]; H) con la norma usual ||-|| o7,y Dada la densidad del espacio CY([0,T]; V)

en Wpl(O, TV, H) del Teorema 1.9 se tiene que el operador inclusién i admite una tnica
extension lineal y continua

W, (0,T;V, H) — C([0,T]; H)
tal que
Hj(u)HC([O,T];H) = \/EHUHWZ} Vu € W;}(QT; V.H).

Resta demostrar que

jwy=u  YueW,(0,T;V,H).
En efecto, sea u € W}(0,T;V,H) y {un},—, € C'([0,T];V) tal que u, — u en
W, (0,T;V, H). Luego,

) = 3080 ) = 152, 7(0n) = 07, 6tn) = HHE e =0

O

Observacién 3.51. La inclusion de W, (0,T;V,H) en C([0,T]; H) debe entenderse de
la siguiente manera. Para todo w € W, (0,T;V, H) eziste v = j(u) € C([0,T]; H) tal que
u="v en W]}(O,T;V,H), es decir

u(t) =v(t) en V p.c.t. te0,T].
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Definicién 3.52. Una sucesién de molificadores {p,} -, es cualquier sucesién de
funciones sobre R tales que

1
on € CP(R), suppy, C B (O; —) , /gpn(t)dt =1y ¢,>0enR.
n R

Ejemplo 3.53. Sea ¢ : R — R dada por:

1
2-1 |t < 1
sO(t)Z{e M

0, [t|>1.

Luego, ¢ € C5°(R), suppp € B(0;1), y ¢ > 0 en R. Asi podemos obtener una sucesién
de molificadores tomando

onl(t) = C n pna); C = (/R go(t)dt)_l.

Definicién 3.54. Sean 1 < p < 0o, v € L1(R) yu € L,(0,7;V). Definimos la convolucién
entre v y u como una funcién v xu : (0,7) — V dada por:

(0% u)(t) = /0 o(t = s)u(s)ds.

Nota. En la demostracion del siguiente teorema se tendra en cuenta lo siguiente: Para
t € (0,T) existe 7 > 0 tal que B(t;7) C (0,T). Asf existe n € Z™ con £+ < r, de donde

1 1
gon(t—s)>O:>t—5€B(O;—) :>3€B(t;—) = s e [0,7]
n n
y en consecuencia

/OT on(t — s)ds = /RsOn(t — 5)ds = /R%(w)dw 1

Observacion 3.55. Si v € C§°(R) entonces
vxu € C([0,T];V) VuEWpl(O,T;V,H).

En efecto, sean h € R, v € C*(R) y u € W,(0,T;V, H). Entonces para t € [0,T] fijo,

H@*m@+h»-@*mumv—HA (ol + B — 5) — u(t — 5)] u(s)]]y ds

0 Vo (3.47)
< [ ot n=9) = ot = o)l [u(s) s

Tomemos

F(h) = /0 lo(t+h—s) —v(t —s)||lu(s)]ds.
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Notemos que para cada s € [0,T] la funcion
hi= ot +h —s) —o(t = )| [lu(s)]ly
es continua (pues v es continua). Ademds para todo h € R la funcion
s> [o(t+h—s) —o(t = s)|[Ju(s)lly
es medible (producto de funciones medibles) y para todo s € [0,T],
[t +h —s) —v(t =s)| [lu(s)lly <[lo(t+h—=s)+ ot =)l uls)lly <2M [[u(s)]ly := g(s)

donde M = Eméx o(r) y fOTg(s s = 2MfO llu(s)|ly,ds < oo. En consecuencia del
rEsupp v

Teorema sobre la continuidad de integrales dependientes de parametros (Ver Kufner[1]
Teorema 2.1.6)se tiene que F es continua. Asi, haciendo h — oo en (3.47) teniendo en
cuenta que v es continua se obtiene el resultado deseado.

Teorema 3.56. Sean 1 < p < oo y«V C H CV*» una terna de evolucion. Entonces el
espacio de funciones C'([0,T];V) es denso en W, (0,T;V, H).

Demostracién. Sea u € W, (0,T7;V, H).

PASO 1: Si ¢ € Li(R) entonces (¢ *u) = ¢ * u'. En efecto, resta notar que para
¢ € C§°(0,T) se tiene que

[ ot ioa= [ o] [ e 5>d5] u
ool e
/ [/ ¢'(t)u(t — s)d }ds
—— [[sw | [ st —ssa
- [ oo
- [ s

En la deducciéon anterior se usa el hecho de que ciertas integrales de Bochner iteradas son
iguales, por ejemplo se usa la igualdad

/OTd)(t) UOT@(s)uf(t—s)ds]dt:/ U (%) t—sdt}d
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Dado que la igualdad anterior se da en V*, dicha identidad se obtiene de observar que del
Corolario 2.23 se tiene que para todo v € V/,

</OT ¢(t) [/OT p(s)u'(t — s)ds] dt,v>v = /OT <¢(t) /OT p(s)u'(t - s)ds,v>vdt

(D)) (¢ — 8), ), dsdt

|4

([ oo —safans)

donde el cambio en el orden de integracion en la tercera igualdad se tiene por el Teorema de
Fubini (Ver Brezis[7] Teorema 4.5), debido a que la funcién (s,t) — (¢(t)e(s)u'(t — s),v),,
con valores en R es Lebesgue integrable en [0, 77 x [0, T7.

< 5)u ,
:/OT <<p(s) " ot (¢ — s)dt, v> ds
T

PASO 2: Para t € (0,7) consideremos la sucesién

v (t) = /0 on(t — s)u(s)ds

donde {¢,}, -, es una sucesién de molificadores. Verifiquemos que
1) v, € CY[0,T]; V).
11) Siue L,(0,7;V) entonces v, — w en L,(0,T;V).

En efecto,

1) Teniendo en cuenta que ¢, € C§°(R) y que v, = ¢, * u se sigue de la observacion
anterior que v, € C([0,7]; V). Ahora, observemos que para t € (0,7,

% an(t + h) — v (t) — (¢, * “)(t)HV

T T T
/0 on(t — s+ h)u(s)ds — /0 on(t — s)u(s)ds — /0 o (t — s)u(s)ds

h

1

T
< [ lealt=s ) = ult =) = et = 9] ulo) .

(3.48)
y

Luego, si definimos

F) = [ Flonlt=s+1) = ot = 9) = (e = )| [ ds

67



1)

y seguimos un procedimiento similar al de la observaciéon 3.55 se sigue que F' es
continua. En consecuencia, si hacemos h — oo en (3.48) teniendo en cuenta que ¢
es diferenciable se obtiene que

llonlt + 1) = v(t) — (= ) D)y = 0.

De aqui que v], = ¢}, * u. Asi, dado que ¢!, € C§°(R) entonces nuevamente de la
observacién anterior v/, € C'([0,T]; V). Por lo tanto v, € C'([0,T]; V).

Sea € > 0. Supongamos inicialmente que u € C([0,T]; V'), entonces

T
Jon =l oy = [ lloal®) = utt)
0

=[] et = oputoras —uto

p

dt
1%

:/OT /OTgpn(t—s)u(s)ds—/OTgon(t—s)u(t)ds idt
=[] =9 ats) = wiopas idt

<[ ' Ji Clealt — )] u(s) - u<t>||vdsrdt.

Ahora, puesto que u € C([0,7]; V') entonces u es uniformemente continua sobre [0, T']
y en consecuencia existe ¢ > 0 tal que

€ 1/p
s=tl<d= lu(s) —u®lly < (g5771) -

tEsupp ¢n

1/p
donde C = ( max |g0n(t)|) . De lo anterior,

T T p
€
[on = ull7, 07 < /U Ison(t—S)ldS} dt
Lp(0,75V) 20TTr+1 0 0

€ p+1
— 207Trtl1
. €
2

En general, sean € > 0y u € L,(0,7;V). Como el espacio de funciones C([0,T]; V)
es denso en L,(0,T; V) entonces existe uy € C([0,T]; V) tal que

€
luo = ullp, 0,7 < 3
De aqui que

€
lon = wll g, 079y < llon = woll 070 + lluo = wll 070y < 327 ¢
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PASO 3: (FINAL) Verifiquemos que v, — u en Wpl(O,T; V,H) cuando n — co. En
efecto, por el paso 2 se tiene que

lvn = ullp, 071y =0, n — 0o.

Ahora, del paso 1,

v, = (pnxu) =@, xu
por lo cual siguiendo un procedimiento anédlogo al paso 2 parte 1) se sigue que
lon, = WMl 004y = 0, n — 0o

y en Consecuencia,

[un = ullys = llun = ull 010y + [, = v 0,71+ = O cuando n — oo.

Teorema 3.57. (Integracién por partes) Seanu,v € W, (0,T;V,H) y0 < s <t <T.
Entonces se verifica la siguiente formula:

(u®)|v(®) y — (uls)o(s))y = / (W' (r), v(7))y + (V'(7), u(7))ydr. (3.49)

Demostracién. Sean u,v € WI}(O,T; V,H). Debido a que C'(0,T;V) es denso en
W, (0,T;V, H) entonces existen {u,},_, y {vn},_; sucesiones en C'(0,T;V) tales que

T fJup —ullyy =0y lm o, —vflyy =0. (3.50)
De aqui
Jm flun =l gy =0, M [ful, — /[ o gy =0,

(3.51)

, _ , / / —
o fon = vl 000y =0y floh =04 0700 =0

Ahora, por el Lema 3.48

(un ()| (1) = (un(s)[vn(s)) g = / (U (1), vn (7)) + (U (7), Un (7)) dT.

Probemos que

a) (un(t)[vn(t)y = (u(B)v(t)) 5,

B) (tn(8)[vn(s)) iy = (u(s)[v(5)) .

¢) J; (7). va(m)ydr = [{ (u/(7),0(7))ydr,
d) [3 (W (r)sun(7))ydr = [{ (0 (7), u(r))ydr.

En efecto, verificaremos a) y ¢) ya que las demostraciones de b) y d) son anélogas.
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a) Puesto que la inclusion W (0,T;V, H) € C([0,T]; H) es continua entonces existe
C > 0 tal que

()l < lelloqoay < Cllullyy — Yu € Wy(0,T5V, H), Vz € [0,T];
en particular u, —u,v, —v € W (0,T;V, H) y asf de (3.50) se sigue que

|un(t) —u()||lg =0, n—o00 y |uu(t) —v(t)||z — 0, n— . (3.52)
Debido a que

|(un(O)on(t)) g = (W) |0(0) | < [(un(t) = w@)|va () | + [(u(B)on(t) = v(t) ]
< un(®) = u@®ll g loa @Ol g + @z loa () = v @l q

entonces de (3.52) se tiene que
| (un () [on () r — (w(®)0(t)) | = 0, n — o0

¢) Notemos que:

/ (W (), 0a(7) — 0T}y + {0 (7) — (1), 07y

< / (e (7), 0a(7) — 0(r))y ldr + / el (7) — o (), 0y ldr

|Un, — v“LP(O,T;V) + [Juy, — u/”Lq(O,T;V*)

< ||U;ALHLQ(0,T;V*) ’UHLP(O,T;V) )

donde la dltima desigualdad se tiene por la desigualdad de Hélder (en el espacio

Lp(0,T;V), Ver Teorema 3.21). Luego de (3.51) se obtiene que

— 0, n— o0,

/st (tn(7), v (7)) b = / ) v(r))ydr

que es lo que se queria mostrar.
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Capitulo 4

Soluciones para problemas de tipo
parabodlico

En este capitulo desarrollaremos uno de los objetivos primordiales del trabajo de grado,
el cual consiste en la solucién del problema de existencia y unicidad para ecuaciones de
tipo parabdlico. Ademas se exhibird una aplicacion de este resultado para la solucién de
la ecuacién del calor.

4.1. Existencia y unicidad de la solucion de ecuacio-
nes diferenciales parabdlicas

En esta seccion mostraremos la prueba del teorema de existencia y unicidad para

ecuaciones diferenciales parabdlicas. Sea «V C H C V*» una terna de evolucion,

a:VxV = Ryb: (0,7) — V* funciones. Consideremos el siguiente problema de
valor inicial:

d
- (u(t)|v) g + a(u(t),v) = (b(t),v), ,
u(0) = v € H,
ue Wy(0,T;V,H);

(4.1)

donde la primera ecuacién de (4.1) se tiene para todo v € V' y para casi todo t € (0,T) y
ademds d/dt significa la derivada generalizada de la funcién real ¢ — (u(t)|v) .

Observacion 4.1. 1) Si multiplicamos la primera ecuacion de (4.1) por ¢ € C§(0,T) y
posteriormente integramos sobre (0,T) se obtiene que

- [ )y s 0ae [ atuo.000d = [ 600, 00a Vo e CF.7),

2) Siuw € Wy(0,T;V,H), por la observacion 3.51 existe v € C([0,T); H) tal que
u(t) = v(t) para casi todo t € [0,T]. La sequnda ecuacion de (4.1) debe entenderse
como u(0) = ug en H.
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3) Seaa:V xV — R dada por
a(u,v) = (A(u),v)y, Vu,v eV (4.2)

donde A :' V. — V* es un operador. Entonces a es una forma bilineal, acotada y
estrictamente positiva si y solo st A es un operador lineal, continuo y estrictamente
mondtono. (Ver definiciones 1.23 y 1.21).

4) Del numeral 3) y del hecho de que

C )y = WD,y pet 1€0T), WweV

se sigue que el problema (4.1) es equivalente al siguiente problema
u'(t)+ A(u(t)) —bt) =0 en V* p.ct. te (0,7),
u(0) = up € H, (4.3)
ue Wy (0,T;V,H);

donde A .V — V* es el operador lineal, continuo y estrictamente mondtono que
satisface (4.2).

La siguiente definicién presenta un concepto importante para plantear el teorema de
existencia y unicidad de solucién del problema (4.1).

Definicién 4.2. (Base) Sea I un espacio con producto interior. Diremos que el conjunto
numerable {wi,ws,...} C V es una base de V si {wy,ws,...} es un conjunto total
ortonormal en V.

Estamos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema de existencia y unicidad antes
mencionado. Para la demostracion de este hecho utilizaremos el método de Galerkin, el
cual consiste en construir una sucesion de funciones que resulta de resolver el problema
original (en nuestro caso el problema (4.1)) en subespacios finito dimensionales de V.
Més precisamente, en construir una sucesion {u,}r-, C WJ(0,T;V,H) tal que u,
resuelve (4.1) en V,,, donde V,, es una sucesién de subespacios de V' de dimensién finita.
Este método exige que la sucesién {u,} -, sea convergente en un cierto sentido y su
limite debe ser precisamente la solucién del problema (4.1). El teorema aqui expuesto
verificarda la convergencia de dicha sucesion. Supondremos que V' posee una base
{wq, wy, ...}. Inicialmente para n € Z* consideremos el problema

d
()l + alun(0),0) = {b(t), v}y Vo€ Vi
Up(0) = upg € V,, := gen {wy, we, ..., wy },

u, € C*([0,T]; V).

(4.4)

Puesto que la primera ecuacién de (4.4) se debe cumplir para todo v € V,,, es suficiente
que esta se cumpla para todo w; con j = 1,2,...n, es decir (4.4) es equivalente a:

d )
p (tn () |w;) g + alun(t), w;) = (b(t), w;),, Vi =1,2,..n,

un(O) = Upg € Vn,
u, € CH([0,T]; V).

(4.5)
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Ahora notemos que si u,, € C*([0,T]; V), de (3.40) y (3.33) se tiene que

o nOl)y = (), )y = (D) bt t€ (0.7

Ademaés dado que u,g € V,,, existen escalares oy, aa,, ...ay,, tales que

n
Uno = E AW -
k=1

Adicionalmente, paran € Z* y t € (0,T) tomemos
un(t) = Chn(tywy, donde Ciy(t), Con(t), ..., Con(t) € R,
k=1
y asi

() = Cha(t)wy.
k=1

Reemplazando las expresiones anteriores en (4.5) se obtiene

2 Cinlt) sfs) 3 Gl y) = (000) w3}y (4.6)

Cj (O) = Qjn, j = 1,2, ...n.

Observemos que el anterior sistema de ecuaciones puede ser escrito matricialmente de la
siguiente forma

D) — e (4.7)
donde
2| I 1 w
pw = | " = [T e |
Con(t) (B(t), wa) o

y las componentes de las matrices A y B son
ap; = (wplw;)y Yy by = alwy, wy) k,j=1,2,...,n,

respectivamente. Notemos que siendo H un espacio de Hilbert real, la matriz A es
simétrica. Ademas, A es definida positiva, pues para cualquier 3 = (81, B, ..., B,)T € RY
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se tiene que

(w1|w1)H T (wllwn)H 61
ﬁTAB = (ﬁl? 527 ) 571) (w2|w1)H o (w2|wn>H 5_2
(walw)g - (walwn) g | \Bn

[ (w1l )y By )|
(ol 5 B

H

= (B, Boy oy Ba)

_<wn! Z?;l ijj> .

= Z (@-w@-\ > @ug)

i=1 j=1n

= < ﬁjwﬂZﬁj%) > 0.

J=1 J=1

En consecuencia, al ser A simétrica y definida positiva A es invertible. Por tanto si
multiplicamos (4.7) por la matriz inversa de A tenemos que

D'(t)=—-A"" [BD(t) + B(t)} = F(D,t), (4.8)
D(0) = a.

En conclusidn, resolver (4.5) es equivalente a resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
(4.8), el cual posee solucién tnica, es decir existe una unica

D:[0,T] = RY, D(t) = (Cin(t), Con(t), ..., Con(t))" con D e CH[0,T];RY).
(Ver seccién 5.5 de Hirsch-Smale [9]).
Teorema 4.3. (Existencia y unicidad) Supongamos que

(H1) <V C H CV*» es una terna de evolucion. V, H espacios de Hilbert sobre R y V' de
dimension infinita.

(H2) a : V xV — R es una forma bilineal, acotada y estrictamente positiva. Sean
be Ly(0,T;V*) yug € H.

(H3) {wy,ws, ...} una base de V' y {uno},—, una sucesion en H tal que
Upo —> Uy en H cuando n — oo,

donde uyy € gen {wy, ws, ..., w,} para todo n.
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Entonces:
a) Existencia y unicidad. El problema (4.1) tiene exactamente una solucion
ueWH0;T;V,H).

b) Dependencia continua de los datos. La funcion de H x Ly(0,T;V*) en
W3(0,T;V,H) dada por
(ug,b) — u

es lineal y continua, esto es existe D > 0 tal que

lully < D (ol + 10l o) Vo € H Vb€ La(0,T: V).

¢) Convergencia del método de Galerkin. Para todon = 1,2, ... las ecuaciones (4.6)
tienen exactamente una solucion u, € W3 (0,T;V,H). La sucesion {u,} -, converge
cuando n — 0o a la solucion u de (4.1) de la siguiente forma

up, —u en Lo(0,T;V*) cuando n — oo, (4.9)
odx, |lun(t) —u(®)||; = 0 cuando n — oo. (4.10)

Demostracién. Dado que los problemas (4.1) y (4.3) son equivalentes entonces en la
prueba se trabajara con el segundo problema.

a) Unicidad. Supongamos que ui,us € Wi(0,7;V, H) satisfacen (4.3), es decir para
7 = 1,2 se sigue que
wi(t)+A (u;(t) —b(t) =0 en V' pect. te(0,T),
U]<O) =Ug € H.
Restando estas ecuaciones y haciendo w := u; — us se tiene que
u(t)+A(u(t) =0 en V*  pet. te(0,7), (4.11)
u(0) =0, weWy(0,T;V,H). '

Deseamos mostrar que u(t) = 0 para casi todo t € (0,T). En efecto, en primer lugar
notemos que de la primera ecuacién de (4.11), se sigue que

(W'(t)+Au(t),u(t)y, =0  pct. te(0,7T)
o equivalentemente

(1), u®)y = — (A@(®) u(®)y et e (0.).

Ademads, por la férmula de integracién por partes (3.49), teniendo en cuenta que
u(0) = 0y que a es estrictamente positiva (3C > 0 : a(u,u) > C ||ul?, Yu € V) se
obtiene que

la(T)% =2 / (o (1), u(t))dt = —2 / (A (u(t)) ,u(t))dt
= —2/0 a(u(t), u(t))dt < —20/0 u(t)||? dt
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y asi

1 T
@I+ [ <o

En consecuencia |[ul| ., 7 = 0, por lo cual se sigue que u(t) =0 p.c.t. t € (0,7).
Por lo tanto se garantiza la unicidad de solucién del problema (4.1).

Existencia. Aplicamos el método de Galerkin.

Y

(IT)

Recordemos que el problema: hallar u,, € C*([0,T]; V) tal que

(n () w;) g + aun(t), w;) = (b(t), wj)yy J=1,...,m,

1 (0) = o, (4.12)

donde .
wnlt) = 7 Gty
j=1

representa un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y que para cada
n = 1,2, ... tiene una unica solucion. (Ver (4.5)).

Mostremos que para n € Z* se sigue que

[ ol < & (ol + [ pola) @

para alguna constante K > 0 que no depende de n. En efecto, si multiplicamos
la primera ecuacién de (4.12) por las funciones C}, y sumamos con respecto a j
obtenemos que

(D)t () g + atin(8), un(t)) = (0(), un(t))y, -

Sabemos que p
O Dl = 2 0 (1) s (1))

y asi

% ln () 7 + 2a(un(t), un(t)) = 2 (b(2), un(t))y -

Integrando la anterior expresién sobre [0, 7] se tiene que

laa T — fn () +2 / (1), (£)) it = 2 / (b(t), (1)),

wn(t)]] .
(4.14)

V*

Hun(T)H?pL?/O a(un(t), un(t))dt < IIUn(O)H?qu?/O b))
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(111)

Por hipdtesis a es estrictamente positiva, esto es existe M > 0 tal que
a(uy(t), un(t)) > M ||un(t)||$/ vt € (0,T) VneZ",
de aqui
T T
2/ (1), (1)) dE > 2M/ lun ()2 dt. (4.15)
0 0

Adicionalmente, para todo x,y € R se cumple que (por la desigualdad entre
media geométrica y media aritmética)

2|zy| < M~ ta? + My?,
en particular para « = [|b(t)||\.., y = [Jun(t)||,; se tiene que
- 2 2
216y Mun(®)lly < MHBE I + M [lun (@)l

y asi

T T T
2ArwmwzmmanMlﬁ|WM&&+MA|Mﬁwwt<u®

Teniendo en cuenta (4.15) y (4.16) en (4.14) se sigue que

T T T
un (T +2M /0 lun(®) 2t < [fun(0) |24+ D0 /0 16(8) 2. de+ M /0 lan (8) 2.

y en consecuencia

n(t Q‘rdt < -—4 4 b(t

SK@%@ﬁ+AwW”

(D)

2
Ldt
v M

2
).
_ 1 1
donde K = Mmax{l, M} :
Debido a que u,(0) — uy en H cuando n — oo, de (4.13) se tiene que la sucesién
{un} 2, es acotada en Ly(0,7;V) y en consecuencia existe una subsucesién

{un, 352, de {u,}—, que converge débilmente en Ly(0,7;V) (Ver proposicién
21.23 (i) de Zeidler[4]). Sea u € Lo(0,T; V) tal que

Up, = u en Ly(0,T;V), si k— oo.

Nuestro objetivo es mostrar que u satisface:
u'(t) + A(u(t)) = b(t) en V* p.ct. te (0,7),

u € W, (0,T;V,H), (4.17)
u(0) = up.
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Para demostrar la anterior afirmacién, inicialmente verifiquemos que para todo
v eV ytoda ¢ e CH[0,T]) con ¢(T) = 0 se cumple lo siguiente

T T
— (uo[v) 5y 6(0) - / (ult), vy & ()t + / (A(u(t)), v}y o(t)dt
0 0 (4.18)

T
- /0 (b(t), vy (t)dt

En primer lugar verificaremos (4.18) para el caso particular v = w;, j = 1,2, ....
En efecto, dado que

(i, (B)w;) y &(8) = (ur, (D] S(B)w;) ;= (upy, B D(E)w; )y, = S(8) (up,, (B)]w;),,

entonces de la férmula de integracion por partes (3.49) se tiene que

T
/¢ >dt /O<U;zk(t)a¢(t)wj>vdt

T
= (tn, (M|P(T)wj) g — (un, (0)|B(0)w;) y — /0 (g (1), &' () )y dt.
(4.19)

Luego, si multiplicamos la primera ecuacién de (4.12) por ¢, integramos sobre
[0, T y posteriormente reemplazamos (4.19) se obtiene que

T T
— (ttmy (0)107) y 3(0) — / (tmy (£), 03}y & (£)dlt + / 0ty (1), ;) B(1)dt
0 0 (4.20)

T
_ /0 (b(t), w;), B(t)dt.

En consecuencia, para deducir (4.18) en el caso v = wj,, es suficiente mostrar
que
(tn, (0)|w;) ; @(0) = (uolw;),; #(0) cuando k — oo, (4.21)

/T (Uny (8), w t)dt —>/ L (t)dt, k — oo,
’ (4.22)

/Oa(unk(t)ij>¢(t)dt_>/0 a(u(t),w;)e(t)dt, k — oo.

Notemos que (4.21) se obtiene debido a que u,o — up en H cuando n — oo.
Para deducir (4.22), dado que u,, — u en Ly(0,T; V), es suficiente mostrar que
los funcionales en Ly(0,7; V)

i) /0 (@t), wy)y, & (Odt, (i) @ - /0 a(a(t), w)o(t)dt  (4.23)

estdn en (L2(0,7;V))". En efecto, la linealidad de estos funcionales se pue-
de verificar facilmente. Mostremos que estos funcionales son acotados. Sea

@ € Ly(0,T; V).
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(i) Teniendo en cuenta que la inclusién V' C V* es continua
(3C, > 0 ||v]ly < Cylv]ly, Vv € V*) y la desigualdad de Holder, se obtiene:

v lwslly 16/ (8)]dt

[ atw.wi o < [

T
< Cy s, / la(e)], dt

<l ( [ ' ) " (/ ) a0 )

= 02T1/2 ||wj||v HﬂHLz(O,T;V) ?

(4.24)
1/2

con Cy = Cy méxycpm |¢'(1)] .

(ii) Por ser @ : V x V. — R una forma acotada existe C5 > 0 tal que
la(v1,v2)| < Csl|vi|ly [|v2]ly, para todo vy, v, € V; por lo cual teniendo en cuenta
nuevamente la desigualdad de Holder se obtiene

T

/OT a(ﬂ(t>awj>¢(t)dt‘ < 04/0 Na(®)ly [lw; ] dt

<l ( [ ) ) " (/ ) a0 )

= C4T1/2 ||wj||v ||a||L2(07T;V) )

1/2

(4.25)

con Cy = C3maxc)or] |#(t)|. En consecuencia, los funcionales en (4.23) estdn
en (Ly(0,T;V))" y asi se obtiene (4.22). Para finalizar la prueba de (4.18),
resta mostrar que (4.18) también se cumple para todo v € V. En efecto, sea
v € V; por la hipétesis (H3) existe una sucesion {v,} -, C V tal que cada v,
es una combinacién lineal de ciertos elementos de la base {wy, ws, ...} y ademds
v, v en V cuando n — oco. Teniendo en cuenta que (4.18) es valida para
v=w; (j =1,2,...), se sigue:

T T
= (uolvn) g ¢<0)—/ (u(t), vn)y ¢’(t)dt+/ a(u(t), vn)o(t)dt
0 0 (4.26)

T
- / (b(t), va)y S(2)d.

Por lo tanto, para concluir (4.18) es suficiente verificar que los funcionales lineales
en V

(@) 0= [ (u(t),0)y ¢'(O)dt, (ii) 0= [ a(u(t),d)o(t)dt,
0 0 (4.27)

0

son continuos. En efecto, sea v € V.
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(i) Siguiendo un procedimiento analogo a (4.24) obtenemos

T
‘A<M®ﬁW¢ﬁM4§CﬂWﬂWhmmwﬂww

(ii) Se sigue similarmente a (4.25) que

T
/’mwwﬁw@m4s0ﬂﬂﬂmmmmmnwv-
0

(iii) De la desigualdad de Holder se tiene que

1/2

T T T
/0 <b<t>,@>v¢<t>dt\sc /0 1b(®) - 18]y dt < CTY? (/0 ub<t>u2v*dt) lolly .

donde C = méx |¢(t)].
onde tgg§]!¢( )|

En consecuencia, los funcionales (4.27) son continuos, por lo cual si hacemos
n — oo en (4.26) y tenemos en cuenta que para todo ¢t € (0,7) y todo v € V,
a(u(t),v) = (A(u(t)),v), obtenemos (4.18).

No es dificil ahora demostrar que u € Ly(0,7;V) satisface (4.17). Como el
operador A : V — V* es acotado entonces existe C' > 0 tal que
|A(v)]|y» < C|lv|ly para todo v € V. Asi, dado que u € Ly(0,7; V') se tiene que

Awmwwn

Luego, Aowu € Ly(0,7;V*). Por hipdtesis b € Ly(0,7;V*), de donde

T
2 4t < O / la()|2dt < oo. (4.28)
0

b— (Aou) € Ly(0,T; V™). (4.29)

Adicionalmente, notemos que de (4.18) se sigue que

T T
<—/ ¢’(t)u(t)dt+/ (1) (A(u(t))—b(t))dt,v> =0 Yo e CP0,T) VeV
0 0

|4

y en consecuencia

T T
—/ ¢ (t)u(t)dt + / o(t) (Au(t)) = b(t)dt =0, Vo € C°(0,T).
0 0
Por lo tanto, b — (Ao u) € Ly(0,T; V™) es la derivada generalizada de u, es decir
u'(t) =b(t) — A(u(t))  p.ct. t€(0,T),

lo que demuestra la primera ecuacién de (4.17). Ademés de (4.29) se sigue
que v € Wi(0,T;V,H). Resta mostrar que u(0) = wug. En efecto, como
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u € Wy(0,T;V,H) entonces de la férmula de integracién por partes (3.49) se
tiene que

(w(D)|¢(T)v) = (u(0)|$(0)v) 5 = /O (W(1), o(t)v)y + (u(t), ¢'()v)dt

para toda ¢ € C1([0,T]) y todo v € V. En particular, si tomamos ¢ € C'*([0,T])
con p(0) =1y ¢(T) = 0 entonces

— (uw(0)|v)y = /0 (' (1), p(t)v) dt +/0 (u(t), ¢'(t)v)dt, veV.

Por otro lado, si reemplazamos b(t) = u/(t) + A(u(t)) en (4.18) obtenemos que

T T
— (uglv)y = / (U (1), p(t)v)dt +/ (u(t), ¢'(t)v)dt, velV.
0 0
En consecuencia, si restamos las dos anteriores identidades se sigue que
(w(0) —wolv)y =0 Yo eV.

Luego, como V es denso en H entonces la anterior expresion se verifica para
todo elemento de H y asi u(0) = uy.

En conclusion, se ha demostrado que el limite u al cual converge débilmente la sub-
sucesion {uy, }72, de {u,}, -, verifica (4.17). Dado que (4.17) es equivalente a (4.1),
(Ver observacion 4.1). Esto muestra la existencia de solucién del problema (4.1).

Dependencia continua de los datos.

En primer lugar, notemos que si existe otra subsucesién de {u,} -, que converge
débilmente en Lo(0,7;V), razonando de la misma forma que en ([II) de la
demostracion de existencia, se demuestra que el limite al cual converge esta subsucesion
debe satisfacer (4.17). Luego, de la unicidad de solucién de este problema se tiene que
dicha subsucesién debe converger a u. Es decir, toda subsucesién de {u,} -, que
converge débilmente, necesariamente lo hace a u. Por lo tanto u,, — u en Ly(0,T;V)
cuando n — o0.

Ahora, Puesto que w, — u en Ly(0,7;V) cuando n — oo entonces (Proposicion
21.23(c) de Zeidler[4])

HU’HLZ(O,T;V) < H}gg}f ”unHLg(O,T;V) :
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Asi, de (4.13) se sigue que

T 1/2
/ . e . 2 2
rmmmmmsgggWMMMEWSAW%ggﬁ@%mmH+ArwwwﬂQ

T 1/2
=Km@mﬁ+AHWMMQ

< K2 uoll g + K210 1y 0

) )

(4.30)
puesto que u,(0) — ug cuando n — co. Por otro lado de (4.28),
Ao u”Lg(O,T;V*) <C HUHLQ(O,T;V) (4.31)
y como u' + (Aowu)=ben V*, entonces
HUIHLQ(O,T;V*) - HbHLg(O,T;V*) < b - u/HLg(O,T;V*) = Ao UHLQ(O,T;V*) <C ||UHL2(0,T;V)
< CK2 Jugllyy + CEY2 by 09 -
(4.32)

Por lo tanto de (4.30) junto con (4.32) se sigue que

lullwy = llull 0,0y ' 0y < (14 CYE? [lugll y + (1 + (1 + C)K'/?) 10l £, 0.757+)

< D (Jluollys + bl ooz -
donde D =1+ (1 + C)K'/2. Por lo tanto la funcién (ug, b) + u es continua.

Convergencia del método de Galerkin en C([0,7]; H).

Nuestro siguiente objetivo es mostrar que

n — oy 1= Ia (t) —u(t)| — 0, — 00. 4.33
lien = wlloqomyam = s lun(t) = u(t)] 0, 1= o0 (433)

Recordemos que u,u, € Wy(0,T;V,H) para todo n € Z%; asi dada la inclusién
W3(0,T;V,H) C C([0,T]; H) entonces u,u, € C([0,T]; H) para todo n € Z™.
Puesto que el conjunto de polinomios de cualquier orden es denso en W3 (0,T;V, H)
(Ver observacién 3.47) entonces para u € W3 (0,T;V, H) y € > 0 existe un polinomio
p:[0,7] — V dado por
p(t) = Z ta;, a; €V
1€ZT

tal que

lu— p||W21 = Jlu-— p”Lg(O,T;V) +[Ju’ — pIHLg(O,T;V*) <€ (4.34)
Por hipétesis (H3), para todo i € Z* existe una sucesién {v,(f)}oo tal que cada ne
es una combinacion lineal finita de elementos de la base {wy, ws, n_}l y ademas

v — a; en V cuando n — oo.
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Definamos p, : [0,7] — V,, CV C H por:

pa(t) = Z tip®,

1<Y/an

Asi, [|pn — pHW% — 0 cuando n — oo y en consecuencia de (4.34),
[pn — ullyy =0 cuando n — oo (4.35)

Ahora, como la inclusién W3 (0,T;V, H) C C([0,T); H) es continua (Ver Lema 3.50)
entonces existe C' > 0 tal que |[u — pallcor.m < C llu — pn||W21. Por lo tanto,

lw—=pulleqorym — 0 cuando n — oo. (4.36)
Observamos que para terminar la demostracion de (4.33), resta verificar que
|un = Pulloqorymy — 0 cuando n — oo. (4.37)

En efecto, inicialmente notemos lo siguiente:

e Como u,(0) — u(0) en H cuando n — oo entonces de (4.36),
|4, (0) = pn(0)]|; = 0 cuando n — oco. (4.38)

e Dado que tanto u,, como u satisfacen la primera ecuacién de (4.17) entonces

<u;1(t) - p;l(t), un(t) - pn(t)>v = <b(t) - A(un(t)) - p;(t), un(t) - pn<t)>v

, , (4.39)
= (W' (t) + A (u(t) = un(t) = p(t), un(t) = pa(t))y, -
e Como A :V — V* es estrictamente mondtono entonces
(A (u(t) —un(t)), u(t) — un(t))y = 0. (4.40)

e Sabemos que el operador A : V — V* es acotado
(3D1 > 0: ||A(v)]|y« < D1 |jv]|y, Vv € V). Entonces para todo n € Z*,

1/2

T 1/2 T
40 tnlorwe = ([ 1A@IR-dt) <01 ([ lu@lRd) = Dilunlior-

Sabemos que {u,} -, es acotada en Ly(0,T; V) (Ver I1I)). Ademas, de (4.35) se tiene
que p, — uen Ly(0,T;V) y asi {p,},—, es acotada en Ls(0,T;V), por lo cual de la
ecuacién anterior se tiene que {Aow,} -, es acotada en Ly(0,7;V*). Por lo tanto,
existen constantes C;, Oy, C5 > 0 tales que para todo n € ZT,

HUHHLQ(O,T;V) < Ch, Hpn||L2(o,T;V) <C y |4 OunHLz(O,T;V*) < Cs. (4.41)
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Finalmente de la férmula de integracién por partes (3.49), la desigualdad (3.21) y
teniendo en cuenta (4.39), (4.40), (4.41) se sigue que para todo t € [0, 77,

5 (Iua®) = 5 (O3, = Jua®) — pu(O)1)

/ (s n(s) — puls)), ds
- /0 (t() + A (u(5) — tun(3)) — Pla(s), un() — Pu(5))y s
- /0 (t(5) — Po(5), tn(5) — pu(5))y ds + /0 (A (u(5) — tun(8)) » n(5) — pn(s))yds
— /0 (e(5) — P (5), n(s) — puls)), ds + /O (A (u(s) — n()) , tn(5) — u(s))y

/ (A (u(5) — un(8)) u(s) — po(s))yds

/ (/(s) tn(S) — () ds + /0 (A (u(5) — un(8)) u(s) — pn(s))yds
<l - pn||L2<07T;V*) ltn = Pl Ly o) + (A0 w) = (Ao un)lly0m 1t = Pl Ly o0
< (HUTLHLQ(O,T;V) + HanLg(O,T;V)) H“I _p/TLHLg(O,T;V*)

+ <||A o UHLQ(O,T;V*) + |40 un||L2(0,T;V*)) fu— pn||L2(0,T;V)
< (Cl + CQ) Hul - p’/n,HL2(O7T;V*) + (HA o UHLQ(O,T;V*) + C3> HU _anLg(O,T;V)

< Ky llu _anW21 )

donde K; = max {C’l + Oy, ||Ao u||L2(0,T;V*) + Cg} . De aqui,

[t ®) = (O < (21 =l + 1un0) = 2uO)13) "

En consecuencia, si tomamos el méximo sobre [0, T'] y posteriormente hacemos n — oo
teniendo en cuenta (4.35) y (4.38), obtenemos (4.37) y de esta manera el resultado
deseado.

Convergencia fuerte del método de Galerkin en Ly(0,7;V).

Recordemos que tanto u, como u satisfacen la primera ecuacién de (4.17), es decir
u, (t) = b(t) — A(un(t)), u'(t) =b(t) — A(u(t)) en V™. (4.42)

Este hecho serd utilizado frecuentemente en la demostracion.

Sea A : Ly(0,T;V) — Ly(0,T;V*) un operador lineal dado por A(u) = A o u, para
toda u € Ly(0,T; V). Por (4.31), A es continuo. En consecuencia, debido a que u, — u
en Ly(0,T;V), n — oo entonces Aowu, — Aowu en Ly(0,T;V*), n — oo. Asi del
Teorema 3.25 obtenemos que

/0 (A(un(t)),u(t)>vdt—>/0 (A(u(t)), u(t)), dt cuando n — oo (4.43)
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T T
/ ((8), wn(£))y dt — / (), u(t)) ydt cuando n — oo, (4.44)
0 0
Ahora, segun la férmula de integracién por partes (3.49) se sigue que
T
(un(T)[u(T)) g = (un(0)|u(0)) g = /0 (un(t),u(t))y, + (W' (1), un(t)), dt

T
= /O (b(t) = Alun(t)), u(t))y + (b(t) = A(u(t)), un(t))ydt
(4.45)

y asi de (4.43) y (4.44) cuando n — oo,
T
/0 (b(t) — Aun(t)), u(t))y + (b(t) — A(u(t)), un(t))ydt — (un(T)|u(T)) g + (un(0)u(0))
T
— 2/0 (b(t) = A(u(t)), u(®))dt — u(T)|[7; + [u(0) 7

T
- /0 (/@) u(t))ydt = (D)7 + (O] = 0.

(4.46)
Nuevamente de la férmula de integracién por partes (3.49) se tiene que
T
3 10T = u(D)y = 5 10) = wa O = [ (' (0) =0, 0(0) = (1)t
T
= [ 00— Aw(e) (0, ut) ~ wa(D) .
(4.47)
En particular de (4.42),
(A(u(t)), ult) — un(t))y = (b(t),u(t) — un(t))y — (u'(t), ult) —un(t)) vy
(Aun (), u(t) = un(t))y = (b(t), u(t) = un(t))y — (up(t), u(t) — ua(t)) -
Luego
(A(u(t) = un(t)) , u(t) —un(t))y = <U§l(t)_— u'(t), ult) — un(t)),, (4.48)

Como A es estrictamente mondtona entonces existe C' > 0 tal que

(A (ul(t) = un()), u(t) = un(t))y = C Ju(t) = un (B

Mostremos que u,, — u en Ly(0,7; V) cuando n — oco. En efecto, de (4.48), (4.45) y
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(4.47) se tiene que
T
Clu= w0y = C | lult) = un(t)
T
< [ (A ~ unlt) u(®) — (e
0
T
_ /0 (b(t) — Alun()) — o' (£), u(t) — un(t)), dt
T A , 1 9
< [ 00 = Alune)) = 0 0,0(0) = 0 0)) e + 5 () = (D)

1 5 T ,
= 5 10) ~ w0 + [ (00) = Alunlt) = /(0. u(e) = ()

2
T
" /0 (b(t) — A(u(t)) — (1), u(t) — un(t)), dt
1 2 T A /
= 2 [u(0) ~ un(O) [ + /0 (b() — Alun(8)) — ep(8), u(t) — un(£)), b
T
n /0 (b(t), u(t) — un(t))yr — (e (1) + Au(t)), u(t) — un (), dt
T
= 2 (0~ un ()] + /0 (b() — Alun(t)) — tp(6), u(t) — un(t)) b
1 2 T /
= 5 1(0) ~ w0V + [ (4(0) — A (®) — (0 u(®)
0
1 T T ,
= £ () ~ un(O) 1 + /0 (b(t) — Aun (1)), u(t))ydt — /0 (), u(t)), dt
T
= 5 1(0) = OV + [ (00) — Alun(0)), u(t)
0

T
+ /O (b(t) = Au(t)), un(t))ydt — (un(T)|w(T)) g + (un(0)|u(0)) g -

En consecuencia, si hacemos n — oo teniendo en cuenta que u,(0) — u(0) en H
cuando n — 0o y (4.46) se obtiene el resultado deseado, esto es u, — uen Ly(0,7;V).

O

4.2. Aplicacién a la ecuacion del calor

A continuacién se mostrard de qué manera se puede aplicar el teorema de existencia y
unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales parabdlicas. Inicialmente se planteara el
problema a resolver (ecuacién del calor), posteriormente se mostrard que este problema
puede ser llevado a la estructura del problema (4.1). Finalmente se verificard que bajo
ciertas condiciones se cumplen las hipotesis del teorema de existencia y unicidad.

Sea G # () un dominio acotado de RY con N > 1. Consideremos los conjuntos

V =HYG), H=LyG).
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Recordemos que «V C H C V*» es una terna de evolucién (Ver ejemplo 3.30). Sea
Q: = G x (0,7). El problema para la ecuacién del calor consiste en:

Dadas f € Lo(Q¢) v ug € H, hallar u : Q; — R tal que

%(m,t) — Au(z,t) = f(z,t), (z,t) € Qy,
u(z,t) =0, (z,t) € G x [0,T], (4.49)
u(x,0) = ug(z), =yl

Para llevar esta ecuacién a un problema equivalente a (4.1), se multiplica (4.49) por una
funcién v € H'(G), posteriormente se integra sobre G y se utiliza la férmula de integracion
por partes, para obtener

d
pr G alﬂl:Jr/Z:agcz:cté,xZ dq:—/fxt x)dx Vte (0,T),
(4.50)

u(z,0) = up(x), r = (x1,29,....,2n) €G.
Observacion 4.4. Para todo t € [0,T] eziste un funcional b(t) € V* dado por
= / f(z, t)v(z)d p.ct. t€[0,T]
G

tal que la funciont — b(t) estd en L, (0,T;V*). En efecto, Dada la linealidad de la integral,
b(t) es lineal y por la desigualdad de Hélder se tiene que para casi todo t € [0,T] y para

todov €V
1/ 1/ 1/
< ( / rf<x,t>\qu) ( / rv<x>|pdx) "< ( Grfu,t)rqczx) "ol

/Gf(x,t)v(x)dx

es decir b(t) es acotado, lo que implica que b(t) € V*. Mds aun de la expresion anterior

se sigue que
M- < [ 1£Ge0ltds

y en consecuencia b(t) € L,(0,T;V*), ya que

/OTHb(t)HqV*dt < /OT (/G|f(a:,t)\qdm)dt < .

Notemos que la funcién = — u(x,t) para t € (0,7) fijo, que denotaremos por u(t) esta
en Ly(@G), es decir u(t) € Ly(G). Si variamos t en el intervalo [0, 7] obtenemos la funcién
t — u(t). Luego si definimos a : V' x V — R por

N
Jv Ow
a(v,w) = /GZZ o Gx,;dx Yo, weV

1b(




y b:(0,7) — V* tal que
= / flz, t)v(z)de  YveV,
G
entonces el problema (4.50) se transforma en

% (w(t)|v) y + a(u(t),v) = (b(t),v) ; pct. te€(0,T) YoeV,
U(O) =up € H.

(4.51)

Por lo tanto dados f € Lo(Q:) vy up € H buscamos u € W3 (0,T;V, H) que satisfaga
(4.51). Para ello verificaremos que se cumplen las hipétesis del teorema de existencia y
unicidad (Ver Teorema 4.3). En efecto,

(H1) Recordemos que los espacios V = H'(G) y H = Ly(G) son espacios de Hilbert
de dimensién infinita y conforman una terna de evolucién (Ver ejemplo 3.30).

(H2) Por el supuesto inicial uy € H y de la observacién 4.4 se obtiene que

b € L,0,7;V*). Resta mostrar que a : V x V — R es una forma bilineal, acotada y
estrictamente positiva. La linealidad se deduce facilmente de la linealidad de la integral.
Z / ov
a

Ahora sean v, w € V. De la desigualdad de Holder,
5\ 1/2 5\ 1/2
Jen e (L) ([l+)
< Nwlly flwlly -

Luego a es acotada. Para la demostracion de que a es una forma positiva mencionemos el
siguiente resultado. Las normas ||| ;1) HY(G)—-R y IR H'(G) — R dadas
por

il = (Au%x—ki/g(({?;)zdx)lh’ lullin e = (Z/ (axz) >/2

son equivalentes (Ver Zeidler[4] Proposicién 21.14). Luego existe C' > 0 tal que

1/2
Jully = s ey < € ol = (Z ek ) - Cafun)  VueV,

y en consecuencia a(u, u) > & |Jully .

ov Ow N

o0x; (9:1:Z

ow
al‘i

(H3) Dado que V = H'(G) es un espacio de Hilbert con el producto interior (3.32),
entonces por el Teorema 1.19, H'(G) posee un conjunto total ortonormal que llamaremos
B C H'(G). Adicionalmente V = H!(G) es separable (Ver Brezis[7] proposicién 9.1) y
en consecuencia del Teorema 1.20 el conjunto B es numerable. Es decir, B es un conjunto
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total ortonormal numerable. Por lo tanto B es una base para H'(G).

En conclusidn, el problema (4.51) satisface todas las hipdtesis del teorema de existencia
y unicidad (4.3). Por lo tanto se cumplen las consecuencias de este teorema. En particular,
existe un tnico u € W4 (0,T;V, H) con u(0) = uy que verifica (4.51), como se queria
probar.
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Conclusiones

= La integral de Bochner busca generalizar la integral de Lebesgue en el caso de
funciones cuyo codominio es un espacio de Banach. En este sentido algunas de las
propiedades de la integral de Lebesgue son heredadas por la integral de Bochner.
Cabe resaltar que la construccién de la integral de Bochner es similar a la de
la integral de Lebesgue, pues al igual que en la integral de Lebesgue primero
se considera la integral de Bochner para una familia de funciones denominadas
funciones simples y a partir de estas funciones se desarrolla el concepto de
integrabilidad (en el sentido de Bochner) para funciones en general.

= Del Teorema de Bochner se deduce que la Bochner integrabilidad de una funcién se
puede caracterizar por medio de la definicion de la integral de Lebesgue.

= El concepto de integral de Bochner juega un papel importante para la definicién del
espacio de Lebesgue L,(0,7"; V). Dicho espacio posee ciertas propiedades que son
semejantes a propiedades del espacio clasico L,(E).

= La derivada generalizada de una funcion diferenciable en el sentido clasico es
precisamente la derivada clasica de la funcién, pero no siempre una funciéon con
derivada generalizada es diferenciable en el sentido clasico. Esto nos dice que
la nocién de derivada generalizada es introducida con el fin de exigir menos
requerimientos de suavidad a una funcién. De esta manera se facilita el trabajo
con problemas evolutivos, pues la solucién de cierto problema evolutivo se puede
buscar en una familia de funciones mas grande que la familia de funciones suaves.

= La introduccion de los conceptos de derivada generalizada y ternas de evolucion
permite definir el espacio de Sobolev Wpl(O,T; V,H), en particular la nocién de
terna de evolucion garantiza que el espacio funcional I/Vp1 (0, T3V, H) es un espacio
de Banach.

= El problema de ecuaciones diferenciales parabdlicas se plantea en forma general con
el objetivo de llevar problemas clasicos a esta forma y asi garantizar su solucion.

» El método de Galerkin es un método muy conocido para la solucién de ecuaciones
diferenciales. En particular para ecuaciones de tipo parabdlico se garantiza la
convergencia del método de Galerkin.

» La solucién del problema general (4.1) es utilizada habitualmente en problemas de
dispersion como se mostré en la solucion de la ecuacion del calor.
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Notaciones

w ZF Conjunto de enteros positivos.

= R Campo ordenado de los niimeros reales.
= R R U {—o0, +o0}

w () Conjunto vacio.

= Ran f Rango de la funcion f.

= D(A) Dominio del operador A.

= p.ct. Para casi todo.

= (-|) Producto interior.

m X* Dual topolégico del espacio lineal X.
s fxg Convolucion de f con g.

w (f,x) Producto de dualidad, (f,z) = f(z) con f € X*, z € X.

= [lx- =1, Norma en X*.

= supp f Soporte de f.

= P([0,T]; X) Conjunto de polinomios.

. Convergencia débil (u, — u < (f,u,)x — (f,u)x Vf € X").
» gen {E£} Conjunto generado de E.

» B(x;e) Bola de centro en x y radio € > 0.

s Au Laplaciano de wu, (Au = jl %)
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