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Introduccion

Un “modelo matemadtico”, en general es entendido como un conjunto de ecuaciones
y/o demads relaciones matemadticas capaces de captar las caracteristicas esenciales de un
complejo natural o un sistema artificial, con el fin de describir, predecir y controlar su
evolucion. El estudio de modelos matemaéticos no se limita unicamente a las ciencias natu-
rales clasicas, ademas de la fisica y la quimica, la practica de la modelizacién matematica
en gran medida afecta disciplinas como las finanzas, la biologia, la ecologia, la medicina
y la sociologia entre otras.

En la actividad industrial (por ejemplo para el sector aeroespacial o los proyectos na-
vales, reactores nucleares, problemas de combustion, produccion y distribucién de energia
eléctrica, control de trafico, etc) la modelacién matematica, que involucra en primer lugar
el andlisis numérico y la simulacién y seguidamente ensayos experimentales, se ha con-
vertido en un procedimiento comun, necesario para la innovaciéon, y tambien motivado
por factores econémicos. Es evidente que todo esto se hace posible por el enorme poder
computacional disponible.

En el caso particular de los modelos mateméticos que conducen a Ecuaciones Diferen-
ciales Parciales, el estudio de las propiedades tedricas de sus soluciones, ademas de ser un
procedimiento preliminar para su analisis numérico, permite sondear otras caracteristicas
que no son tan evidentes, incluso se pueden predecir hechos o fenémenos que a partir de
la observacion no se obtienen. La historia de la ciencia esta plagada de muchos casos de
este tipo, entre los cuales quizas el ejemplo mas famoso, es el descubrimiento de que la luz
es una onda electromagnética a partir del estudio tedrico la ecuaciones de Maxwell, lo que
permitié relacionar los campos de la Optica y el Electromagnetismo. En consecuencia el
estudio tedrico de las ecuaciones diferenciales es de suma importancia para aquellos que
por oficio o por propio interés quieren entender un fenémeno natural.

En 1873 Maxwell fundé la teoria moderna del electromagnetismo con la publicacién de
su obra Treatise on FElectricity and Magnetism, en la cual se formularon las ecuaciones que
hoy en dia llevan su nombre y que constituyen uno de los modelos mas importantes de la
actualidad debido a la variedad de sus aplicaciones tecnolégicas a nuestra vida moderna.
El comportamiento de un campo electromagnético esta gobernado por las ecuaciones de
Maxwell, las cuales sintetizan largos anos de resultados experimentales en los campos de
Electricidad y Magnetismo, en los que resaltan los trabajos de Coulomb, Gauss, Ampere
y Faraday.

Desde la formulacion de la teoria electromagnética, cientificos e ingenieros han busca-
do la solucién exacta de los problemas de contorno que resultan a partir de las ecuaciones
de Maxwell. Inicialmente todos los esfuerzos se centraron en determinar estas soluciones a
través de métodos andliticos, con los cuales en muchos casos no se obtuvieron resultados
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satisfactorios. En consecuencia, con el auge de los métodos computacionales, los métodos
numéricos resultaron ser una excelente alternativa, lo que ha llevado a que en la actuali-
dad exista un enorme interés por parte de la comunidad de ingenieria y de matematica
aplicada en realizar simulaciones del fenémeno electromagnético. Ademas, por parte de la
matematica, recientemente ha crecido el interés en entender las propiedades matematicas
de las ecuaciones de Maxwell que resulten relevantes para su andlisis numérico.

En algunos casos es posible usar un modelo simplifcado que aproxime en algtin sen-
tido las ecuaciones de Maxwell y que pueda resolverse de una forma mas eficiente. Est4 si-
tuacion ocurre por ejemplo en problemas relacionados con maquinas que trabajan en
bajas frecuencias, donde puede ser usado el llamado modelo de corrientes inducidas (eddy
current model) que se obtiene a partir de las ecuaciones de Maxwell despreciando las
corrientes de desplazamiento de la Ley de Ampere.

En el presente trabajo se estudiara la llamada formulacion débil de un cierto tipo
de problemas parabdlicos, que incluye como un caso particular un modelo bidimensional
del problema de corrientes inducidas. Este andlisis constituye un primer paso para llegar
a una solucién tangible o cuantitativa, pues el siguiente paso seria trabajar en espacios
de dimension finita relacionados con los espacios estudiados en el trabajo, para de esta
manera crear o utilizar algin método numérico como el método de elementos finitos para
encontrar la solucién cuantitativa del problema.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Elementos del analisis funcional.

Introducimos en esta seccién, algunos elementos del andlisis funcional, los cuales serdn
usados mas adelante. Entre estos esta la definicion de un funcional lineal, la definicion
convergencia débil y convergencia débil* y algunas propiedades respectivamente.

Definicién 1.1. Sea X un espacio vectorial normado sobre un campo K (en esté trabajo
asumiremos que K =R o K= C), f : X — K es llamado un funcional. Un funcional es
llamado lineal si como operador es un operador lineal, es decir

(fiax +vy) =a(f,z)+ (f,y), para todos x,y € X, y todo o € K.
De la misma forma un funcional lineal es acotado si existe C' > 0, tal que
[(f,a) <Clzl, VzelkX,

y la norma de un funcional acotado es definida por

[(f, )]
= . 1.1
71 le[l)l()f) k4l 1)
#£0

Definicién 1.2. Diremos que un espacio vectorial normado X es completo si toda sucesion
de Cauchy en X converge en X. Los espacios normados completos los llamaremos Fspacios
de Banach.

Definicién 1.3. Sea X un espacio vectorial normado sobre K. El conjunto
X*:={f: X — K|f es lineal y acotado},

dotado de las operaciones de suma de funciones y producto por un escalar, es llamado el
espacio dual de X (sobre K). Observamos que X* es un espacio vectorial normado con la
norma definida en (1.1).

Ahora, definimos el espacio bidual de X por

(X)) :={f: X* = K|f lineal y acotado},

y lo denotamos por (X*)* := X**.



Lema 1.4. Para cada x fijo en un espacio vectorial normado X, el funcional g, : X** — R
definido por

9:(f) = (f,z)  Vfe X, (1.2)
es un funcional lineal acotado en X*, tal que g, € X™*, y su norma satisface
92|l = lll -
Demostracion. Ver [7, Lema 4.6-1]. O

Definicién 1.5. Para todo x € X le corresponde un tnico funcional lineal acotado
gz € X*™* dado por (1.2). Este define una funcién

C: X — X"

z— C(x) := gq, (1.3)

donde g, : X™* — R es la funcién definida en (1.2). C es llamada la funcién canénica de
X en X**.

Lema 1.6. La funcién canénica C' dada por (1.3) es un isomorfismo entre el espacio
normado X y el espacio normado R(C) (rango de C), es decir C es inyectiva y preserva
las mormas.

Demostracion. Ver [7, Lema 4.6-2]. O

Definicién 1.7 (Reflexividad). Un espacio vectorial X se dice reflexivo si
R(C) = X",
donde C': X — X™* es la funcién canénica definida por (1.3).

Proposicién 1.8. Todo subespacio lineal cerrado Y de un espacio de Banach reflexivo,
es también un espacio de Banach reflexivo.

Demostracion. Ver [18, Proposicién 4] O

Definicién 1.9 (Convergencia débil). Sean X un espacio de Banach y {u,} -, una suce-
sion en X. Decimos que u,, converge débilmente a un elemento v € X si para todo f € X*
se tiene

(frun) = (fiu),  n—oo (1.4)

En tal caso escribimos,
Uy — U, n — 0o. (1.5)

El siguiente resultado, es crucial para las pruebas de teoremas de existencia y unicidad
en el calculo de variaciones y la teoria de operadores mondétonos.

Teorema 1.10 (Eberlein (1947), Smuljan (1940)). Cada sucesion acotada en un espacio
de Banach reflexivo, posee una subsucesion débilmente convergente.

Demostracion. Ver [16, Proposicién 21.D| O



Proposicién 1.11 (Propiedades de la convergencia débil). Sea {u,} -, una sucesion en
el espacio de Banach X, sobre K. Entonces:

a) La convergencia fuerte u, — u, n — oo, implica la convergencia débil u, — u,
n — oo.

b) Siu, —u,n— oo, entonces {u,},_, es acotada y,
lu|| < lminf ||u,]].
n—oo
¢) Sea X un espacio de Banach reflexivo. Si {u,}, -, es una sucesion acotada en X y

cada subsucesion débilmente convergente de {u,} -, posee el mismo limite u € X,
entonces u, — u, n — 0o en X.

Demostracion. Ver [16, Proposicién 21.23]. O

Definicién 1.12 (convergencia débil*). Sea X un espacio de Banach. Una sucesién
{fa}>", en X* se dice que converge débil* a f € X* si para todo u € X se satisface
que

(fr,u) = (f,u), n — oo. (1.6)

En tal caso escribimos
fon=f,  n—oo. (1.7)

Teorema 1.13. Sea X un espacio de Banach separable. Entonces cada sucesion acotada
{fn}22, en X* posee una subsucesion que converge débilmente*.

Demostracion. Ver [16, Proposicién 21.E]. O

Proposicién 1.14 (Propiedades de la convergencia débil*). Sea X un espacio de Banach
sobre K, y sea {fn}, -, una sucesion en X*. Entonces:

a) Si fo, — f, en X* cuando n — oo, entonces f, — f, n — oo.

b) Si las sucesiones {(fn,u)},—, en el campo K son convergentes para todo u € X
entonces existe f € X* tal que f, — f, n — oo.

Demostracion. Ver [16, Proposicién 21.26]. O

La siguiente definicién es basica para nuestro trabajo, y serd muy importante mas
adelante.

Definicién 1.15. Sea X un espacio de Banach real y sea A : X — X* un operador,
entonces:

i) El operador A es llamado hemicontinuo si la funcién real
A= (A(u+ M), w)

es una funcion continua en R para todos u,v,w € X.



ii) El operador A es llamado mondtono si
(A(u) — A(v),u—v) >0 Yu,v € X.
iii) El operador A es llamado estrictamente mondtono si
(A(u) — A(w),u—v) >0  NYu,veX ,u#v.
iv) El operador A es llamado fuertemente mondtono si existe ¢ > 0 tal que
(A(u) — A(v),u —v) > ¢llu— | Vu,v e X.

v) El operador A es llamado coercitivo si

i AW
lul—o0 [l

1.2. Elementos de teoria de la medida e integracion.

Aqui, pretendemos dar algunos elementos de la integral de Lebesgue, los cuales serdn
usados posteriormente, en el planteamiento abstracto de nuestro problema de corrientes
inducidas, y en la demostracion del Teorema principal que corresponde a este trabajo.
Damos aqui los teoremas de la convergencia dominada de Lebesgue y la derivacion con
respecto a un parametro de una funcion.

Trabajaremos en un subconjunto @ C RY medible, con la medida de Lebesgue
\:LCP([RY) SR,

la cual es estudiada en detalle (ver por ejemplo [6, Capitulo 2]), donde L es la o-algebra
de Lebesgue. La medida de Lebesgue A satisface las siguientes propiedades:

i) M(A)>0 VAeL
i) A(0) = 0.
iii) Si {A;};2, C L, entonces

[j A, € L,
=1

y si los A; son disjuntos, entonces

Damos ahora las definiciones de funciones medibles, funcién simple, la integral de una
funcién y algunas aplicaciones.



Definicién 1.16. Sean L la o-dlgebra de Lebesgue en RY v f:RY — R. Se dice que f
es medible si para todo t € R
T ([=o0 1)) € L.

Definicién 1.17. Una funcién s : RNV — R es llamada simple, si su rango es finito.

Observacién 1.18. Sea s : RY — R una funcién simple, entonces R(s) = {c1, ¢, ..., cn}
con ¢; # ¢; si i # j, entonces
n
§= § CiXA;s
i=1

donde
A =s1{a}), con  A,NA =0 si i#j,

Y X4, es la funcién caracteristica de A4;, 7 = 1, ..., n. Para dicha funcién simple s definimos
su integral de Lebesgue como

n

/s dh =) A4,

i=1

Definicién 1.19 (Integral de Lebesgue para funciones no negativas). Sea f : RY — R
una funciéon medible no negativa, definimos su integral de Lebesgue como

/fd)\::sup{/sd)\

Definicién 1.20 (Integracién de funciones medibles). Si f : RY — R es una funcién
medible, definimos su parte positiva y su parte negativa por

fri=max{f,0}, f~=max{—f,0}

s es simple, medible y 0 < s < f}

respectivamente, donde f* y f~ son funciones medibles.
Decimos que f es integrable si

/f*d)\<oo y /fd)\<oo.
En tal caso se define la integral de Lebesgue de f por

/fd/\::/fd)\+/fd)\.

Definicién 1.21 (Casi toda parte). Si el conjunto de elementos de RY que no satisfacen
una determinada propiedad tiene medida cero, se dice que dicha propiedad se cumple “en
casi toda parte ” y lo denotaremos por c.t.p (casi toda parte).
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Teorema 1.22 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue). Sea {f,}5°, una
sucesion de funciones medibles en un conjunto medible Q C RY, que converge para casi

todo x € Q a f(x).

Suponga que existe una funcion g integrable sobre (), tal que

|[fu(2)] < g(2),

para todo n € N y casi todo x € (.

Entonces f, y f, n= . son integrables, y
/ fdx= lim fn dA.
n—oo
Demostracion. Ver[8, Teorema 2.1.2]. [

Teorema 1.23 (Derivacién de la integral con respecto a un pardmetro). Sean Q C RY,
N > 1 medible, I :=1[0,T] con0 < T < oo y sea f(x,t) definida en Q2 x [0,T]. Definimos,

_ /Q (@ t) da.

Supongamos que, para cadat € I, f(x,t) es integrable en §; para casi todo x € 2, f(x,t)
es diferenciable para todo t € I, y existe h € LY(Q) tal que la derivada satisface,

0
Ef(wvw

Entonces F' es también diferenciable en I, y

)z/ﬂ%f(m,t)dm

Demostracion. Ver [8, Teorema 2.1.7]. O

< h(x) c.t.p xeQ, Vtel.

Definicién 1.24 (Los espacios LP). Sea 1 < p < oo definimos el espacio LP como

LP = {f:RN%R‘fesmedibley /|f|pd)\<oo},

1/p
11l = ( / mpdx)

Observaciéon 1.25. Para f, g € L” definimos la igualdad de funciones como
f=g en L? & f(x)=g(x) ctp zecRY

Proposicién 1.26 (Desigualdad de Holder). Sean f € LP, g € LY con 1/p+1/q = 1,
entonces fg € L' y

y su norma esta definida por

Ifglly < 1A, Ngll, -
Demostracién. Ver [14, Teorema 1, Capitulo 7]. ]

Teorema 1.27 (Teorema de Riesz-Fischer). Para 1 < p < oo se tiene que LP con la
norma ||-||,, es un espacio de Banach.

Demostracion. Ver [8, Teorema 2.9.5]. O
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1.3. Algunos espacios funcionales.

En esta seccion introducimos los espacios funcionales en los cuales se pretende trabajar
el problema de corrientes inducidas bidimensional. Para ello presentaremos la definicién de
los espacios de Sobolev H*(Q), H=*(Q) y H(div,2) con sus respectivas normas, necesarios
para mostrar la formulacién fuerte del problema. Seguidamente introduciremos la integral
de Bochner, que da sentido al concepto de integral de una funcién con valores en espacios
de Banach y que permite definir los espacios funcionales de Lebesgue LP(0,7;X) y de
Sobolev WI}(O, T;V, H), necesarios para obtener la formulacién variacional del problema.
Para la definicién de estos ultimos espacios serd necesario introducir los conceptos de
terna de evolucion y derivada generalizada.

1.3.1. Los espacios de Sobolev H*(Q) y H(div, ).

Definicién 1.28. Sea f : RY — R ua funcién continua. Definimos el soporte de f,
denotado por supp f como

supp f = {z € R¥[f(z) # 0}.
Definicién 1.29. Sea € un subconjunto abierto no vacio de RV, N > 1.

i) C*(2) es el conjunto de todas las funciones reales u : Q2 — R que tienen derivadas
parciales continuas hasta de orden k en ).

ii) C*(Q) es el conjunto de todas las u € C*¥(Q) para las que todas sus derivadas
parciales hasta de orden k pueden ser extendidas continuamente a ).

iii) Denotaremos simplemente por C(f2) (respectivamente C()) las funciones reales
continuas en ) (respectivamente ) en vez de C°(Q2) (respectivamente C°(€)).

iv) Siu € C*(Q) (respectivamente u € C*(Q)) para todo k = 0,1, ..., entonces escribi-

mos u € C*(Q) (respectivamente u € C*(1)).
v) C§°(£2) es el conjunto de todas las funciones u € C'*°(£2) con soporte compacto.

Definicién 1.30. La frontera 02 de un dominio acotado €2 es Lipschitz continuo si para
todo z € 9 existe un conjunto abierto @ C RY con z € O y un sistema de coordenadas
ortogonales ¢ = ({1, ..., () que tiene las siguientes propiedades. Existe un vector ¢ € RY
con

O:={¢l-a; < <aq; 1<j< N}

y una funcién Lipschitz continua ¢ definida en
O,Z:{CIGRN_1|—01j<§j<O./j, 1§j§N—1},
con |¢(¢')| < ay/2 para todo ¢’ € O’ tal que

QN0 = {¢= (¢, ) €RYIGw < 6(¢), ¢ € O')

12



y
00N0 :={¢=(¢,(v) ERY[(y =0((), '€ O}

diremos simplemente que el dominio €2 es Lipschitz cuando la frontera sea Lipschitz con-
tinua.

0 o
Definicién 1.31. Sea ¢ = (¢1,...,(n) v D = ac Por un multiindice o = (ay, ..., ay),
J
entenderemos como una N-upla de enteros no negativos ayq, ..., ay. Definimos su norma
por |a| ==y +---+any
D%y := D" ... D}}lu,
esto es,
olely
Dau = Ao o
8C1 ! .. N

Para a = (0,0, ...,0), definimos D®u := u.

Definicién 1.32. Sea  un conjunto abierto no vacio de RY, N > 1y sean u, w € L}, ().
Entonces w es llamada la derivada generalizada de u de tipo D si la igualdad

/uDade = (—1) / wvd¢ Vv e C5F(Q),
Q Q
se satisface. En tal caso escribimos w = D%u.

Definicién 1.33 (El espacio H*(Q)). Sean Q C RY un dominio Lipschitz, N > 1, « € NV
vy k=0,1,..., H*(Q) denota el espacio de Sobolev,

H*(Q) = {u € L*(Q)| D*u € L*(Q), V|a| <k}, (1.8)
provisto con la norma,
||U”Hk(n) = Z ||Dau||L2(Q)' (1.9)
|| <k

Teorema 1.34 (Densidad en H*(Q)). Sea Q € RY un dominio Lipschitz acotado. Su-
pongamos que u € H*(Q). Entonces existe {u,}r., C C*(), tal que

Up — U en H*(Q).
Demostracion. Ver [16, Teorema 21.A]. O

Observacién 1.35. Denotamos el espacio HE(2) como la clausura de C5°(Q) con la
norma ||| (g es decir,

HY(©) = Cge@)

Por tltimo, H~*(2) denotara el espacio dual de HE((2), provisto con la norma dual, es
decir
H™MQ) = (H5 ()",
con la norma,
(v, u)|
HUHH*’@(Q) = Sup e

werg@) 14l o)
u#£0
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Teorema 1.36 (Teorema de la traza). Sea Q un subconjunto de RN un dominio Lipschitz
abierto y acotado. Entonces existe un operador lineal acotado

Y0 1 HY(Q) — L*(09),

tal que
Yo(v) =] g Vv € Hy(Q).

Demostracion. Ver [5, Teorema 1, Seccién 5.5]. O

Proposicién 1.37 (Integracién por partes). Sea Q C RY un dominio Lipschitz abierto y
acotado. Si u, v son funciones de H*(2), se tiene,

ug;: da::—/ﬂvg;i dac—i—/muvmds, 1=1,...,N, (1.10)

donde 11 = (n1, M2, ...,nn) es el vector normal exterior unitario a 0S2.

Demostracion. Ver [12, Teorema 3.2.1] o, [5, Teorema 2, Apendice C]. ]

Definicion 1.38 (El espacio H*(2), con s no entero). Sea s € Ry s > 0. Seam € Z+tU{0}
y supongamos s = m+ o, donde 0 € Ry 0 < 0 < 1. Entonces H*(2) es definido como el
espacio de distribuciones u € (C§°(Q))" tales que u € H™(2) y

ID" Du(y)|”
/ / y”N+2a dedy < oo V]a|=

La norma para este espacio, esta dada por

D>y *u 2
o 5 [ [

= oy

1/2

el g0y = 9 llull

Definicién 1.39 (El espacio H*(92)). Sea Q C R un dominio Lipschitz acotado con
frontera 0€2. Una distribucion u en 0€2 pertenece a H*(0f2) para |s| < 1 si la composicién
uop € H¥(O' Np (9NN O)) para todo posible O y ¢ que satlsfacen la definicion 1.30.
Para definir una norma en H*(0%2), seleccionamos (O, (;Sj) _, algtin atlas para 012, tal
que los pares (O;, ¢;), j = 1, ..., J satisfacen las condiciones de la definicién 1.30, entonces

H*(09) (ZHUO¢|

En el caso 0 < s < 1 esta definicién es equivalente a

)|2 1/2
H#(09) / Jul” d<7+/ / N 1+25d xdy :
o0 Joo ||l — yH

14
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Como caso particular para los valores negativos sea s = —1/2, entonces en el espacio
H~/2(0Q) su norma esta definida por

; 1/2
lull gr-1/2(90) = (ZHUO¢||H—1/2(o;m¢;l(amoj>>> :

j=1
donde,
[{(u o ¢,v)|
[w 0 @l 1720106 (9200,)) = g o]l . |
veHY2(0)Ng; (00N 0;)) H/2(0)n¢; " (09N0;))
v#£0

Para s > 1 podemos definir el espacio normado
H°(0Q) == {u € L*(9Q)|u = Ulpq para algtin U € H*T/?(Q)},

con la norma dada por

[l H(8Q) — UeHEElfN(Q) ||U||Hs+1/2(Q) :

u=Ul|aq

Teorema 1.40. Sea Q C RN un dominio Lipschitz acotado, entonces existe un tnico
operador lineal y acotado v : HY(Q) — HY?(99Q) tal que v(u) = ulgq para todo u en

C>(Q).
Demostracion. Ver [8, Teorema 6.8.1]. O

Teorema 1.41. Sea Q C RY wun dominio Lipschitz acotado, entonces existe un operador
lineal y acotado T : H?(02) — HY () tal que para v = T(u) se tiene v = u en OS).

Demostracion. Ver [8, Teorema 6.9.2]. O
El siguiente lema, sera utilizado mas adelante en nuestro trabajo.

Lema 1.42. Sea Q un dominio Lipschitz con 00 = 'y Uy y 'y N Ty = 0. Sean f, g
funciones definidas en T'y y T'y respectivamente, tales que f € HY?(T'y) y g € HY?(I'y),
entonces la funcion definida en OS2 por

f(az), st T € Pl,
h(z) = (1.11)
g(x), si x ey,

pertenece a HY2(05).

Observacion 1.43. Un dominio €2 con las caracteristicas mencionadas en este lema puede
tener la forma mostrada en la siguiente figura. En el problema de electromagnetismo
bidimensional que estudiaremos en el siguiente capitulo, la regién encerrada entre las
fronteras I'; y T's representarda un material dieléctrico (no conductor, como por ejemplo
aire), mientras que la regién interior a I'; representara el material ocupado por un material
conductor (como por ejemplo una placa metélica).
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n2

Figura 1.1: Dominio modelo que cumple los requerimientos del Lema 1.42.

Demostracion. Supongamos f; € HV?(T')), fo € HY?(T'y) y f definida por (1.11), mos-
tremos que f € HY/2(9Q).

En efecto, sea x € 99, puesto que I'y NI’y = ) entonces x € 'y o x € I'y. Six € 'y por
ser esté Lipschitz existen un abierto O y una funciéon ¢ que satisfacen la definicion 1.30,
asi por ser f, € H'/?(T';) entonces

fiop e H2O' n¢ Y (I N O)). (1.12)

Anélogamente si x € I'y por ser esté Lipschitz existen un abierto O y una funcién ¢ que
satisfacen la definicién 1.30 y por ser f, € H'/?(T'y) entonces

faop € HAO' N HTyN O)) (1.13)
Como = € 0f2 es cualquiera entonces de (1.12) y (1.13) se tiene
fopeH?(O' N¢g  (IyN0O)),

para todo abierto O y toda funcién ¢ que satisfacen la definiciém 1.30.
Por lo tanto, hemos mostrado que f € HY/2(99Q). O

Definicién 1.44 (El espacio H(div,€)). El espacio de funciones con divergencia de cua-
drado integrable es denotado por H(div, {2) y definido por

H(div, Q) == {u e (LX) |divu e L2(Q)} , (1.14)
al cual le asociamos la norma,
. 1/2
HUHH(div,ﬂ) = (HUH(L2(Q))N + HleUHLQ(Q)) ) (1.15)
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donde,
N
2 2
||u||(L2(Q))N = Z/Q lu;|“dxe,  u= (u1,us,...,un).
i=1

El siguiente teorema muestra qué funciones en H(div,(2) tienen bien definida la com-

ponente normal en €. Para una funcién v € (C* (ﬁ))3 el operador traza normal v, es
definido en casi toda parte en la manera clasica por

Tn(v) 1= v]oq - V. (1.16)

Teorema 1.45. Sea Q C R3 un dominio Lipschitz acotado en R3 con vector normal
unitario exterior v. Entonces

a) La funcion definida en (1.16) en (Coo(ﬁ))g, puede ser extendida por continuidad a
una funcion lineal continua v, de H(div,Q) en H='/2(09).

b) El siguiente teorema de Green se tiene para funciones v € H(div,Q) y ¢ € H'(Q):
(U, V(b) + (diVU, ¢> = <¢7 Vn(v»aﬂ :

Demostracion. Ver [11, Teorema 3.24] O

Proposiciéon 1.46. Supongamos que Ki y Ky son dos dominios Lipschitz que no se
sobreponen con una superficie comun %, tal que K1 N Ky = X.

a) Supongamos que u; € H (K1) yus € HY(K>) y definimos u € L*(K,UX U K3), por

ul(m) St T € Kl.
u(x) = (1.17)
us(x) si  x € Ko.

Entonces, si up = uz en X, tenemos u € H' (K3 UX U K3).

b) Supongamos queu; € H(div, K1) yuy € H(div, Ky) y definimosu € (L*(K; UX U KQ))3
como en (1.17). Entonces, siuy-v = us-v en ¥, donde v es el vector normal unitario
a ¥ en una unica direccion, tenemos u € H(div, K3 UX U Ks).

Demostracion. Ver [11, Lema 5.3] O

1.3.2. La integral de Bochner.

Definicién 1.47. Sea X un espacio de Banach. Una funcién f : [0,7] — X esllamada una
funcién simple, si existen ¢y, ...,¢, € X y subconjuntos (Lebesgue) medibles Mj, ..., M,
de [0,T] con M; N M; =0, i # j tales que
Z XMi(t>Ci7 vt e U M;
i=1 i=1
0. vie 0.7\ 0 M,

=1
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donde 0 es el cero de X y x s es la funcién caracteristica del conjunto M. Si los conjuntos
M; son intervalos de [0, 7], entonces f es llamada una funcién escalonada o funcién de
salto.

Definicién 1.48. La integral de Bochner de una funcién simple f : [0,7] — X estd defi-

nida por
n

dt = dt := N M;).
| Iwa / F(t)ydt =3 (M)

=1

Definicién 1.49. Sea X un espacio de Banach con la norma ||-||,. Decimos que una
funcién u : [0,7] — X es Bochner medible si existe una sucesién de funciones simples
{un}.2; € X tales que

lim |un(t) —u(®)||x =0 c.t.p te[0,7T]. (1.18)
Si ademas,
T
lim |y () — u(t)|| 5 dt =0, (1.19)
n—oo 0

donde las integrales son integrales de Lebesgue, entonces u se dice Bochner integrable.

Definicién 1.50. Para conjuntos medibles M C [0, 7] y funciones u : [0, 7] — X Bochner

integrables definimos la integral de Bochner [ u(t) dt, como un elemento de X que satisface
M

=0,
X

lim H / u(t) dt — / Tt (B (1) dt
n—o0 || fas 0,7]

donde la sucesion {u,} - satisface las relaciones (1.18) y (1.19).

Teorema 1.51 (Teorema de Bochner). Una funcién u : [0,T] — X Bochner medible, es
Bochner integrable si, y solo si, la funcion de valor real ||u||y : [0,T] — R tiene integral
de Lebesgue finita.

Demostracion. Ver [8, Teorema 2.19.8]. O

1.3.3. El espacio de Lebesgue L7(0,T; X).

Definicién 1.52. Sean 1 < p < oo, X un espacio de Banach, con la norma ||-|| . Deno-
tamos por LP(0,T; X), el conjunto de todas las funciones u : (0,7") — X medibles y tal

que:
1/p

T
[ull poo.rx) = (/0 lw(t)|% dt> < oo paral<p< oo, (1.20)

||u||Loo(07T;X) =Inf{M e R | [Ju(®)|ly <M, ctpte(0,T)} (1.21)

Observacién 1.53. La igualdad de elementos de LP(0,7"; X) la entendemos como igual-
dad en casi toda parte, es decir

u=v LP(0,T;X) & u(t)=wv(t) ct.p tel0,T].
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Observacién 1.54. Sean u,v € LP(0,7; X) y u = v entonces de la observacién anterior
se tiene que

HUHLp(o,T;X) - HUHLp(o,T;X) <lu— UHLP(O,T;X) = 0.

Por lo tanto, si u = v en LP(0,T; X) entonces |[ull ;oo r.x) = [Vll1o0r.x) como era de
esperarse.

Proposicion 1.55. Los espacios de Lebesgue LP(0,T; X) con la norma (1.20), 1 < p < o0
y el espacio L>=(0,T; X) con la norma (1.21) son espacios de Banach.

Demostracion. Ver [8, Teorema 2.20.4, Teorema 2.20.8]. O

Proposicién 1.56. Sean X y Y espacios de Banach sobre K. St la inclusion X CY es
continua, entonces la inclusion

L7(0,T;X) C LY0,T;Y) 1<qg<r<oo,
es también continua.
Demostracion. Ver [16, Proposicién 23.2] O

Proposicién 1.57. Para todo uw € LP(0,7; X), 1 < p < oo tiene sentido la integral

/OTu(t)dt € X.

Demostracién. Por la proposicién anterior, tenemos que LP(0,7; X) C L'(0,T; X) para
todo 1 < p < co. Asi, dado u € LP(0,T; X), se tiene u € L*(0,T; X), es decir

T
/ |lull ¢ dt < oo.
0

Por lo tanto, por el Teorema 1.51 (Teorema de Bochner),

/OT u(t) dt

existe, y es un elemento de X. O]

Proposicién 1.58 (El espacio dual de LP(0,7;V)). Sean 1 <p < oo con 1/p+1/g=1y
V' un espacio de Banach reflexivo (o separable). Entonces toda f € (LP(0,T;V))", puede
representarse iunicamente en la forma,

Flu) = /0 W), ) dt, Yue IP0,T: V),

donde v € L%0,T;V*). La funcién v € L0, T;V*) es determinada tunicamente por
f e (Lr(0,T;V))", la correspondencia f — u es lineal, y se tiene

||f||(Lp(o,T;v))* = ”U”Lq(o,T;V*) :
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Demostracion. Ver [8, Teorema 2.22.2]. O
Proposicién 1.59 (El espacio dual de L'(0,7;V)). Sean V un espacio de Banach refle-
zivo y f € (LY(0,T;V))*. Entonces, existe v € L>(0,T;V*) tal que

f(u) :/0 (v(t),u(t)) dt Yu e LY0,T;V),

la funcion v € L>=(0,T;V*) es determinada unicamente por la funcién f € (L*(0,T;V))*,
la correspondencia f — v es lineal y ademds se satisface

HfH(Ll(o,T;V))* = HUHLOO(O,T;V*) :
Demostracion. Ver [8, Teorema 2.22.3] O

Proposicién 1.60 (Desigualdad de Holder). Sean V' un espacio de Banach, v € L*(0,T;V),
v e LY0,T;V*), conl <p<oo, 1/p+1/q=1. Entonces la desigualdad,

/OT [{0(t), u(t))y |dt < (/OT [u(t)] ‘Iv*dt) " (/OT [GIe dt) Up, (1.22)

se tiene. En particular todas las integrales en (1.22) existen.

Demostracion. Ver [16, Proposicion 23.6]. O

Proposicién 1.61 (Limites relacionados para integrales). Sea V' un espacio de Banach
reflexivo y separable. Ademds sea 1 < p < oo, 1/p+1/g=1,y0 <t <T < oco. Entonces
los siguientes enunciados son validos:

a) Siu e LP(0,T;V), entonces

<v*,/0tu(s) ds>v _ /Ot R

b) Siue LP(0,T;V*), entonces

</0tu(s) ds,v>v - /Ot (u(s),v), ds Vv eV.

c) Si,
up, — u en LP(0,T;V), n — oo,
v, = ven LY0,T; V"), n — oo,
07
u, — uen LP(0,T;V), n— oo,
v, = v en LY0,T; V"), n— oo.
Entonces,

/Ot (n(5), un(s))y ds — /Ot (v(s),u(s))y, ds, n— oo.
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Demostracion. Ver [16, Proposicién 23.9]. O

Proposicién 1.62 (Lema variacional). Sean X un espacio de Banach, y u € L*(0,T; X)
tal que

/T (tu(t)dt =0 Vo e C°(0,T).

0

Entonces, u= 0 en L'(0,T; X), esto es u(t) = 0 para casi todo t € (0,T).
Demostracion. Ver [16, Proposicién 23.10]. O
Corolario 1.63. Sean X un espacio de Banach, y u € LP(0,T; X) tal que

/T e(t)u(t)dt =0 Ve e C;°(0,T).

Entonces, u =0 en LP(0,T;X), esto es u(t) = 0 para casi todo t € (0,T).

Demostracion. Sean 1 < p < ooy u € LP(0,T; X). Entonces para todo ¢ € C§°(0,T') se
tiene que pu € LP(0,T; X). Pero por la Proposicién 1.56,

ou € L'(0,T; X).

Asi, por el Lema 1.62, tenemos que u = 0 en L'(0,7T; X), pero u € LP(0,T; X), por lo
que
u=20 en LP(0,T; X).

1.3.4. El espacio de Sobolev W (0,T;V, H).

Definicién 1.64 (Terna de evolucién). Se dice que “V C H C V* 7 es una terna de
evolucion si:

i) V es un espacio de Banach real, separable y reflexivo,
ii) H es un espacio de Hilbert real, separable,
iii) V es denso en H y la inclusién V' C H es continua, es decir

lelly < ellolly,  VoeV.

Para explicar en qué sentido se hace la inclusion H C V*, enunciamos la siguiente
proposicion.

Proposicion 1.65. Sea V. C H C V* una terna de evolucion. Entonces se tiene lo
stguiente:

a) A caca h € H le corresponde via
(h,v), = (h,v)g  YveV, (1.23)

un funcional lineal y continuo h : V — R, es decir h € V*.
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b) La funcion h v+ h de H en V* es lineal, inyectiva y continua.

Demostracion. Supongamos que V' C H C V* es una terna de evolucion.

a)

Sea h € H, como la inclusién V' C H es continua, entonces
(b, v)u| <Rl ol < cllblly vl Yo eV
Por lo tanto, existe h € V* que satisface

(h,v),, = (h,v)g YoeV

y ademas -
_ h,v h,v
Al = sup 00l _ g [ 0dal
veV ||U||V veV ||U||V
v#£0 v#£0
Sea F': H — V* definida por )
F(h) :==h,

veamos que F' es lineal. En efecto, sean h,j € H, a € R, entonces para todo v € V

(F(h+aj),v)y = (h+ajv),

Asi, F es lineal.

Ademas F' es acotado, ya que para todo h € H

1£(R)]

Ve = H71|

e < cllhlly-

Por lo tanto, F' es continua.

Veamos por tltimo que F es inyectiva. Si h = 0 entonces F(h) = 0, por lo que
(h,v) =0 Yv eV,

y como V' es denso en H entonces
(h,v) =0 Vv € H.

Por lo tanto h = 0.
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Convencion 1.66. Por la Proposicion 1.65, vamos a identificar a h con h, en este sentido
H C V*. Asi, escribimos h en vez de h. Entonces lo siguiente es valido:

(h,v)y, =(h,v)g  VheH, YvelV,
Bl <cllnl,  vheH.

En lo siguiente, la relacion V' C H C V*, para ternas de evoluciéon se entendera en el
sentido de esta convencion. Observamos que por la definicién de terna de evolucion y por
lo anterior, las inclusiones V' C H y H C V* son continuas. En particular tenemos

(u,v)y = (v, u)y Yu,v e V.

Definicién 1.67 (Derivada generalizada). Sean X y Y espacios de Banach con XNY # ().
Sean v € LY0,7;Y) y w € L'Y0,T;Z), entonces w es llamada la n-ésima derivada
generalizada de la funcién u en (0,7, si,

/ " o (e dt = (—1)" / Cou(dt Ve e CR(0.T). (1.24)

es valida. En tal caso escribimos w = u(™.

Proposicién 1.68 (Derivadas generalizadas y convergencia débil). Sean Y y Z espacios
(n)

de Banach sobre K con Y C Z incluido continuamente. Entonces se sigue de u, = = vy
en (0,T) para todo k yn > 1 fijoy
Up — U en LP(0,T;Y), n — oo,
U — U en L0,T; 7), n—oo, 1<p, qg<oo
que u™ = v en (0,7).
Demostracion. Ver [16, Proposicion 23.19). O

Proposicién 1.69 (Existencia de u™). Sea V. C H C V* una terna de evolucion,
0<T <ooyseal<p,qg<ooconl/p+1/q=1. Entonces lo siguiente es vdlido:

a) Unicidad: Parau € LP(0,T;V), la derivada generalizada u™ es tinica como elemen-
to de LI(0,T;V*), esto es t — u'™(t) puede ser modificada sélo en un subconjunto
de medida cero de (0,T).

b) Exvistencia: Sea u € LP(0,T;V). La derivada generalizada u'™ € L1(0,T;V*) existe
si, y solo si, existe una funcion w € L1(0,T;V*) tal que

/O (ult), v) o™ (8) dt = (—1)" / (w(t), v)yp(t) dt (1.25)

para todo v € V' y todo ¢ € C§°(0,T).
En tal caso, w = u™ y

d" n
%(u(t)vv)lf = <u( )(t)vU>V7 (1'26>

se tiene para todo v € V y casi todo t € (0,T). Aqui d"/dt" significa la n-ésima
deriada generalizada de funciones reales en (0,T).
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Demostracion. Ver [16, Proposicién 23.20]. O

Proposicién 1.70. Sean u,w : [0,T] — X funciones Bochner integrables, y sea ¢ € X,
si para ty € [0,T], se tiene

t

u(t) =¢ +/ w(s)ds ctp te|0,T],
to

entonces u' = w.

Demostracion. Ver [19, Teorema 127]. O

Proposicién 1.71. Sea u : [0,T7] — X Bochner integrable. La funcion v : [0,T] — X
definida por la relacion

t
v(t) == / u(s)ds, (to € [0,77),
to
es una funcion absolutamente continua, es diferenciable y ademds,
V'(t) = u(t), ctp  te|0,T].
Demostracion. Ver [19, Teorema 113] O

Proposicién 1.72. Si u : [0,7] — X satisface v' = 0 entonces la funcion u es una
constante, es decir, existe una constante ¢ € X tal que

ult)=ce X c.t.p t € 10,77
Demostracion. Ver [19, Lema 129]. O

Definicién 1.73. Sean X := LP(0,7;V) y X* := L%0,T;V*), con 1/p+ 1/q = 1,
definimos
W0, T;V,H) :={ue X |uv e X" 1<p<oc}

Proposicién 1.74. Sean V C H C V* una terna de evolucion, 0 <T < oo y1 < p < 00
con 1/p+1/q = 1. Sea W := W)}(0,T;V,H), con la norma |jully, = [Jullx + [|u/] ..
Entonces W es un espacio de Banach, y la inclusion W C C([0,T], H) es continua.
Ademds para todos u,v € W, t € [0,T] la siguiente formula de integracion por partes es
valida,

(u(t),v(0))m — (v(t),u(0))n = /0 {(u'(7), v(7))y + (W (7), u(r))v} dr. (1.27)

Demostracion. Ver [16, Proposicién 23.23). O
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Capitulo 2

Un problema de electromagnetismo
bidimensional

El problema de corrientes inducidas (eddy current) se obtiene a partir del sistema completo
de ecuaciones de Maxwell despreciando el término que involucra el campo eléctrico en la
ley de Ampere Maxwell [2, Capitulo 8]. El estudio de este problema es muy importante
para la ingenieria eléctrica debido principalmente a su amplia lista de aplicaciones que
incluyen entre otros, problemas termoeléctricos, de bioelectromagnetismo y de levitacion
magnética, las cuales pueden ser estudiadas con més detalle en [1, Capitulo 9]. El modelo
de corrientes inducidas es un problema tipicamente tridimensional, pero desde el punto
de vista teodrico resulta muy interesante e instructivo, primero estudiar simplificaciones
bidimensionales de dicho problema, como la que introduciremos en este Capitulo, la cual
fue estudiada por M. Zlamal en 1981 [20] y que constituye el tema central de este trabajo
de grado.

2.1. Motivacion.

Las ecuaciones de Maxwell en su forma diferencial, estan dadas por (ver por ejemplo
2, capitulo 1]):

%—?—rot?—[:—j, (2.1)
% +rot& =0, (2.2)
div & = p, (2.3)
divB =0, (2.4)

donde & es la intensidad del campo eléctrico, D es el desplazamiento eléctrico, H la
intensidad del campo magnético y B la induccién magnética. La distribucién de cargas
es dada por una funcién escalar p que representa la densidad de carga eléctrica, mientras
que las corrientes son descritas por una funcién vectorial de densidad de corriente J.

La ecuacién (2.1) es llamada la ley de Ampere-Maxwell que relaciona al campo magné-
tico con la variacion en el tiempo del desplazamiento eléctrico. La ley de Ampere-Maxwell

oD
coincide con la ley de Ampere salvo el término adicional B introducido por Maxwell y
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conocido en la literatura como corrientes de desplazamiento.

Para obtener un sistema cerrado a partir de las ecuaciones de Maxwell (2.1)-(2.4),
requerimos de informacién adicional que vincule los distintos campos entre si. Esta infor-
macién estda dada a través de las leyes constitutivas

B = uH, D = €€, (2.5)
con = u(||H||) v por la ley de Ohm
J =Jq+ o€,

donde J; es la densidad de la fuente de corriente aplicada, y €, u, o son funciones que
dependen de los materiales fisicos involucrados llamadas permitividad eléctrica, permea-
bilidad magnética y conductividad eléctrica respectivamente.

Despreciando el término que involucra las corrientes de desplazamiento en (2.1), ob-
tenemos el llamado modelo de corrientes inducidas, que consiste en: Hallar H y £ con
H:R3x[0,T] = R3 £ :R3 x [0,T] — R? tales que

rot H = J;+ o€, divE = p, (2.6)
rot & + 0 (gtH) =0, div (u#H) = 0. (2.7)

En esta seccién deduciremos “formalmente” una simplificacién bidimensional del modelo
de corrientes inducidas (2.6)-(2.7) en términos de una nueva incégnita, por lo que asumire-
mos que los campos vectoriales B, H, D, £, J y los campos escalares u, 0 y € s6lo dependen
de las componentes espaciales 1, xs v de la variable temporal ¢t. Ademds asumiremos que
la densidad de carga p es nula, con lo cual de (2.6) se sigue

divE =0, (2.8)
y que la induccién magnética pH tiene la forma
MH = (Bl, BQ, 0) . (29)

En consecuencia, la segunda ecuacién de (2.7) sugiere introducir una nueva incégnita A4
tal que
uH =rot A, (2.10)

donde A : R? x [0,T] — R?, con A; = A;(z1,29,1), i = 1,2,3. Asi, dado que

2 — rot A — 0A;  0Ay 0OA1  0A; 0Ay,  OA
HIt = -\ Ozy  Oxg Oxs  Oxy Oxy  Oxy

_ (8A3 C0As DAy 8A1)

0T ’ 0xq ’ 0x1 Oy

Luego, por el requerimiento de que Bs = 0 se sigue

0As  0A;
==, —= 2.11
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y en consecuencia,

04 0M
8:61 (9.1'2_ ’

Asi, es posible asumir que A; = A; = 0 y obtener

A=1(0,0,u), Asz=u(x,xs,t). (2.12)

En consecuencia, por la ecuacién anterior se tiene en (2.11)

ou  Ou
— 2= = 2.1
= (g = 20) . el =9l (2.13)
2 2
9 ou ou
donde, ||V ul|” := oz, + 9l Por otro lado, reemplazando (2.10) en (2.7) tenemos
0
rot £ + a(rot A) =0. (2.14)

Luego, si asumimos que A es suficientemente regular (por ejemplo, si A es de clase
C? (R? x [0,TY)), se deduce que

0

5 (rot A)

L0 (04 0A DAL 04 OAy DA
N ot 8&72 8233 ’ 81‘3 81’1 ’ a$1 8112

(0 [(0A; OA\ O [OA OA3\ O (04 OA
(G- ) (5 5) 3 (- 5)
(0 [0A; 0 (0A\ 0 [0A 0 (0A;
_(81'2(815>_8x3<8t)’81’3(8t>_8x1(8t>’
0 [0A, 0 [0A
8x1<8t)_8x2(8t>)
0A
:rot(a),

por lo que (2.14) es equivalente a

0A 0A
=rot € + rot (§> = rot (5+ W) .

La igualdad anterior sugiere introducir ¢ : R3 x [0, 7] — R tal que

e Ay
ot VY
o equivalentemente, y
13)
— - 22 2.1
£ Ve -2 (2.15)



Ahora bien, si ¢ es suficientemente regular (por ejemplo, si es de clase C* (R? x [0,T])),
reemplazando (2.15) en (2.6), tenemos

divE = div( Vp— %ﬁ)

=—div(Vey) — dlv%

ot
Ju
=—Ap—di
o — div < 815)
9%u
=—-A
L 815 8x3
0 ( Ou
— —A —_—— —_—
LT (83:3)
= —Ap.
Luego, de (2.8) se sigue,
Ay = 0. (2.16)
Asi podemos asumir que ¢ = 0 y obtener de (2.12) y (2.15) que,
ou
= — . 2.1
£ (o, 0, 875) (2.17)

Por otro lado, de (2.13) se tiene,
ou ou
rot H = rot ( (8902 G_ml’ 0))
B 0_8 _l@u 0 l@u —Oi _lau _8 l@u
N 0xs pwoxy ) 0wy \ p oy " 014 0Ty Oxy \ 1 Oxy

B 00_8 lau _8 lau
S\ Oy \pony Oxo \pu0x9 ) )~

(2.18)
Luego, si Jy = (Ja,, Ja,» Ja;), de (2.17) se sigue
0 0
jd+0-g: (jd17\-7d27t-7d3)+0 (0707_8_7_;) = (jdlajd27jd3 a?) (219>
Reemplazando (2.18) y (2.19) en (2. 6) tenemos
0 (1 0u 1 Ou ou
0,0,— —
(’ s (M%) (uaxz)) (jd“j‘l?’j@ at)
En consecuencia Jy, = J4, = 0y si hacemos v := ; y J = Ja, se tiene
ou 9, ou 0 ou
Ua N 8351 (Vﬁxl) * 81’2 (V8x2> +J (220)
o equivalentemente
S (vVu)+J (2.21)

ot
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Observacién 2.1. La reluctancia magnética es definida por:

1
(A

Ademds, por las leyes constitutivas y por (2.13) se tiene,

v =v(||Bl)

1B = [|wH]| = [[V ul-
En consecuencia, obtenemos:
v=v(|Vul).
Asi, (2.21) puede ser escrita como
ou )
oo = div (v ([|[Vul|) Vu) + J.

El procedimiento anterior se puede realizar en orden inverso para deducir el siguiente
teorema.

Teorema 2.2. Supongamos que Jg = (0,0,J) y p=0. Siu:R*x[0,T] — R, es solucién
de (2.21), con u € C*(Q x [0,T]) entonces

ou ou ou
E= (0,0, —E) y H = (l/a—xl,—ya—xQ,O)

son solucion de (2.6)-(2.7).

Observacién 2.3. En los problemas de electromagnetismo generalmente se requiere de-
terminar los campos eléctrico y magnético, mientras que la densidad de la fuente de
corriente aplicada J; y la densidad de carga eléctrica p son datos conocidos del problema.
Las hipotesis de este teorema indican las condiciones que deben cumplir dichos datos para
que a partir de solucionar la ecuacién bidimensional (2.21), se pueda obtener una solucién
del modelo de corrientes inducidas tridimensional.

Demostracion. En primer lugar notamos que si reemplazamos los valores de H, £, v J
en la primera ecuacién de (2.6), obtenemos (2.18) y (2.19). En consecuencia dado que u
satisface (2.21) se sigue la primera ecuacién de (2.6). Para la segunda ecuacién de (2.6),

basta observar que
0 ou
divE = — ( ——
v 8x3 < (915)

_ 0 (ou
n 875 8x3

:0’

N—

puesto que v no depende de la componente x3.
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Veamos ahora la primera ecuacién de (2.7). En efecto, puesto que u € C*(Q x [0,7])
se tiene,

0 (u?—[) ou 0 (Jdu  Ou
roté + =7 (00 8t>+8t (axQ’_axl’O)
0 8u 0 [(Jdu 0 ( du 0 ( du
a_ A, J a_ a, 9 0 + A a_ ? —a, a_ 9 0
8 3:61 ot ot 81'2 ot 8.1'1
= 0.
Finalmente,
. . { Ou ou
le(MH) = div (a—xQ, —a—xl, O)
0 (0Ou B 0 ([ Ou
n (9901 81’2 8@ a$1
= ()’

de donde se obtiene la segunda ecuacién de (2.7).
Por lo tanto, hemos mostrado el teorema. O

2.2. Problema modelo.

Ahora consideraremos la ecuacién (2.21) en un dominio acotado 2 C R?. Es decir,
consideraremos el problema: Hallar u : 2 x [0,7] — R tal que

08_?; =div(rVu)+J en Q x [0,T7. (2.22)

2.2.1. Deduccion de las ecuaciones fuertes.

Sea R C R? el conjunto ocupado por los materiales conductores que intervienen en
el problema y supondremos que R C €. Asi, S := Q\ R representa al conjunto ocupado
por lo materiales dieléctricos (no conductores). En la Figura 2.1 se muestra una posible
distribucién de la geometria del problema modelo. R representa la regiéon ocupada por
los materiales conductores y S la region ocupada por los materiales diélectricos. Ademas,
2= RUORUS. n representa el vector normal unitario exterior a R, mientras que ng
representa el vector normal unitario exterior a 9S. Notamos que ng = —n en JR.

En consecuencia, la conductividad eléctrica satisface

g(x), si x€R,

0, si xes.
Por simplicidad, utilizaremos la misma notacién para o y &, es decir

o(x), si x€R,

0, si xes.
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Figura 2.1: Representacion geométrica del problema modelo.

Entonces la ecuacién (2.22), se transforma en dos ecuaciones:

U% =div(rvu)+J, en Rx(0,7), (2.23)
0=div(vvVu)+J, en Sx(0,7). (2.24)

Notamos que la primera ecuacién es parabdlica y la segunda eliptica, por lo que para
la primera de estas se necesita una condicion inicial,

u(z,0) = ug(x) en R. (2.25)

Ademads, puesto que trabajaremos en un dominio acotado €2, el problema requiere de una
condicién de frontera. En nuestro caso supondremos,

u=0 en 00 x [0,T]. (2.26)

En los problemas de corrientes inducidas, generalmente se exige que la densidad de
corriente aplicada J; sea de cuadrado integrable, lo que implica que J sea de cuadra-
do integrable en todo 2. En consecuencia, dado que (2.22) se debe cumplir en todo €2,
es razonable pensar que Vu y div (v Vu) también son de cuadrado integrable en Q y
asi, deben satisfacerse las siguiente condiciones de salto sobre la frontera I' := 0R (ver
Proposicién 1.46):

[u]i =u"—u =0 en T, (2.27)
ou n _
v— | :=vVu -n—vvVu -n=0 en I, (2.28)
on
donde ut := u|p, u” := ulg y n es el vector unitario normal exterior a I'. Las condiciones

(2.27)—(2.28) son necesarias para la deduccion de la formulacién variacional del problema y
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por lo tanto se adicionardn a las ecuaciones (2.23)—(2.26), obteniendo el siguiente problema

que consideraremos como nuestro problema modelo para el analisis.
Hallar u : 2 x [0,7] — R que satisface:

a%:div(VVu)—l—J en R x (0,7),

u(x,0) = ug(x) en R,
0=div(rVu)+J en S x (0,7),
u=0 en 0 x [0,T7,

[u]3, = V%S:0 en ['=0R
R anR

2.2.2. Deduccion de la formulacion variacional.

Deduciremos ahora una formulacion variacional para el problema (2.29)-(2.33). Para
esto, multiplicamos por una funcién v € H}(2) a las ecuaciones (2.29),(2.31) y usaremos
la féormula de integracion por partes (1.37) y las condiciones de salto (2.33). En efecto,

para (2.29) tenemos,

/o—vdw—/dlv(z/Vu)vd:c—l—/RJvdzc
_;/Rﬁii <y§Z>vdw+/RJvdw
:Zz:{ g;ig;l dw+/8RV%xJ:vmds} /Jvdw
:_Z/ gzg;idw+;/wy%vmds+/RJvd:c

+ +
——/VVu-Vvda:+/ V(ainl—kaing) vds+/Jvd:z:
R R 8%1 83’52 R

ou™
— | vVu-Vvde+ | v—uods+ | Jvdex.
R r on R

Asi,

+
/a%vdw:—/l/Vu-Vvda:+/l/a—vds+/Jvdac Yo € Hi (). (2.34)
r Ot R on R

Por otro lado, andlogamente a como se demostr6 (2.34), de (2.31) tenemos que

0= /uVu Vvd:c+/ V—vds+/Jvda: Vv € Hy (),
S S

ong
de donde

os Ong
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Ademas, puesto que 9S =I" U 09 (ver Figura 2.1), se tiene entonces que
/ Vaivds—/ya—vdsjt/ uaivds
as Ong 3775 a0 Ong

l/—U ds,
/ ong

donde mg representa el vector normal exterior a .S en I'. Es decir n = —ng. Asi por la
condicién de salto (2.33) se tiene,

Jr
VﬁLUdS—/V—UdS— /V—vds
on r ong

Luego, reemplazando lo anterior en (2.35), se tiene
ou™ L
u—vds—— vVu-Vouder+ | Judx Vv € Hy(92).
on s s

Por lo tanto, sustituyendo la ecuacién anterior en (2.34) tenemos para todo v € Hy(f2)

que
ou
/a—vdm——/I/Vu-Vvdaz—/qu-Vvdaz—l—/Jvda:—i—/Jvdw
r Ot R S S R

—/I/Vu-VUd:IJ—l—/JUd:B.
Q Q

Asi,

/a@vdw+/1/Vu-Vvd:c:/Jvdw VUGH&(Q).
r Ol 0 0

Tenemos entonces

0
(a_u, v) + a(u,v) = (J,0) 2 Vv € Hi (), (2.36)
Ot ) 12y
donde,
a(u,v) := / vVu-Voudr Vu,v € Hy(Q). (2.37)
Q
Por otro lado, como las funciones ¢ y v no dependen de la variable temporal ¢, entonces
% a( uv).
ot T’

Si suponemos ademas que la funcién u satisface las hipotesis del Teorema 1.23 y reempla-
zando lo anterior en la primera integral del lado izquierdo de (2.36) se tiene

ou ou 0 d d
(UE,U)LQ(R) —/Raavdm /at(auv) dx = pr auvdm—a(au,v)Lz(R).
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Con lo que (2.36) es equivalente a
d
E(Ju, V) 12y + a(u,v) = (J;v) 120 Vv € Hy ().
Asi, a partir del razonamiento anterior se deduce que la solucién del problema (2.29)-(2.33)

es solucién del problema variacional: Hallar v : Q x [0, 7] — R tal que

d
E(au, V) 2y + (U, v) = (J,0) 120 Vv € Hy (),
u(0) = up € L*(R).

(2.38)

2.3. Problema abstracto.

En esta seccion plantearemos un problema abstracto, que permite abordar el problema
(2.38) como un caso particular. Para ello asumimos las hipétesis necesarias para que dicho
problema pueda plantearse adecuadamente, entre las cuales hacemos referencia al dominio
), v a los espacios funcionales con los que se piensa trabajar. Ademas se estudiaran dos
formulaciones para el problema abstracto, las cuales resultan equivalentes. En primer lugar
es necesario precisar las caracteristicas generales de los espacios abstractos considerados.

2.3.1. Consideraciones sobre los espacios funcionales.

Asumiremos que se cumplen las condiciones dadas por la siguiente hipétesis.

Hipodtesis 1.
Parte 1. Consideraremos dos espacios de Hilbert reales Hgr v Hg, con produc-

tos escalares (-,-)g y (+,)s respectivamente y supondremos que Hp es separable.
Denotaremos por

1/2
=Gt
1/2
HS = (" ')S/ )

las normas inducidas por sus respectivos productos escalares.

Parte 2. Supondremos que H := Hr X Hg es un espacio de Hilbert, dotado de un
producto interior (-, -), cuya norma |-| := (-, -)/? es equivalente a |-| , + || 5. Es decir,
existen constantes positivas ¢y, co, tales que,

c1 |v| <vglg + |vslg < e || Vo := [vg,vs] € H. (2.39)

En lo que sigue, se usard la letra ¢, (con, o sin subindices) para denotar constantes,
que no son necesariamente iguales.

Parte 3. Sea V' C H un espacio de Banach separable y reflexivo con norma |-
Consideraremos los siguientes subespacios:
Vi = {vr € Hg| (3vs € Hg) ([vg,vs] € V)},

Vs :={vs € Hg| (Fvr € Hg) ([vr,vs] € V)},
‘(}R = {vg € Hp| v=[vg,0] € V}, (2.40)

Ve = {vs € Hg| v=1[0,vg] € V'}.
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Parte 4. Supondremos que los subespacios definidos en (2.40) satisfacen las siguien-
tes propiedades:

a) Existen espacios de Banach reflexivos Bg y Bg tales que Vg C Br C Hr y
Vs C Bg C Hg. Las normas de Br y Bg se denotaran respectivamente por
|-l 5 [Illg- Supondremos ademés que existen constantes positivas c;, ¢, tales
que,

cr[lvll < llvkllg + llvslls < c2 vl Vo= [vr,vs] € V. (2.41)

b) Sea Vg la clausura de Vi respecto a la norma de Bg. Supondremos que Vg
estd incluido continuamente en Hpg, es decir:

wl, <clwll, — Vwe V. (2.42)

(o]
¢) Vg es denso en Hpg.

Observacién 2.4. Si Hg = (), entonces H = Hpg, luego la Hipdtesis (1) debe entenderse
como sigue: existe un espacio de Banach V', que es reflexivo y separable, normado por ||-||,
que es denso y estd incluido continuamente en H, con H un espacio de Banach separable.

Los subindices R y S usados para los espacios Hr v Hg definidos en la Hipdtesis 1 tienen
relacién con los dominios R y S que aparecen en el problema (2.29)-(2.33) (ver Figura 2.1),
como se demuestra en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.5. Sean Q C R* y R C R* dominios Lipschitz, tales que R C Q. Sea
S:=Q\ R yseaoe L®R) cono>ay>0.5i se seleccionan los espacios:

H = LQ(Q)J (U, U) = (u7 v)LQ(Q) \V/U, CS LQ(Q>7
Hp:=L*(R), (u,v)p:= (ou,v) 2y Yu,v € L*(R),

Hg = LQ(S), (U7U)S = (U,'U)LQ(S) VU,U € Lz(s)v

Vo= Hy(Q),  ull = llull g Vu € Hy(9),
Br = H'(R), |ullp:= llul e Vue H'(R),
Bg == H'(S), |ulls = [lull s Vu e H'(S),
donde, las parejas ordenadas u := [ug,us] € L*(2) son tales que ugr := u|r y us := uls,

es decir, son la restriccion de u a R y S respectivamente. Entonces los requerimientos de
la Hipotesis 1 se satisfacen, mas aun se tiene que:

Vi = H'(R), Vs = Hjo(S), Vi = H\(R), Vs = Ho(S), V= H(R), Vs= HA(S),
donde,
Hpo(S) = {u € H'(S)| y(u)loa = 0} .

35



Demostracion. La demostracion se hara por partes.

Parte 1. En primer lugar, es bien conocido que Hg := L?(.S) con su producto interior
usual (-,-) := (-,-)r2(q) es un espacio de Hilbert.

Para la parte 1 resta mostrar que Hp := L?(R) con (u,v)g := (ou,v)12(g) para todos
u,v € L*(R) es un espacio de Hilbert, para esto debemos ver primero que (-, -)g define en
realidad un producto interno. En efecto, para u,v,w € L?(R) y a € R se tiene:

1. Simetria.

(u,v)r = (ou,v) r2(r) = /

(ou)vdx = /(Jv)u dx = (v,u)p.
R R
ii. Bilinealidad.
('LL + v, w)R = (U(u + U)a w)LQ(R) = (qu w)LQ(R) + (O"U, w)LQ(R) = (ua w)R + (U? w)R'

y

(au,v)r = (o(ou),v)2ry = a(ou,v)2(r) = a(u,v)p.
iii. No negatividad.
(u,u)r = (Ou,u)r2(r) = / ou’dx > 0.
R

Supongamos que (u,u)g = 0, veamos que u = 0. En efecto, puesto que o > gy > 0,
se sigue

0= (u,u)g = / o |ul? de > 00/ ul® dez,
R R
de donde [|ul| 2z =0y asi u = 0.

Asi, por (i)—(iv), (-, )r es un producto interno.
Veamos ahora que L?(R) es un espacio de Hilbert con el producto interior (-, ), para
esto observemos que

) 2
|u|R = (au,u)Lg(R) = /RUU2diB < ||U||oo ||u||L2(R)’

y ademas
1 1 1
2 2 2 2 2
U = [ udx =— ude < — u'de = — |ul|p .
el /R ofy RUO - 0o /RU ofy ol
Por lo tanto se tiene que |-|5 v ||| 12(r) SON equivalentes, ya que

—-1/2

—1/2
ol /

2
lulfp < HU||L2(R) <og T ulg-

Asi, puesto que L*(R) es completo con ||| r2(r) entonces es también completo con |-[p.
Luego L*(R) es Hilbert con (-, ).
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Por tltimo, es bien conocido que Hg := L*(R) es un espacio de Hilbert separable.

Parte 2. Notamos que H := L*(Q2) con su producto interior usual (-,-) := (-, ) r2(q)
es un espacio de Hilbert.

Mostramos ahora, en que sentido se hace la identificacién L?(Q) = L*(R) x L*(S). Sea
U L3(Q) — L*(R) x L*(S), definida por

U(u) = [u|g, uls].
Para u € L*(Q) denotamos ug := u|g y us := ulg, as{ tenemos
U(u) = [ug, ug].

La norma considerada en L?(R) x L?*(S) es

1/2
[[w, U]HLQ(R)XL?(S) = (HuHi?(R) + ||UHi2(S)> V[u,v] € L*(R) x L*(S).

Afirmamos que ¥ es una isometria biyectiva entre L*(Q) y L*(R) x L?(S). En efecto, sean
u,v € L*() y a € R, entonces

i. Linealidad.

U(u+ av) = [(u+ av)g, (u+ av)g]
= [ug + g, us + avg|
= [ug, us] + a [vg, vs]
= U(u) + a¥(v).

ii. Acotacion.

= HU||L2(Q)-

Asi,
||‘I’(U)||L2(R)xL2(S) = ||U||L2(Q) : (2.43)
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iii. Biyectividad. Por (2.43) se tiene que W es inyectiva. En consecuencia, sélo resta
mostrar que ¥ es sobreyectiva. Sea (u,v) € L*(R) x L*(S), definimos w : 2 — R
por

u(x), si xE€R

w(x):=< v(x), si xSl

0, si xecl.

Entonces w es una funcién medible por ser u, v, 0 funciones medibles. Veamos ahora
que w € L*(9).

1/2
il = ( [ 1ol do )
Q
1/2
_ (/ |u|2dw+/|v]2dw+/|0]2dac>
R S r

< Q.
Luego, w € L*(2) y ademds
U(w) = [wg,ws| = [u,v].
De donde, ¥ es biyectiva.

Por lo tanto, por (i), (ii) y (iii) tenemos que ¥ es una isometria biyectiva entre L?(Q) y
L*(R) x L*(S) y es en este sentido en el que hacemos la identificacién entre estos espacios.

Veamos ahora que la suma de las normas ||, + || es equivalente con |-|, es decir se
tiene (2.39). En efecto, por una parte tenemos

|u|2:/u2daz
Q
:/quw+/u2dw
R S

= — [ opuldx + |us|
00 JRr

1
< —/ oudz + us|3
(o1 R
— L funf, + Jusl?
7 R s
< cz{|uR|?% + ]uSFS}, ¢ =méax{1,1/00}.
Entonces,

1/2
ul < ¢ (|urly + |us|?)

< c(lurlp + |uslg) -
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Asi,
¢ ul < [l + Jusls.

1/2 1/2
lug|p + |uslg = (/ au%da:) + </ u%dw)
R S
1/2 1/2
< |lo|lX? (/ u;dw> + (/ ugdw)
R S
1/2 1/2
< |lo||X? (/ u%za;) + (/ u%za;)
Q Q

= (o1 + 1) Ju

=clul.

Por otro lado

En consecuencia se tiene que || + |-|¢ ¥ |-| son equivalentes.

Parte 3. Claramente V := H}(Q2) C L*(Q) =: H y ademds V := H}(Q) es un espacio
de Banach reflexivo y separable con la norma ||| := [|-[| 1 (q)-

i. Veamos ahora que Vx = H'(R) y Vs = H'(S). En efecto, de acuerdo a la definicién
de Vi dada en la hipétesis 1, se tiene.

Vi : = {ug € L*(R)| (Jus € L*(9)) (u = [ug, us] € Hy()) } .
En la definicién anterior u := [ug, ugs] € Hy(Q) significa que

ug(x), si T €R
u(x) =
us(x), si x€S,

es un elemento de H}(Q). Luego, si ur € Vg entonces existe ug € L*(S) tal que
u = [ug,us] € Hg(), asi por ser ug la restriccién de u a R entonces ur € H*(R).
Por lo tanto, tenemos que

Ve € H'(R).

Veamos ahora la otra inclusién. Sea ur € H'(R), mostremos que existe u € Hj ()
tal que u|gp = ug.

Dado que S = Q\ Ry 95 = ARUIN con IRNIN = B, OR y O dominios Lipschitz,
se tiene que S es un dominio Lipschitz, asi puesto que ugp € H'(R), entonces por el
Teorema 1.40 tenemos v := ug|gr € H/?(OR). De igual forma, la funcién g = 0 en
0N es tal que g € H'/?(09). Luego si definimos la funcién f : 9S — R por

v(x), si  x€IR

0, si x € 01,
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il.

entonces, por el Lema 1.42, tenemos que f € H'Y2(dS) y asi, por el Teorema 1.41
existe ug € H(S) tal que uglss = f.

Definamos u : €2 — R por
ug(x), si  xT€R
u(x) =

us(x), si x€S.

Mostremos que u € H} (Q) y u|g = ug. En efecto, dado que ug € H*(R), us € H'(S)
Y Urlor — us|ar = 0, entonces por la Proposicién 1.46, tenemos que u € H*(2) con
ulgr = ug. Ademéds u|ygq = 0, de donde u € H}(Q).

Por lo tanto hemos mostrado que H'(R) C Vg, de donde tenemos
Ve = H'(R).
Andlogamente vemos que Vg = H}(S).
Mostremos ahora que V g= H}(R) y V= H}(S). En efecto,
V= {ur € L*(R)Ju = [ur, 0] € H)())}.

Siup € I;R, entonces u = [ug, 0] € HJ () entonces ug (la restriccién de u a R) es un
elemento de H'(R). Ademds como u = [ug, 0] € HJ () entonces ug|sr — 0lor = 0,
de donde ur € H}(R). En consecuencia

‘;R C Hy(R).

Para la otra inclusién, basta observar que dado up € H}(R) se tiene uglsr = 0y
asi ug|or — Olsr = 0. Por lo tanto, definiendo

ug(x), si  xT€R

0, si xeSs,

o

se sigue de la Proposicién 1.46 que v € H}(Q). Ademds, u|p = ugr y asi ug EVg.
Luego, H}(R) C V g. En conclusién,

Vi= H)(R).

Andlogamente se demuestra que X;S: H}(S).

Parte 4.

40



a) Es bien conocido que B := H*(R) y Bg := H*(S) con las normas ||| := Mg ry ¥
[[ls == [l 71 (s) son espacios de Hilbert y por lo tanto son espacios de Banach reflexivos
(ver [7, Teorema 4.6-6]) con

Br:=H'(R)CL*(R)=:Hp 'y  Bs:=H'Y(S)CL*S)=:Hs.

Veamos ahora que la norma de Hy(Q) (||| = ||l 1)) es equivalente a |||z + ||| 5 es
decir, se tiene (2.41). En efecto, por una parte tenemos que

Jull = llull o) + 101wl 120y + 102ull 20
< lurllp2ry + lluslipzgs) + 1O1urll p2r) + [|01usl r2(s) + 102urll p2(r) + [102us]]r2s)
= llurllg + lluslls-
Por otro lado,
lurllp =+ [lusls
= [lurll g1 gy + llusll gs)
= {HuRHL?(R) + 01wl o) + “aQuR”L?(R)} + {||u5||L2(S) + [ Orus| 25y + H82Us||L2(S)}
= {||u||L2(R) + 101ull gy + ||82u||L2(R)} + {HUHL?(S) + [[01ull 2y + ||62u||L2(S)}
< {HUHL2(Q) + 01wl 2 ) + H32UHL2(Q)} + {HUHLQ(Q) + 01wl 2 o) + ||82UHL2(Q)}

= 2{llull oy + 191l 0y + 1102 2 }
=2 HUHH1(9)~
En consecuencia, hemos mostrado que ||-|| y |||z + ||-||s son equivalentes.

b) Notamos que por ser H'(R) y H}q,(S) espacios cerrados respecto a sus normas se tiene

Vei= H(R) "= HR) vy Vsi= H3(8) " = Hjg(S)

Mostremos ahora que Vg := H' (R) estd incluido continuamente en L*(R) es decir, se
tiene (2.42). En efecto, sea w € Vz = H'(R), entonces

1/2
lw|p = </ 0w2dw>
R
1/2
<ol 22 ([ waa)
R

1/2
< N2 (loll oy + I1Drwll ey + D2l

1/2
= ol MWl 1 -

¢) Demostremos por ultimo que Vi= H}(R) es denso en Hp = L*(R). En efecto, puesto
que C§°(R) es denso en L*(R), se tiene

WH'“LQ(R) - L2<R>
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y puesto que ||, es equivalente a [|-[| 25, entonces

C=(R) ™ = L2(R).
Como C§°(R) C Hy(R) C L*(R) se sigue

HI(R)'" = LX(R).

En consecuencia, H}(R) es denso en L*(R).
[

Proposicion 2.6. Supongamos que las condiciones dadas en la Hipotesis 1 se satisfacen,
entonces

VR C HpC V*R Y ‘;R CHrCVg (2.44)
son ternas de evolucion.

Demostracion. Supongamos que se satisface la hipdtesis 1. Para mostrar (2.44), debemos
mostrar que se satisfacen las condiciones de la definicién de terna de evolucién, (ver
Definicién 1.64).

Mostremos primero que V C Hp C V} es una terna de evolucion.

i) Por la parte 4 de la hipétesis 1, Vg es la adherencia de Vi con respecto a la norma
del espacio de Banach Bpg, entonces Vi también es un espacio de Banach por ser
un subespacio cerrado.

Mostremos ahora que Vp es separable. En efecto, por la parte 2 de la hipStesis 1,
se tiene que V' C H con norma ||-|| es un espacio de Banach separable, asi existe un

conjunto numerable X C V tal que YH'” = V. Definimos

Xr = {ug € Vg|(Jus € Vs)(u = [ug,ug| € X)}.
Por la forma en cémo se definio Xg, tenemos que este es numerable y ademas
Xpi C Vg, de donde Xz C V. Mostremos que X_R|H‘R = V.

Por una parte, dado que Vi es la adherencia de Vg, entonces dados ug € Vg y
e > 0, existe uj € Vi tal que

€
|lur —ugp|lp < 3 (2.45)
Por otro lado, como uj, € Vi entonces existe uf € Vs tal que u* := [uf}, ug] € V.

Asi, para este u* existe v := [vg,vg] € X tal que

€
[u* — ] < 2—027

donde ¢, satisface (2.41). Luego, de (2.41) tenemos que,
[ur = vrllp < l[ug = vrllg + llus —vslls
< erju” = (2.46)
€

< —.
2
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En consecuencia, de (2.45) y (2.46) se tiene

lur = vrllp = [[(ur = uR) + (U — vR)llg
< |lur — ugllg + vk = vrllg
<6 . €
2 2
= €.

Asi, hemos mostrado que dados ug € Vi v € > 0 existe vy € Xp tal que
lur —vr| g <e,
es decir, Xp es denso en V. Por lo tanto V es separable.

Por otro lado, como Vg es un subespacio cerrado del espacio de Banach reflexivo
Bpg, entonces por la Proposicién 1.8, V g es también un espacio de Banach reflexivo.

ii) Por la parte 1 de la hipétesis 1, Hg es un espacio de Hilbert separable.

iii) Por la parte 4 de la hipdtesis 1, la inclusién Vz C Hg es continua, ademds notemos
que

Vr C Vg C Vg C Bg C Hp,
y por hipdtesis X; r es denso en Hp.

Por lo tanto Vg es denso en Hp.

Luego, por (i), (ii) y (iii) hemos mostrado que las condiciones de la definicién 1.64 se

satisfacen para Vv Hg. Por lo tanto Vi C Hp C V} es una terna de evolucion.

[e)

o]
Veamos ahora que Vr C Hr C V3 es una terna de evolucion.

o

i*) Mostremos primero que Vg es un espacio de Banach con la norma inducida por el
espacio de Banach Bpg.

Sea {u,} ~, C Vg una sucesién de Cauchy, puesto que Vg C Br y Bg es un espacio
de Banach, existe u € By tal que

|lun, —ull = 0, n — 00.
Debemos mostrar que u € V. En efecto, sean u* := [u,0] y {uf} ", C V con
u) = [u,, 0] para n € Z*. Veamos que u) — u* cuando n — oo en V. Por (2.41)
tenemos que
1

Juy, = u* | < —[[un — ullg -
1

Por lo tanto w; — u*, n — oo en V. Asi, hemos mostrado que u,, = u, n — 0o en
I;R, por lo que X;R es un espacio de Banach.

Ahora, andlogamente a como se demostré que Vp era un espacio de Banach se-
parable en (i), se demuestra que X;R es un espacio de Banach separable, y como
X; r es un subespacio cerrado del espacio de Banach reflexivo Bg, entonces por la

[e]
Proposicién 1.8, se tiene que Vg es también un espacio de Banach reflexivo.
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ii*) Por la parte 1 de la hipétesis 1, Hr es un espacio de Hilbert separable.

o [¢]
iii*) Veamos por tltimo que la inclusién Vg C Hg es continua y que Vg es denso en Hp.

En efecto, ya que X;R C Vg y por (2.42), se tiene que
lulp < llullg  Vu€Vr,

[0) J—
asi tenemos que la inclusion Vg C V es continua.

Por 1ltimo, por la parte 4 de la hipotesis 1, tenemos que Vg es denso en Hpg.

o

Por lo tanto, por (i*), (ii*) y (iii*) tenemos que Vg C Hr C V}; es una terna de evolucién.
[

Por otro lado, dado que V- C H := Hg X Hg, si u € L?(0,7; V') entonces para todo
t € [0,77] se tiene
u(t) = [UR(t)7US(t)] €V C Hr X Hg.

Ademas, de acuerdo a la definicién de Vi y Vg, se tiene que para todo t € [0, T:
up(t) € Vg C Vg, wus(t) € Vs C V.

Més atin, en virtud de la equivalencia entre las normas ||-|| y |||z + |||l ¢ se sigue

T T
/ lur()Il% dt < C / ()| dt < oo,
0 0

de donde up € LP(O,T;VR). Asi, puesto que Vi C Hr C V; es una terna de evo-
lucion, de acuerdo a la Proposicién 1.69 bajo ciertas condiciones se puede tener que
up € L9(0, T;V;). Luego, de lo anterior tenemos que tiene sentido considerar el espacio
definido a continuacion.

Definicién 2.7. Definimos el espacio W como:
Wi = {u € L0, T V)| wy € L0, T; Vi) }
y definimos |- : Wr — R por

||u||WR = lull orv) T [ 0TV} Yu € Wk.
( ) ( R)

Proposicién 2.8. La funcién |||y, : Wr — R dada en la definicion anterior es una
norma en Wg. Ademds, Wx con la norma |||y, es un espacio de Banach.

Demostracion. Mostremos primero que ||-||,, es una norma en Wg. En efecto, dados
u,v € WryaeR,
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i. No negatividad.

lullw, = llell ooy + IRl oo r73) = O-
R

Supongamos ahora que ||ully, = 0, mostremos que u = 0. En efecto, puesto que
||'||LP(O,T;V) €S una norma en Lp(07 T’ V) y

lull oy < Nully,, — YueWg
entonces [|ully,, = 0 implica |[u|| ;»q 1y = 0 de donde u = 0.
ii. Homogerf*idad. Dado que [|[| o7y ¥ Il 2aor77;,) son normas en LP(0,T;V) y
L49(0,T;V ) respectivamente, entonces
||04“||WR = ||au||LP(O,T;V) + ||04u/1%HLq(0,T;V})

= |a ||U||Lp(o,T;v) + o ||UIRHLq(0,T;V})

— lof (Il o) + Ikl o))

= |l lJully, -

iii. Desigualdad triangular. Nuevamente, como [ o 7y ¥ [l oo 7777,y Son normas en
LP(0,T;V) y L9(0,T; V5) respectivamente, entonces

|u+ UHWR = [Ju+ UHLP(O;F;V) + [ + 'U;ZHLLI(O,T;VE)
< HUHLP(O,T;V) + ||UHLP(O,T;V) + ||u;2||Lq(0,T;V}}) + va%HLQ(O,T;V}})
= ull oo,y + Nkl ooy + 10 ooy + VRN L7

= llully, + Nl

Por lo tanto, por (i)—(iii) |||y, es una norma en Wk.

Veamos ahora que (Whg, ||HWR) es un espacio de Banach.
Sea {u,} una sucesién de Cauchy en Wx, entonces para todo € > 0 existe N € Z™,
tales que si n,m > N entonces

|tn — umHWR = |Jup — um”Lp(O,T;V) + ||u}%,n - ulR,mHLq(O’T;V;) <E.

Con lo cual {u,}p2, y {uk ,}n2, son sucesiones de Cauchy en LP(0,7;V) y L?(0, T;V5)
respectivamente. Asi existen u € LP(0,T;V) y v € L1(0, T;V*R) tales que

Up — U en LP(0,T;V),

, ! (2.47)
Up ., — U en LY(0,T; V).

Ademas de (2.41) se sigue que

lurllp < llurllg + lluslls <cllull  Vu=[ugp, us] €V,
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de donde [Jug||” < ¢||ul]’ para todo u := [ug,us] € V. Asi

T T
/|Mﬁ%ﬁ§c/lwwﬁ-
0 0

Luego, de lo anterior y por (2.47) se tiene

T T
/ ||UR,n—UR||%dt < c/ l|tn, — ull’ dt — 0, n — 00.
0 0

Asi, la sucesion {ug ,}oo, C LP(0,T;V g) converge a ug € LP(0,T;V g).

Ademas la inclusién Vi C V}; es continua. En efecto, por ser Vi C Hi C V}; una
terna de evolucion, las inclusiones Vi C Hg v Hr C V}; son continuas, por lo que existen
constantes positivas c¢1, ¢y tales que

lulp < e |lull 5 Yu € Vg
y

[ullg < colulg Yu € Hp,
de donde -

luly, < clluly  Vue Ve

Asi, al inclusién Vi C V; es continua. Luego, por la Proposicion 1.68, se tiene que
v = u. Por lo tanto se tiene que v € Wg y

Uy — U en LP(0,T;V),

Up, —up en L0, T;V5).

En consecuencia, u,, — u en Wx cuando n — oc. O

2.3.2. Problemas variacionales abstractos.

En esta subseccién seguimos conservando las notaciones y suponiendo las considera-
ciones dadas en la subseccion anterior, en particular consideramos que la Hipdtesis 1 se
verifica. Formularemos dos problemas variacionales abstractos equivalentes, inspirados en
la formulacién variacional del problema modelo introducido en la Seccién 2.2. El primero
de los problemas variacionales a considerar tiene una semejanza directa con el problema
variacional (2.38).

Problema P: Dados a: V xV = R, f € LU0, T;V*) y ug € Hg encontrar u € Wg
tal que para todo v € V:

i(uR, vR) + a(u,v) = (f,v) en D'(0,7) (2.48)

dt
uR(O) =wug € Hg. (249)
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Observacién 2.9. Si H = Hpg, entonces el problema P se debe entender asi: Dados
fe L0, T;V*) y uyg € H, encontrar

ueW={ue LP0,T;V)|u e L0, T;V*)},
tal que para todo v € V:

d /
Em’v) + a(u,v) = (f,v) en D'(0,T)
u(O) =Ug € H.

Este problema corresponde a la formulacion variacional de un problema parabdlico clésico
(ver Zeidler, Capitulo 23). En consecuencia, el Problema P corresponde a una generali-
zacion de los problemas parabdlicos clasicos.

Problema P’: Dados uy € Hg, y
AR:VR%V;, AS:VS%VZ,

— . 2.50
fRe 190, T;Vy),  f°eLi0,T;Vy), (2:50)
encontrar u € Wg, tal que
d —
% FARug) = fR en  LYU0,T;V%),  ur(0) = uo, (2.51)
AS(ug) = f% en  LY0,T;Vy). (2.52)

Observacién 2.10. Si H = Hp, entonces denotamos AT por A y la formulacién débil
del problema se lee:
Dados A:V — V* f e LY0,T;V*) y ug € H, encontrar

weW ={ue LP(0,T;V)| u € LY0,T;V*)},

tal que

Z—TZ + A(u) = f, en L0, T; V™),
u(0) = up.
Observacion 2.11. De u € Wy se sigue
up € {w e LP(0,T; V)| w' € LU0, T;Vy)}.

asi, por la Proposicién 1.74, ug € C([0,T]; Hg) y la condicién inicial ug(0) = wug se hace
en este sentido.

De ahora en adelante, consideraremos los productos de dualidad
(L) VXV =R, (), Vex Ve =R, ()g:Vgx Vg —R.
Por otro lado, de la Proposicién 2.6 se tiene que
VR CHpC V*R, ‘;R C Hp CVj

son ternas de evolucién. Luego, por la Proposicion 1.65, se tiene que Hr C V; a través
de la identificacién

(h,v)p = (h,v)p Vh € Hp Yv € Vp.
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Teorema 2.12. Supongamos que las condiciones de la Hipdtesis 1 se satisfacen. Sean
AR CAS R £S5 como en el Problema P'. Si u € Wg es solucion del problema P’ con
a:VxV >R, yf:V =R definidas por

a(u,v) = <AR(uR),vR>R + <A5(us),vs>5 Vv = [vg,vs] €V, (2.53)
(f,v) = <fR,vR>S + <fs,vs>s Vv := [vg,vs] € V. (2.54)

Entonces, u es solucion del Problema P.
Reciprocamente, si uw € Wpg es solucion del Problema P, con a : V xV — R y
f:V — R son definidos por (2.53) y (2.54) respectivamente, y ademds A%, AS satisfacen

| A% ()| < cllullf Vu € Vg, (2.55)
|45 () || < e lullfy Vu € V. (2.56)

Tk
Vr

Vs
Entonces, u es solucion del Problema P’.

Demostracion. Sea u solucién del problema P, entonces u € Wg y ademés ug(0) = .

En primer lugar, notamos que por (2.50), f% € L9(0,T;Vy) v f5 € L0,T;Vy).
Mostremos que f : V' — R es un elemento de L(0,T; V*). En efecto, veamos primero que
f(t) € V* para todo t € [0,T].

i. Linealidad. Sean u,v € V con u := [ug,vg], v := [vg,vs] ¥ @ € R, entonces
(f(t),u+av) = (fH(t) uR+aUR>R+<fS(t>7US+OéUS>
= (F* (1), ur) p + @ (F7(t), vr)  + (F7(1) us)  + a(F2(1), vs)
= (f() un) g+ (£ (1), us) g+ a {(FH (), 0r)  + (F7(8), vs) }
= (f(t),u) + a(f(t),v).

ii. Acotacion. De (2.41) se sigue ||vg||, + |lvs|lg < C'[|v]], luego dado v € V' cualquiera

tenemos
(), )] = [(FE(R), vr) p + (F2(1) ) g
< |(FH) vR>R\+|<fS vs)s]
< /40l {7l llosls
< || \vR\!R+!!vs!I {20l (lorllg + lloslls)

<cC (HfR |v; F1EO;) Nl
Por lo tanto, por (i)—(ii), f(t) € V* para todo t € [0,T] y
Ol — sup L)
veV ||U||
v#£0
< (17 W, + 15Ol )”

<29C (IIFA O, + £ Ol ) -

48



En consecuencia, f € L1(0,T;V*).
Por otro lado, de (2.51) y (2.52) se tiene

d’LLR

(1) + A%(un(t) — (1)
AS(us(t) - 5(t)

Luego, para todo ¢ € C§°(0,T) se tiene

0 ctp t€[0,T], en Vpg,
0

ctp t€[0,T], en V.

/O {dg_tR(t)—i-AR(uR(t))_fR(t)}SO(t)dtZO I

[ s - Foyema=0 e T

Asi, para todo v := [ug, vs] € V se tiene

</OT{d§_tR+AR(UR) —fR}godt,vR>R—l— </OT {AS(uS) —fs}gpdt,v5>s =0,

entonces, por la Proposiciéon 1.61 se tiene que lo anterior es equivalente a

/OT <{d§_tR + AR (up) — fR} %UR>Rdt i /0T<{AS(Us) B fS} 907US>S dt =0,

de donde
T /dug T R s
| (TGtn) s [ LA ). o)t (A% s),vs)
0 R

:/OT{<fR77}R>R+ (f5,0s) } et

pero por (2.53) y (2.54), lo anterior es equivalente a

T duR r
/0 {<%,UR>R—|—(Z(U,U)}(,OC#:/O (f,v) pdt Vo € C5°(0,T).

Luego, hemos mostrado que para todo v € V', el elemento u € W es solucion de

<du—R,vR> + a(u,v) = (f,v) en D(0,7).
it ")

Por lo tanto, por la Proposicion 1.69 tenemos

© (umom)g alw) = (fv) e D(0.T).

Asi, u es solucién del problema P.
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Ahora, sea u una solucién del problema P, entonces se tiene u € Wg v ug(0) = uy.

Sea w € ‘;R. Asi v :=[w,0] € V, y por lo tanto, usando (2.53) y (2.54), de (2.48) se sigue

%(UR,U})R - <AR(uR),w>R = <fR,w>R Yw EX;R :

(o]
Asi, para todo w € Vg se tiene

%(UR,U))R _ <fR _ AR<UR)7U)>R en D/(O,T).

Ahora, para cada w € V g definimos en [0, 7] las funciones
G(t) == (ur(t),w)r, g(t) == (f(t) — AR (ug(t)), w) ,,

puesto que ug € C([0,T]; Hr) entonces G es continua en [0,7] y por ser f%, A%(ug)
elementos de L9(0, T V*R), la funcién g pertenece a L9(0,T). Por lo tanto la funcién

es una funcién absolutamente continua en [0,7] y en consecuencia F’ = g en casi todo
[0,T] (por la Proposicién 1.71 ). Demostraremos que la derivada distribucional

%(G—F) =0 en D(0,T).

En efecto, para ¢ € C5°(0,7) se tiene:

/0 (G(t) — F(t))'o(t) dt = — / (G(t) — F(t) @' (t) dt

T

Asi, por la Proposicién 1.72 existe una constante ¢y € R tal que, G — F' = ¢g, luego

G(t) =co+ /tg(T) dr c.t.p t € 0,7).
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Pero, la funcién G es continua en [0, 7] y la funcién F' es absolutamente continua, por lo
que la igualdad anterior se da en toda parte. Asi, tenemos que

G(t) =co+ /tg(T) dr vt e [0,T].

y evidentemente ¢y = G(0) = (ug, w)g. Luego, recordando las definiciones de G' y g se
sigue

(ug(t),w)r = (up, w)r —|—/0 (fF— AR(uR),w>RdT Yw € ‘;R

y por la Proposicién 1.61, se tiene que lo anterior es equivalente a

(unlt) whn = o)+ [ (R - AR () i) vwe Vo

R

Como Vi € Hi C V} es una terna de evolucién, y ug(t), ug € Hg para casi todo t € [0, T

entonces ug(t), ug €V3, para casi todo t € [0,7] de donde

(unt), w) = (g, w) , + </Ot [F7 — AR(ug)) dT,w>R Vw e V.

Pero lo anterior es equivalente a

<uR(t) —uo—/ {fR—AR(uR)}dT,w> =0 Vw EX;R .
0 R
Asi,

t
ug(t) —uo—/ {fR—AR(uR)}dT:0 en Vz,
0
y como la inclusiéon Hr C V3 es continua entonces
t
up(t) —uo—/ {1 —A%(ug)}dr =0 en Hrg.
0

, J— — .,
Asi, por ser Vi C Hr C V5 una terna de evolucion

=5k

ug(t) :u0+/0 {f7%— A% (ug)} dr en Vg

En consecuencia, por la Proposicién 1.70, tenemos que

%(t) = () = A®ug(t)  ctp t€[0,T], en Vi (2.57)
Por otro lado, por (2.55) y (2.56) se tiene
A" (ur)|[3- < cllunlliy — Vur € Vg,
|45 (us) |3 < clluslly — VYus € Vs,
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luego, como u € LP(0,T; V) por (2.41) se sigue que ug € LP(0,T;Vg) y usg € LP(0,T; V),
en consecuencia,

AR(ug) € LU0, T;Vy),  AS(ug) € LI(0,T;Vy).

Ademss, dado que f% € L(0,T; V), entonces la igualdad en (2.57) se da en LP(0,T: V).
Por lo tanto tenemos (2.51).

d
Finalmente, como _t(uR’ 2r)rR = (Ug, 2r) i (ver Proposicién 1.69), entonces en (2.48)

tenemos que para todo v € V
(U, vR) p + a(u,v) = (f,v) en  D'(0,T).
Pero, por (2.53) y (2.54) la ecuacién anterior es equivalente a
(Up, VR) p + <AR(uR),vR>R+ <AS(uS),vg>S = <fR,vR>R+ <fS,’US>S en D'(0,7).

De donde agrupando los dos primeros términos  del lado izquierdo de la igualdad anterior
y utilizando (2.51), obtenemos para todo vg € Vg que

<AS<US),U5>S = <fS,?)S>S en D/(O,T).

Asi, para todo vg € Vg

T T
/ <AS(U,S),1)5>S()0dt:/ <fS,’Us>Sg0dt VQOGCSO(O’T%
0 0

luego, por la Proposicién 1.61, para todo vg € Vg se tiene

</OT {A%(us) — £°} gpdt,v5>s =0 Vepelr0,T),

de donde, para todo ¢ € C5°(0,7)

T
/ {A%(us) — f%} pdt =0 en V.
0
Asi, por la Proposicién 1.62 (Lema variacional) se tiene
AS(ug) = f° en L0,T, V).

En consecuencia, tenemos (2.52).
Por lo tanto, hemos mostrado que si u € Wg es solucién del problema P entonces u
es solucién del problema P’.

]
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Capitulo 3

Método de Rothe para un problema
variacional

3.1. Consideraciones sobre los operadores.

De ahora en adelante asumiremos que las condiciones dadas a continuacion se satisfa-
cen (también se asumird que se cumple la hipétesis 1, ver pag. 30).
Hipétesis 2: Supondremos que los operadores no lineales

AR Ve =V, vy A5 VgV,
los cuales aparecen en el Problema P’ (ver (2.50)) satisfacen:

Parte 1. Los operadores A" y A® son hemicontinuos (con referencia a la Defini-
cién 1.15, parte (i)). Es decir, las funciones

A= (AR (u+ M), w)g Yu,v,w € Vg

’ A= (A (u+ M), w)s  Yu,v,w € Vg
son continuas en (—oo, 00).
Parte 2. Se tiene'

||AR(u)HV% < cJlul®t Yu € Vg,

. _ (3.1)
A5 @l < cllulls™  Vue Vs,

donde 1 < p < 0.
Parte 3. Los operadores A% y A% son mondtonos (con referencia a la Definicién 1.15,

parte (ii)), es decir

(A% (u) — A% (v),u :U>R >0 VuveVg, (3.2)

(A%(u) — A%(v),u —v)s >0  Vu,v € V.

INotese que la parte 2, implica que AR (u) € L1(0,T;V ) si u € LP(0; T; V g).
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Parte 4. El operador A es estrictamente monétono en el siguiente sentido
(AS(u) — A%(v),u —v)g >0 Yu,v € Vg, u# v, u—UE‘;S. (3.3)

De ahora en adelante, seguiremos asumiendo que las funciones a : V. xV — Ry f €
L9(0,T;V*) estan dadas por (2.53), (2.54)respectivamente, es decir:

a(u,v) := (A™(ug),vr)r + (A%(us),vs)s ~ Vu,v €V,
(f,0) == (R op)r + (f5,vs)s  WweV.
Lema 3.1. La funcion a:V xV — R posee las siguientes propiedades:
a) a:V xV — R es hemicontinua (ver Definicion 1.15).
b) Sea 1 < p < oo, existe C > 0 tal que

la(u,v)] < C|lul”~ v Yu,v e V. (3.6)

c) a:V xV — R es mondtona (ver Definicion 1.15), es decir

a(u,u —v) —a(v,u—v) >0 Yu,v € V. (3.7)

Demostracion. Sea a:V x V — R definida por (3.4), entonces.

a) Debemos mostrar que A — a(u + Av, w) es una funcién continua en (—oo, 00) para

todos u,v,w € V. Esto se sigue, puesto que A%(ur) y A%(ug) son hemicontinuas.
Asi

A= a(u+ M, w) = (A% (ug + Mg), wr) g + (A% (us + Mvg), ws)s

es continua por ser la suma de funciones continuas.

b) Mostremos que (3.6) se tiene. En efecto, por definicién de la funcién a y por la parte
2 de la Hipdtesis 2 se tiene

(A% (ur), vr)r + (A°(us), vs) 5|
‘ UR R‘ +‘ AS us) Us>s|
|

s

< ‘ ”V |’URHR+HAS U5)|—* US”S
1 1

SCl““R“’% ol + callus 5™ fosil s

Ahora, sea ¢z := max{c;, ¢} y recordando que |lug||, + |lus|lg < c|lu|| entonces,

la(u, v)| < es (lurlf lvallg + lluslE llvslls)
< c3 (cllurllf Mol + clluslls loll)
< ea (lurllf "+ lluslE™) 1ol
< e {(lurllg + lusls)* ™ + (lurllg + lluslls)”™ } ol
< cq {ellul” + e llul”} [l
=: Cllul”"oll-
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¢) Mostremos que (3.7) se tiene. En efecto, por definicién de la funcién a y recordando
que los operadores A® y A% son mondtonos (ver parte 3, Hipétesis 2) tenemos:

a(u,u—v) — a(v,u—v) = (A%(ug), (u—v)r)z + (A°(us), (u—v)s)
— (A (vg), (u = v)r)p — (A%(vs), (u = v)s)g
= (A(ug) — A™(vg), (u — v)r)r
+ (A%(ug) — A%(vs), (u = v)s)s
= <AR(UR) - AR(UR)a UR — VR)R
+ (A%(ug) — A%(vs), us — vs)s
> 0.

En este lugar adicionamos la ultima hipdtesis que necesitaremos mas adelante,

Hipdtesis 3: Sea 1 < p < oo, existe a > 0 tal que la funcién a : V x V' — R definida
en (3.4) satisface
a(v,v) Zz afv]” VeV, (3.8)

donde [-] : V' — R es una seminorma en V' tal que, existen A > 0, 8 > 0 tales que
[v] + Alvglg = Bllv| Vv eV (3.9)
Observacién 3.2. Si la funcién a : V x V' — R satisface
a(v,v) > aljvlf’ Yo eV,

entonces, definiendo [v] := ||v|| para todo v € V| y haciendo A = 0, 8 = 1 se verifica
(3.8).

En el desarrollo del método de Rothe, que se realizara en la siguiente seccion haremos
uso del siguiente resultado para garantizar existencia y unicidad de ciertos problemas
elipticos que resultan en el desarrollo de este método, el cual pretendemos dar a conti-
nuacion de este resultado.

Teorema 3.3 (Browder (1963), Minty (1963)). Sean X un espacio de Banach real, se-
parable y reflexivo y A : X — X* un operador mondtono, hemicontinuo y coercitivo (ver
Definicion 1.15), entonces:

a) Congunto solucion. Para cada b € X*, eziste u € X tal que

A(u) = b, en X", (3.10)

b) Unicidad. Si ademds, el operador A es estrictamente mondtono (ver Definicion 1.15),
entonces para cada b € X* existe un unico u € X que verifica (3.10).

Demostracion. Ver [17, Teorema 26.A]. O
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3.2. Discretizacion del problema abstracto.

Para resolver el Problema P formularemos el método de Rothe, el cual consiste en
hacer una discretizaciéon en el tiempo mediante una particién del intervalo [0, 7] y una
discretizacion en el espacio V' mediante subespacios de dimension finita de dicho espacio.
Asi, en lugar de resolver un problema evolutivo, resolvemos r problemas elipticos, para
ello, sean r € Z* y At := T /r. Definimos:

ti=t=iAt,  i=0,1,..,r (3.11)
, 1 [h
fr= Kt/ti_l f(r)ydr e V*, i=1,..,r (3.12)

El método de Rothe, sera llevado a cabo mediante los siguientes pasos:

Paso 1 (Semidiscretizacién del Problema P). Deseamos resolver el problema:
Hallar u € Wg tal que para todo v € V' se tenga

%(UR; vr)r + a(u,v) = (f,v) en  D'(0,T),

uR(O) = Ug.

Para lo cual, haremos primero una discretizacién en el tiempo ¢. Asi para t; € [0, 7] con
i = 0,...r denotamos los valores aproximados de u(t;) € V parai=1,...,r poru' € V' y
u% ‘= ug € Hpg.

Tomando entonces el problema anterior con t = t;, © = 0,...,7 y aproximando los

d
valores pr (ur(ti), vRr) g, a(u(t;),v), (f(t;),v) repectivamente por:

i i1 ) )
() i ().

Obtenemos el siguiente problema: Hallar u', u?,...,u" € V tales que:

i i1
Ur —Up i i
R "R = Yo eV
( ; ,UR>R—|—a(u,U) <f,v> veV, (3.13)

U%IUOEHR.

En el desarrollo del método de Rothe, se mostrara que el problema anterior estd bien
definido, es decir para cada i = 1,...,r existe un dnico ! € V que es solucién de dicho
problema.

Paso 2 (Existencia de los subespacios de dimensién finita). El problema (3.13)
define un problema semidiscreto (ya que sélo se ha discretizado el tiempo, mientras que el
espacio V' no se discretiza). Nuestra meta es obtener un esquema completamente discreto
que pueda usarse en aplicaciones. Esto significa que aproximaremos los problemas elipticos
(3.13) por problemas en subespacios de V finito dimensionales. Mds exactamente, se
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demostrara que existen h* > 0y {Vh} he( una familia de subespacios de dimensién

0,h*)
finita de V tales que

limdist (V*,v) =0 YveV. (3.14)

h—0

La existencia de estos subespacios finito dimensionales, lo cual se demostrara mas adelan-
te, es una consecuencia de que V' es un espacio de Banach separable, lo que se encuentra
garantizado por la hipdtesis 1.

Paso 3 (Discretizacién completa). Después de garantizar la existencia de los es-
pacios de dimensién finita {Vh} he(0.h) consideraremos las aproximaciones para el Pro-
blema (3.13) de la siguiente manera: Definimos para cada h € (0,h*) la aproximacién

UleVhdeu €V parai=1,...,r como el elemento que satisface

Up — Uz i\ /i . h
A z2r] +aU2)=(f"2) Vz = [zg, 2] € V",
At .

y para i = 0 definimos U} := ug € Hg.
Asi, tenemos el siguiente problema completamente discreto: Hallar U', U?,...,U" € V",
h € (0,h*) tales que

(Uir! = Uk, zr)  + Ata(U',2) = At{f',2) V= [2p, 28] € V",

3.15
U%ZUO € Hp. ( )

Se mostrard que el problema (3.15) estd bien planteado, es decir para cada i = 1,...,r y
cada h € (0,h*) existe un unico U’ € V" que es solucién del problema (3.15).

Paso 4 (Construccién de las funciones de interpolacién). Extendemos las
soluciones U € Vh i = 1,....r en el intervalo [0, 7], mediante la funcién escalonada

U?:[0,T] = V", con 6 := (h, At) por

Ul, si te [to,tl]
U =U°%t) = (3.16)
Ui, si t e (ti—lyti}; i:2,...,T.

Ademas de la funcién escalonada anterior, también consideraremos la funcién de Rothe
U° € C([0,T]; V") dada por

Ul si € [ty, 1],

U =U(t) .= (3.17)

t—1t;i 4

i—1
U~ + AL

(Ui—Uiil), si tE[ti_l,ti], i:2,...,T.

Paso 5 (Covergencia de las funciones de interpolacién). La funcién escalonada
U :[0,T] — V" debe satisfacer lo siguiente:

U—~w en  LP(O,T;V), si  6—(0,0)
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lim  sup |ug(t) — U], =0,
§—(0,0) 0<t£T‘ R( ) R( )lR

=0.

G
52(%10 [~ ||LP(0,T;V)

Para cierta funcién u € Wg que precisamente resulta ser la solucién del problema (2.48).
Igualmente, para la funcién de Rothe U° € C([0,T]; V") se debe obtener:

i, = Ul =0
5—13(%,10) le =] o vy = 0

3.2.1. Desarrollo del método de Rothe (Parte 1).

Paso 1. Para este paso, lo unico que necesitamos mostrar es que el problema (3.13)
estd bien definido, lo cual se hara en el siguiente lema.

Lema 3.4. Supongamos que las condiciones de las Hipotesis 1 — 3 se satisfacen. En-
tonces, para cada i =1,...,r existe un tinico u* € V que satisface (3.13).

Demostracion. La demostracién de este resultado se realizara verificando las hipétesis del
Teorema 3.3.

Por la hipdtesis 1, V' es un espacio de Banach real, separable y reflexivo. Ahora, (3.13)
es equivalente a

(uf, vr) R + Ata(u’,v) = (uly ' vp)r + At (f,0)  YveV. (3.18)
Sean A:V — V*y bt € V*i=1,..,r definidos por

(A(u),v) = (uR,vR) + At a(u,v) Yv eV,
< U> (uly ' v R+At<fi,v> YveV.

Asi, tenemos que (3.18) es equivalente a
<A(ui),v> = <bi,v> YoeV, i=1,..r
Luego, tenemos para i = 1, ..., 7 las ecuaciones
A’ = b en V™.

Veamos que A : V' — V* es un operador estrictamente mondtono, hemicontinuo y coerci-
tivo. En efecto,

i. Monotonia estricta. Debemos mostrar que

(A(u) — A(v),u—v) >0  Yu,v e V,u#uw.
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ii.

Sean u,v € V., u # v entonces

(A(u) = A(v),u =)
= (A(u),u =) = (A(v),u = v)
= (ug,ur — vg)r + Ata(u,u — v) — (vg,ur — vg)r — Ata(v,u — v)
= (ug —vg,ug —vg)r + At {a(u,u —v) —a(v,u —v)}

= |u R—UR|R+At{a( Ju—v)—alv,u—wv)}

Si ugr # vg entonces |ur — vRﬁ% > 0, por lo que
(A(u) — A(v),u —v) > 0.
Si ugp = Vg, POr ser u # v tenemos ug — vg € [;R. Asi,

(A(u) — A(v),u —v) = At{a(u,u —v) — a(v,u —v)}
= At {<As(u5), Ug — vs>s — <AS(U5), Ug — v5>s}
= At {(A®(ug) — A%(vs), us — v5>s}
> 0.

Donde la tdltima desigualdad se da por ser At > 0 y por (3.3). Por lo tanto el
operador A : V — V* es estrictamente mondtono.

Hemicontinuidad. Para mostrar que el operador A : V — V* es hemicontinuo,
debemos ver que para todos u,v,w € V y X € R, la funcién

A= (A(u+ M), w) = (ug + Avg, wr) p + Ata (u+ v, w),
es continua. En efecto, sea h: R — R dada por
h(X) :== (ugp + A\vg, wr) g = (ur, Wr)r + A(VR, WR)R-

Entonces, h es continua, puesto que en funcién de A es una funcion lineal.

Por otro lado, como a : V' x V — R es hemicontinua, entonces
A= a(u+ v, w)
es continua para todo A € R y todo u,v,w € V. Luego,
A= Ata(u+ v, w),
es también continua para todo u,v,w € V 'y XA € R. Asi, la funcién
A= (A(u+ ), w)

es también continua, por ser la suma de funciones continuas.

Por lo tanto, A : V — V*, es hemicontinuo.
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iii. Coercitividad. Veamos que el operador A : V' — V* es coercitivo, esto es

(A(u), u)

lul—oo ||ull

Para mostrar lo anterior estimamos

(A(u), u)
lull

Por una parte tenemos que
(A(u),u) = (ur,ur)r + At alu, u)
= |ugls + At a(u,u).

Ahora, por (3.8) tenemos que a(u,u) > afu]?, donde o > 0 es constante. Definimos
v(At) := min{1, aAt}, entonces
(A(u),u) > |uglp + aAt[u]”

3.19
> (A1) (Jurlp + [u]?) .- (19

Por otro lado, por (3.9) tenemos

lull < 87" ([u] + A lulp)
< c([u] + |ugrlg) . c:= B ' max{1, \}.

Asi,
1 1

>c .
lull = [u] + |urlg
Por lo tanto, por (3.19) y lo anterior se tiene

(A(u), u)
]

2 P
> C(At) ’uR‘R + [[u]] '
[urlg + [u]

Haciendo los siguientes cambios de variable,

¢ = |ug|p, d = [u], r:=c+d,

si |lul| — oo, entonces x — oo. Asi para probar que el operador A : V. — V* es
coercitivo es suficiente probar que

A +ar
lim =

T—00 T

. (3.20)

En efecto. En primer lugar consideremos el caso p > 2. Si b > 1 entonces utilizando
la desigualdad

V422> =(y+2)?  yz€eR,

N =
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tenemos que

02+dp>02+d2_02—|—(x—c)2>(c+(:17—c))2 T
r - T - 2z 2

Ahora, si d < 1 entonces, recordando que d > 0, se sigue

2 p 2 2 _1)2
c—f—dzc_:(x d)>(x 1)'
x

T T - T

Analizamos ahora el caso 1 < p < 2. En primer lugar, si ¢ > 1 tenemos que

2 P P —c)P 4 — )P
c+d S ¢ + (z —¢) >2 (c+ (z —0))

— 9P p—1
- — Y
T z T

donde se ha utilizado la desigualdad
(y+2)" <{2sup{y, 2}}" < 2°(¥" +27), 9,220,

Ahora, si 0 < ¢ < 1 entonces

2 P D A 2
c+d>d_:(x c)Z

(z — 1)
xr oz x x

Asi, en cualquier caso haciendo z — oo tenemos (3.20).

Por lo tanto, A: V — V* es coercitivo.

Asi, por (i), (ii) y (iii), A : V — V* satisface las hip6tesis del Teorema 3.3, por lo que
dado ' € V*, i =1,...,r existe un dnico u* € V tal que

A’y = b en V¥
Por lo tanto, para cada i = 1,...,r existe un tinico u* € V que es solucién de (3.13). [

Paso 2. En este paso, sélo queda garantizar la existencia de los subespacios de dimen-
sion finita {Vh} he(0.h) de V' que satisfacen la propiedad (3.14), lo cual lo garantizaremos

en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.5. Sea V' un espacio de Banach separable. Fxisten h* > 0 y una familia
{Vh}he(() he) de subespacios finito dimensionales de V' que satisfacen (3.14), es decir

lim dist (V",v) =0 YoeV.
h—0
Demostracion. Notemos que si V' es un espacio de dimensién finita, entonces haciendo
V" :=V para todo h > 0 se sigue el resultado.
Supongamos entonces que dim V' = oo. La demostracion la haremos por pasos.
Paso 1*. Existe una sucesion estrictamente decreciente {h,} -, de nimeros positivos
con
lim h, =0

r—00
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y una familia {Vhr}:il de subespacios finito dimensionales de V' tales que

lim dist (V*7,0) =0 Vv eV.

rT—00

En efecto, puesto que V' es un espacio de Banach separable, existe un conjunto numerable
X = {x;};2, tal que o
X=V.

Podemos suponer sin perdida de generalidad que x; # 0. Sea ¢ := 1, hy := 1y definimos
V= gen{p} CV.

Ahora, si X C VM entonces

V=XCVh=gen{p}=gen{p}=V",

de donde V = V" lo cual no puede ser puesto que dim V = oo, luego existe z;, € X tal
que z;, & VM. Sea @y :=x;, € X tal que z;, ¢ V™M v xy,...,2;, 1 € VM entonces ¢y, ¢o
son linealmente independientes. Sea hy := 1/2, definimos

V' = gen {1, pa} C V.

Igual a como se demostré anteriormente, se puede ver que existe x;, € X tal que z;, ¢ V"2,
Sea entonces @3 := z;, € X tal que x;, ¢ V"2 y xy,..., 2,1 € V2 entonces 1, pa, 3
son linealmente independientes. Definimos hs :==1/3 y

Vhs .= gen {1, 2,3} C V.

Continuando con el proceso, se puede mostrar que existe x; , € X tal que z;,_, ¢ V1.
Sea ¢, :=x; , € X tal que x;,_, ¢ Vit y .., Ti. -1 € V=1 entonces @1, ..., ¢, son
linealmente independientes. Definimos h, := 1/ry

Vi .= gen{p, ..., 0.} CV.

Asi, tenemos que {h,} -, := {1/r} 2, es una sucesién estrictamente decreciente, tal que
h, — 0sir — oco. Ademas VI C VY2 C ...y

X = D Vi,
r=1

Luego, dados v € V y & > 0 existe u € [ J=, V" tal que
lu—v| <e.

Por otro lado, puesto que V" C V2 C ... yu € Uz, V' entonces existe N € Z7 tal
que si r > N entonces u € V.
Por lo tanto, dado ¢ > 0 existe N € Z™ tal que si r > N entonces
dist(V" v) = inf
u*eV

e = ol <Hlu—off <,
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por lo que se tiene

lim dist(V* v) =0 WYweV.

r—00

Paso 2* (Demostracién del resultado).
Consideremos la sucesién {h,} -, garantizada por el Paso 1*. Sea h* := hy > 0,
definamos

yh.=yh h € (hyi1, hy).

Veamos que la familia {Vh} he(0.h) satisface (3.14). Debemos mostrar que dado € > 0

existe 0 > 0 tal que si 0 < h < entonces
dist (V" v) <e  WoeW

En efecto, sea € > 0, por el paso 1* existe N € Z™ tal que si r > N entonces
dist (Vh",v) <e YvoeV.

Sea ¢ := hy, entonces si 0 < h < § = hy existe N* € ZT tal que hy+y1 < h < hy« < hy.
Luego, V" = Vh~* y asi

dist (Vh, v) = dist (VhN* , v) <e Yo e V.

Por lo tanto, la familia {Vh}he(o - Satisface (3.14). O

)

Paso 3. En este paso, igual que en el paso 1, resta garantizar que el problema (3.15)
esta bien definido, lo cual lo garantizaremos en el siguiente lema.

Lema 3.6. Supongamos que las condiciones de las Hipotesis 1 — 3 se satisfacen. En-
tonces para cada h € (0,h*) y cada i = 1,...,r, existe un tunico U* € V" que satisface

(3.15).

Demostracion. Sea {¢’}9_, una base de V" (para hacer la notacién simple, escribimos ¢/
y d en lugar de ™7, d"). Como U? € V" existen o, ..., aq € R tales que

d
U' = Zajgpj.
j=1

Asi, reemplazando U en (3.15) tenemos

d d
(Z O‘jSO{Lz’ZR> + Ata (Z ol Z> = (U zr)r+ AL(f',2)  VzeVh
j=1 R

j=1

En particular para z = ¢*, k=1, ...,d se tiene

d d
(Z ozjgoiz,gol}) + Ata <Z ajgoj,gok> = (Up ' h)r+ At {f',0"). (3.21)
Jj=1 R J=1
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Sea a = (v, ..., aq), para k = 1, ..., d denotamos por

d d
Fila) = (Z ajgpfg,g0%> + Ata (Z aj<Pj,SDk> ;
J=1 R

J=1

g = Ui " 5 r+ At {f', ")

Definiendo F : R? — R? y g € RY como
F(a) = (Fi(a),..., Fyla)),
g = (917 "'7gd)'

Tenemos que (3.15) es equivalente al sistema no lineal de ecuaciones
Fla)=g.

Veamos ahora que F : R? — R? satisface las hip6tesis del Teorema 3.3. Es decir, F es una
funcion estrictamente monodtona, hemicontinua y coercitiva. En efecto, notamos primero
que R? es un espacio de Banach real, separable y reflexivo, con (Rd)* = RY. Veamos ahora
las otras hipétesis:

i. Monotonia estricta. Esto es,

(@ =B) (F(a) -F(B) >0 Va,BeR! a#p.
En efecto, sean a = (o, ..., aq), B = (B, ..., B1) elementos de R? con @ # B y sean

d

d
u:Zampkevh, v:ZBkgkaVh,
k=1 k=1

entonces para k = 1, ..., d tenemos
(o — Br) (Fr(er) — Fi.(B))
= (ar — Be) ((ur, ©)r + Ata(u, o) — (vr, ¢} r — Ata(v, ¢*))

= (ay, = Br) {(ur — vr, ¥R)r + At (a(u, ") — a(v,¢")) }
= (up — Vg, ol — Brp)r + At {a(u, ™ — Brp®) — a(v, app® — ﬁkgok)} )
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Asi,

= (UR — VR, OékSOI;{ - ﬁk@%)R

k=1
d
+ Z At {a(ua axkgpk - Bkgpk) - CL(U, Ofk‘Pk - 6k§0k)}
k=1
d
_ ( o> - mg)
k=1

R
d d
+ At {a <U7 Zak@k — Brp® | —a (% Zakgok - 5k80k> }
k=1 k=1
= (up — vgr,ugr — vg)x + At {a(u,u —v) —a(v,u —v)}
= lug — vgl5 + At {a(u,u —v) — a(v,u —v)}.
Ahora, si up # vg tenemos que [ug — vg|s > 0, y ademés por (3.7) se tiene
a(u,u —v) —a(v,u —v) > 0.
Asi, si up # vy entonces
(a—pB)" (F(a) —F(B3)) > 0.

[¢]

Por otro lado, si ug = vg entonces por ser a # 3 se tiene ug —vg € Vg y asi
(= B)" (F(a) = F(B)) = At (a(u,u —v) — av,u —v))
= At (<AR(uR), Up — UR>R + <AS(uS), Ug — vS>S)
— At (<AR(’UR), Up — vR>R — <AS(US), Uug — v5>s)
= At (<AS(US), us — Us>5, - <AS(U5), us — U5>5,)
= At <As(u5) — AS(US), us — US>S
> 0.
Donde la tultima desigualdad se da por ser At > 0y por (3.3) (Parte 4, Hip6tesis 2).

Por lo tanto F : R — R% es estrictamente mondtona.

ii. Hemicontinuidad. Para mostrar que F : R — R? es hemicontinua, debemos ver que
dados o, 3, ¢ € R?, X € R tales que

d d d
U= Zaigpi, v = Zﬁiipi, w= Z G,
i=1 i=1 i=1
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iii.

la funcién
A= CTFla + 2B) = (up + AR, WR)p + Ata (u+ Av,w),
es continua. En efecto, sea h: R — R dada por
h(A) := (ur + Avg, wr) g = (ur, Wr)R + A(VR, WR) k-

Entonces, h es continua, puesto que en funcién de A es una funcion lineal.

Por otro lado, como a : V' x V — R es hemicontinua, entonces
A= a(u+ v, w)
es continua para todo A € R y todo u,v,w € V. Luego,
A= Ata(u+ Av,w),
es continua para u,v,w € V y XA € R. Asi, la funcién
A= (TF(a+A8)

es continua, por ser la suma de funciones continuas. Por lo tanto, F : R? — R, es
hemicontinua.

Coercitividad. Veamos que la funcién F : R? — R? es coercitiva, esto es

T

F
i @ Fl)
laf—o0 |||

Para mostrar lo anterior estimamos
a’F(a)
e

En efecto, sea

por una parte tenemos,
d
o"Fla) =) apFi(a)
k=1

= 5" @ {(Un, dh)r + Ata(U, ")}

k=1

d d
_ (vR,sz) 4 Ata (U,zaw)
k=1 k=1

= (UR,UR)R+Ata(U, U)
= |Ugl% + Ata(U,U).
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Ahora, por (3.8) tenemos a(U,U) > a[U]?, donde o > 0 es constante. Definimos
v(At) := min{1, aAt}, entonces

A F(a) > |Ug|}, + aAt[U]P 5
> y(At) (|UR[5, + [UTP) .

Por otro lado, como {¢’ ;1:1 es una base de V" entonces {p’ }?:1 es un conjunto
linealmente independiente y

Asi, la funcién

a—||U| = , a € R?

d
o
>
j=1

define una norma en R? y como las normas en R? son equivalentes entonces | c|| es
equivalente a ||U]|, por lo que existen constantes positivas c1(h), ca(h) tales que

a(h) Ul < lledl < e2(R) U] -
Ahora por (3.9) tenemos

Il < 87 ([U] + A|Uklp)
<c([U] +|Urlg), c:= B 'max{1, \}.

Luego, por la equivalencia entre ||| y ||U]|| v lo anterior se tiene

ladl < (b U]
< es(h) (W] +|Usln) . es(h) = c-calh).
Asi, . .
Tall =% W@+ 100,

Por lo tanto, por (3.22) y lo anterior se tiene

a’F(a)
]

Ul + [UT”

> A
= C(ha t) ‘UR‘R‘i‘ [[U]] )

c(h, At) = c3*(h)y(At).

Haciendo los siguientes cambios de variable,
¢ :=|Ug|p, d = U], r:=c+d,

si [|[U]| — oo, entonces x — oo. Asf para probar que F : R? — R? es coercitiva es
suficiente probar que
A +ar
lim =

T—00 T

Q.

Pero esto ya se demostré en (3.20). Por lo tanto, la funcién F es coercitiva.
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Asi, por (i), (ii) y (iii), F : R? — R? satisface las hipétesis del Teorema 3.3, por lo que
dado g € R? existe un tnico o € R? tal que

Fla)=g.
Por lo tanto, dado que la ecuacién anterior es equivalente a la ecuacién (3.15), entonces
para cada i = 1, ..., existe un tnico U’ € V" que es solucién de (3.15). ]

Paso 4. Notamos que simplemente se han definido las funciones de interpolacion
US, U’ : [0,T] — V" donde U° es una funcién escalonada y U° es una funcién li-
neal continua conocida como funcién de Rothe. Estas funciones dependen de los valores
U',U?,..,U" para r € Z*, cuya existencia ya se ha garantizado en el paso anterior.

Paso 5. Este constituye el paso esencial del método de Rothe y sera desarrollado
en el Teorema principal del préximo capitulo. Para dicha demostracién necesitaremos de
algunios resultados, los cuales se enunciaran y demostraran a continuacion.

Proposicién 3.7 (Desigualdad discreta de Gronwall). Supongamos que {k,} , es una
sucesion no negativa y que la sucesion {@y,} -, satisface

w0 < 9o

n—1 n—1
on < go+ Do ps+ D kaps, n2>1
s=0 s=0

Entonces ,, satisface

01 < go(1 + ko) + po

n—1 n—2 n—1
on<go [TM+k)+ > ps ] A+Ek)+pp, n>2.
s=0 s=0 r=s+1

Ademds, si go > 0 y p, > 0 para n > 0, se sigue que

n—1 n—1
Pn < (goJers) exp <st) n=1

s=0 s=0
Demostracion. Ver [13, Lema 1.4.2]. O
En lo que sigue, seguimos asumiendo que los elementos ¢; € [0,T], i =0,...,r, r € Z*

que forman una particién de dicho intervalo, estan dados por la ecuacién (3.11), es decir,
t;i =1At,i=0,..,r con At =T/r.

Lema 3.8. Supongamos que las condiciones de las Hipotesis 1 — 3 se satisfacen. En-
tonces, las funciones escalonadas U° : [0, T] — V" definidas por (3.16) satisfacen:

U(T)|, < C, (3.23)
1o P—— e} (3.24)
HU(SHLP(OVT;V) <C. (3.25)
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Donde la constante C, no es necesariamente la misma y ademds es independiente de h y

At.

Demostracion. Sea 1 < 7 < r. En primer lugar deduciremos algunas estimaciones para
U? € V", Para esto, notamos que si hacemos z = U? en (3.15) y sumamos desde i = 1
hasta ¢ = j, se tiene:
S UL =U Upr+ AtY a(U,U) =AY (f,U"). (3.26)
i=1 i=1 i=1
Ahora, notamos que
j . . .
> Ur=Ui " Up)r

i=1

J
i i1 Lo i Lo i
= (UR_UR 17§(UR_UR 1>+§(UR+UR 1))

i=1 R
’ 1 7 1—1 7 i—1 1 7 i—1 1 1—1
:Z{§(UR—UR Ur=Ui )+ 5Ur = Ui ", U + Uy )R}
=1
1<~
=2 U -Ui'[,
i=1

¢ i 77 i Tri— i—1 ri i-1 pri—
+ 52 AUk U) p+ (Un Up ') = (Ui UR) = (Up L U ) g}
=1
J

1 i . . 1 . .
:5;\%—%1\;3;{%»;—wm;}

TG~ w12 1
:§Z‘UR_UR ‘R+§}UR‘R—§|UO|R'
=1

Luego, ‘
L2 1 2 : i i—1 gri
§‘UR’R_§|UO|R§Z(UR_UR 7UR)R‘ (3.27)
i=1
Por otro lado, por (3.8), a(U?, U?) > a[U']?. Asi,
J J
alt Y U < ALY a(ULUY),
i=1 i=1
Usando las dos desigualdades anteriores y (3.26), tenemos que

1 P12 1 d i d i i— (] : i i
3 Uslp — 2 gl + ALY U7 <D (U = Ui ', Up)r + At Y a(U',Up)

i=1 i=1 1=1

J
=AY (fLU°).
=1
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Asi,
. 2 ] . J . .
UL+ 2088 ) U < 206> " (f,U°) + Juol, (3.28)
i=1 i=1
A continuacién, estimamos la suma del lado derecho de la desigualdad anterior. Por defi-
nicién de f* € V* (ver ecuacién (3.12)), se sigue:

At;Zl<fi7Ui> = AtZZj; (me [ s0ee)
_ AtZAit/tt_ (f,U)at
:Z/ (£.U") dt
J t; .
gz/ (£, U] dt

J t;
<> [ s
i=1 Yti-1

Por otro lado, de (3.9), |U*]| < ¢ ([U] + |Uk|) donde ¢; := 7' min {1, A\}. Luego, conti-
nuando con los célculos anteriores,

Atz<f",Ui>§Clz/t_i 11
J ti A A 1/p ti
<o ([ wisiya) ([

1/q
(‘J,*dt>

J t; 1/q
=0 Z {[[Ul]] + ‘UIZ%|R} AtL/P (/ HfH(‘I/*dt) (3.29)
=1 ti—1

v ||U7]| it

v {IUT + [UR| ) dt

J ' t; 1/q
— oS AU ( / /] gf*dt) +
i=1 ti—1

J ‘ ti 1/q

+er Y AP|UL, (/ IFd ‘{,*dt) .
i=1 tiz1
Analicemos por aparte las sumas:

J ] t; 1/q
Sareqrr ([ siar)
i=1 ti—1

J ‘ t; 1/q
S a|ul (/ T %*dt> |
i=1 tiza
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Usando la desigualdad de Young en la primera suma, para cada € > 0 tenemos:

;j;At””[[Ui]] (f s

i—1

<

<

1/q J / 1 t;
¢ dt = AH/PIU = /
) > HU]]€<tullf|
I (P AL[UP
Z{M+
y4

=1

eP AL|U*|P
Z [[ 1

1/q
qv*dt>

1 [b
= Hf!qwdt}

Z =

Respecto a la segunda suma, usando la desigualdad de Holder, se tiene

=1

<

IN

J t;
Soarril, (
j .
> AtURL

=1

j .
> MUR[
=1

j .
> AU,
=1

j .
> MUR[
=1

Ahora, combinando (3.29)—(3.31), y escogiendo € > 0 tal que

V*
=1 (3.30)
eP AL[UP
Z— — Hf!w
— p qe
P AL[UT]P
Z— — Hf|v*
— p qe
J 1
ePAL|U' P + —e 4| f| 70 .
;p [U7] . 1 Za om0+
1/q
I711.a¢)
ti—1
1/p j t; l/q
(Z / \\f!‘é*dt)
i=1 Y ti-1
1/p tj 1/q
(/ ||f\‘1wdt) (3.31)
0
1/p T 1/q
([ iy
0
1/p
11| 2o 0.9

“eP = a/2 se obtiene,

] 1 4 1
Atz <fz Uz> dt < ¢4 Z;gpAt[[Uz]]p + 55_(1 ||fH%q(0,T;V*)

=1

; 1/p
c1 (Z At‘U§’%> ||f||Lq(o,T;v*)
i—1

J
o .
= 54t d U+ s+

i=1
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con, ¢z := & || f|Tareveys ¥ €4 = [[fll Lago.ry+)- Utilizando la desigualdad, = < (2* +1),
obtenemos de lo anterior

j j j 2/p
ALY (fL U dt < %AtZﬂUi]]P+c3+c4 (Atzwg\’;) +1
i=1 i=1 i=1

; 2/p
o ) - )
§At2[[U 17+ cs (Atizl |UR\’;> +1y,

donde ¢5 := c3 + ¢4. Asi, por lo anterior tenemos en (3.28),

j i j 2/p
UA[5 + 20203 U] < 0t S[UTP + 25 (AtZIUH’;) 1o fuol
i=1

i=1 i=1
Luego,
J j 2/p
‘Uﬁ‘; +alt) U < cq (Atz ‘U}%V;) +15%, (3.32)
=1 i=1

2
con ¢ := 2¢5 + |uo| -
Ahora, como

]U§|R }U{%]R + aAtZ [U]P,

i=1
entonces, por (3.32)

j 2/p
U7, < e <AtZ|U};\’;) +1
i=1

Luego, utilzando la desigualdad (z* + y2)1/2 <'|z| + |y| para todos z,y € R y definiendo

cr = cgP/? se sigue,

j 2/10 p/2
\UL[ < er (AtZ|U}%\’;) +1

1=1
p

j 1/p
< <AtZ|U§\Z) +1

1=1

J
§2pc7{AtZ‘U}'%]%+1}

=1

j
= 2Pc; At Z ‘UEV; + 2P¢y

i=1
7j—1
= 2pC7AtZ ‘U}éﬁ; + 2pC7At‘U]J%‘i; + 2pC7.

i=1
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En consecuencia,

j—1
(1 — 2P At) |UR[S < 20¢r (Atz Uk} + 1) .

=1

Sea r € Z* lo suficientemente grande para que At := T'/r satisfaga 2Pc;At < 1/2. Asi,
definiendo cg := 2P*1c;, tenemos por lo anterior

j—1
il <o (3 leify 1)

i=1

Por lo tanto, por la Proposicién 3.7 (Desigualdad discreta de Grongwall) se tiene

j—1
’UHZ < cgexp <Cg Z At)

i=1
= cge ™l
S CgeCST
=: CP.
Entonces, .
Uk|, < C, i=1,..,r (3.33)
Donde C, es independiente de h y At. Asi, por (3.33) obtenemos las siguientes cotas:
UR(T)] < C,
5
HURHLOO(O,T;HR) <C.

Es decir, se tienen las afirmaciones (3.23) y (3.24).
Por otro lado, por (3.9), |U]| < e1{[U]+|Ur|z}, donde ¢; = ' médx {1, A}. Entonces,

1N < A{IUT + [Ugl g}
< (2c0)? ([UT° + |UrlR)

— o (0P + |UAly)
Asi,

A < aht ST + st 3 Ui
i=1 i=1 i=1
Por (3.33), Ukl < C,i=1,...,r por lo que
ALY U < eodt> U+ caC? D At
i=1 i=1 i=1

= CgAt Z [[UZ]]p + CngT.

=1
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Asi, de (3.32) se sigue

T r 2/p
AtZUi}p<09%{<AtZ|U§%‘;> +1} + cyCPT.
i=1 =1

En consecuencia, por (3.33) se tiene,
AU < e {CPT?P 4+ 1} + eoCPT =: C3.
i=1 @
Usando la definicién de U? (ecuacién (3.16)), lo anterior es equivalente a

|U° < C,.

HLP(O,T;V)

Por lo tanto, hemos mostrado la afirmacién (3.25) del lema.

O

Proposicién 3.9. Sean V. C H C V* una terna de evolucion, u € C ([0,T]; V) tal que

u € LU0, T;V*), y sea ¢ € C*([0,T]), entonces

/0 ul(t)g' () dt = u(T)p(T) — u(0)p(0) — / o (£)olt) dt.

Demostracion. Afirmamos primero que,

(u(t)p(t)) = u(t)e'(t) +u'()e(t)  ctp te[0,T].

En efecto, sea 1 € C5°(0,T) entonces

/0 w(t) oty (¢) dt = / ult) (o () (1)) dt
- / ult) {(o(00(t)) — oty w(t)} dt

- /0 u(t) (o) (1)) dt — /0 (u(t)¢'(t) ¥(t) dt
= — /0 u'(t)p(t)(t) dt — /0 (u()¢' (1) ¥(t) dt.

Por lo tanto,

(3.34)

(3.35)

/0 (ult)plt)) (t) di = / w(t)g (£ () dt + / Bttt Y e CR0,T),
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En consecuencia, se tiene (3.35).
Luego,

/R Wt (t) dt = /0 (u(t)p(t)) dt — /0 o () (t) dt. (3.36)

Afirmamos ahora que

/0 (u(t)p(t))'dt = u(T)e(T') — u(0)e(0). (3.37)

Asi,
(u(t)p(t) — F(t)) =0 ct.p tel0,7T].

Luego, por la Proposicién 1.72, existe ¢ € V* tal que

¢
u(t)p(t) — / (u(s)p(s))'ds=c  ctp te]|0,T].
0
Pero, por hipétesis tenemos que u € C ([0,T]; V') por lo que pu € C ([0,T]; V). Asi, por
ser V. C H C V* una terna de evolucién se tiene pu € C([0,7]; V*). Ademas, la funcién

I es absolutamente continua, por lo que es también continua, en consecuencia la igualdad
anterior es en toda parte, es decir

u(t)p(t) — /0 (u(s)p(s))ds=c  Vte|0,T].

Entonces, para t = 0, la igualdad anterior se tiene, de donde ¢ = u(0)p(0). Asi,

u(t)p(t) - / (u(s)p(s))'ds = u(0)p(0) ¥t € [0,T).

En particular, si t = T se tiene (3.37). Por lo tanto, reemplazando (3.37) en (3.36),
tenemos que

/R u(t)g' () dt = u(T)p(T) — u(0)o(0) — / dB)p(t)dt Vg e CF(R).

En consecuencia, se tiene (3.34). O
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Capitulo 4

Aplicacion del método de Rothe a
un problema de electromagnetismo
bidimensional

4.1. Desarrollo del método de Rothe (Parte 2).

El método de Rothe, estara completamente terminado con la demostracién del Teo-
rema 4.3, el cual se demostrara en esta secciéon. Dicho teorema es desarrollado en varios
pasos en los cuales necesitaremos de herramientas tales como: La férmula de integracion
por partes (1.27), y algunos resultados importantes de las convergencias débil y debil* (ver
Seccién 1.1). Primero se demostrard unicidad de la solucién, luego se estudiard en con-
junto existencia de dicha solucién al Problema P, y convergencia través de las funciones
escalonadas U° : [0,T] — V" definidas por (3.16).

Antes de enunciar y demostrar el Teorema 4.3, requerimos de algunos resultados im-
portantes, los cuales se enunciaran y demostraran a continuacién:

Proposicién 4.1. Sea p € C* ([0, T)), definimos " € R parai =1, ...,r, como la funcion
¢ evaluada en los elementos de la particion del intervalo [0,T], es decir ¢' := ¢(t;),
i=1,..,7 y definimos "t = " := o(T). Definimos las funciones pas, oa; : [0,T] — R
por:

o', si tE [to, ]

poar(t) =9 (4.1)
Y st t e (ti—latz’]a 1=2,..,7,

2 1
4 Atgp . s tE [t t]
Padlt) = (4.2)
g01’+1 o goi
At y St t e (tifl,ti], i:2,...,7°.
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Entonces

loac = ¢ll, < CALYP (4.3)
lpac = ¢'ll, < CALY? (4.4)

Demostracion. Notamos primero que oas, @ar : [0,7] — R son funciones escalonadas,
por lo que son integrables, asi

PALs m c LP(O’T)
Mostremos ahora que se verifica (4.3). En efecto,

lose =l = [ leato) = stpat
:Z/ loae(t) — @(t)|Pdt

ti—

:Z/
>/ (/ w)”t |
S () ([ o) Y

ng (t: = 1) /|2 dt

tzl

ey / (t — 1) dt
i=1 Yti-1

Haciendo el cambio de variable u = t; — t, tenemos por lo anterior que

T At
loae— ol < 7S / wdu
=1

A
_ /P
= [l¢ Hq o

i=1

1 T
= SOt At
i=1

p

dt

2
T
= Tl A
=: CPAt.
Asi,

lpar —ll, < CALYP.
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En consecuencia, (4.3) se tiene.
Mostremos ahora (4.4). En efecto,

T
|@a—¢ﬁ=/'mmw—¢@fﬁ
0
T—At T
=/ WE@—¢@FM+/ SO dt
0 tr—1

En primer lugar, notamos que de la segunda integral de (4.5), tenemos:

 0<t<T 0<t<T

T T
/ |/ (#)]P dt < max |g0’(t)|p/ dt = At max | (t)]".
tr—1 tr—1

Ahora, de la primera integral de (4.5), se sigue

T—At
A mt) — (1) dt

t; i+1 7 p
2 — ¥ /
= —¢'(t)] dt
> s
r—1 ti 1 tiy1 p
= Z/ _t/ O(T)dr — ¢/ (t)| dt
i=1 Y ti—1 t;
r—1 ti 1 tir1 p
/ /
= — O (T)dr — At '(t)| dt
Y w ] o
r—1 . 1 tig1 tit1 p
/ /
= —_— go(T)dT—/ O'(t)dr| dt
ZZ:; /ti—l Atp /tz t;
1ot 1 tiy1 [T p
/!
— S " (s)dsdr| dt
> w ] ]
r—1 t; 1 ti+1 T p
< — |g0"(s)|dsd7’) dt
) =

(
_ | ( /t o /t 1)) dsdr)pdt
L) (e
A

tit1 p
[ =t} e

i
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Ahora, haciendo el cambio de variable u = 7 — ¢ en lo anterior tenemos

T—At
| e - vor
0
tip1—t p
< ||so”||p2 / i l/pdu} @
[P N TR R
= e ||Z/ L (-0 — -0
1 ang +1 +1
< a5 Il (525) Z/ [(tes — P 4 (1 — P Y dt.

Analicemos la integral

t; t; t;
/ {(tig — )P+ (6 — )P} dt = / (tin — )Pt + / (t; — t)PTat.
ti—1 ti—1 ti—1

(4.7)

Por una parte, haciendo el cambio de variable u = ¢;,; — t en la primera integral se tiene

ti 2At
/ (tigr — t)PTdt = / uP M du
ti—1 At

1
= —— (AN — ar+?)
p
= % (2012 — 1) AP,
p

Por otro lado, haciendo el cambio de variable u = t; — t en la segunda integral se tiene

t; At 1
/ (t; — t)PTdt = / uP M dy = —— A2
ti—1 0 p + 2

Asi, remplazando las dos igualdades anteriores en la tltima igualdad de (4.7), tenemos:

T=a 1 2p b P — 1 +2 +2 1 +2
dt — (2P 1) At —At
/0 @ — ¢ _Atp< +1) e ||q;(p+2( ) i )
L2\ e L
- == = 9pt2 Aypt2
Atr <p+1) I ”‘IZ“ p+2

C g L (22 e S
p+2 Atp p+1 %ﬂ

1 e 20\ p
~ Ly (—) I (T — At)Ar

p+2 p+1
T 2 P

e LA Gl B T A
p+2 p+1

= ClAt
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Por lo tanto, por (4.6) y lo anterior se tiene que
1/p
—_— __ / < ’ /P
oAt — ¢ ”p > {Atorgtag)%\go " + ClAt}

1/p
= {max ¥'|” + Ch } At'/P
0<t<T
—: CAY?.
[

Proposicién 4.2. Consideremos las funciones ¢, par, @ag : [0, 7] = R definidas como en
la Proposicién 4.1. Sean f € LP(0,T;V*), y f* € V*i=1,...,r definidas como en (3.12).
Definimos la funcién escalonada fa; : [0,T] — V* por

st t € lto, ]

fau(t) == .

fl, St t e (ti—lati]u i:2,...7T.

Entonces fa, € L1(0,T;V*) y
1ol ooy < Il Lo,z - (4.8)

Ademds, para cualquier 2" € V" se tiene:

T T
- / (UR 21)  Pae dt + / a(U°, 2")pa dt
° 0 (4.9)

- (UO»Z??,)RSDI - (Ug(T) ZR RSD / <fAt7Z >s0Atdt

Demostracion. Notamos que por ser fa, una funcién escalonada, entonces fa; es medible
e integrable. Veamos que se satisface (4.8),

T
HfAtHLq 0,T;V*) :/0 ”fAtH(‘Z/* dt
= AtF.
=1
il
= At —/ fdr
=1 At ti—1 Vo

7’ t; q
SZAtl—Q{/t £y dt}
=1 i—1

r ti 1/p t;
< ;Atl‘q{(/tH dt) (/t IKd
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Asi,

r t;
sy < o A67188 [ 7).
1=1

ti—1

r t;
-y / 1711 dt
i=1 Jti-1

T
= [ 11 a
0

= HquLq(o,T;v*) :

h

Veamos ahora que se satisface (4.9). Sea 2" € V", definimos z := pizh € VI i =1

Reemplazando z € V" en (3.15) y sumando hasta r,

T

> (Up - Uit 2h) 90+Atz ol —Atz

i=1

Analicemos las sumas de (4.10) por aparte. Notamos que,

T T
Ay aU' e = [ (U Mpsid
=1 0

r ' ‘ T
Atz<fl’zh>90Z = / <fAt,Zh> INY 2
i=1 0

Ademas,

r

> Uk = Ui 2h) g e’

i=1

=D AW i) o' = (U ) '}
i=1

=2 A= Uk 2h) o (=¢) = (Ur ' 2h) p#'}
i=1

T

=D = (ko) p (¢ = &) + (Un: 2) ' = (Ui ' 20) '}
=1

== (U 2h) g (@ =)+ (Uho2p) g™ =D (Uih 28) ¢
=1 =1 =1
r—1 r

== Uk ah) g (@ =)+ > {(Uk2h) o = U 20) p ¥}
i=1 =1
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continuando con los calculos anteriores tenemos:

T

> (Ur Uit 2h) p ¢’
i=1

r—1

== (Uhs28) (0" = 9") + (U 2h) " = (Ups 2) @'

r—1

= =D (Uh#1) g (¢! = @)+ (URT), k)  o(T) = (0, 1) 0"

= LAY (U ) )+ (VR ) D) — (0, 2h)
r—1 i+l 8

= ALY (Un#h), (%) + (UR(T), 23)  o(T) = (0, 74) '

T
—— [ kT R0 ) D) (a8
0

Entonces, (4.10) es equivalente a

T T
- / (UR, 25) , Pac dt + / a(U°, 2" dt
0 0

T
- (UO’ZE)R‘Pl — (U%(T),zﬁ)Rap(T) +/0 <fAt,Zh> e dt.

O

Teorema 4.3 (Principal). Supongamos que las condiciones de las Hipdtesis 1 — 3 se
satisfacen. Sean 1 < p < oo con 1/p+1/q=1,ug € Hr y

fRe L0, T;Vy) v f°eL90,T;Vy).

Entonces existe una unica funcion u € Wg que satisface el Problema P. Ademds las
funciones de salto U° : [0, T] — V" definidas por (3.16) con & := (h, At) son tales que

Ue —u en LP(0,T;V), si 6—0. (4.11)

Demostracion. La demostracion se hara por partes. Primero demostraremos unicidad.

Prueba de unicidad:

Sean u' := [uk, uy], u? := [u%, u%] elementos de Wx que satisfacen el Problema P, por

el Teorema 2.12, u' y u? también satisfacen el Problema P’. Asf de la ecuacién (2.51),
up(0) — u{(0) = 0y para v € Vi,
d
<E(u}% —uy), v> + (AR (up) — AR(U2R)7U>R =0 ctp [0,7].
R
En particular uk, — u% € Vg, de donde

d
(Gl = b — k) + (AT(uh) = AT, uh =0k =0 ety [0.T)
R
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Integrando la ecuacién anterior en (0,%) tenemos

t t
[ (Gt = k) ar= = [ (A%~ A )
0 T R 0

pero por (3.2) (Parte 3 de la Hipétesis 2), (A% (up) — A%(u}), up — uf), > 0. Asi,
t
/0 (AR(uk) — AR(u2), uly — u)  dr > 0.

b/d
—(ul—uQ),ul—u2> dr <0.
/0<d7‘ RTURLURTUR )

Por otro lado, por la formula de integracién por partes (1.27), para casi todo t € [0,7] se
sigue,

Luego,

t d 1 , ,
0> / <£(u}a — ), up — u%> dt = 5 (|u}%(t) —ud(t)]}, — |uk(0) - u%(g)‘}g)
0 R
1 2
Asi, B
u}g = u% en V.

Veamos ahora que u} = u%. En efecto, usando (2.52) y razonando como antes,

(A%(ug) — AS(u3), uf — u?g>s =0 c.t.p 0,77. (4.12)

Ya probamos que uk = u%, por lo que uj —u% € Vg. Asi, por (3.3) (ver Hipétesis 2) se
tiene

<As(u)—AS(v),u—v>S>0 ‘v’u,vGVg,u#v,u—UEX;g.

combinando lo anterior con (4.12) se deduce,
uy =uz en Vg

Por lo tanto,

Prueba de existencia y convergencia:
Puesto que deseamos analizar convergencia cuando § — 0, entonces consideremos las
sucesiones {h,} -, C (0,h*) y {At,} | cualesquiera, tales que

lim h, =0 y lim At,, = 0.

n— oo n— o0

Consideraremos la sucesion {U‘S“/}Oo de {Ué}he(o pry CON Op = (hn, Aty,).

n=1

Ahora, por la hipétesis 1, V' es un espacio de Banach reflexivo, luego L*(0,7T;V)

también es un espacio de Banach reflexivo, ademds por (3.25) la sucesién {U Jn}nzl es
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acotada en LP(0,7; V). Asi, por el Teorema 1.10 existe una subsucesién de {U 5”}70;1 que
también denotaremos por simplicidad {U On }zozl tal que
U ~u  en LP(0,T;V), n — 0o, (4.13)

para algin u € LP(0,T; V). Mostraremos que u es la solucién del problema P.
De ahora en adelante, cualquier subsucesién sera denotada de la misma manera que
la sucesion original.

a) Existen ¢ € Hg y subsucesiones de {Ul‘;" (T)}Zo:p y {U}‘;"}zil tales que:

Ur(T)—~¢ en  Hg  n— oo, (4.14)
Ur “up en  L®(0,T;Hg), n— 0. (4.15)

En efecto, por la hipdtesis 1, Hi es un espacio de Hilbert por lo que Hp es reflexivo

y por la ecuacion (3.23) se tiene que la sucesion {Ug" (T)}Zil es acotada en Hp.

Asi, por el Teorema 1.10 existe una subsucesién de {U,‘S{‘ (T)}zozl tal que
UI‘;” (T) = ¢ en Hp, n — oo,

para algin ¢ € Hp. Es decir, se tiene (4.14).

Mostremos ahora (4.15). Por la hipétesis 1, Hg es un espacio de Banach separable,
por lo que L'(0,7T; Hg) es un espacio de Banach separable. Ademds Hr = Hjp,
luego (LY(0,T; Hg))" = L*°(0,T; Hg) y por la ecuacién (3.24) la sucesién {U}‘;"}Zo:l
es acotada en L>(0,T; Hg). Luego, por el Teorema 1.13 existe una subsucesion de
{U%”}le tal que

Ug" g en L*(0,T; Hg), n — oo,

para algtin & € L*>(0,T; Hg). Es decir,

T
lim / (U =& w),, dt=0  Vwe L'(0,T; Hp). (4.16)
0 R

n—oo

Mostraremos que £* = ug. Sea n € Z* cualquiera, en primer lugar notamos que por
ser U% u € LP(0,T;V) entonces Ug", ug € LP(0,T;Vg). Como Vi C Hr C V} es
una terna de evolucién, la inclusién Vi C Hp es continua, en consecuencia, por la
Proposicién 1.56 se tiene UI‘;", ug € LP(0,T; Hg).

Ahora, sea w € L9(0,T; Hg), definimos v € V* por
(v,u) == (w,ur)p Vu = [ug,ug] € V.

Veamos que v € L7(0,T;V*). En efecto, sabemos que la inclusién Vi C Hp es
continua, de donde

{0, w)| = [(w, vr)g| < |wlp luglp < clwlg lurllp < clwlgllull - VueV.
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b)

Asi,

[vlly+ < elwlg.

Por lo anterior,

T
V.odt < Cq/o lw|h dt < 0.

T
/ o
0

Por lo tanto, v € L9(0,T;V*). Asi, por (4.13) para todo w € L9(0,T; Hg), se sigue:

T
m [ (w,U} —ug),dt= lim / {v,U —u)dt = 0. (4.17)

n—o0 0 n—oo

Por otro lado, estamos identificando Hj, con Hpg, luego

T T
/ <U‘S"—uR,w>Hﬁdt:/ (U‘S"—uR,w)Rdt
0 oT
:/ (w,U‘S" —uR)Rdt.
0

En consecuencia, por (4.17),
T
Im [ (U —ug,w),, dt=0 VweL(0,T;Hg). (4.18)
R

n—oo 0
Ahora, notamos que,
T T T
/ (" —up,w) . dt = / <U5” —uR,w>H* dt —/ <U‘S” — 5*,w>H* dt
0 f 0 R 0 R
Luego, haciendo n — oo en lo anterior, por (4.16) y (4.18) se tiene £* — ur = 0 en
L9(0,T; Hy,). Por lo tanto £* —up = 0 en L>(0,T; H},), de donde, £* =ugr y
Uf{b X up en L>(0,T; Hg), n — oo.

Asi, hemos mostrado (4.15).

Consideraremos las sucesiones {XJ”}:; C LU0, T; V™) { B, on } (0,7 VR)
y {XS"S”}ZOZI C Lq(O,T;VZ) definidas por:
<X6",U> = a(U,v) Yo eV,
<XR’6",U> = <AR(U%"),U>R Yo € Vg,
<Xs’5n,v> = <AS(Ug"),U>S Vv € V.
Demostraremos que dichas sucesiones poseen subsucesiones débilmente convergen-

tes, es decir, que existen y € L9(0,T;V*), x¥ € Lq(O,T;V};) y x> € Lq(O,T;Vg)
tales que:

Xé” Sy en L0, T; V™), n — oo, (4.19)
Yo BB en LY0,T;V), n— oo, (4.20)
X3 Ay en LI0,T; V) n — oo. (4.21)
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y que,

o)y = (X o), + (X vs) Vv = [vg,vg] € V. (4.22)
En efecto, por (3.6) y (3.1), para todo n € Z* se sigue,
Il < el
™l < CllUR 5
X%y, < Clluglls

Ast, X € L0, T;V*), xon € Lq(O,T;V*R) y x>0 € Lq(O,T;VZ), para todo
n € Z". Ademas, por (3.25):

<C,

HX nHLq(O,T;V*) =

fison HL‘Z(O,T;V*R) <G,

<C.

La(0,TV ) =

[B%

[

Asi, hemos mostrado que las sucesiones { X }:;1, {XR’ On }20:1 y { x> on }:;1 son aco-
tadas en los espacios de Banach reflexivos L?(0,7;V*), L9(0,T; V;) y L9(0, T;Vj;)
respectivamente. En consecuencia, por el Teorema 1.13 se tienen las afirmaciones
(4.19)—(4.21). Es decir, cuando n — oo, se tiene:

T
/ (Xr w) dt = / a (U, w) dt —>/ X, w) dt Yw € LP(0,T;V),
0
T
/ (0 w) dt = / (AR(U),w R At — / xHw), dt  Ywe LP(0,T;Vg),
0 0

T T

/ <XS’6”,w> dt = / <AS(Ug"),w>S dt — / <Xs,w>s dt Yw € LF(0,T; V).
0 0 0

Por 1ltimo, notamos que

T T
/ <X5,w>dt:/ {0 wr), + (x> ws)gpdt  Yw e LP(0,T;V).
0 0

Ademés, dados v € V 'y ¢ € C5°(0,T) se tiene v € LP(0,T;V), por lo que, por
(4.19)—(4.20) se sigue,

/0 <X,v>g0dt:/0 {<XR,UR>R+<XS,U5>S}Q0dt Vo € C5°(0,T).

En consecuencia, por el Lema 1.62 (Lema variacional) se tiene (4.22).

c) Para todo z € V se satisface el problema:

d

dt(uR,ZR)R+<X> z) =(f,2) en D'(0,T). (4.23)
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En efecto, supondremos que las condiciones de la Proposicién 4.2 se satisfacen,
entonces (4.9) se satisface para todo n € ZT, es decir, para todo 2" € V" se cumple:

T T
— / (Uf{”, Z??)R DA, dt + / a(U‘S”, zh)gomn dt
’ 0 (4.24)

= (Uo, 21}%)3 901 - (Ug"(T) ZR RQD / <fAtn7Z ><10Atn dt.

Sea z € V cualquiera, escogemos 2" € V" tal que th — z|| — 0sih — 0. Analicemos
cada término de (4.24) por aparte.

De la primera integral, se tiene:

T
| Wi ) e
0 . .
:/ (U 2k~ R) p DAt dt+/ Uy, 2r) R Pat, dt
- 0. (4.25)
:/0 (U]‘;",z% RgpmndtJr/o R,zR Rgpdt

T
+/ Uy, zr) , (Ba, — ) dt.
0

Puesto que z" — 2z en V si h — 0, entonces 2% — 25 en Vg si h — 0. Ademas, por

la Proposicién 4.1, [[pa; — ¢'||, = 0 si At — 0y por (3.24) ||URHL°°(OTHR) < C,
por lo que:
T
lfm (Up, 25 — 2r) , Pa, dt = 0
n—o0
0 (4.26)
, 5 _
i [ (Ur's2r) p (Pan = @) dt = 0.
Por otro lado, por (4.15), U = up en L=(0,T; Hg), luego,
T T
lim (U}‘;”, ZR)R o'dt = / (ur, zr) g ¢'dt.
Combinando (4.25), (4.26) y lo anterior obtenemos:
T T
lim (U, ZZ)R Pac, dt = / (ug, zr) ©'dt. (4.27)

Ahora, analicemos la segunda integral de (4.24):

T T T
/ a (U, 2") oar, dt = / a (U, 2" = 2) par, dt + / (U, 2) ear, di
0 0 0
T T
= / (U5" 2" —2) pa, dt +/ Ua" (¢ae, —p)dt
0

T
+/ a (U(S”,z) pdt. (4.28)
0
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Razonando de manera ansloga a (4.25) y recordando que 2" — z en V si h — 0,
loar — SOHP — 0 si At — 0 se tiene:

T
lim a (U‘5", 2h — z) ©ae, dt =0,
n—oo
0 (4.29)
lim a(U°, 2) (par — @) dt = 0.
n—o0 0
Ademas, por (4.19), x° — x en L4(0,T;V*), por lo que
T T T
lim a(U°, 2)pdt = / <X5, pz)dt — / (x,2)@dt.
Por lo tanto, por (4.29) y lo anterior, de (4.28) se tiene,
T T
lim a (U, 2") o, dt = / (x,2) pdt. (4.30)
n—oo 0 0

Analicemos el primer término de (4.24). Por definicién de ¢ sabemos que ¢! = ¢(t)

con |t;]| = |At,|, por lo que t; — 0 si n — oo. Asi, recordando que 2% — 2z en Vg
si h — 0 entonces,

lim (o, zﬁ)Rgol = lim (uo, ZZ — ZR)Rgal + Jin;o(uo, ZR)Rgpl = (uo, zr)p(0). (4.31)

n—oo n—oo

Ahora, analizamos el segundo término del lado derecho de (4.24):
(Ur (1), 2i) g o(T) = (Ur (1), 21 = 2r)  (T) + (Ug (1), 2r) (7).

Por (3.23), |U(T)|, < C, y por (4.14), Up(T) — ¢ en Hp. Asi, pasando al limite
en lo anterior,
lim (U (T), ;) p 2(T) = (¢, zr) rep(T). (4.32)

n—o0

Veamos por 1ltimo la tercera integral de (4.24).

T T T
/ {fat.:2") oa, dt = / (fatn, 2" — 2) par, dt + / (fatn, 2) oar, dt. (4.33)
0 0 0

Por (4.8), || fatll oo rv+y < 1f | ao v+, entonces,
T

lim <fAtn, M — z> YA, dt = 0. (4.34)

n—o0 0
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Ahora, notamos que

i+l

g - et -
/0 <fAtn72>‘;0Atndt:;At <fZ,Z>A—t

r 1 i SOz‘+1 _ sz‘
= At ( — d —
ZZ_; <At /t / T’Z> At

—1

r

t i+1 i
_ Pt — ¢!
()

i=1

T t;

=X [ s
i=1 Y ti-1

T
- [ thoesdr
0
Entonces, por lo anterior:
T T
lim (fat,, 2) oA, dt = / (f,z) pdt. (4.35)

Por lo tanto, por (4.34) y (4.35) tenemos en (4.33),

T T
lim / <fAtn, 2h> Ot dt = / (f,z) pdt. (4.36)
0 0

n—oo

Asi, por (4.27), (4.30), (4.31), (4.32) y (4.36), vemos que pasando al limete en (4.24),
se tiene para todo z € V que,

T T
—/ (ur, 2r)  ©dt +/ (X, 2) pdt
0 0 (4.37)

- / (f.2) @t + (o, 2r)rp(0) — (G, zm)mp(T) Ve € C([0,T)).

Restringiendo a ¢ € C§°(0,7") en (4.37), tenemos:

T T T
_ / (urs 21) 't + / (v =) pdt = / (f.2)pdt Ve CF(0,T). (4.38)
0 0 0

Ahora, como

T d T
/0 E(uR,zR)Rgodt = —/0 (ur, 2r) g o'dt Vo € C5°(0,T)

entonces, para todo z € V', (4.38) es equivalente a

d /
E(uR,zR)R +(x,2) = ([, 2) en D'(0,T).

En consecuencia, se tiene (4.23).
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d) u € Wg y ademas:
up +xT=f% ctp [0,7] en Vg, (4.39)
=f ctp [0,T] en V. (4.40)

Mostremos primero (4.39). Sea w € X;R, entonces z := [w,0] € V. Asi, de (4.22) se
tiene,

T T
/<x,z>wdt:/ (P ot Vo€ CR0,T).
0 0

Luego, por (4.23), para todo w € \;R se cumple,
d
%(uR,w)R—l— (w), = (ffw), en  D(0,T) (4.41)

Definimos las funciones G, g : [0,7] — R por:

G(t) == (ur(t), w)r,
g(t) = () = X" (), w) -

Puesto que up € LP(0,T;Vg), f% x® € LY0,T;Vy), v (-,-), (-,-) son continuas
entonces G(t) y g(t), son funciones medibles. Veamos ahora que sus integrales son
finitas. Analicemos primero la integral de G.

/OT\G(t)Ipdtz /OT\@R@),w)det
< [ o oty

T
< il / fun(t)L de

p

= C ||w||€% ||uR||LP(O,T;VR)

Por lo tanto G € L?(0,T). Veamos ahora la integral de g.
T T

| oo = [ 1070 = 0, w), | a
0 oT

< [ o -yl

Tk

Vr

T
= ol [ £ = X", o
T
R R g
<tully [ (17, + Il )" e

T
<2l [ {7, + I, )
0 |
=27 ||lw|/% (”fRHiq(o,T;V*R) + HXRHqu(o,T;V*R)>
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En consecuencia, g € L9(0,T). Ahora, sea F : [0,7] — R definida por,

Asi,

| roewa - [ Faewa-- [ soena veecEomn,

Ademas de (4.41),

| ewewa-— [ gwema veecro)
Por lo que, .
/ (Gt)—F) ¢t)dt =0 Vo€ Ce(0,T).

Luego, por el Lema 1.62 (Lema variacional), (G(t) — F(t)) = 0 para casi todo
t € [0,T]. Entonces, por la Proposicién 1.72; existe ¢y € R tal que

G(t) = co+ F(t) ctp  te0,T].

Es decir,

G(t) =co+ /tg(T) dr ctp tel0,T]. (4.42)

Para determinar cg, escogemos ¢ € C*([0,7]) en (4.37) con p(0) =1, o(T) =0y
obtenemos:

- [ cwd@a= [ swetat+ i  voec=(.T),

Por (4.42), para todo ¢ € C*([0,77]) lo anterior es equivalente a

_/OT <CO+/0tg(T) dT) 0 dt:/OTg(t)go(t) dt + (g, w) . (4.43)

Analicemos la integral del lado izquierdo de (4.43) por aparte. Sea H : [0,7] — R
definida por

t
H(t) :=co +/ g(7)dr,
0
entonces H es absolutamente continua y

H'(t)=g(t) ctp tel0,T].
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Por la Proposicién 3.9 y dado que ¢(7') = 1y ¢(0) = 0 se tiene:

[ g = nmpm / H' (1) (1) di
/ i
__CO_/O g(t)p(t) dt.

Por lo tanto, sustituyendo lo anterior en (4.43) obtenemos,
co = (up, w)g.
Luego, de (4.42) se sigue,
t
G(t) = (up,w)g —l—/ g(T)dr ct.p  te0,T].
0

Ahora, recordando como se definieron las funciones G(t) y g(t) para todo t € [0, 7]
tenemos,

(ur(t), w)r = (uo, w)r +/0 (1) — XR(T),w>R dr Yw E‘;R .

Puesto que X;R CHrRCViy VrC HiC V*R son ternas de evolucion, entonces se
puede proceder como en la primera parte de la demostracion del Teorema 2.12 para
obtener,

up+xT =% ctp 0,7] en Vj.

Es decir, se tiene (4.39). Ademds, fE X € Lq(O,T;V*R), entonces por lo anterior
wly € L9(0,T;V5). Asi, hemos mostrado que u € Wi.

Mostremos ahora (4.40). Sea z € V, usando (4.22) y (4.39) en (4.23) se tiene para
todo ¢ € C5°(0,T) que:

T T
/ (f"=x" zr) <pdt—|—/ (X" z2r) godt—l—/o (X°,2s)gpdt
:/o (f% = <pdt—|—/ (f%,25) g pt.

En consecuencia,

T T
/ <XS,ZS>S<,0dt=/ (f%,zs)gpdt Vo e C(0,T).
0 0

Por la Proposicién 1.61, tenemos para todo zg € Vg,

T
</O {XS—fS}sodt,zS>S=0 Vo € C5°(0,T).
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Asi,
/OT{XS—fS}godtzo Vo € C5°(0,T).
Por lo tanto, por el Lema 1.62 (Lema variacional),
o = f° c.t.p 0,7] en V.
En consecuencia, se tiene (4.40).

Si comparamos (4.39)—(4.40), con el problema P’ ( ver (2.50)—(2.52)), notamos que
para demostrar que u es solucién del problema P (el cual es equivalente con el
problema P’), es suficiente mostrar que

= AR<U>7 XS = AS(“);
o equivalentemente ( dado que x = % + x°):
(x,v) =a(u,v)  YveV (4.44)

Demostraremos la identidad anterior.

En primer lugar, puesto que u € Wy entonces ug € WF(0,T; Vg, Hg) C C ([0, T); Hg).
Asi, por la Proposicién 3.9, se tiene en la primera integral de (4.37):

T
—/ (U,R,ZR)R(,O/dt
0
g d
= (un(0),20)0(0) ~ (un(T) 2r)p(T) + [ um, 2w e
0

Sustituyendo lo anterior en (4.37),para todo ¢ € C*°([0,T]) se tiene:

T d T
(w0, 2r)RP(0) — (ur(T), 2r)RP(T) + | —(ur, zrR)RPdt + [ (X, 2) pdl
/0 dt /0 (4.45)

T
= [ 42 et + (o, zm)mol0) - (G 2m)ne(T).
0
Por otro lado, por ser:

(f,v>:<fR,vR>R+<fS,v5>S Yo = [vg,vs] €V,
<X7/U> = <XR>UR>R + <X57US>S Vo = [v37US] S V7

entonces, sumando (4.39) y (4.40), para todo z € V' y toda ¢ € C*([0,T]) se tiene,
T 4 T T
| Gtunzmnpds [ ezed= [ (2 e
o dt 0 0
Por lo tanto, por (4.45) y lo anterior, para todo z € V' se deduce,
(ur(T), zr)re(T) = (¢, 2r)RP(T) Vo € C([0,T]).
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De donde,

Por lo anterior de (4.14) obtenemos,
Ur(T) = up(T) en  Hg,  n— oo (4.46)
Ahora, de (4.39) notamos,
== c.t.p [0,T7.

Asi, (4.40) y (4.22) implican para todo w € L?(0,T;V):

T T T
/0 {x w) dtz/O <fR—u’R,wR>Rdt+/o (f% ws) g dt
T T
:_/ <u}3,wR>Rdt+/ (f,w)dt.
0 0

En particular para w = u € LP(0,T; V) obtenemos,

/OT O u) dt = —/OT (%,uR)RdH/OT (f, u)dt. (4.47)

Analicemos la primera integral del lado derecho de lo anterior por separado. Por la
férmula de integracién por partes (1.27) sabemos que:

[ =5 [ GG+ Gl
= _{ ur(T), ur(T)) g — (ur(0),ur(0)) 5}
= % {|UR( ) |UR |R}

2 2
=3 lur(T)|p — 3 |U0|R-

En consecuencia, (4.47) es equivalente a

' dt = 2 lugl2 = L un(T)? /T(f ) dt (4.48)
| tude= Gl = 5 lun®l + [ traar .

Ahora, sea n € Z*, definamos X° : LP(0,7;V) — R para todo w € LP(0,T;V)
por:

— /OT {a(U, U’ —w) — a(w, U —w)} dt, (4.49)

demostraremos que:
T T
/ (X,u —w)dt — / alw,u —w)dt >0  Yw e LP(0,T;V). (4.50)
0 0

94



En efecto, por la monotonia de la funcién a : V. x V. — R (ver ecuacién (3.7)), se
tiene que X°(w) es no negativa para todo w € LP(0,T;V). Sea z := U’ € V" en
(3.15), sumando hasta r y razonando de la misma manera como se hizé en (3.27) se
tiene:

T

> Uk - UL+ |Ugn(T)|; — [uol} + 288 Y ~a(U,UY) = 24t Y ~(f',U").
=1 i=1

i=1

Luego,

r T T
‘ng"(T)‘;— |U0|E+Z‘U§_U§_l‘;+2/ a(U5";U6")dt:2/ {fae,, U dt.
i=1 0 0
Asi,
T T 1 2 1 5 2
/ a(U5n7U5n)dt§/ <fAtn,U5">dt+§|U0|R_§|URn(T)|R- (4.51)
0 0
Por otro lado,
T
/ a(U°, U dt
0
T
= / {a(U°, U — w) + a(U°, w) — a(w, U —w) + a(w, U —w)} dt
0
T T
:/ {a(U‘S”,U‘S"—w)—a(w,Ué”—w)}dt+/ a(U w)dt
0 0

T
—l—/ a(w, U — w) dt
0

T T
—X‘s”(w)—l—/ a(U‘S",w)dt—l—/ a(w, U — w) dt.
0 0

T T T
X‘S”(w):/ a(Uén,U‘Sn)dt—/ a(Uén,w)dt—/ a(w, U — w) dt.
0 0 0

Por (4.51) se tiene en lo anterior,

T 1 1 2

X‘S"(w)g/ (fae,, U) dt + = uol — = |Up (D),

0 2 2 4.52

T T (4.52)

—/ a(U‘s”,w)dt—/ a(w, U — w) dt.
0 0

Analicemos los términos del lado derecho de (4.52) por separado. De la primera
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integral tenemos:

T r
/(fAtn,Umdt_AtZgi,U")
0 -
_AtZ<At )dr,Ui>
:Z/t (f,U")dt

:/0T<f,U5”>dt

Ahora estimaremos el tercer término del lado derecho de (4.52). Por (4.13), U — u
en LP(0,T;V), n — ooy asi,

T
nh_)rgo {fae,. U™ nll_{rolo/ (f,U)dt = / fou)dt. (4.53)
Por otro lado, de (4.46) se sigue,

lim (ur(T), Uy (T)) , = (wr(T), ur(T)) g = |ur(T)[% -

s oo R
Asi,
[ur(T)[} = (ur(T), ur(T))%
= Tim (ur(T), U (1)),
< [up(T) [} lim inf |05 (T,
de donde,

2 ;o " 2
lur(T)|% < higggf ‘Ug (T)‘R.

Multiplicando lo anterior por —1, y recordando la siguiente propiedad del limite
inferior (— liminf a,, = limsup {—a,}) obtenemos,

Ifm sup {— |Ugn(T)|;} < — |ur(T)%. (4.54)

n—o0

Ahora estimamos la segunda integral de (4.52). Por (4.19), x*» — y en L9(0,T; V*)
si n — oo entonces,

T
lfim a(U w) hm/ (X", w)dt = / (x,w) dt. (4.55)

n—oo 0 n—oo

Finalmente, la tercera integral de (4.52) se estima a continuacién. De (4.13), U’ — u
en L?(0,7;V) si n — oo. En consecuencia:

T T

T
lim a(v, U —v)dt = lim a(v, U) dt — / a(v,v)dt
0

n—oo 0 n—0o0 0

T
= / a(v,u —v)dt.
0
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Por lo tanto, usando (4.53)—(4.56) en (4.52), se obtiene:

lfim sup X" (w)
k—o0
. r 5 1 2 1., 5 2
<lmsup [ (fat,,U)dt + =|uo|p + = limsup {— }UR"(T)|}R
n—oo 0 2 2 n—oo

T T
— lim inf/ a(w, U — w)dt —lim inf/ a(U w) dt
0 0

n—oo n—0o0

T
) 1 1, 2
= lim {fae, U™y dt + ~uo|3, 4 = limsup {- ‘Ug”(T)‘}R
n—oo Jq 2 2 n—00
T T
—lim [ a(U’ w)dt— lim [ a(w, U —w)dt

T 1 ) 1 ) T T
< [ trupde s ool - Sl - [ vwiat— [ atwu- w)e
0] 0 0

Asi, usando (4.48) se sigue,
T T T
lfim sup X < / (x,u)dt — / (x,w)dt — / a(w,u —w)dt
n—00 0 0 0
T T
:/ (X,u—w)dt—/ a(w,u — w) dt.
0 0

Pero, dado que X°(w) > 0 para todo w € LP(0,T; V), de donde se sigue (4.50).
Ahora, definimos el operador A : V' — V* por

(A(v),0) :== a(v, ) Vv, 0 € V. (4.57)
Entonces, (4.50) se puede expresar de la siguiente manera:
T
/ (x —A(w),u —w)dt >0  Ywe LP(0,T;V).
0

Sea w(t) = u(t) + \w(t) para todo t € [0,T], donde 0 < A < 1 es arbitrario y
w € LP(0,T;V). Reemplazando w(t) en lo anterior,

OS/T(X—A(u—i-)\w),u—(u—i—)\w))dt:—)\/T(X—A(u+)\w),w>dt.

Asi,
T
/ (X — Alu+Mw),wydt <0 V€ LP0,T: V).
0

Por la monotonia del limite,

T
0>1lim [ (x —A(u+ Iw),w) dt
A—=0 Jq
T T (4.58)
= / (x,w)ydt —1lim [ (A(u+ Iw),w)dt.
0 A—0 0
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Analicemos el segundo limite de lo anterior por separado. Por el Lema 3.1, la funcién

a:V xV — R es hemicontinua, asi por (4.57),

A—0

Ademas, por el Lema 3.1,

[{(A(u 4+ Aw), w)]|

la(u + Aw, w)]

C llu + Aw|P~" [fuwl]

C (flull + A Jlw|)P ]

C (llull + lwl)"™ [lw]
22710 ([l Hwll + [Jw]) -

VAN VAN VAR VAN

Definamos g : [0,7] — R por
g(t) = 271C ([lu@)P (@) + [w(®)]) -

Iim (A(u + \w), w) = }\13% a(u+ Aw,w) = a(u,w) = (A(u),w) .

Veamos que g € L'(0,T). En efecto, puesto que u,w € LP(0,T;V) entonces por el
g:[0,T

Teorema 1.51 tenemos ||ul|, [|w| € L*(0,T), asi, la funcién
y ademas

T
gl = [ e
0

T
:%*qA(MWWWwww%ﬁ

[0

T T
=270 [l ol @t +2C [ ol e
0 0

T 1/q T 1/p T
gzp—lo(/ ||u||pdt) (/ Hw||pdt) +2p—lc/ w|? dt
0 0 0

=2r71C ||U||%q(o,T;v) Il o2y + 27 C ol

< Q.

] = R es medible

Asi, g € LY(0,T). Por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue se tiene:

T

A—0 0 A—0

Luego, por (4.58) y lo anterior, para todo w € LP(0,T;V),

02 [ twwpar— [ awyar= [ - A

Ahora, si w € LP(0,T;V), entonces —w € LP(0,T;V) y asi,

lim [ (A(u+ M), w) di = / i (At o), w) di = / " A), w) de.

(4.59)

0> /OT (x — A(u), —w) dt = —/OT (x — A(u),w)dt  Ywe LP(0,T;V).
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En consecuencia, por (4.59) y lo anterior,
T
/ (x —A(u),w)dt =0  Yw € LP(0,T;V).
0

Es decir,

/OT<X,w>dt:/OT<A(u),w)dt:/OTa(u,w)dt Vuw € LP(0, T; V).

Sean ¢ € C§°(0,T) y v € V cualquiera, entonces v € LP(0,T;V) y

0= [t awpvar= [t .ot
Asi, por el Lema 1.62 (Lema variacional), para todo v € V,
(x — A(u),v) =0 c.t.p [0, 7.
Por lo tanto, para todo v € V se tiene:
(x,v) = (A(u),v) = a(u,v) c.t.p [0, T7.

Es decir, se tiene (4.44). En conclusién, hemos mostrado que existe u € Wx que es
solucién del Problema P.

Hemos probado que existe una subsucesion {U O }1;“;1 de {U On }:;1 tal que

U =y en LP(0,T;V) si 6 = (hy, AtF) — 0,

donde u € Wk es solucion del Problema P. Mostraremos que la sucesion {U 5"}00

también satisface

n=1

Un —u en  LP0,T;V) si 6, = (hn, At") — 0. (4.60)

En efecto, supongamos en busca de una contradiccion que existe una subsucesion
débilmente convergente de {U°}™  denotada {U 51%}2021 tal que

n=1
Uk — 4 en LP(0,T;V) st o = (hfc’Atic) — 0,

con u # u. Razonando de manera analoga a los pasos anteriores, encontramos que
dicha subsucesion posee una subsucesién que converge debilmente a u* € Wx donde
u* es solucion del Problema P, luego por unicidad de la solucién, tenemos u = u*
y por unicidad del limite débil ©* = 4. En consecuencia, u = 4, lo cual es una
contradiccion. Asi, toda subsucesion de {U 5"}:):1 que convergente debilmente en V'
posee el mismo limite u € Wx. Por lo tanto, por la Proposicién 1.11, la sucesién
{uon }70;1 satisface (4.60).

Ahora, puesto que la sucesion {U 5”}20_1 es cualquier sucesion de la familia {U 5}

con ¢ = (h, At) que satisface (4.60), entonces
U —~wu en  LP(0,T;V) si 6= (h,At) = 0.

Asi, tenemos (4.11). Por lo tanto hemos demostrado el teorema.
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Observacién 4.4. Notamos que en el desarrollo del teorema anterior, hemos conseguido
convergencia débil de las funciones escalonadas U° : [0,7] — V" definidas por (3.16)
hacia la funciéon u € Wx que es solucion del Problema P. Ademas de dichas funciones de
aproximacién, podemos implementar las funciones de Rothe U° : [0,T] — V" definidas
por (3.17). Con estos dos tipos de funciones de interpolacién, podemos conseguir a parte
de convergencia débil los siguientes tipos de convergencia:

lim sup Jun(®) = Ux()], =0l Ju = U°l] 00 =0,
ton = Uil ooy =00 Jllu =, =0

Para ver en més detalle la demostracion de estos resultados, ver [21].

4.2. Aplicacién problema de electromagnetismo bidi-
mensional.
Vamos a aplicar el Teorema 4.3 al problema (2.29)—(2.33), por lo que verificaremos

que el problema variacional 2.38 satisface las hipdtesis de dicho teorema, es decir: Hallar
una funcién u : ©Q x [0,7] — R que sea solucién de

d
N (O’U, U)LQ(R) + CL(U,’U) = (‘L U)LQ(Q) Vo € H&(Q)a

dt
u(0) = ug € L*(R),
donde,
a(u,v) = / v(|IVul) Vu-Vode — Yu,v € Hy(Q). (4.61)
Q

Para garantizar existencia y unicidad de dicha funcién u : Q x [0,7] — R hacemos las
siguientes suposiciones:

H1) Supondremos que la conductividad eléctrica o : 2% [0, T] — R satisface la condicién:

o(x), si x€R,
o(x) = (4.62)
0, si xes,
donde, 0 € L*(R) es tal que o(x) > 0y > 0 para casi todo « € R.

Ademas supondremos que existe una constante v; > 0 (la reluctancia del medio
dielectrico o no conductor) tal que:

V1, si xeS, te(0,7),
v([|Vu(z,t)]) = (4.63)
vr (||V u(z, b)), si xeR te(0,7),

donde v : Ry — R es una funcién continua que satisface las siguientes propiedades:
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i. Existen constantes positivas v, y Vo (con vg la reluctancia en el vacio) tales
que
0< Vmin < VR<3) < Vo,

ii. La funcién s — vg(s) es estrictamente creciente.

H2) Sean @ C R? y R C R? dominios Lipschitz tales que R C Q. Sea S = Q\ R,
seleccionamos los espacios:

H = LQ(Q)v (U’u U) = (U’7 U)LQ(Q) \V/U, CIS LZ(Q>7
Hp:=L*(R), (u,v)p:= (ou,v) 2y Yu,v € L*(R),

HS = L2(5>7 (U’U)S = (U,U)LQ(S) vugv € L2(S)7

V= Ho(Q),  ull = l[ull g q Vu € Hy(9),
Br:=H'(R), |ullg = llu]ly g Vu € H'(R),
Bs:=H'(S), |ullsg:= llullys Vu € H'(S).
Las parejas ordenadas u := [ug, ug] € L*(Q2) son tales que ug := u|g y us := uls,

es decir, son la restriccion de u a R y S respectivamente.

H3) Definimos los operadores A% : HY(R) — H'(R)*, A% : H}o(S) — H}o(R)* por:

<AR(u),v>R = / vr(|[Vul)Vu-Vode — Vu,ve H(R), (4.64)
R
<As(u),v>s = VI/VU Vvdr  Yu, v € Hjo(9). (4.65)
s
Observacién 4.5. Sean u,v € H} () cualesquiera, entonces ug := u|r, vg := v|g son
elementos de H'(R) y ug := ulg, vs := v|g son elementos de H},(S). Ademads, si la

funcién a : Hy(Q) x Hg(2) — R esta definida por (4.61), entonces
a(u,v) :/V(HVUH)VU-Vvdm
Q
:/y(uqu)vu-vvdm+/y<y|vu\|)vu-vvdw
R s

—/VR(”VURH)VUR'VURd93+V1/Vus'Vvsdw
R s

= <AP‘(uR), UR>R + <AS(US)7 US>S :

En consecuencia,
a,(u, U) - <AR(UR), /UR>R + <AS(U/S>7 US>S vu? v 6 H&(Q)

Esta ultima identidad es justamente la relacién que se requiere para establecer la equiva-
lencia entre los problemas Py P’
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Proposicién 4.6. Supongamos que H1) — H3) se satisfacen. Entonces los operadores
AR y AS definidos por (4.64) y (4.65) respectivamente satisfacen las condiciones de la
Hipotesis 2.

Demostracion. La demostracion se hara por partes, de acuerdo a la Hipdtesis 2.

Parte 1. Los operadores A" y A% son hemicontinuos. En efecto, mostraremos primero
que el operador A" : HY(R) — H'(R)* es hemicontinuo. Asi, sean u,v,w € H(R)
cualesquiera, veamos que la funcién:

A (AR (u+ M), w) ,

es continua en todo R. Por definicién de A% (ver ecuacién (4.64)) tenemos

<AR(u—|—)\v),w>R:/RVR(||V(u+)\U)||)V(u+)\v)-dea:

= R (I1V (a4 M) ) ¥ (4 M0, V) o

Por lo tanto, puesto que vg : R — RT es una funcién continua por hipétesis, y el
producto interior (-,-)zz2(g2 : L*(R)* x L*(R)*> — R es una funcién continua !, por lo
que se tiene \ — <AR(u + \v), w> » ©s continuo en funciéon de A € R. En consecuencia, el
operador A : HY(R) — H'(R)* es hemicontinuo.

Andlogamente mostramos que el operador A% : H}o(S) — H}o(S5)* es hemicontinuo.

Parte 2. Los operadores A% y A% son acotados, es decir

||AR<U>HH1(R)* S C ”uHHl(R) Vu e HI(R)a
||AS(U)HH51M(5)* <C HuHH(}m(S) Vus € Héﬂ(s)-

Mostremos primero que el operador A® es acotado. Sean u,v € H!(R) cualesquiera,
(A%, 00| = | [ (Il a9 vda
R
< [ (v ul) [vu- vl do
R

<1 / IV ull [V o]l dee
R

< 1 ||Vu||L2(R)2 ||VU||L2(R)2

<1 HUHH1(R) ””HHl(R)

¢ ||U||H1(R) ||U||H1(R) :

IEsto se tiene por la desigualdad de Cauchy-Shwartz

|00 22| < Wl oqmys 0oy Veisw € L3(R)?
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En consecuencia,

AR @) ||y < Cllullpmy  Yu€ HY(R).
(R)

Anélogamente mostramos que
HAS(U) <C HU”Hl 0(9) Yu € Hyq(S).

||Hé (8) —
Parte 3. Los operadores A® y A% son mondétonos, es decir
<AR(u)—AR(U),u—v>R20 Yu, v € H'(R),
<As(u)—AS(v),u—v>S20 Yu, v € Hjo(S).
Mostremos primero que el operador A® es monétono. En efecto, sean u, v € H'(R),
(A" (u) — A%(v),u — U>R
= (A"(u),u — > — (A" (v),u —v)

/FRNVMDVu<7u—vdx—/}%nvm|vvsuu_@dw
R R

:/R@R(mew—VR<HwH>vv> V(u—v) d

Asi, para todos u,v € H'(R)

(A% (u) — A (v),u — V)
4.66
= [ w9 Vo= v (19l ) ¥ (u =) de (4.66)

Analicemos por aparte, (vg(||Vull) Vu—rvg([|[Vv|) Vo) V(u—wv). Supongamos sin
perdida de generalidad que ||V ul| > ||V v],
wr(IVull) Vu = ve([[Vol) Vo) -V (u—wv)
=vr (IVull) (IVul” = Vu- Vo) —vr([Vel) (V- Vo—[IVo])
=vr([Vul) (IVul® = Vu- Vo) +vr (Vo) (IVol* = Vu-vo).

Ahora, notamos que por ser |V ul|| > |V v]],

IVul* = vVu-vo> [Vull® = [Vull [Vl = [Vull (IVull = [V ]) >0
Luego,
(vr([Vul) Vu—vg ([[Vo]]) Vo) - V (u—v)
> v (IVul) (IVull* = Vu-vo) +ve(IVol) (IVo]* = Vu- Vo)
=vr(IVul)) (IVul* - 2Vu-Vu+|vol?)
=vp(|Vul) [Vu—vo|?
> Vrin [V u = V0|
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Continuando en (4.66) se tiene para todos u,v € H'(R):
(A% (u) — A% (v),u — U>R
— [ wn(IVal) Vu— v o) Vo) ¥ (u—v) da
R
> I/min/ HVU - V'UHQ
R
> 0.

Anélogamente mostramos que el operador A : HX,(S) — H}o(S)* es monétono.

Parte 4. El operador A% : H},(S) — H}o(S)* es estrictamente monétono en el
siguiente sentido:

(A%(u) — AS(v),u — U>S >0  Yu,v € H)o(S), u#v, u—wveH;S).
En efecto, sean u,v € H}o(S) con u # vy u—v € H}(S), entonces

(A%(u) — AS(v),u — )
= <A5(u),u — U>S — <AS<U),U—U>S

=V1/SVU'V(U—U) dw—ul/SVWV(u—v) dx
=V1/SV(U—U)'V(U—U) dx

= V1/ IV u— Vol de
s

> Cllu = vl
> 0.

H4) Con respecto a los datos J : 2 x [0,T] = Ry ug : R — R requerimos
Je*(Qx[0,T)) 'y u € L*R).

Sean, Jgp: Rx [0,T] = Ry Js:S x[0,7] — R las restricciones de la funcién J a
los dominios R y S respectivamente. Definimos los operadores f : [0,T] — H3(Q)*,
FR0,T) = HY(R)* y f5:]0,T] — HL,(S)* de la siguiente manera:

(1), 0) = /Q T (@)de Yo e H(Q), (4.67)
(FR().0),, = /R Jn(@ (@) de Yo H'(R), (4.68)
(FS(t), 0, = /S Js(@, (@) de Vo e Hiy(S). (4.69)
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Proposicién 4.7. Supongamos que las condiciones H2) y H4) se satisfacen, entonces
Jr € LA (R x [0,T)), y Js € L*(S x [0,T]). Ademds, los operadores f, f& y f° definidos
por (4.67), (4.68) y (4.69) respectivamente, son tales que:

FeL0T;Hy(Q),  ffel*0,TyHY(R),  f°€ L*0,T; Hon(S))

(f(t),v) = <fR(t),UR>R + <fs(t),v5>s Yo € Hy(Q)) etp tel0,T] (4.70)

Demostracion. La demostracién se realizara por pasos.
Paso 1. Jp € L*(R x [0,T)), y Js € L?(S x [0,T]). En efecto, por hipétesis sabemos
que J € L*(Q2 x [0,T]) entonces J es una funcién medible en  x [0,T] y

1/2
HJHLQ(QX[O,T]) == (/ ‘J(m,t)’Q dw dt) .
Qx[0,T

Por H2 tenemos que R C Q es un conjunto abierto, luego R x [0,7] es medible. Si
definimos Jg : R x [0,7] — R como la restriccién de J a R entonces Jr es medible y
ademads por ser R x [0,7] C Q x [0,7] se tiene

/ | Jr(x, t)|? dmdtﬁ/ | J (. t)|” dadt < oo.
Rx[0,T]

Qx1[0,7T]

Por lo tanto, Jg € L?*(R x [0,T]). Andlogamente mostramos que Jg € L*(S x [0,T]).
Paso 2. f € L*(0,T; Hy(Q)*). En efecto, puesto que J € L*(Q2x [0, T]), por el Teorema

de Fubini se tiene
T
/ |J(x,t)? d:vdt:/ (/ |J(, )| dm) dt, (4.71)
Qx[0,77] 0 0

donde la integral interior del lado derecho existe para casi todo t € [0, T]. Asi,
J(-,t) € L*() ctp  te0,T].

Por el teorema de representaciéon de Riesz para espacios LP, existe f* : [0,T] — L*(Q)*
tal que

(fr(t),v) = /Q J(x,t)v(x) dx Vv € L*(9),

con || f* (D) 2y« = (@, 8)|| 12(q) Para casi todo t € [0, T]. Luego, por (4.71) y lo anterior,

T /||f<>||imdt

/ (/|Jazt| dm)dt

_ / (e, t)|? d dt
Qx1[0,7T]

< Q.

105



Por lo tanto f* € L*(0,T; L*(Q)*). Ahora, definimos f : [0,7] — H;(€2)* por
(F(1),0) = (f (B)v) Vo€ Hy(Q).
Entonces f € L*(0,T; H}()*) v
“f”L?(O,T;H(}(Q)*) < Hf*HLZ(O,T;L?(Q)*) )

Paso 3. [ € L?(0,T; H'(R)*) y f° € L*(0,T; H}o(S)*). La demostracién es andloga
al Paso 2.

Paso 4. Mosetremos por ultimo que se satisface (4.70). En efecto, sea v € H}(Q)
entonces vg :=v|gr € H'(R) y vg := v|s € Hya(S), luego

F(t),v) — /Q (@, t)o(x) de
:/RJ(:B,t)v(a:) dm+/J(m,t)v(w) dx

S

:/JR(a;,t)vR(a:) dw+/Js(w,t)vs(w) dx
R S
= (1), vr), + (f7(),v5) -
]

Proposicién 4.8. Supongamos que las condiciones H1) — H4) se cumplen. Entonces la
Hipdtesis 3 se satisface si definimos la seminorma [-] : Hy(Q) — R por

[u] = (/Q |yvu||2da,-) P ema) (4.72)

Demostracion. Debemos mostrar que se satisfacen las ecuaciones (3.8) y (3.9). En efecto,
veamos primero (3.9), puesto que [-] — R es una seminorma en H'(Q) que es equivalente
a ||| g1 (q). entonces existe 3 > 0 tal que

[u] = B [ull g1qy Yu € Hy(Q).

Por lo tanto, para > 0 que satisface la desigualdad anterior y definiendo A := 0 se tiene
(3.9). Mostremos por tltimo (3.8), sea u € Hg (<),

a(u,u) = /QI/(HVU”)VU -Vudz
- / v (I ul) |V ul? de

> a/ IV ull? do
Q
= afu]?,

donde a := min {vin, 1} > 0. O
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Observacidén 4.9. Puesto que H}(Q) es un espacio de Banach separable, entonces por la
Proposicién 3.5 existen 2* > 0 y una familia de subespacios de dimensién finita de H; (£2)

que los denotaremos por {(H&(Q))h} , tales que
he(0,h*)

Ifm dist <v, (H(}(Q))h> =0  Yve HY(Q)

h—0

Observacién 4.10. El problema completamente discreto para el problema variacio-
nal (2.38) se puede enunciar de la siguiente manera: Dados h € (0, h*) y r € Z*, encontrar

UL,..,U" € (H{Q)" tales que
i i i : h
(0 (UR _ U 1)7ZR)L2(R) + Ata(U', z) = At (f ,Z)L2(Q) Vz € (H&(Q))
U = uo € L3(R),

donde,
t;
fri= / J(-,t)dt.
ti—1

Teorema 4.11. Supongamos que las condiciones H1) — H4) se satisfacen. Entonces exis-
te una unica funcion

u € Wg:={ue L*0,T; Hy(Q))| uy € L*(0,T; H'(R)")}

que es solucion del problema variacional (2.38). Ademds, para h € (0,h*) las funciones
escalonadas U° : [0, T| — (H&(Q))h definidas por (3.16), satisfacen:

US —u en L*(0,T;Hy(), si §—0. (4.73)

Demostracion. Para esta demostracion, es suficiente verificar que a partir de las condi-
ciones H1)—H4) se satisfacen las hipdtesis del teorema 4.3, con la seminorma definida en
(4.72).

Notamos primero que por las Proposiciones 2.5, 4.6 y 4.8, las Hipotesis 1-3 se satis-
facen respectivamente. Ademads, por la Proposicién 4.7 los operadores f% y f5 definidos
por (4.68) y (4.69) respectivamente, son tales que

e L0, T;HY(R)Y) vy f%e€L*0,T; Hyn(S)).

Luego, por el Teorema 4.3 existe una tnica funciéon v € Wx que es solucién del problema
variacional 2.38. Ademas, las funciones escalonadas U® : [0,T] — (HL(€))" satisfacen
(4.73). O
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Conclusiones

A partir de las ecuaciones de Maxwell en su forma diferencial y bajo supuestos sobre
la densidad de corriente, se obtuvé un modelo de corrientes inducidas bidimensional.
(Referencia: ecuaciones (2.29)—(2.33), pagina 32).

Se obtuvo un problema variacional para el modelo de corrientes inducidas bidimen-
sional. (Referencia: Problema (2.38), pdgina 34).

Para el problema variacional obtenido para el modelo de corrientes inducidas bidi-
mensional, se plantearon dos formulaciones abstractas equivalentes, que permitieron
abordar dicho problema como un caso particular. (Referencia: Problemas Py P’
pagina 47).

Al aplicar el método de Rothe a los Problemas abstractos se obtuvéd un sistema
de ecuaciones no lineales completamente discreto, del cual se demostré existencia y
unicidad de solucién. Ademads, a partir de esta solucion, se construyerén funciones
escalonadas que permitieron demostrar existencia y unicidad de solucion para los
problemas abstractos via convergencia débil. (Referencia: Teorema 4.3, pdgina 83).

Se demostrd existencia y unicidad de solucién para el problema de electromag-
netismo bidimensional, identificandolo como un caso particular de los problemas
abstractos previamente analizados. (Referencia: Seccién 4.2).
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Notaciones

0 Conjunto vacio.
ACB A incluido en B.
A\ B Complemento de B en A.
Ax B Producto cartesiano entre A y B.

/A Conjunto de los enteros positivos.

R Campo ordenado de los numeros reales.

Ry Conjunto de todos los nimeros reales positivos unidos con el cero.
C Campo de los ntimeros complejos.

K Campo de los nimeros reales o complejos.

E Adherencia de F.

oF Frontera de F.

gen{E} Conjunto generado por E.
dist (z, X)  Distancia de = al conjunto X.
D(f) Dominio de la funcién f.
R(f) Rango de la funcién f.
fle La funcién f restringida al conjunto E.
(+,-) o (+,-)x Producto interior o producto interior en X.
I-]l o ||y Norma o norma en X.

X Espacio dual de X.
X Espacio bidual de X.
(-,-) o (-,-)x Producto de dualidad o producto de dualidad en X.

— Convergencia.

— Convergencia débil.

A Convergencia débil*.

A E) Medida de Lebesgue del conjunto F.

c.t.p Casi toda parte.

LP(Q2) Espacio de Lebesgue,
LP(Q) = {f: QCRY - R| f es medible y | f|” es integrable} .

supp f Soporte de la funcion f.

Ce(2) Conjunto de funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto.
D'(2) Conjunto de funcionales lineales y continuos en C§°(€2).
D%u Derivada generalizada de u de orden c.
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HE ()

divF

H(div, Q)

YV u

rot F

Au

El espacio de Sobolev,
HE(Q) = {u € L*(Q)| D*u € L*(Q), V|a| <k}.

oo—H”Hl Q
HE(Q) = Cgo(Q) @,

Divergencia de F,
N JF,
divF =

iv 1:231 .

F=(F,..Fy).

H(div, Q) := {F e L2(Q)N| divF € LQ(Q)}.
Gradiente de u,
v (2% .. 9w

v oxy  Oxn )

Rotacional de F,
0F; 0Fy, OFy O0F; 0F, O0F;
rotF =

8332 B 6.7737 81'3 B 8.%17 8:61 8$2

- )7 F:(F17F27F3)'

Laplaciano de u,
N 9%u

i=1

Espacios de Lebesgue evolutivos,

Lr(0,7;X) :={u:[0,7] — X| u es medible y [Ju||’; es integrable} .

Terna de evolucién.
n-ésima derivada débil generalizada de .

Espacio de funciones continuas evolutivo.
C([0,T]; X) :={wu:[0,T] = X| u es continua} .

Espacios de Sobolev evolutivos,
Wpl(oa T:V, H) = {u (S Lp((), T, V)’ u e Lq(()’ T; V*),
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