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Introducción

Un “modelo matemático”, en general es entendido como un conjunto de ecuaciones
y/o demás relaciones matemáticas capaces de captar las caracteŕısticas esenciales de un
complejo natural o un sistema artificial, con el fin de describir, predecir y controlar su
evolución. El estudio de modelos matemáticos no se limita unicamente a las ciencias natu-
rales clásicas, además de la f́ısica y la qúımica, la práctica de la modelización matemática
en gran medida afecta disciplinas como las finanzas, la bioloǵıa, la ecoloǵıa, la medicina
y la socioloǵıa entre otras.

En la actividad industrial (por ejemplo para el sector aeroespacial o los proyectos na-
vales, reactores nucleares, problemas de combustión, producción y distribución de enerǵıa
eléctrica, control de tráfico, etc) la modelación matemática, que involucra en primer lugar
el análisis numérico y la simulación y seguidamente ensayos experimentales, se ha con-
vertido en un procedimiento común, necesario para la innovación, y tambien motivado
por factores económicos. Es evidente que todo esto se hace posible por el enorme poder
computacional disponible.

En el caso particular de los modelos matemáticos que conducen a Ecuaciones Diferen-
ciales Parciales, el estudio de las propiedades teóricas de sus soluciones, además de ser un
procedimiento preliminar para su análisis numérico, permite sondear otras caracteŕısticas
que no son tan evidentes, incluso se pueden predecir hechos o fenómenos que a partir de
la observación no se obtienen. La historia de la ciencia está plagada de muchos casos de
este tipo, entre los cuales quizás el ejemplo más famoso, es el descubrimiento de que la luz
es una onda electromagnética a partir del estudio teórico la ecuaciones de Maxwell, lo que
permitió relacionar los campos de la Optica y el Electromagnetismo. En consecuencia el
estudio teórico de las ecuaciones diferenciales es de suma importancia para aquellos que
por oficio o por propio interés quieren entender un fenómeno natural.

En 1873 Maxwell fundó la teoŕıa moderna del electromagnetismo con la publicación de
su obra Treatise on Electricity and Magnetism, en la cual se formularon las ecuaciones que
hoy en dia llevan su nombre y que constituyen uno de los modelos más importantes de la
actualidad debido a la variedad de sus aplicaciones tecnológicas a nuestra vida moderna.
El comportamiento de un campo electromagnético está gobernado por las ecuaciones de
Maxwell, las cuales sintetizan largos años de resultados experimentales en los campos de
Electricidad y Magnetismo, en los que resaltan los trabajos de Coulomb, Gauss, Ampere
y Faraday.

Desde la formulación de la teoŕıa electromagnética, cient́ıficos e ingenieros han busca-
do la solución exacta de los problemas de contorno que resultan a partir de las ecuaciones
de Maxwell. Inicialmente todos los esfuerzos se centraron en determinar estas soluciones a
través de métodos análiticos, con los cuales en muchos casos no se obtuvieron resultados
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satisfactorios. En consecuencia, con el auge de los métodos computacionales, los métodos
numéricos resultaron ser una excelente alternativa, lo que ha llevado a que en la actuali-
dad exista un enorme interés por parte de la comunidad de ingenieŕıa y de matemática
aplicada en realizar simulaciones del fenómeno electromagnético. Además, por parte de la
matemática, recientemente ha crecido el interés en entender las propiedades matemáticas
de las ecuaciones de Maxwell que resulten relevantes para su análisis numérico.

En algunos casos es posible usar un modelo simplifcado que aproxime en algún sen-
tido las ecuaciones de Maxwell y que pueda resolverse de una forma más eficiente. Está si-
tuación ocurre por ejemplo en problemas relacionados con maquinas que trabajan en
bajas frecuencias, donde puede ser usado el llamado modelo de corrientes inducidas (eddy
current model) que se obtiene a partir de las ecuaciones de Maxwell despreciando las
corrientes de desplazamiento de la Ley de Ampère.

En el presente trabajo se estudiará la llamada formulación débil de un cierto tipo
de problemas parabólicos, que incluye como un caso particular un modelo bidimensional
del problema de corrientes inducidas. Este análisis constituye un primer paso para llegar
a una solución tangible o cuantitativa, pues el siguiente paso seŕıa trabajar en espacios
de dimensión finita relacionados con los espacios estudiados en el trabajo, para de esta
manera crear o utilizar algún método numérico como el método de elementos finitos para
encontrar la solución cuantitativa del problema.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Elementos del análisis funcional.

Introducimos en esta sección, algunos elementos del análisis funcional, los cuales serán
usados más adelante. Entre estos está la definición de un funcional lineal, la definición
convergencia débil y convergencia débil* y algunas propiedades respectivamente.

Definición 1.1. Sea X un espacio vectorial normado sobre un campo K (en esté trabajo
asumiremos que K = R o K = C), f : X → K es llamado un funcional. Un funcional es
llamado lineal si como operador es un operador lineal, es decir

〈f, αx+ y〉 = α 〈f, x〉+ 〈f, y〉 , para todos x, y ∈ X, y todo α ∈ K.

De la misma forma un funcional lineal es acotado si existe C > 0, tal que

|〈f, x〉| ≤ C ‖x‖ , ∀x ∈ X,

y la norma de un funcional acotado es definida por

‖f‖ = sup
x∈D(f)

x 6=0

|〈f, x〉|
‖x‖

. (1.1)

Definición 1.2. Diremos que un espacio vectorial normadoX es completo si toda sucesión
de Cauchy en X converge en X. Los espacios normados completos los llamaremos Espacios
de Banach.

Definición 1.3. Sea X un espacio vectorial normado sobre K. El conjunto

X∗ := {f : X → K|f es lineal y acotado} ,

dotado de las operaciones de suma de funciones y producto por un escalar, es llamado el
espacio dual de X (sobre K). Observamos que X∗ es un espacio vectorial normado con la
norma definida en (1.1).

Ahora, definimos el espacio bidual de X por

(X∗)∗ := {f : X∗ → K|f lineal y acotado} ,

y lo denotamos por (X∗)∗ := X∗∗.
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Lema 1.4. Para cada x fijo en un espacio vectorial normado X, el funcional gx : X∗∗ → R
definido por

gx(f) := 〈f, x〉 ∀f ∈ X∗, (1.2)

es un funcional lineal acotado en X∗, tal que gx ∈ X∗∗, y su norma satisface

‖gx‖ = ‖x‖ .

Demostración. Ver [7, Lema 4.6-1].

Definición 1.5. Para todo x ∈ X le corresponde un único funcional lineal acotado
gx ∈ X∗∗ dado por (1.2). Este define una función

C : X → X∗∗

x 7→ C(x) := gx,
(1.3)

donde gx : X∗∗ → R es la función definida en (1.2). C es llamada la función canónica de
X en X∗∗.

Lema 1.6. La función canónica C dada por (1.3) es un isomorfismo entre el espacio
normado X y el espacio normado R(C) (rango de C), es decir C es inyectiva y preserva
las normas.

Demostración. Ver [7, Lema 4.6-2].

Definición 1.7 (Reflexividad). Un espacio vectorial X se dice reflexivo si

R(C) = X∗∗,

donde C : X → X∗∗ es la función canónica definida por (1.3).

Proposición 1.8. Todo subespacio lineal cerrado Y de un espacio de Banach reflexivo,
es también un espacio de Banach reflexivo.

Demostración. Ver [18, Proposición 4]

Definición 1.9 (Convergencia débil). Sean X un espacio de Banach y {un}∞n=1 una suce-
sión en X. Decimos que un converge débilmente a un elemento u ∈ X si para todo f ∈ X∗
se tiene

〈f, un〉 → 〈f, u〉 , n→∞. (1.4)

En tal caso escribimos,
un ⇀ u, n→∞. (1.5)

El siguiente resultado, es crucial para las pruebas de teoremas de existencia y unicidad
en el cálculo de variaciones y la teoŕıa de operadores monótonos.

Teorema 1.10 (Eberlein (1947), S̆muljan (1940)). Cada sucesión acotada en un espacio
de Banach reflexivo, posee una subsucesión débilmente convergente.

Demostración. Ver [16, Proposición 21.D]
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Proposición 1.11 (Propiedades de la convergencia débil). Sea {un}∞n=1 una sucesión en
el espacio de Banach X, sobre K. Entonces:

a) La convergencia fuerte un → u, n → ∞, implica la convergencia débil un ⇀ u,
n→∞.

b) Si un ⇀ u , n→∞, entonces {un}∞n=1 es acotada y,

‖u‖ ≤ ĺım inf
n→∞

‖un‖.

c) Sea X un espacio de Banach reflexivo. Si {un}∞n=1 es una sucesión acotada en X y
cada subsucesión débilmente convergente de {un}∞n=1, posee el mismo ĺımite u ∈ X,
entonces un ⇀ u, n→∞ en X.

Demostración. Ver [16, Proposición 21.23].

Definición 1.12 (convergencia débil*). Sea X un espacio de Banach. Una sucesión
{fn}∞n=1 en X∗ se dice que converge débil* a f ∈ X∗ si para todo u ∈ X se satisface
que

〈fn, u〉 → 〈f, u〉 , n→∞. (1.6)

En tal caso escribimos
fn

∗
⇀ f, n→∞. (1.7)

Teorema 1.13. Sea X un espacio de Banach separable. Entonces cada sucesión acotada
{fn}∞n=1 en X∗ posee una subsucesión que converge débilmente*.

Demostración. Ver [16, Proposición 21.E].

Proposición 1.14 (Propiedades de la convergencia débil*). Sea X un espacio de Banach
sobre K, y sea {fn}∞n=1 una sucesión en X∗. Entonces:

a) Si fn → f , en X∗ cuando n→∞, entonces fn
∗
⇀ f , n→∞.

b) Si las sucesiones {〈fn, u〉}∞n=1 en el campo K son convergentes para todo u ∈ X

entonces existe f ∈ X∗ tal que fn
∗
⇀ f , n→∞.

Demostración. Ver [16, Proposición 21.26].

La siguiente definición es básica para nuestro trabajo, y será muy importante más
adelante.

Definición 1.15. Sea X un espacio de Banach real y sea A : X → X∗ un operador,
entonces:

i) El operador A es llamado hemicontinuo si la función real

λ 7→ 〈A(u+ λv), w〉

es una función continua en R para todos u, v, w ∈ X.
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ii) El operador A es llamado monótono si

〈A(u)− A(v), u− v〉 ≥ 0 ∀u, v ∈ X.

iii) El operador A es llamado estrictamente monótono si

〈A(u)− A(v), u− v〉 > 0 ∀u, v ∈ X , u 6= v.

iv) El operador A es llamado fuertemente monótono si existe c > 0 tal que

〈A(u)− A(v), u− v〉 ≥ c ‖u− v‖2 ∀u, v ∈ X.

v) El operador A es llamado coercitivo si

ĺım
‖u‖→∞

〈A(u), u〉
‖u‖

=∞.

1.2. Elementos de teoŕıa de la medida e integración.

Aqúı, pretendemos dar algunos elementos de la integral de Lebesgue, los cuales serán
usados posteriormente, en el planteamiento abstracto de nuestro problema de corrientes
inducidas, y en la demostración del Teorema principal que corresponde a este trabajo.
Damos aqúı los teoremas de la convergencia dominada de Lebesgue y la derivación con
respecto a un parámetro de una función.

Trabajaremos en un subconjunto Ω ⊆ RN medible, con la medida de Lebesgue

λ : L ⊆ P
(
RN
)
→ R,

la cual es estudiada en detalle (ver por ejemplo [6, Caṕıtulo 2]), donde L es la σ-álgebra
de Lebesgue. La medida de Lebesgue λ satisface las siguientes propiedades:

i) λ(A) ≥ 0 ∀A ∈ L.

ii) λ(∅) = 0.

iii) Si {Ai}∞i=1 ⊆ L, entonces
∞⋃
i=1

Ai ∈ L,

y si los Ai son disjuntos, entonces

λ

(
∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

λ(Ai).

Damos ahora las definiciones de funciones medibles, función simple, la integral de una
función y algunas aplicaciones.
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Definición 1.16. Sean L la σ-álgebra de Lebesgue en RN y f : RN → R. Se dice que f
es medible si para todo t ∈ R

f−1 ([−∞, t]) ∈ L.

Definición 1.17. Una función s : RN → R es llamada simple, si su rango es finito.

Observación 1.18. Sea s : RN → R una función simple, entonces R(s) = {c1, c2, ..., cn}
con ci 6= cj si i 6= j, entonces

s =
n∑
i=1

ciχAi
,

donde
Ai = s−1({ci}), con Ai ∩ Aj = ∅ si i 6= j,

y χAi
es la función caracteristica de Ai, i = 1, ..., n. Para dicha función simple s definimos

su integral de Lebesgue como ∫
s dλ :=

n∑
i=1

ciλ(Ai).

Definición 1.19 (Integral de Lebesgue para funciones no negativas). Sea f : RN → R
una función medible no negativa, definimos su integral de Lebesgue como∫

f dλ := sup

{∫
s dλ

∣∣∣∣ s es simple, medible y 0 ≤ s ≤ f

}
Definición 1.20 (Integración de funciones medibles). Si f : RN → R es una función
medible, definimos su parte positiva y su parte negativa por

f+ := máx {f, 0} , f− := máx {−f, 0}

respectivamente, donde f+ y f− son funciones medibles.
Decimos que f es integrable si∫

f+ dλ <∞ y

∫
f− dλ <∞.

En tal caso se define la integral de Lebesgue de f por∫
f dλ :=

∫
f− dλ+

∫
f− dλ.

Definición 1.21 (Casi toda parte). Si el conjunto de elementos de RN que no satisfacen
una determinada propiedad tiene medida cero, se dice que dicha propiedad se cumple “ en
casi toda parte ” y lo denotaremos por c.t.p (casi toda parte).
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Teorema 1.22 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue). Sea {fn}∞n=1 una
sucesión de funciones medibles en un conjunto medible Ω ⊆ RN , que converge para casi
todo x ∈ Ω a f(x).

Suponga que existe una función g integrable sobre Ω, tal que

|fn(x)| ≤ g(x),

para todo n ∈ N y casi todo x ∈ Ω.
Entonces fn y f , n = 1, 2, ... son integrables, y∫

Ω

f dλ = ĺım
n→∞

∫
Ω

fn dλ.

Demostración. Ver[8, Teorema 2.1.2].

Teorema 1.23 (Derivación de la integral con respecto a un parámetro). Sean Ω ⊆ RN ,
N ≥ 1 medible, I := [0, T ] con 0 < T <∞ y sea f(x, t) definida en Ω× [0, T ]. Definimos,

F (t) :=

∫
Ω

f(x, t) dx.

Supongamos que, para cada t ∈ I, f(x, t) es integrable en Ω; para casi todo x ∈ Ω, f(x, t)
es diferenciable para todo t ∈ I, y existe h ∈ L1(Ω) tal que la derivada satisface,∣∣∣∣ ∂∂tf(x, t)

∣∣∣∣ ≤ h(x) c.t.p x ∈ Ω, ∀t ∈ I.

Entonces F es también diferenciable en I, y

dF

dt
(t) =

∫
Ω

∂

∂t
f(x, t) dx

Demostración. Ver [8, Teorema 2.1.7].

Definición 1.24 (Los espacios Lp). Sea 1 ≤ p <∞ definimos el espacio Lp como

Lp :=

{
f : RN → R

∣∣∣∣ f es medible y

∫
|f |p dλ <∞

}
,

y su norma está definida por

‖f‖p :=

(∫
|f |p dλ

)1/p

.

Observación 1.25. Para f, g ∈ Lp definimos la igualdad de funciones como

f = g en Lp ⇔ f(x) = g(x) c.t.p x ∈ RN .

Proposición 1.26 (Desigualdad de Hölder). Sean f ∈ Lp, g ∈ Lq con 1/p + 1/q = 1,
entonces fg ∈ L1 y

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q .
Demostración. Ver [14, Teorema 1, Caṕıtulo 7].

Teorema 1.27 (Teorema de Riesz-Fischer). Para 1 ≤ p < ∞ se tiene que Lp con la
norma ‖·‖p es un espacio de Banach.

Demostración. Ver [8, Teorema 2.9.5].
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1.3. Algunos espacios funcionales.

En esta sección introducimos los espacios funcionales en los cuales se pretende trabajar
el problema de corrientes inducidas bidimensional. Para ello presentaremos la definición de
los espacios de Sobolev Hk(Ω), H−k(Ω) y H(div,Ω) con sus respectivas normas, necesarios
para mostrar la formulación fuerte del problema. Seguidamente introduciremos la integral
de Bochner, que da sentido al concepto de integral de una función con valores en espacios
de Banach y que permite definir los espacios funcionales de Lebesgue Lp(0, T ;X) y de
Sobolev W 1

p (0, T ;V,H), necesarios para obtener la formulación variacional del problema.
Para la definición de estos últimos espacios será necesario introducir los conceptos de
terna de evolución y derivada generalizada.

1.3.1. Los espacios de Sobolev Hk(Ω) y H(div,Ω).

Definición 1.28. Sea f : RN → R ua función continua. Definimos el soporte de f ,
denotado por supp f como

supp f := {x ∈ RN |f(x) 6= 0}.

Definición 1.29. Sea Ω un subconjunto abierto no vaćıo de RN , N ≥ 1.

i) Ck(Ω) es el conjunto de todas las funciones reales u : Ω → R que tienen derivadas
parciales continuas hasta de orden k en Ω.

ii) Ck(Ω) es el conjunto de todas las u ∈ Ck(Ω) para las que todas sus derivadas
parciales hasta de orden k pueden ser extendidas continuamente a Ω.

iii) Denotaremos simplemente por C(Ω) (respectivamente C(Ω)) las funciones reales
continuas en Ω (respectivamente Ω) en vez de C0(Ω) (respectivamente C0(Ω)).

iv) Si u ∈ Ck(Ω) (respectivamente u ∈ Ck(Ω)) para todo k = 0, 1, ..., entonces escribi-
mos u ∈ C∞(Ω) (respectivamente u ∈ C∞(Ω)).

v) C∞0 (Ω) es el conjunto de todas las funciones u ∈ C∞(Ω) con soporte compacto.

Definición 1.30. La frontera ∂Ω de un dominio acotado Ω es Lipschitz continuo si para
todo x ∈ ∂Ω existe un conjunto abierto O ⊆ RN con x ∈ O y un sistema de coordenadas
ortogonales ζ = (ζ1, ..., ζN) que tiene las siguientes propiedades. Existe un vector α ∈ RN

con
O := {ζ| − αj < ζj < αj, 1 ≤ j ≤ N}

y una función Lipschitz continua φ definida en

O′ :=
{
ζ ′ ∈ RN−1| − αj < ζj < αj, 1 ≤ j ≤ N − 1

}
,

con |φ(ζ ′)| ≤ αN/2 para todo ζ ′ ∈ O′ tal que

Ω ∩ O :=
{
ζ = (ζ ′, ζN) ∈ RN |ζN < φ(ζ ′), ζ ′ ∈ O′

}
12



y
∂Ω ∩ O :=

{
ζ = (ζ ′, ζN) ∈ RN |ζN = φ(ζ ′), ζ ′ ∈ O′

}
.

diremos simplemente que el dominio Ω es Lipschitz cuando la frontera sea Lipschitz con-
tinua.

Definición 1.31. Sea ζ = (ζ1, ..., ζN) y Dj :=
∂

∂ζj
. Por un multíındice α = (α1, ..., αN),

entenderemos como una N-upla de enteros no negativos α1, ..., αN . Definimos su norma
por |α| := α1 + · · ·+ αN y

Dαu := Dα1
1 . . . Dα1

N u,

esto es,

Dαu :=
∂|α|u

∂ζα1
1 . . . ζαN

N

.

Para α = (0, 0, ..., 0), definimos Dαu := u.

Definición 1.32. Sea Ω un conjunto abierto no vaćıo de RN , N ≥ 1 y sean u, w ∈ L1
loc(Ω).

Entonces w es llamada la derivada generalizada de u de tipo Dα si la igualdad∫
Ω

uDαvdζ = (−1)|α|
∫

Ω

wvdζ ∀v ∈ C∞0 (Ω),

se satisface. En tal caso escribimos w = Dαu.

Definición 1.33 (El espacio Hk(Ω)). Sean Ω ⊆ RN un dominio Lipschitz, N ≥ 1, α ∈ NN

y k = 0, 1, ..., Hk(Ω) denota el espacio de Sobolev,

Hk(Ω) :=
{
u ∈ L2(Ω)| Dαu ∈ L2(Ω), ∀ |α| ≤ k

}
, (1.8)

provisto con la norma,

‖u‖Hk(Ω) :=
∑
|α|≤k

‖Dαu‖L2(Ω) . (1.9)

Teorema 1.34 (Densidad en Hk(Ω)). Sea Ω ⊆ RN un dominio Lipschitz acotado. Su-
pongamos que u ∈ Hk(Ω). Entonces existe {un}∞n=1 ⊆ C∞(Ω), tal que

un → u en Hk(Ω).

Demostración. Ver [16, Teorema 21.A].

Observación 1.35. Denotamos el espacio Hk
0 (Ω) como la clausura de C∞0 (Ω) con la

norma ‖·‖Hk(Ω), es decir,

Hk
0 (Ω) := C∞0 (Ω)

‖·‖
Hk(Ω)

Por último, H−k(Ω) denotará el espacio dual de Hk
0 (Ω), provisto con la norma dual, es

decir
H−k(Ω) :=

(
Hk

0 (Ω)
)∗
,

con la norma,

‖v‖H−k(Ω) := sup
u∈Hk

0 (Ω)

u6=0

|〈v, u〉|
‖u‖Hk

0 (Ω)

.
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Teorema 1.36 (Teorema de la traza). Sea Ω un subconjunto de RN un dominio Lipschitz
abierto y acotado. Entonces existe un operador lineal acotado

γ0 : H1(Ω)→ L2(∂Ω),

tal que
γ0(v) = v |∂Ω ∀v ∈ H1

0 (Ω).

Demostración. Ver [5, Teorema 1, Sección 5.5].

Proposición 1.37 (Integración por partes). Sea Ω ⊆ RN un dominio Lipschitz abierto y
acotado. Si u, v son funciones de H1(Ω), se tiene,∫

Ω

u
∂v

∂xi
dx = −

∫
Ω

v
∂u

∂xi
dx+

∫
∂Ω

uvηi ds, i = 1, ..., N, (1.10)

donde η = (η1, η2, ..., ηN) es el vector normal exterior unitario a ∂Ω.

Demostración. Ver [12, Teorema 3.2.1] o, [5, Teorema 2, Apendice C].

Definición 1.38 (El espacio Hs(Ω), con s no entero). Sea s ∈ R y s ≥ 0. Sea m ∈ Z+∪{0}
y supongamos s = m+ σ, donde σ ∈ R y 0 < σ < 1. Entonces Hs(Ω) es definido como el
espacio de distribuciones u ∈ (C∞0 (Ω))′ tales que u ∈ Hm(Ω) y∫

Ω

∫
Ω

|Dαu(x)−Dαu(y)|2

‖x− y‖N+2σ
dxdy <∞ ∀ |α| = m.

La norma para este espacio, está dada por

‖u‖Hs(Ω) =

‖u‖2
Hm(Ω) +

∑
|α|=m

∫
Ω

∫
Ω

|Dαu(x)−Dαu(y)|2

‖x− y‖N+2σ
dxdy


1/2

.

Definición 1.39 (El espacio Hs(∂Ω)). Sea Ω ⊆ RN un dominio Lipschitz acotado con
frontera ∂Ω. Una distribución u en ∂Ω pertenece a Hs(∂Ω) para |s| ≤ 1 si la composición
u ◦ φ ∈ Hs(O′ ∩ φ−1(∂Ω ∩ O)) para todo posible O y φ que satisfacen la definición 1.30.

Para definir una norma en Hs(∂Ω), seleccionamos (Oj, φj)Jj=1 algún atlas para ∂Ω, tal
que los pares (Oj, φj), j = 1, ..., J satisfacen las condiciones de la definición 1.30, entonces

‖u‖Hs(∂Ω) =

(
J∑
j=1

‖u ◦ φ‖Hs(O′j∩φ
−1
j (∂Ω∩Oj))

)1/2

.

En el caso 0 < s ≤ 1 esta definición es equivalente a

‖u‖Hs(∂Ω) =

(∫
∂Ω

|u|2 dσ +

∫
∂Ω

∫
∂Ω

|u(x)− u(y)|2

‖x− y‖N−1+2s
dxdy

)1/2

.
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Como caso particular para los valores negativos sea s = −1/2, entonces en el espacio
H−1/2(∂Ω) su norma está definida por

‖u‖H−1/2(∂Ω) =

(
J∑
j=1

‖u ◦ φ‖H−1/2(O′j∩φ
−1
j (∂Ω∩Oj))

)1/2

,

donde,

‖u ◦ φ‖H−1/2(O′j∩φ
−1
j (∂Ω∩Oj)) = sup

v∈H1/2(O′j∩φ
−1
j (∂Ω∩Oj))

v 6=0

|〈u ◦ φ, v〉|
‖v‖H1/2(O′j∩φ

−1
j (∂Ω∩Oj))

.

Para s > 1 podemos definir el espacio normado

Hs(∂Ω) :=
{
u ∈ L2(∂Ω)|u = U |∂Ω para algún U ∈ Hs+1/2(Ω)

}
,

con la norma dada por

‖u‖Hs(∂Ω) = ı́nf
U∈Hs+1/2(Ω)

u=U |∂Ω

‖U‖Hs+1/2(Ω) .

Teorema 1.40. Sea Ω ⊆ RN un dominio Lipschitz acotado, entonces existe un único
operador lineal y acotado γ : H1(Ω) → H1/2(∂Ω) tal que γ(u) = u|∂Ω para todo u en
C∞(Ω).

Demostración. Ver [8, Teorema 6.8.1].

Teorema 1.41. Sea Ω ⊆ RN un dominio Lipschitz acotado, entonces existe un operador
lineal y acotado T : H1/2(∂Ω)→ H1(Ω) tal que para v = T (u) se tiene v = u en ∂Ω.

Demostración. Ver [8, Teorema 6.9.2].

El siguiente lema, será utilizado más adelante en nuestro trabajo.

Lema 1.42. Sea Ω un dominio Lipschitz con ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 y Γ1 ∩ Γ2 = ∅. Sean f, g
funciones definidas en Γ1 y Γ2 respectivamente, tales que f ∈ H1/2(Γ1) y g ∈ H1/2(Γ2),
entonces la función definida en ∂Ω por

h(x) :=


f(x), si x ∈ Γ1,

g(x), si x ∈ Γ2,
(1.11)

pertenece a H1/2(∂Ω).

Observación 1.43. Un dominio Ω con las caracteŕısticas mencionadas en este lema puede
tener la forma mostrada en la siguiente figura. En el problema de electromagnetismo
bidimensional que estudiaremos en el siguiente caṕıtulo, la región encerrada entre las
fronteras Γ1 y Γ2 representará un material dieléctrico (no conductor, como por ejemplo
aire), mientras que la región interior a Γ1 representará el material ocupado por un material
conductor (como por ejemplo una placa metálica).
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Ω

n1

n2

Γ1

Γ2

1

Figura 1.1: Dominio modelo que cumple los requerimientos del Lema 1.42.

Demostración. Supongamos f1 ∈ H1/2(Γ1), f2 ∈ H1/2(Γ2) y f definida por (1.11), mos-
tremos que f ∈ H1/2(∂Ω).

En efecto, sea x ∈ ∂Ω, puesto que Γ1∩Γ2 = ∅ entonces x ∈ Γ1 o x ∈ Γ2. Si x ∈ Γ1 por
ser esté Lipschitz existen un abierto O y una función φ que satisfacen la definición 1.30,
aśı por ser f1 ∈ H1/2(Γ1) entonces

f1 ◦ φ ∈ H1/2(O′ ∩ φ−1(Γ1 ∩ O)). (1.12)

Análogamente si x ∈ Γ2 por ser esté Lipschitz existen un abierto O y una función φ que
satisfacen la definición 1.30 y por ser f2 ∈ H1/2(Γ2) entonces

f2 ◦ φ ∈ H1/2(O′ ∩ φ−1(Γ2 ∩ O)) (1.13)

Como x ∈ ∂Ω es cualquiera entonces de (1.12) y (1.13) se tiene

f ◦ φ ∈ H1/2(O′ ∩ φ−1(Γ2 ∩ O)),

para todo abierto O y toda función φ que satisfacen la definicióm 1.30.
Por lo tanto, hemos mostrado que f ∈ H1/2(∂Ω).

Definición 1.44 (El espacio H(div,Ω)). El espacio de funciones con divergencia de cua-
drado integrable es denotado por H(div,Ω) y definido por

H(div,Ω) :=
{
u ∈

(
L2(Ω)

)N | div u ∈ L2(Ω)
}
, (1.14)

al cual le asociamos la norma,

‖u‖H(div,Ω) :=
(
‖u‖(L2(Ω))N + ‖div u‖L2(Ω)

)1/2

, (1.15)
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donde,

‖u‖2
(L2(Ω))N :=

N∑
i=1

∫
Ω

|ui|2 dx, u = (u1, u2, ..., uN).

El siguiente teorema muestra qué funciones en H(div,Ω) tienen bien definida la com-

ponente normal en ∂Ω. Para una función v ∈
(
C∞(Ω)

)3
el operador traza normal γn es

definido en casi toda parte en la manera clásica por

γn(v) := v|∂Ω · ν. (1.16)

Teorema 1.45. Sea Ω ⊆ R3 un dominio Lipschitz acotado en R3 con vector normal
unitario exterior ν. Entonces

a) La función definida en (1.16) en
(
C∞(Ω)

)3
, puede ser extendida por continuidad a

una función lineal continua γn de H(div,Ω) en H−1/2(∂Ω).

b) El siguiente teorema de Green se tiene para funciones v ∈ H(div,Ω) y φ ∈ H1(Ω):

(v,∇φ) + (div v, φ) = 〈φ, γn(v)〉∂Ω .

Demostración. Ver [11, Teorema 3.24]

Proposición 1.46. Supongamos que K1 y K2 son dos dominios Lipschitz que no se
sobreponen con una superficie común Σ, tal que K1 ∩K2 = Σ.

a) Supongamos que u1 ∈ H1(K1) y u2 ∈ H1(K2) y definimos u ∈ L2(K1∪Σ∪K2), por

u(x) :=


u1(x) si x ∈ K1.

u2(x) si x ∈ K2.
(1.17)

Entonces, si u1 = u2 en Σ, tenemos u ∈ H1(K1 ∪ Σ ∪K2).

b) Supongamos que u1 ∈ H(div, K1) y u2 ∈ H(div, K2) y definimos u ∈ (L2(K1 ∪ Σ ∪K2))
3

como en (1.17). Entonces, si u1 ·ν = u2 ·ν en Σ, donde ν es el vector normal unitario
a Σ en una única dirección, tenemos u ∈ H(div, K1 ∪ Σ ∪K2).

Demostración. Ver [11, Lema 5.3]

1.3.2. La integral de Bochner.

Definición 1.47. SeaX un espacio de Banach. Una función f : [0, T ]→ X es llamada una
función simple, si existen c1, ..., cn ∈ X y subconjuntos (Lebesgue) medibles M1, ...,Mn

de [0, T ] con Mi ∩Mj = ∅, i 6= j tales que

f(t) :=


n∑
i=1

χMi
(t)ci, ∀t ∈

n⋃
i=1

Mi

0, ∀t ∈ [0, T ] \
n⋃
i=1

Mi,
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donde 0 es el cero de X y χM es la función caracteŕıstica del conjunto M . Si los conjuntos
Mi son intervalos de [0, T ], entonces f es llamada una función escalonada o función de
salto.

Definición 1.48. La integral de Bochner de una función simple f : [0, T ]→ X está defi-
nida por ∫

[0,T ]

f(t) dt ≡
∫ T

0

f(t) dt :=
n∑
i=1

ciλ(Mi).

Definición 1.49. Sea X un espacio de Banach con la norma ‖·‖X . Decimos que una
función u : [0, T ] → X es Bochner medible si existe una sucesión de funciones simples
{un}∞n=1 ⊆ X tales que

ĺım
n→∞

‖un(t)− u(t)‖X = 0 c.t.p t ∈ [0, T ]. (1.18)

Si además,

ĺım
n→∞

∫ T

0

‖un(t)− u(t)‖X dt = 0, (1.19)

donde las integrales son integrales de Lebesgue, entonces u se dice Bochner integrable.

Definición 1.50. Para conjuntos medibles M ⊆ [0, T ] y funciones u : [0, T ]→ X Bochner
integrables definimos la integral de Bochner

∫
M

u(t) dt, como un elemento deX que satisface

ĺım
n→∞

∥∥∥∥∫
M

u(t) dt−
∫

[0,T ]

χM(t)un(t) dt

∥∥∥∥
X

= 0,

donde la sucesión {un}∞n=1 satisface las relaciones (1.18) y (1.19).

Teorema 1.51 (Teorema de Bochner). Una función u : [0, T ]→ X Bochner medible, es
Bochner integrable si, y soló si, la función de valor real ‖u‖X : [0, T ] → R tiene integral
de Lebesgue finita.

Demostración. Ver [8, Teorema 2.19.8].

1.3.3. El espacio de Lebesgue Lp(0, T ;X).

Definición 1.52. Sean 1 ≤ p ≤ ∞, X un espacio de Banach, con la norma ‖·‖X . Deno-
tamos por Lp(0, T ;X), el conjunto de todas las funciones u : (0, T ) → X medibles y tal
que:

‖u‖Lp(0,T ;X) :=

(∫ T

0

‖u(t)‖pX dt
)1/p

<∞ para 1 ≤ p <∞, (1.20)

y
‖u‖L∞(0,T ;X) := Inf{M ∈ R | ‖u(t)‖X ≤M, c.t.p t ∈ (0, T )}. (1.21)

Observación 1.53. La igualdad de elementos de Lp(0, T ;X) la entendemos como igual-
dad en casi toda parte, es decir

u = v Lp(0, T ;X) ⇔ u(t) = v(t) c.t.p t ∈ [0, T ].
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Observación 1.54. Sean u, v ∈ Lp(0, T ;X) y u = v entonces de la observación anterior
se tiene que ∣∣∣‖u‖Lp(0,T ;X) − ‖v‖Lp(0,T ;X)

∣∣∣ ≤ ‖u− v‖Lp(0,T ;X) = 0.

Por lo tanto, si u = v en Lp(0, T ;X) entonces ‖u‖Lp(0,T ;X) = ‖v‖Lp(0,T ;X) como era de
esperarse.

Proposición 1.55. Los espacios de Lebesgue Lp(0, T ;X) con la norma (1.20), 1 ≤ p <∞
y el espacio L∞(0, T ;X) con la norma (1.21) son espacios de Banach.

Demostración. Ver [8, Teorema 2.20.4, Teorema 2.20.8].

Proposición 1.56. Sean X y Y espacios de Banach sobre K. Si la inclusión X ⊆ Y es
continua, entonces la inclusión

Lr(0, T ;X) ⊆ Lq(0, T ;Y ) 1 ≤ q ≤ r ≤ ∞,

es también continua.

Demostración. Ver [16, Proposición 23.2]

Proposición 1.57. Para todo u ∈ Lp(0, T ;X), 1 ≤ p ≤ ∞ tiene sentido la integral∫ T

0

u(t) dt ∈ X.

Demostración. Por la proposición anterior, tenemos que Lp(0, T ;X) ⊆ L1(0, T ;X) para
todo 1 < p <∞. Aśı, dado u ∈ Lp(0, T ;X), se tiene u ∈ L1(0, T ;X), es decir∫ T

0

‖u‖X dt <∞.

Por lo tanto, por el Teorema 1.51 (Teorema de Bochner),∫ T

0

u(t) dt

existe, y es un elemento de X.

Proposición 1.58 (El espacio dual de Lp(0, T ;V )). Sean 1 < p <∞ con 1/p+1/q = 1 y
V un espacio de Banach reflexivo (o separable). Entonces toda f ∈ (Lp(0, T ;V ))∗, puede
representarse únicamente en la forma,

f(u) =

∫ T

0

〈v(t), u(t)〉 dt, ∀u ∈ Lp(0, T ;V ),

donde v ∈ Lq(0, T ;V ∗). La función v ∈ Lq(0, T ;V ∗) es determinada únicamente por
f ∈ (Lp(0, T ;V ))∗, la correspondencia f 7→ u es lineal, y se tiene

‖f‖(Lp(0,T ;V ))∗ = ‖v‖Lq(0,T ;V ∗) .
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Demostración. Ver [8, Teorema 2.22.2].

Proposición 1.59 (El espacio dual de L1(0, T ;V )). Sean V un espacio de Banach refle-
xivo y f ∈ (L1(0, T ;V ))∗. Entonces, existe v ∈ L∞(0, T ;V ∗) tal que

f(u) =

∫ T

0

〈v(t), u(t)〉 dt ∀u ∈ L1(0, T ;V ),

la función v ∈ L∞(0, T ;V ∗) es determinada unicamente por la función f ∈ (L1(0, T ;V ))∗,
la correspondencia f 7→ v es lineal y además se satisface

‖f‖(L1(0,T ;V ))∗ = ‖v‖L∞(0,T ;V ∗) .

Demostración. Ver [8, Teorema 2.22.3]

Proposición 1.60 (Desigualdad de Hölder). Sean V un espacio de Banach, u ∈ Lp(0, T ;V ),
v ∈ Lq(0, T ;V ∗), con 1 < p <∞, 1/p+ 1/q = 1. Entonces la desigualdad,∫ T

0

|〈v(t), u(t)〉V |dt ≤
(∫ T

0

‖v(t)‖qV ∗dt
)1/q(∫ T

0

‖u(t)‖pV dt
)1/p

, (1.22)

se tiene. En particular todas las integrales en (1.22) existen.

Demostración. Ver [16, Proposicion 23.6].

Proposición 1.61 (Ĺımites relacionados para integrales). Sea V un espacio de Banach
reflexivo y separable. Además sea 1 < p <∞, 1/p+ 1/q = 1, y 0 ≤ t ≤ T <∞. Entonces
los siguientes enunciados son validos:

a) Si u ∈ Lp(0, T ;V ), entonces〈
v∗,

∫ t

0

u(s) ds

〉
V

=

∫ t

0

〈v∗, u(s)〉 ds ∀v∗ ∈ V ∗.

b) Si u ∈ Lp(0, T ;V ∗), entonces〈∫ t

0

u(s) ds, v

〉
V

=

∫ t

0

〈u(s), v〉V ds ∀v ∈ V.

c) Si,

un → u en Lp(0, T ;V ), n→∞,
vn ⇀ v en Lq(0, T ;V ∗), n→∞,

o,

un ⇀ u en Lp(0, T ;V ), n→∞,
vn → v en Lq(0, T ;V ∗), n→∞.

Entonces, ∫ t

0

〈vn(s), un(s)〉V ds→
∫ t

0

〈v(s), u(s)〉V ds, n→∞.
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Demostración. Ver [16, Proposición 23.9].

Proposición 1.62 (Lema variacional). Sean X un espacio de Banach, y u ∈ L1(0, T ;X)
tal que ∫ T

0

ϕ(t)u(t) dt = 0 ∀ϕ ∈ C∞0 (0, T ).

Entonces, u = 0 en L1(0, T ;X), esto es u(t) = 0 para casi todo t ∈ (0, T ).

Demostración. Ver [16, Proposición 23.10].

Corolario 1.63. Sean X un espacio de Banach, y u ∈ Lp(0, T ;X) tal que∫ T

0

ϕ(t)u(t) dt = 0 ∀ϕ ∈ C∞0 (0, T ).

Entonces, u = 0 en Lp(0, T ;X), esto es u(t) = 0 para casi todo t ∈ (0, T ).

Demostración. Sean 1 < p < ∞ y u ∈ Lp(0, T ;X). Entonces para todo ϕ ∈ C∞0 (0, T ) se
tiene que ϕu ∈ Lp(0, T ;X). Pero por la Proposición 1.56,

ϕu ∈ L1(0, T ;X).

Aśı, por el Lema 1.62, tenemos que u = 0 en L1(0, T ;X), pero u ∈ Lp(0, T ;X), por lo
que

u = 0 en Lp(0, T ;X).

1.3.4. El espacio de Sobolev W 1
p (0, T ;V,H).

Definición 1.64 (Terna de evolución). Se dice que “ V ⊆ H ⊆ V ∗ ” es una terna de
evolución si:

i) V es un espacio de Banach real, separable y reflexivo,

ii) H es un espacio de Hilbert real, separable,

iii) V es denso en H y la inclusión V ⊆ H es continua, es decir

‖v‖H ≤ c‖v‖V ∀v ∈ V.

Para explicar en qué sentido se hace la inclusión H ⊆ V ∗, enunciamos la siguiente
proposición.

Proposición 1.65. Sea V ⊆ H ⊆ V ∗ una terna de evolución. Entonces se tiene lo
siguiente:

a) A caca h ∈ H le corresponde v́ıa〈
h̄, v
〉
V

= (h, v)H ∀v ∈ V, (1.23)

un funcional lineal y continuo h̄ : V → R, es decir h̄ ∈ V ∗.
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b) La función h 7→ h̄ de H en V ∗ es lineal, inyectiva y continua.

Demostración. Supongamos que V ⊆ H ⊆ V ∗ es una terna de evolución.

a) Sea h ∈ H, como la inclusión V ⊆ H es continua, entonces

|(h, v)H | ≤ ‖h‖H ‖v‖H ≤ c ‖h‖H ‖v‖V ∀v ∈ V.

Por lo tanto, existe h̄ ∈ V ∗ que satisface〈
h̄, v
〉
V

= (h, v)H ∀v ∈ V

y además ∥∥h̄∥∥
V ∗

= sup
v∈V
v 6=0

∣∣〈h̄, v〉
V

∣∣
‖v‖V

= sup
v∈V
v 6=0

|(h, v)H |
‖v‖V

≤ c ‖h‖H .

b) Sea F : H → V ∗ definida por
F (h) := h̄,

veamos que F es lineal. En efecto, sean h, j ∈ H, α ∈ R, entonces para todo v ∈ V

〈F (h+ αj), v〉V =
〈
h+ αj, v

〉
V

= (h+ αj, v)H
= (h, v)H + α (j, v)H

=
〈
h̄, v
〉
V

+ α 〈j̄, v〉V
= 〈F (h), v〉V + α 〈F (j), v〉V
= 〈F (h) + αF (j), v〉V .

Aśı, F es lineal.

Además F es acotado, ya que para todo h ∈ H

‖F (h)‖V ∗ =
∥∥h̄∥∥

V ∗
≤ c ‖h‖H .

Por lo tanto, F es continua.

Veamos por último que F es inyectiva. Si h̄ = 0 entonces F (h) = 0, por lo que

(h, v) = 0 ∀v ∈ V,

y como V es denso en H entonces

(h, v) = 0 ∀v ∈ H.

Por lo tanto h = 0.
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Convención 1.66. Por la Proposición 1.65, vamos a identificar a h̄ con h, en este sentido
H ⊆ V ∗. Aśı, escribimos h en vez de h̄. Entonces lo siguiente es válido:

〈h, v〉V = (h, v)H ∀h ∈ H, ∀v ∈ V,
‖h‖V ∗ ≤ c ‖h‖H ∀h ∈ H.

En lo siguiente, la relación V ⊆ H ⊆ V ∗, para ternas de evolución se entenderá en el
sentido de esta convención. Observamos que por la definición de terna de evolución y por
lo anterior, las inclusiones V ⊆ H y H ⊆ V ∗ son continuas. En particular tenemos

〈u, v〉V = 〈v, u〉V ∀u, v ∈ V.

Definición 1.67 (Derivada generalizada). Sean X y Y espacios de Banach con X∩Y 6= ∅.
Sean u ∈ L1(0, T ;Y ) y w ∈ L1(0, T ;Z), entonces w es llamada la n-ésima derivada
generalizada de la función u en (0, T ), si,∫ T

0

ϕ(n)(t)u(t) dt = (−1)n
∫ T

0

ϕ(t)w(t) dt ∀ϕ ∈ C∞0 (0, T ), (1.24)

es válida. En tal caso escribimos w = u(n).

Proposición 1.68 (Derivadas generalizadas y convergencia débil). Sean Y y Z espacios

de Banach sobre K con Y ⊆ Z incluido continuamente. Entonces se sigue de u
(n)
k = vk

en (0, T ) para todo k y n ≥ 1 fijo y

uk ⇀ u en Lp(0, T ;Y ), n→∞,
vk ⇀ v en Lq(0, T ;Z), n→∞, 1 ≤ p, q <∞

que u(n) = v en (0, T ).

Demostración. Ver [16, Proposicion 23.19].

Proposición 1.69 (Existencia de u(n)). Sea V ⊆ H ⊆ V ∗ una terna de evolución,
0 < T <∞ y sea 1 ≤ p, q ≤ ∞ con 1/p+ 1/q = 1. Entonces lo siguiente es válido:

a) Unicidad: Para u ∈ Lp(0, T ;V ), la derivada generalizada u(n) es única como elemen-
to de Lq(0, T ;V ∗), esto es t 7→ u(n)(t) puede ser modificada sólo en un subconjunto
de medida cero de (0, T ).

b) Existencia: Sea u ∈ Lp(0, T ;V ). La derivada generalizada u(n) ∈ Lq(0, T ;V ∗) existe
si, y sólo si, existe una función w ∈ Lq(0, T ;V ∗) tal que∫ T

0

(u(t), v)Hϕ
(n)(t) dt = (−1)n

∫ T

0

〈w(t), v〉V ϕ(t) dt (1.25)

para todo v ∈ V y todo ϕ ∈ C∞0 (0, T ).

En tal caso, w = u(n) y

dn

dtn
(u(t), v)H = 〈u(n)(t), v〉V , (1.26)

se tiene para todo v ∈ V y casi todo t ∈ (0, T ). Aqúı dn/dtn significa la n-ésima
derivada generalizada de funciones reales en (0, T ).
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Demostración. Ver [16, Proposición 23.20].

Proposición 1.70. Sean u,w : [0, T ] → X funciones Bochner integrables, y sea ζ ∈ X,
si para t0 ∈ [0, T ], se tiene

u(t) = ζ +

∫ t

t0

w(s) ds c.t.p t ∈ [0, T ],

entonces u′ = w.

Demostración. Ver [19, Teorema 127].

Proposición 1.71. Sea u : [0, T ] → X Bochner integrable. La función v : [0, T ]→ X
definida por la relación

v(t) :=

∫ t

t0

u(s) ds, (t0 ∈ [0, T ]),

es una función absolutamente continua, es diferenciable y además,

v′(t) = u(t), c.t.p t ∈ [0, T ].

Demostración. Ver [19, Teorema 113]

Proposición 1.72. Si u : [0, T ] → X satisface u′ = 0 entonces la función u es una
constante, es decir, existe una constante c ∈ X tal que

u(t) = c ∈ X c.t.p t ∈ [0, T ].

Demostración. Ver [19, Lema 129].

Definición 1.73. Sean X := Lp(0, T ;V ) y X∗ := Lq(0, T ;V ∗), con 1/p + 1/q = 1,
definimos

W 1
p (0, T ;V,H) := {u ∈ X | u′ ∈ X∗, 1 < p <∞}.

Proposición 1.74. Sean V ⊆ H ⊆ V ∗ una terna de evolución, 0 < T <∞ y 1 < p <∞
con 1/p + 1/q = 1. Sea W := W 1

p (0, T ;V,H), con la norma ‖u‖W = ‖u‖X + ‖u′‖X∗.
Entonces W es un espacio de Banach, y la inclusión W ⊆ C([0, T ], H) es continua.
Además para todos u, v ∈ W , t ∈ [0, T ] la siguiente fórmula de integración por partes es
valida,

(u(t), v(0))H − (v(t), u(0))H =

∫ t

0

{〈u′(τ), v(τ)〉V + 〈v′(τ), u(τ)〉V } dτ . (1.27)

Demostración. Ver [16, Proposición 23.23].
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Caṕıtulo 2

Un problema de electromagnetismo
bidimensional

El problema de corrientes inducidas (eddy current) se obtiene a partir del sistema completo
de ecuaciones de Maxwell despreciando el término que involucra el campo eléctrico en la
ley de Ampere Maxwell [2, Caṕıtulo 8]. El estudio de este problema es muy importante
para la ingenieŕıa eléctrica debido principalmente a su amplia lista de aplicaciones que
incluyen entre otros, problemas termoeléctricos, de bioelectromagnetismo y de levitación
magnética, las cuales pueden ser estudiadas con más detalle en [1, Caṕıtulo 9]. El modelo
de corrientes inducidas es un problema t́ıpicamente tridimensional, pero desde el punto
de vista teórico resulta muy interesante e instructivo, primero estudiar simplificaciones
bidimensionales de dicho problema, como la que introduciremos en este Caṕıtulo, la cual
fue estudiada por M. Zlamal en 1981 [20] y que constituye el tema central de este trabajo
de grado.

2.1. Motivación.

Las ecuaciones de Maxwell en su forma diferencial, están dadas por (ver por ejemplo
[2, caṕıtulo 1]):

∂D
∂t
− rotH = −J , (2.1)

∂B
∂t

+ rot E = 0, (2.2)

div E = ρ, (2.3)

divB = 0, (2.4)

donde E es la intensidad del campo eléctrico, D es el desplazamiento eléctrico, H la
intensidad del campo magnético y B la inducción magnética. La distribución de cargas
es dada por una función escalar ρ que representa la densidad de carga eléctrica, mientras
que las corrientes son descritas por una función vectorial de densidad de corriente J .

La ecuación (2.1) es llamada la ley de Ampère-Maxwell que relaciona al campo magné-
tico con la variación en el tiempo del desplazamiento eléctrico. La ley de Ampère-Maxwell

coincide con la ley de Ampère salvo el término adicional
∂D
∂t

introducido por Maxwell y

25



conocido en la literatura como corrientes de desplazamiento.
Para obtener un sistema cerrado a partir de las ecuaciones de Maxwell (2.1)–(2.4),

requerimos de información adicional que vincule los distintos campos entre śı. Esta infor-
mación está dada a través de las leyes constitutivas

B = µH, D = εE , (2.5)

con µ = µ(‖H‖) y por la ley de Ohm

J = Jd + σE ,

donde Jd es la densidad de la fuente de corriente aplicada, y ε, µ, σ son funciones que
dependen de los materiales f́ısicos involucrados llamadas permitividad eléctrica, permea-
bilidad magnética y conductividad eléctrica respectivamente.

Despreciando el término que involucra las corrientes de desplazamiento en (2.1), ob-
tenemos el llamado modelo de corrientes inducidas, que consiste en: Hallar H y E con
H : R3 × [0, T ]→ R3, E : R3 × [0, T ]→ R3 tales que

rotH = Jd + σE , div E = ρ, (2.6)

rot E +
∂ (µH)

∂t
= 0, div (µH) = 0. (2.7)

En esta sección deduciremos “formalmente” una simplificación bidimensional del modelo
de corrientes inducidas (2.6)-(2.7) en términos de una nueva incógnita, por lo que asumire-
mos que los campos vectoriales B,H,D, E ,J y los campos escalares µ, σ y ε sólo dependen
de las componentes espaciales x1, x2 y de la variable temporal t. Además asumiremos que
la densidad de carga ρ es nula, con lo cual de (2.6) se sigue

div E = 0, (2.8)

y que la inducción magnética µH tiene la forma

µH = (B1,B2, 0) . (2.9)

En consecuencia, la segunda ecuación de (2.7) sugiere introducir una nueva incógnita A
tal que

µH = rotA, (2.10)

donde A : R2 × [0, T ]→ R3, con Ai = Ai(x1, x2, t), i = 1, 2, 3. Aśı, dado que

µH = rotA =

(
∂A3

∂x2

− ∂A2

∂x3

,
∂A1

∂x3

− ∂A3

∂x1

,
∂A2

∂x1

− ∂A1

∂x2

)
=

(
∂A3

∂x2

,−∂A3

∂x1

,
∂A2

∂x1

− ∂A1

∂x2

)
.

Luego, por el requerimiento de que B3 ≡ 0 se sigue

µH =

(
∂A3

∂x2

,−∂A3

∂x1

, 0

)
(2.11)
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y en consecuencia,
∂A2

∂x1

− ∂A1

∂x2

= 0.

Aśı, es posible asumir que A1 = A2 = 0 y obtener

A = (0, 0, u), A3 = u(x1, x2, t). (2.12)

En consecuencia, por la ecuación anterior se tiene en (2.11)

µH =

(
∂u

∂x2

,− ∂u

∂x1

, 0

)
, ‖µH‖ = ‖∇u‖ , (2.13)

donde, ‖∇u‖2 :=

∣∣∣∣ ∂u∂x1

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ ∂u∂x2

∣∣∣∣2. Por otro lado, reemplazando (2.10) en (2.7) tenemos

rot E +
∂

∂t
(rotA) = 0. (2.14)

Luego, si asumimos que A es suficientemente regular (por ejemplo, si A es de clase
C2 (R2 × [0, T ])), se deduce que

∂

∂t
(rotA)

=
∂

∂t

(
∂A3

∂x2

− ∂A2

∂x3

,
∂A1

∂x3

− ∂A3

∂x1

,
∂A2

∂x1

− ∂A1

∂x2

)
=

(
∂

∂t

(
∂A3

∂x2

− ∂A2

∂x3

)
,
∂

∂t

(
∂A1

∂x3

− ∂A3

∂x1

)
,
∂

∂t

(
∂A2

∂x1

− ∂A1

∂x2

))
=

(
∂

∂x2

(
∂A3

∂t

)
− ∂

∂x3

(
∂A2

∂t

)
,
∂

∂x3

(
∂A1

∂t

)
− ∂

∂x1

(
∂A3

∂t

)
,

∂

∂x1

(
∂A2

∂t

)
− ∂

∂x2

(
∂A1

∂t

))
= rot

(
∂A
∂t

)
,

por lo que (2.14) es equivalente a

0 = rot E + rot

(
∂A
∂t

)
= rot

(
E +

∂A
∂t

)
.

La igualdad anterior sugiere introducir ϕ : R3 × [0, T ]→ R tal que

E +
∂A
∂t

= −∇ϕ

o equivalentemente,

E = −∇ϕ−
∂A
∂t
. (2.15)
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Ahora bien, si ϕ es suficientemente regular (por ejemplo, si es de clase C2 (R3 × [0, T ])),
reemplazando (2.15) en (2.6), tenemos

div E = div

(
−∇ϕ−

∂A
∂t

)
= − div (∇ϕ)− div

∂A
∂t

= −∆ϕ− div

(
0, 0,

∂u

∂t

)
= −∆ϕ− ∂2u

∂t ∂x3

= −∆ϕ− ∂

∂t

(
∂u

∂x3

)
= −∆ϕ.

Luego, de (2.8) se sigue,
−∆ϕ = 0. (2.16)

Aśı podemos asumir que ϕ = 0 y obtener de (2.12) y (2.15) que,

E =

(
0, 0,−∂u

∂t

)
. (2.17)

Por otro lado, de (2.13) se tiene,

rotH = rot

(
1

µ

(
∂u

∂x2

,− ∂u

∂x1

, 0

))
=

(
0− ∂

∂x3

(
− 1

µ

∂u

∂x1

)
,
∂

∂x3

(
1

µ

∂u

∂x2

)
− 0,

∂

∂x1

(
− 1

µ

∂u

∂x1

)
− ∂

∂x2

(
1

µ

∂u

∂x2

))
=

(
0, 0,− ∂

∂x1

(
1

µ

∂u

∂x1

)
− ∂

∂x2

(
1

µ

∂u

∂x2

))
.

(2.18)

Luego, si Jd = (Jd1 ,Jd2 ,Jd3), de (2.17) se sigue

Jd + σE = (Jd1 ,Jd2 ,Jd3) + σ

(
0, 0,−∂u

∂t

)
=

(
Jd1 ,Jd2 ,Jd3 − σ

∂u

∂t

)
. (2.19)

Reemplazando (2.18) y (2.19) en (2.6), tenemos(
0, 0,− ∂

∂x1

(
1

µ

∂u

∂x1

)
− ∂

∂x2

(
1

µ

∂u

∂x2

))
=

(
Jd1 ,Jd2 ,Jd3 − σ

∂u

∂t

)
.

En consecuencia Jd1 = Jd2 = 0 y si hacemos ν := 1
µ

y J := Jd3 se tiene

σ
∂u

∂t
=

∂

∂x1

(
ν
∂u

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
ν
∂u

∂x2

)
+ J (2.20)

o equivalentemente

σ
∂u

∂t
= div (ν∇u) + J. (2.21)
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Observación 2.1. La reluctancia magnética es definida por:

ν = ν(‖B‖) =
1

µ(‖H‖)
.

Además, por las leyes constitutivas y por (2.13) se tiene,

‖B‖ = ‖µH‖ = ‖∇u‖ .

En consecuencia, obtenemos:
ν = ν (‖∇u‖) .

Aśı, (2.21) puede ser escrita como

σ
∂u

∂t
= div (ν (‖∇u‖)∇u) + J.

El procedimiento anterior se puede realizar en orden inverso para deducir el siguiente
teorema.

Teorema 2.2. Supongamos que Jd = (0, 0, J) y ρ = 0. Si u : R2× [0, T ]→ R, es solución
de (2.21), con u ∈ C2(Ω× [0, T ]) entonces

E =

(
0, 0,−∂u

∂t

)
, H =

(
ν
∂u

∂x1

,−ν ∂u
∂x2

, 0

)
son solución de (2.6)-(2.7).

Observación 2.3. En los problemas de electromagnetismo generalmente se requiere de-
terminar los campos eléctrico y magnético, mientras que la densidad de la fuente de
corriente aplicada Jd y la densidad de carga eléctrica ρ son datos conocidos del problema.
Las hipótesis de este teorema indican las condiciones que deben cumplir dichos datos para
que a partir de solucionar la ecuación bidimensional (2.21), se pueda obtener una solución
del modelo de corrientes inducidas tridimensional.

Demostración. En primer lugar notamos que si reemplazamos los valores de H, E , y J
en la primera ecuación de (2.6), obtenemos (2.18) y (2.19). En consecuencia dado que u
satisface (2.21) se sigue la primera ecuación de (2.6). Para la segunda ecuación de (2.6),
basta observar que

div E =
∂

∂x3

(
−∂u
∂t

)
= − ∂

∂t

(
∂u

∂x3

)
= 0,

puesto que u no depende de la componente x3.
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Veamos ahora la primera ecuación de (2.7). En efecto, puesto que u ∈ C2(Ω× [0, T ])
se tiene,

rot E +
∂ (µH)

∂t
= rot

(
0, 0,−∂u

∂t

)
+
∂

∂t

(
∂u

∂x2

,− ∂u

∂x1

, 0

)
=

(
− ∂

∂x2

(
∂u

∂t

)
,
∂

∂x1

(
∂u

∂t

)
, 0

)
+

(
∂

∂t

(
∂u

∂x2

)
,− ∂

∂t

(
∂u

∂x1

)
, 0

)
= 0.

Finalmente,

div(µH) = div

(
∂u

∂x2

,− ∂u

∂x1

, 0

)
=

∂

∂x1

(
∂u

∂x2

)
− ∂

∂x2

(
∂u

∂x1

)
= 0,

de donde se obtiene la segunda ecuación de (2.7).
Por lo tanto, hemos mostrado el teorema.

2.2. Problema modelo.

Ahora consideraremos la ecuación (2.21) en un dominio acotado Ω ⊆ R2. Es decir,
consideraremos el problema: Hallar u : Ω× [0, T ]→ R tal que

σ
∂u

∂t
= div (ν∇u) + J en Ω× [0, T ]. (2.22)

2.2.1. Deducción de las ecuaciones fuertes.

Sea R ⊆ R2 el conjunto ocupado por los materiales conductores que intervienen en
el problema y supondremos que R ⊆ Ω. Aśı, S := Ω \ R representa al conjunto ocupado
por lo materiales dieléctricos (no conductores). En la Figura 2.1 se muestra una posible
distribución de la geometŕıa del problema modelo. R representa la región ocupada por
los materiales conductores y S la región ocupada por los materiales diélectricos. Además,
Ω = R ∪ ∂R ∪ S. η representa el vector normal unitario exterior a ∂R, mientras que ηS
representa el vector normal unitario exterior a ∂S. Notamos que ηS = −η en ∂R.

En consecuencia, la conductividad eléctrica satisface

σ(x) =


σ̃(x), si x ∈ R,

0, si x ∈ S.

Por simplicidad, utilizaremos la misma notación para σ y σ̃, es decir

σ(x) =


σ(x), si x ∈ R,

0, si x ∈ S.
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S

R

ηS

η

∂R

∂Ω

1

Figura 2.1: Representación geométrica del problema modelo.

Entonces la ecuación (2.22), se transforma en dos ecuaciones:

σ
∂u

∂t
= div (ν∇u) + J, en R× (0, T ), (2.23)

0 = div (ν∇u) + J, en S × (0, T ). (2.24)

Notamos que la primera ecuación es parabólica y la segunda eĺıptica, por lo que para
la primera de estas se necesita una condición inicial,

u(x, 0) = u0(x) en R. (2.25)

Además, puesto que trabajaremos en un dominio acotado Ω, el problema requiere de una
condición de frontera. En nuestro caso supondremos,

u = 0 en ∂Ω× [0, T ]. (2.26)

En los problemas de corrientes inducidas, generalmente se exige que la densidad de
corriente aplicada Jd sea de cuadrado integrable, lo que implica que J sea de cuadra-
do integrable en todo Ω. En consecuencia, dado que (2.22) se debe cumplir en todo Ω,
es razonable pensar que ∇u y div (ν∇u) también son de cuadrado integrable en Ω y
aśı, deben satisfacerse las siguiente condiciones de salto sobre la frontera Γ := ∂R (ver
Proposición 1.46):

[u]SR := u+ − u− = 0 en Γ, (2.27)[
ν
∂u

∂η

]
:= ν∇u+ · η − ν∇u− · η = 0 en Γ, (2.28)

donde u+ := u|R, u− := u|S y η es el vector unitario normal exterior a Γ. Las condiciones
(2.27)–(2.28) son necesarias para la deducción de la formulación variacional del problema y
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por lo tanto se adicionarán a las ecuaciones (2.23)–(2.26), obteniendo el siguiente problema
que consideraremos como nuestro problema modelo para el análisis.

Hallar u : Ω× [0, T ]→ R que satisface:

σ
∂u

∂t
= div (ν∇u) + J en R× (0, T ), (2.29)

u(x, 0) = u0(x) en R, (2.30)

0 = div (ν∇u) + J en S × (0, T ), (2.31)

u = 0 en ∂Ω× [0, T ], (2.32)

[u]SR =

[
ν
∂u

∂η

]S
R

= 0 en Γ = ∂R (2.33)

2.2.2. Deducción de la formulación variacional.

Deduciremos ahora una formulación variacional para el problema (2.29)-(2.33). Para
esto, multiplicamos por una función v ∈ H1

0 (Ω) a las ecuaciones (2.29),(2.31) y usaremos
la fórmula de integración por partes (1.37) y las condiciones de salto (2.33). En efecto,
para (2.29) tenemos,

∫
R

σ
∂u

∂t
v dx =

∫
R

div (ν∇u) v dx+

∫
R

Jv dx

=
2∑
i=1

∫
R

∂

∂xi

(
ν
∂u

∂xi

)
v dx+

∫
R

Jv dx

=
2∑
i=1

{
−
∫
R

ν
∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx+

∫
∂R

ν
∂u+

∂xi
vηi ds

}
+

∫
R

Jv dx

= −
2∑
i=1

∫
R

ν
∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx+

2∑
i=1

∫
∂R

ν
∂u+

∂xi
vηi ds+

∫
R

Jv dx

= −
∫
R

ν∇u · ∇ v dx+

∫
∂R

ν

(
∂u+

∂x1

η1 +
∂u+

∂x2

η2

)
vds+

∫
R

Jv dx

= −
∫
R

ν∇u · ∇ v dx+

∫
Γ

ν
∂u+

∂η
v ds+

∫
R

Jv dx.

Aśı,∫
R

σ
∂u

∂t
v dx = −

∫
R

ν∇u · ∇ v dx+

∫
Γ

ν
∂u+

∂η
v ds+

∫
R

Jv dx ∀v ∈ H1
0 (Ω). (2.34)

Por otro lado, análogamente a como se demostró (2.34), de (2.31) tenemos que

0 = −
∫
S

ν∇u · ∇ v dx+

∫
∂S

ν
∂u−

∂ηS
v ds+

∫
S

Jv dx ∀v ∈ H1
0 (Ω),

de donde ∫
∂S

ν
∂u−

∂ηS
v ds =

∫
S

ν∇u · ∇ v dx+−
∫
S

Jv dx ∀v ∈ H1
0 (Ω). (2.35)
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Además, puesto que ∂S = Γ ∪ ∂Ω (ver Figura 2.1), se tiene entonces que∫
∂S

ν
∂u−

∂ηS
v ds =

∫
Γ

ν
∂u−

∂ηS
v ds+

∫
∂Ω

ν
∂u−

∂ηS
v ds,

=

∫
Γ

ν
∂u−

∂ηS
v ds,

donde ηS representa el vector normal exterior a S en Γ. Es decir η = −ηS. Aśı por la
condición de salto (2.33) se tiene,∫

Γ

ν
∂u+

∂η
v ds =

∫
Γ

ν
∂u−

∂η
v ds = −

∫
Γ

ν
∂u−

∂ηS
v ds.

Luego, reemplazando lo anterior en (2.35), se tiene∫
Γ

ν
∂u+

∂η
v ds = −

∫
S

ν∇u · ∇ v dx+

∫
S

Jv dx ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Por lo tanto, sustituyendo la ecuación anterior en (2.34) tenemos para todo v ∈ H1
0 (Ω)

que ∫
R

σ
∂u

∂t
v dx = −

∫
R

ν∇u · ∇ v dx−
∫
S

ν∇u · ∇ v dx+

∫
S

Jvdx+

∫
R

Jv dx

= −
∫

Ω

ν∇u · ∇ v dx+

∫
Ω

Jv dx.

Aśı, ∫
R

σ
∂u

∂t
v dx+

∫
Ω

ν∇u · ∇ v dx =

∫
Ω

Jv dx ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Tenemos entonces(
σ
∂u

∂t
, v

)
L2(R)

+ a(u, v) = (J, v)L2(Ω) ∀v ∈ H1
0 (Ω), (2.36)

donde,

a(u, v) :=

∫
Ω

ν∇u · ∇ v dx ∀u, v ∈ H1
0 (Ω). (2.37)

Por otro lado, como las funciones σ y v no dependen de la variable temporal t, entonces

σ
∂u

∂t
v =

∂

∂t
(σuv).

Si suponemos además que la función u satisface las hipótesis del Teorema 1.23 y reempla-
zando lo anterior en la primera integral del lado izquierdo de (2.36) se tiene(

σ
∂u

∂t
, v

)
L2(R)

=

∫
R

σ
∂u

∂t
v dx =

∫
R

∂

∂t
(σuv) dx =

d

dt

∫
R

σuv dx =
d

dt
(σu, v)L2(R).
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Con lo que (2.36) es equivalente a

d

dt
(σu, v)L2(R) + a(u, v) = (J, v)L2(Ω) ∀v ∈ H1

0 (Ω).

Aśı, a partir del razonamiento anterior se deduce que la solución del problema (2.29)-(2.33)
es solución del problema variacional: Hallar u : Ω× [0, T ]→ R tal que

d

dt
(σu, v)L2(R) + a(u, v) = (J, v)L2(Ω) ∀v ∈ H1

0 (Ω),

u(0) = u0 ∈ L2(R).
(2.38)

2.3. Problema abstracto.

En esta sección plantearemos un problema abstracto, que permite abordar el problema
(2.38) como un caso particular. Para ello asumimos las hipótesis necesarias para que dicho
problema pueda plantearse adecuadamente, entre las cuales hacemos referencia al dominio
Ω, y a los espacios funcionales con los que se piensa trabajar. Además se estudiaran dos
formulaciones para el problema abstracto, las cuales resultan equivalentes. En primer lugar
es necesario precisar las caracteŕısticas generales de los espacios abstractos considerados.

2.3.1. Consideraciones sobre los espacios funcionales.

Asumiremos que se cumplen las condiciones dadas por la siguiente hipótesis.
Hipótesis 1.

Parte 1. Consideraremos dos espacios de Hilbert reales HR y HS, con produc-
tos escalares (·, ·)R y (·, ·)S respectivamente y supondremos que HR es separable.
Denotaremos por

|·|R := (·, ·)1/2
R ,

|·|S := (·, ·)1/2
S ,

las normas inducidas por sus respectivos productos escalares.

Parte 2. Supondremos que H := HR ×HS es un espacio de Hilbert, dotado de un
producto interior (·, ·), cuya norma |·| := (·, ·)1/2 es equivalente a |·|R+ |·|R. Es decir,
existen constantes positivas c1, c2, tales que,

c1 |v| ≤ |vR|R + |vS|S ≤ c2 |v| ∀v := [vR, vS] ∈ H. (2.39)

En lo que sigue, se usará la letra c, (con, o sin sub́ındices) para denotar constantes,
que no son necesariamente iguales.

Parte 3. Sea V ⊆ H un espacio de Banach separable y reflexivo con norma ‖·‖.
Consideraremos los siguientes subespacios:

VR := {vR ∈ HR| (∃vS ∈ HS) ([vR, vS] ∈ V )} ,
VS := {vS ∈ HS| (∃vR ∈ HR) ([vR, vS] ∈ V )} ,
◦
V R := {vR ∈ HR| v = [vR,0] ∈ V } ,
◦
V S := {vS ∈ HS| v = [0, vS] ∈ V } .

(2.40)
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Parte 4. Supondremos que los subespacios definidos en (2.40) satisfacen las siguien-
tes propiedades:

a) Existen espacios de Banach reflexivos BR y BS tales que VR ⊆ BR ⊆ HR y
VS ⊆ BS ⊆ HS. Las normas de BR y BS se denotarán respectivamente por
‖·‖R, ‖·‖S. Supondremos además que existen constantes positivas c1, c2, tales
que,

c1 ‖v‖ ≤ ‖vR‖R + ‖vS‖S ≤ c2 ‖v‖ ∀v := [vR, vS] ∈ V. (2.41)

b) Sea V R la clausura de VR respecto a la norma de BR. Supondremos que V R

está incluido continuamente en HR, es decir:

|w|R ≤ c‖w‖R ∀w ∈ V R. (2.42)

c)
◦
V R es denso en HR.

Observación 2.4. Si HS = ∅, entonces H = HR, luego la Hipótesis (1) debe entenderse
como sigue: existe un espacio de Banach V , que es reflexivo y separable, normado por ‖·‖,
que es denso y está incluido continuamente en H, con H un espacio de Banach separable.

Los sub́ındices R y S usados para los espacios HR y HS definidos en la Hipótesis 1 tienen
relación con los dominios R y S que aparecen en el problema (2.29)-(2.33) (ver Figura 2.1),
como se demuestra en la siguiente proposición.

Proposición 2.5. Sean Ω ⊆ R2 y R ⊆ R2 dominios Lipschitz, tales que R ⊆ Ω. Sea
S := Ω \R y sea σ ∈ L∞(R) con σ ≥ σ0 > 0. Si se seleccionan los espacios:

H := L2(Ω), (u, v) := (u, v)L2(Ω) ∀u, v ∈ L2(Ω),

HR := L2(R), (u, v)R := (σu, v)L2(R) ∀u, v ∈ L2(R),

HS := L2(S), (u, v)S := (u, v)L2(S) ∀u, v ∈ L2(S),

V := H1
0 (Ω), ‖u‖ := ‖u‖H1(Ω) ∀u ∈ H1

0 (Ω),

BR := H1(R), ‖u‖R := ‖u‖H1(R) ∀u ∈ H1(R),

BS := H1(S), ‖u‖S := ‖u‖H1(S) ∀u ∈ H1(S),

donde, las parejas ordenadas u := [uR, uS] ∈ L2(Ω) son tales que uR := u|R y uS := u|S,
es decir, son la restricción de u a R y S respectivamente. Entonces los requerimientos de
la Hipótesis 1 se satisfacen, más aún se tiene que:

VR = H1(R), VS = H1
∂Ω(S), V R = H1(R), V S = H1

∂Ω(S),
◦
V R= H1

0 (R),
◦
V S= H1

0 (S),

donde,
H1
∂Ω(S) :=

{
u ∈ H1(S)| γ(u)|∂Ω = 0

}
.
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Demostración. La demostración se hará por partes.

Parte 1. En primer lugar, es bien conocido que HS := L2(S) con su producto interior
usual (·, ·) := (·, ·)L2(Ω) es un espacio de Hilbert.

Para la parte 1 resta mostrar que HR := L2(R) con (u, v)R := (σu, v)L2(R) para todos
u, v ∈ L2(R) es un espacio de Hilbert, para esto debemos ver primero que (·, ·)R define en
realidad un producto interno. En efecto, para u, v, w ∈ L2(R) y α ∈ R se tiene:

i. Simetŕıa.

(u, v)R = (σu, v)L2(R) =

∫
R

(σu)v dx =

∫
R

(σv)u dx = (v, u)R.

ii. Bilinealidad.

(u+ v, w)R = (σ(u+ v), w)L2(R) = (σu,w)L2(R) + (σv, w)L2(R) = (u,w)R + (v, w)R.

y

(αu, v)R = (σ(αu), v)L2(R) = α(σu, v)L2(R) = α(u, v)R.

iii. No negatividad.

(u, u)R = (σu, u)L2(R) =

∫
R

σu2dx ≥ 0.

Supongamos que (u, u)R = 0, veamos que u = 0. En efecto, puesto que σ > σ0 > 0,
se sigue

0 = (u, u)R =

∫
R

σ |u|2 dx ≥ σ0

∫
R

|u|2 dx,

de donde ‖u‖L2(R) = 0 y aśı u = 0.

Aśı, por (i)–(iv), (·, ·)R es un producto interno.
Veamos ahora que L2(R) es un espacio de Hilbert con el producto interior (·, ·)R, para

esto observemos que

|u|2R = (σu, u)L2(R) =

∫
R

σu2dx ≤ ‖σ‖∞ ‖u‖
2
L2(R) ,

y además

‖u‖2
L2(R) =

∫
R

u2dx =
1

σ0

∫
R

σ0u
2dx ≤ 1

σ0

∫
R

σu2dx =
1

σ0

|u|2R .

Por lo tanto se tiene que |·|R y ‖·‖L2(R) son equivalentes, ya que

‖σ‖−1/2
∞ |u|2R ≤ ‖u‖L2(R) ≤ σ

−1/2
0 |u|R .

Aśı, puesto que L2(R) es completo con ‖·‖L2(R) entonces es también completo con |·|R.

Luego L2(R) es Hilbert con (·, ·)R.
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Por último, es bien conocido que HR := L2(R) es un espacio de Hilbert separable.

Parte 2. Notamos que H := L2(Ω) con su producto interior usual (·, ·) := (·, ·)L2(Ω)

es un espacio de Hilbert.
Mostramos ahora, en que sentido se hace la identificación L2(Ω) = L2(R)×L2(S). Sea

Ψ : L2(Ω)→ L2(R)× L2(S), definida por

Ψ(u) := [u|R, u|S].

Para u ∈ L2(Ω) denotamos uR := u|R y uS := u|S, aśı tenemos

Ψ(u) = [uR, uS].

La norma considerada en L2(R)× L2(S) es

‖[u, v]‖L2(R)×L2(S) :=
(
‖u‖2

L2(R) + ‖v‖2
L2(S)

)1/2

∀[u, v] ∈ L2(R)× L2(S).

Afirmamos que Ψ es una isometŕıa biyectiva entre L2(Ω) y L2(R)×L2(S). En efecto, sean
u, v ∈ L2(Ω) y α ∈ R, entonces

i. Linealidad.

Ψ(u+ αv) = [(u+ αv)R, (u+ αv)S]

= [uR + αvR, uS + αvS]

= [uR, uS] + α [vR, vS]

= Ψ(u) + αΨ(v).

ii. Acotación.

‖Ψ(u)‖L2(R)×L2(S) =
(
‖uR‖2

L2(R) + ‖uS‖2
L2(S)

)1/2

=

(∫
R

|uR|2 dx+

∫
S

|uS|2 dx
)1/2

=

(∫
R

|u|2 dx+

∫
S

|u|2 dx
)1/2

=

(∫
R∪S
|u|2 dx

)1/2

=

(∫
Ω

|u|2 dx
)1/2

= ‖u‖L2(Ω) .

Aśı,
‖Ψ(u)‖L2(R)×L2(S) = ‖u‖L2(Ω) . (2.43)
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iii. Biyectividad. Por (2.43) se tiene que Ψ es inyectiva. En consecuencia, sólo resta
mostrar que Ψ es sobreyectiva. Sea (u, v) ∈ L2(R) × L2(S), definimos w : Ω → R
por

w(x) :=


u(x), si x ∈ R

v(x), si x ∈ S

0, si x ∈ Γ.

Entonces w es una función medible por ser u, v,0 funciones medibles. Veamos ahora
que w ∈ L2(Ω).

‖w‖L2(Ω) =

(∫
Ω

|w|2 dx
)1/2

=

(∫
R

|u|2 dx+

∫
S

|v|2 dx+

∫
Γ

|0|2 dx
)1/2

<∞.

Luego, w ∈ L2(Ω) y además

Ψ(w) = [wR, wS] = [u, v].

De donde, Ψ es biyectiva.

Por lo tanto, por (i), (ii) y (iii) tenemos que Ψ es una isometŕıa biyectiva entre L2(Ω) y
L2(R)×L2(S) y es en este sentido en el que hacemos la identificación entre estos espacios.

Veamos ahora que la suma de las normas |·|R + |·|S es equivalente con |·|, es decir se
tiene (2.39). En efecto, por una parte tenemos

|u|2 =

∫
Ω

u2dx

=

∫
R

u2dx+

∫
S

u2dx

=
1

σ0

∫
R

σ0u
2dx+ |uS|2S

≤ 1

σ0

∫
R

σu2dx+ |uS|2S

=
1

σ0

|uR|2R + |uS|2S

≤ c2{|uR|2R + |uS|2S}, c2 = máx{1, 1/σ0}.

Entonces,

|u| ≤ c
(
|uR|2R + |uS|2S

)1/2

≤ c (|uR|R + |uS|S) .
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Aśı,
c−1 |u| ≤ |uR|R + |uS|S.

Por otro lado

|uR|R + |uS|S =

(∫
R

σu2
R dx

)1/2

+

(∫
S

u2
S dx

)1/2

≤ ‖σ‖1/2
∞

(∫
R

u2
R dx

)1/2

+

(∫
S

u2
S dx

)1/2

≤ ‖σ‖1/2
∞

(∫
Ω

u2 dx

)1/2

+

(∫
Ω

u2 dx

)1/2

=
(
‖σ‖1/2

∞ + 1
)
|u|

= c |u| .

En consecuencia se tiene que |·|R + |·|S y |·| son equivalentes.

Parte 3. Claramente V := H1
0 (Ω) ⊆ L2(Ω) =: H y además V := H1

0 (Ω) es un espacio
de Banach reflexivo y separable con la norma ‖·‖ := ‖·‖H1(Ω).

i. Veamos ahora que VR = H1(R) y VS = H1(S). En efecto, de acuerdo a la definición
de VR dada en la hipótesis 1, se tiene.

VR : =
{
uR ∈ L2(R)|

(
∃uS ∈ L2(S)

) (
u := [uR, uS] ∈ H1

0 (Ω)
)}
.

En la definición anterior u := [uR, uS] ∈ H1
0 (Ω) significa que

u(x) :=


uR(x), si x ∈ R

uS(x), si x ∈ S,

es un elemento de H1
0 (Ω). Luego, si uR ∈ VR entonces existe uS ∈ L2(S) tal que

u = [uR, uS] ∈ H1
0 (Ω), aśı por ser uR la restricción de u a R entonces uR ∈ H1(R).

Por lo tanto, tenemos que
VR ⊆ H1(R).

Veamos ahora la otra inclusión. Sea uR ∈ H1(R), mostremos que existe u ∈ H1
0 (Ω)

tal que u|R = uR.

Dado que S = Ω\R y ∂S = ∂R∪∂Ω con ∂R∩∂Ω = ∅, ∂R y ∂Ω dominios Lipschitz,
se tiene que S es un dominio Lipschitz, aśı puesto que uR ∈ H1(R), entonces por el
Teorema 1.40 tenemos v := uR|∂R ∈ H1/2(∂R). De igual forma, la función g ≡ 0 en
∂Ω es tal que g ∈ H1/2(∂Ω). Luego si definimos la función f : ∂S → R por

f(x) :=


v(x), si x ∈ ∂R

0, si x ∈ ∂Ω,
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entonces, por el Lema 1.42, tenemos que f ∈ H1/2(∂S) y aśı, por el Teorema 1.41
existe uS ∈ H1(S) tal que uS|∂S = f .

Definamos u : Ω→ R por

u(x) :=


uR(x), si x ∈ R

uS(x), si x ∈ S.

Mostremos que u ∈ H1
0 (Ω) y u|R = uR. En efecto, dado que uR ∈ H1(R), uS ∈ H1(S)

y uR|∂R − uS|∂R = 0, entonces por la Proposición 1.46, tenemos que u ∈ H1(Ω) con
u|R = uR. Además u|∂Ω = 0, de donde u ∈ H1

0 (Ω).

Por lo tanto hemos mostrado que H1(R) ⊆ VR, de donde tenemos

VR = H1(R).

Análogamente vemos que VS = H1
∂Ω(S).

ii. Mostremos ahora que
◦
V R= H1

0 (R) y
◦
V S= H1

0 (S). En efecto,

◦
V R:=

{
uR ∈ L2(R)|u = [uR,0] ∈ H1

0 (Ω))
}
.

Si uR ∈
◦
V R, entonces u = [uR,0] ∈ H1

0 (Ω) entonces uR (la restricción de u a R) es un
elemento de H1(R). Además como u = [uR,0] ∈ H1

0 (Ω) entonces uR|∂R − 0|∂R = 0,
de donde uR ∈ H1

0 (R). En consecuencia

◦
V R ⊆ H1

0 (R).

Para la otra inclusión, basta observar que dado uR ∈ H1
0 (R) se tiene uR|∂R = 0 y

aśı uR|∂R − 0|∂R = 0. Por lo tanto, definiendo

u(x) =


uR(x), si x ∈ R

0, si x ∈ S,

se sigue de la Proposición 1.46 que u ∈ H1
0 (Ω). Además, u|R = uR y aśı uR ∈

◦
V R.

Luego, H1
0 (R) ⊆

◦
V R. En conclusión,

◦
V R= H1

0 (R).

Análogamente se demuestra que
◦
V S= H1

0 (S).

Parte 4.
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a) Es bien conocido que BR := H1(R) y BS := H1(S) con las normas ‖·‖S := ‖·‖H1(R) y
‖·‖S := ‖·‖H1(S) son espacios de Hilbert y por lo tanto son espacios de Banach reflexivos
(ver [7, Teorema 4.6-6]) con

BR := H1(R) ⊆ L2(R) =: HR y BS := H1(S) ⊆ L2(S) =: HS.

Veamos ahora que la norma de H1
0 (Ω) (‖·‖ = ‖·‖H1(Ω)) es equivalente a ‖·‖R + ‖·‖S es

decir, se tiene (2.41). En efecto, por una parte tenemos que

‖u‖ = ‖u‖L2(Ω) + ‖∂1u‖L2(Ω) + ‖∂2u‖L2(Ω)

≤ ‖uR‖L2(R) + ‖uS‖L2(S) + ‖∂1uR‖L2(R) + ‖∂1uS‖L2(S) + ‖∂2uR‖L2(R) + ‖∂2uS‖L2(S)

= ‖uR‖R + ‖uS‖S.

Por otro lado,

‖uR‖R + ‖uS‖S
= ‖uR‖H1(R) + ‖uS‖H1(S)

=
{
‖uR‖L2(R) + ‖∂1uR‖L2(R) + ‖∂2uR‖L2(R)

}
+
{
‖uS‖L2(S) + ‖∂1uS‖L2(S) + ‖∂2uS‖L2(S)

}
=
{
‖u‖L2(R) + ‖∂1u‖L2(R) + ‖∂2u‖L2(R)

}
+
{
‖u‖L2(S) + ‖∂1u‖L2(S) + ‖∂2u‖L2(S)

}
≤
{
‖u‖L2(Ω) + ‖∂1u‖L2(Ω) + ‖∂2u‖L2(Ω)

}
+
{
‖u‖L2(Ω) + ‖∂1u‖L2(Ω) + ‖∂2u‖L2(Ω)

}
= 2

{
‖u‖L2(Ω) + ‖∂1u‖L2(Ω) + ‖∂2u‖L2(Ω)

}
= 2 ‖u‖H1(Ω) .

En consecuencia, hemos mostrado que ‖·‖ y ‖·‖R + ‖·‖S son equivalentes.

b) Notamos que por ser H1(R) y H1
∂Ω(S) espacios cerrados respecto a sus normas se tiene

V R := H1(R)
‖·‖R = H1(R) y V S := H1

∂Ω(S)
‖·‖R

= H1
∂Ω(S).

Mostremos ahora que V R := H1(R) está incluido continuamente en L2(R) es decir, se
tiene (2.42). En efecto, sea w ∈ V R = H1(R), entonces

|w|R =

(∫
R

σw2dx

)1/2

≤ ‖σ‖1/2
∞

(∫
R

w2dx

)1/2

≤ ‖σ‖1/2
∞

(
‖w‖L2(R) + ‖D1w‖L2(R) + ‖D2w‖L2(R)

)
= ‖σ‖1/2

∞ ‖w‖H1(R).

c) Demostremos por último que
◦
V R= H1

0 (R) es denso en HR = L2(R). En efecto, puesto
que C∞0 (R) es denso en L2(R), se tiene

C∞0 (R)
‖·‖L2(R) = L2(R)
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y puesto que |·|R es equivalente a ‖·‖L2(R) entonces

C∞0 (R)
|·|R = L2(R).

Como C∞0 (R) ⊆ H1
0 (R) ⊆ L2(R) se sigue

H1
0 (R)

|·|R
= L2(R).

En consecuencia, H1
0 (R) es denso en L2(R).

Proposición 2.6. Supongamos que las condiciones dadas en la Hipótesis 1 se satisfacen,
entonces

V R ⊆ HR ⊆ V
∗
R y

◦
V R ⊆ HR ⊆

◦
V ∗R (2.44)

son ternas de evolución.

Demostración. Supongamos que se satisface la hipótesis 1. Para mostrar (2.44), debemos
mostrar que se satisfacen las condiciones de la definición de terna de evolución, (ver
Definición 1.64).

Mostremos primero que V R ⊆ HR ⊆ V
∗
R es una terna de evolución.

i) Por la parte 4 de la hipótesis 1, V R es la adherencia de VR con respecto a la norma
del espacio de Banach BR, entonces V R también es un espacio de Banach por ser
un subespacio cerrado.

Mostremos ahora que V R es separable. En efecto, por la parte 2 de la hipótesis 1,
se tiene que V ⊆ H con norma ‖·‖ es un espacio de Banach separable, aśı existe un

conjunto numerable X ⊆ V tal que X
‖·‖

= V . Definimos

XR := {uR ∈ VR|(∃uS ∈ VS)(u := [uR, uS] ∈ X)} .

Por la forma en cómo se definio XR, tenemos que este es numerable y además

XR ⊆ VR, de donde XR ⊆ V R. Mostremos que XR
‖·‖R = V R.

Por una parte, dado que V R es la adherencia de VR, entonces dados uR ∈ V R y
ε > 0, existe u∗R ∈ VR tal que

‖uR − u∗R‖R <
ε

2
. (2.45)

Por otro lado, como u∗R ∈ VR entonces existe u∗S ∈ VS tal que u∗ := [u∗R, u
∗
S] ∈ V .

Aśı, para este u∗ existe v := [vR, vS] ∈ X tal que

‖u∗ − v‖ < ε

2c2

,

donde c2 satisface (2.41). Luego, de (2.41) tenemos que,

‖u∗R − vR‖R ≤ ‖u
∗
R − vR‖R + ‖u∗S − vS‖S

≤ c2 ‖u∗ − v‖

<
ε

2
.

(2.46)
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En consecuencia, de (2.45) y (2.46) se tiene

‖uR − vR‖R = ‖(uR − u∗R) + (u∗R − vR)‖R
≤ ‖uR − u∗R‖R + ‖u∗R − vR‖R
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Aśı, hemos mostrado que dados uR ∈ V R y ε > 0 existe vR ∈ XR tal que

‖uR − vR‖R < ε,

es decir, XR es denso en V R. Por lo tanto V R es separable.

Por otro lado, como V R es un subespacio cerrado del espacio de Banach reflexivo
BR, entonces por la Proposición 1.8, V R es también un espacio de Banach reflexivo.

ii) Por la parte 1 de la hipótesis 1, HR es un espacio de Hilbert separable.

iii) Por la parte 4 de la hipótesis 1, la inclusión V R ⊆ HR es continua, además notemos
que

◦
V R ⊆ VR ⊆ V R ⊆ BR ⊆ HR,

y por hipótesis
◦
V R es denso en HR.

Por lo tanto V R es denso en HR.

Luego, por (i), (ii) y (iii) hemos mostrado que las condiciones de la definición 1.64 se
satisfacen para V R y HR. Por lo tanto V R ⊆ HR ⊆ V

∗
R es una terna de evolución.

Veamos ahora que
◦
V R ⊆ HR ⊆

◦
V ∗R es una terna de evolución.

i*) Mostremos primero que
◦
V R es un espacio de Banach con la norma inducida por el

espacio de Banach BR.

Sea {un}∞n=1 ⊆
◦
V R una sucesión de Cauchy, puesto que

◦
V R ⊆ BR y BR es un espacio

de Banach, existe u ∈ BR tal que

‖un − u‖R → 0, n→∞.

Debemos mostrar que u ∈
◦
V R. En efecto, sean u∗ := [u,0] y {u∗n}

∞
n=1 ⊆ V con

u∗n := [un,0] para n ∈ Z+. Veamos que u∗n → u∗ cuando n → ∞ en V. Por (2.41)
tenemos que

‖u∗n − u∗‖ ≤
1

c1

‖un − u‖R .

Por lo tanto u∗n → u∗, n → ∞ en V. Aśı, hemos mostrado que un → u, n → ∞ en
◦
V R, por lo que

◦
V R es un espacio de Banach.

Ahora, análogamente a como se demostró que V R era un espacio de Banach se-

parable en (i), se demuestra que
◦
V R es un espacio de Banach separable, y como

◦
V R es un subespacio cerrado del espacio de Banach reflexivo BR, entonces por la

Proposición 1.8, se tiene que
◦
V R es también un espacio de Banach reflexivo.
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ii*) Por la parte 1 de la hipótesis 1, HR es un espacio de Hilbert separable.

iii*) Veamos por último que la inclusión
◦
V R ⊆ HR es continua y que

◦
V R es denso en HR.

En efecto, ya que
◦
V R ⊆ V R y por (2.42), se tiene que

|u|R ≤ ‖u‖R ∀u ∈
◦
V R,

aśı tenemos que la inclusión
◦
V R ⊆ V es continua.

Por último, por la parte 4 de la hipótesis 1, tenemos que
◦
V R es denso en HR.

Por lo tanto, por (i*), (ii*) y (iii*) tenemos que
◦
V R ⊆ HR ⊆

◦
V ∗R es una terna de evolución.

Por otro lado, dado que V ⊆ H := HR × HS, si u ∈ Lp(0, T ;V ) entonces para todo
t ∈ [0, T ] se tiene

u(t) = [uR(t), uS(t)] ∈ V ⊆ HR ×HS.

Además, de acuerdo a la definición de VR y VS, se tiene que para todo t ∈ [0, T ]:

uR(t) ∈ VR ⊆ V R, uS(t) ∈ VS ⊆ V S.

Más aún, en virtud de la equivalencia entre las normas ‖·‖ y ‖·‖R + ‖·‖S se sigue∫ T

0

‖uR(t)‖pR dt ≤ C

∫ T

0

‖u(t)‖p dt <∞,

de donde uR ∈ Lp(0, T ;V R). Aśı, puesto que V R ⊆ HR ⊆ V
∗
R es una terna de evo-

lución, de acuerdo a la Proposición 1.69 bajo ciertas condiciones se puede tener que
u′R ∈ Lq(0, T ;V

∗
R). Luego, de lo anterior tenemos que tiene sentido considerar el espacio

definido a continuación.

Definición 2.7. Definimos el espacio WR como:

WR :=
{
u ∈ Lp(0, T ;V )| u′R ∈ Lq(0, T ;V

∗
R)
}
,

y definimos ‖·‖WR
: WR → R por

‖u‖WR
:= ‖u‖Lp(0,T ;V ) + ‖u′R‖Lq(0,T ;V

∗
R) ∀u ∈ WR.

Proposición 2.8. La función ‖·‖WR
: WR → R dada en la definición anterior es una

norma en WR. Además, WR con la norma ‖·‖WR
es un espacio de Banach.

Demostración. Mostremos primero que ‖·‖WR
es una norma en WR. En efecto, dados

u, v ∈ WR y α ∈ R,
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i. No negatividad.
‖u‖WR

= ‖u‖Lp(0,T ;V ) + ‖u′R‖Lq(0,T ;V
∗
R) ≥ 0.

Supongamos ahora que ‖u‖WR
= 0, mostremos que u = 0. En efecto, puesto que

‖·‖Lp(0,T ;V ) es una norma en Lp(0, T ;V ) y

‖u‖Lp(0,T ;V ) ≤ ‖u‖WR
∀u ∈ WR

entonces ‖u‖WR
= 0 implica ‖u‖Lp(0,T ;V ) = 0 de donde u = 0.

ii. Homogeneidad. Dado que ‖·‖Lp(0,T ;V ) y ‖·‖Lq(0,T ;V
∗
R) son normas en Lp(0, T ;V ) y

Lq(0, T ;V
∗
R) respectivamente, entonces

‖αu‖WR
= ‖αu‖Lp(0,T ;V ) + ‖αu′R‖Lq(0,T ;V

∗
R)

= |α| ‖u‖Lp(0,T ;V ) + |α| ‖u′R‖Lq(0,T ;V
∗
R)

= |α|
(
‖u‖Lp(0,T ;V ) + ‖u′R‖Lq(0,T ;V

∗
R)

)
= |α| ‖u‖WR

.

iii. Desigualdad triangular. Nuevamente, como ‖·‖Lp(0,T ;V ) y ‖·‖Lq(0,T ;V
∗
R) son normas en

Lp(0, T ;V ) y Lq(0, T ;V
∗
R) respectivamente, entonces

‖u+ v‖WR
= ‖u+ v‖Lp(0,T ;V ) + ‖u′R + v′R‖Lq(0,T ;V

∗
R)

≤ ‖u‖Lp(0,T ;V ) + ‖v‖Lp(0,T ;V ) + ‖u′R‖Lq(0,T ;V
∗
R) + ‖v′R‖Lq(0,T ;V

∗
R)

= ‖u‖Lp(0,T ;V ) + ‖u′R‖Lq(0,T ;V
∗
R) + ‖v‖Lp(0,T ;V ) + ‖v′R‖Lq(0,T ;V

∗
R)

= ‖u‖WR
+ ‖v‖WR

.

Por lo tanto, por (i)–(iii) ‖·‖WR
es una norma en WR.

Veamos ahora que
(
WR, ‖·‖WR

)
es un espacio de Banach.

Sea {un} una sucesión de Cauchy en WR, entonces para todo ε > 0 existe N ∈ Z+,
tales que si n,m ≥ N entonces

‖un − um‖WR
= ‖un − um‖Lp(0,T ;V ) +

∥∥u′R,n − u′R,m∥∥Lq(0,T ;V
∗
R)
< ε.

Con lo cual {un}∞n=1 y {u′R,n}∞n=1 son sucesiones de Cauchy en Lp(0, T ;V ) y Lq(0, T ;V
∗
R)

respectivamente. Aśı existen u ∈ Lp(0, T ;V ) y v ∈ Lq(0, T ;V
∗
R) tales que

un → u en Lp(0, T ;V ),

u′R,n → v en Lq(0, T ;V
∗
R).

(2.47)

Además de (2.41) se sigue que

‖uR‖R ≤ ‖uR‖R + ‖uS‖S ≤ c ‖u‖ ∀u = [uR, uS] ∈ V,
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de donde ‖uR‖p ≤ c ‖u‖p para todo u := [uR, uS] ∈ V . Aśı∫ T

0

‖uR‖pR dt ≤ c

∫ T

0

‖u‖p dt.

Luego, de lo anterior y por (2.47) se tiene∫ T

0

‖uR,n − uR‖pR dt ≤ c

∫ T

0

‖un − u‖p dt→ 0, n→∞.

Aśı, la sucesión {uR,n}∞n=1 ⊆ Lp(0, T ;V R) converge a uR ∈ Lp(0, T ;V R).

Además la inclusión V R ⊆ V
∗
R es continua. En efecto, por ser V R ⊆ HR ⊆ V

∗
R una

terna de evolución, las inclusiones V R ⊆ HR y HR ⊆ V
∗
R son continuas, por lo que existen

constantes positivas c1, c2 tales que

|u|R ≤ c1 ‖u‖R ∀u ∈ V R

y
‖u‖V ∗R ≤ c2 |u|R ∀u ∈ HR,

de donde
‖u‖V ∗R ≤ c ‖u‖R ∀u ∈ V R.

Aśı, al inclusión V R ⊆ V
∗
R es continua. Luego, por la Proposición 1.68, se tiene que

v = u′R. Por lo tanto se tiene que u ∈ WR y

un → u en Lp(0, T ;V ),

u′R,n → u′R en Lq(0, T ;V
∗
R).

En consecuencia, un → u en WR cuando n→∞.

2.3.2. Problemas variacionales abstractos.

En esta subsección seguimos conservando las notaciones y suponiendo las considera-
ciones dadas en la subsección anterior, en particular consideramos que la Hipótesis 1 se
verifica. Formularemos dos problemas variacionales abstractos equivalentes, inspirados en
la formulación variacional del problema modelo introducido en la Sección 2.2. El primero
de los problemas variacionales a considerar tiene una semejanza directa con el problema
variacional (2.38).

Problema P: Dados a : V × V → R, f ∈ Lq(0, T ;V ∗) y u0 ∈ HR encontrar u ∈ WR

tal que para todo v ∈ V :

d

dt
(uR, vR) + a(u, v) = 〈f, v〉 en D′(0, T ) (2.48)

uR(0) = u0 ∈ HR. (2.49)
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Observación 2.9. Si H = HR, entonces el problema P se debe entender aśı: Dados
f ∈ Lq(0, T ;V ∗) y u0 ∈ H, encontrar

u ∈ W = {u ∈ Lp(0, T ;V )| u′ ∈ Lq(0, T ;V ∗)} ,

tal que para todo v ∈ V :

d

dt
(u, v) + a(u, v) = 〈f, v〉 en D′(0, T )

u(0) = u0 ∈ H.

Este problema corresponde a la formulación variacional de un problema parabólico clásico
(ver Zeidler, Caṕıtulo 23). En consecuencia, el Problema P corresponde a una generali-
zación de los problemas parabólicos clásicos.

Problema P′: Dados u0 ∈ HR, y

AR : V R → V
∗
R, AS : V S → V

∗
S,

fR ∈ Lq(0, T ;V
∗
R), fS ∈ Lq(0, T ;V

∗
S),

(2.50)

encontrar u ∈ WR, tal que

duR
dt

+ AR(uR) = fR en Lq(0, T ;V
∗
R), uR(0) = u0, (2.51)

AS(uS) = fS en Lq(0, T ;V
∗
S). (2.52)

Observación 2.10. Si H = HR, entonces denotamos AR por A y la formulación débil
del problema se lee:

Dados A : V → V ∗, f ∈ Lq(0, T ;V ∗) y u0 ∈ H, encontrar

u ∈ W = {u ∈ Lp(0, T ;V )| u′ ∈ Lq(0, T ;V ∗)},

tal que

du

dt
+ A(u) = f, en Lq(0, T ;V ∗),

u(0) = u0.

Observación 2.11. De u ∈ WR se sigue

uR ∈ {w ∈ Lp(0, T ;V R)| w′ ∈ Lq(0, T ;V
∗
R)}.

aśı, por la Proposición 1.74, uR ∈ C([0, T ];HR) y la condición inicial uR(0) = u0 se hace
en este sentido.

De ahora en adelante, consideraremos los productos de dualidad

〈·, ·〉 : V ∗ × V → R, 〈·, ·〉R : V
∗
R × V R → R, 〈·, ·〉S : V

∗
S × V S → R.

Por otro lado, de la Proposición 2.6 se tiene que

V R ⊆ HR ⊆ V
∗
R,

◦
V R ⊆ HR ⊆

◦
V ∗R

son ternas de evolución. Luego, por la Proposición 1.65, se tiene que HR ⊆ V
∗
R a través

de la identificación
〈h, v〉R = (h, v)R ∀h ∈ HR ∀v ∈ V R.
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Teorema 2.12. Supongamos que las condiciones de la Hipótesis 1 se satisfacen. Sean
AR, AS, fR, fS como en el Problema P′. Si u ∈ WR es solución del problema P′ con
a : V × V → R, y f : V → R definidas por

a(u, v) :=
〈
AR(uR), vR

〉
R

+
〈
AS(uS), vS

〉
S

∀v := [vR, vS] ∈ V, (2.53)

〈f, v〉 :=
〈
fR, vR

〉
S

+
〈
fS, vS

〉
S

∀v := [vR, vS] ∈ V. (2.54)

Entonces, u es solución del Problema P.
Reciprocamente, si u ∈ WR es solución del Problema P, con a : V × V → R y

f : V → R son definidos por (2.53) y (2.54) respectivamente, y además AR, AS satisfacen∥∥AR(u)
∥∥
V
∗
R
≤ c ‖u‖p−1

R ∀u ∈ V R, (2.55)∥∥AS(u)
∥∥
V
∗
S
≤ c ‖u‖p−1

R ∀u ∈ V S. (2.56)

Entonces, u es solución del Problema P′.

Demostración. Sea u solución del problema P′, entonces u ∈ WR y además uR(0) = u0.
En primer lugar, notamos que por (2.50), fR ∈ Lq(0, T ;V

∗
R) y fS ∈ Lq(0, T ;V

∗
S).

Mostremos que f : V → R es un elemento de Lq(0, T ;V ∗). En efecto, veamos primero que
f(t) ∈ V ∗ para todo t ∈ [0, T ].

i. Linealidad. Sean u, v ∈ V con u := [uR, vR], v := [vR, vS] y α ∈ R, entonces

〈f(t), u+ αv〉 =
〈
fR(t), uR + αvR

〉
R

+
〈
fS(t), uS + αvS

〉
=
〈
fR(t), uR

〉
R

+ α
〈
fR(t), vR

〉
R

+
〈
fS(t), uS

〉
R

+ α
〈
fS(t), vS

〉
=
〈
fR(t), uR

〉
R

+
〈
fS(t), uS

〉
R

+ α
{〈
fR(t), vR

〉
R

+
〈
fS(t), vS

〉}
= 〈f(t), u〉+ α 〈f(t), v〉 .

ii. Acotación. De (2.41) se sigue ‖vR‖R + ‖vS‖S ≤ C ‖v‖, luego dado v ∈ V cualquiera
tenemos

|〈f(t), v〉| =
∣∣〈fR(t), vR

〉
R

+
〈
fS(t), vS

〉
S

∣∣
≤
∣∣〈fR(t), vR

〉
R

∣∣+
∣∣〈fS(t), vS

〉
S

∣∣
≤
∥∥fR(t)

∥∥
V
∗
R
‖vR‖R +

∥∥fS(t)
∥∥
V
∗
S
‖vS‖S

≤
∥∥fR(t)

∥∥
V
∗
R

(‖vR‖R + ‖vS‖S) +
∥∥fS(t)

∥∥
V
∗
S

(‖vR‖R + ‖vS‖S)

≤ C
(∥∥fR(t)

∥∥
V
∗
R

+
∥∥fS(t)

∥∥
V
∗
S

)
‖v‖ .

Por lo tanto, por (i)–(ii), f(t) ∈ V ∗ para todo t ∈ [0, T ] y

‖f(t)‖qV ∗ = sup
v∈V
v 6=0

|〈f(t), v〉|
‖v‖

≤ C
(∥∥fR(t)

∥∥
V
∗
R

+
∥∥fS(t)

∥∥
V
∗
S

)q
≤ 2qC

(∥∥fR(t)
∥∥q
V
∗
R

+
∥∥fS(t)

∥∥q
V
∗
S

)
.
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En consecuencia, f ∈ Lq(0, T ;V ∗).
Por otro lado, de (2.51) y (2.52) se tiene

duR
dt

(t) + AR(uR(t))− fR(t) = 0 c.t.p t ∈ [0, T ], en V
∗
R,

AS(uS(t))− fS(t) = 0 c.t.p t ∈ [0, T ], en V
∗
S.

Luego, para todo ϕ ∈ C∞0 (0, T ) se tiene∫ T

0

{
duR
dt

(t) + AR(uR(t))− fR(t)

}
ϕ(t) dt = 0 en V

∗
R

y ∫ T

0

{
AS(uS(t))− fS(t)

}
ϕ(t) dt = 0 en V

∗
S.

Aśı, para todo v := [vR, vS] ∈ V se tiene〈∫ T

0

{
duR
dt

+ AR(uR)− fR
}
ϕdt, vR

〉
R

+

〈∫ T

0

{
AS(uS)− fS

}
ϕdt, vS

〉
S

= 0,

entonces, por la Proposición 1.61 se tiene que lo anterior es equivalente a∫ T

0

〈{
duR
dt

+ AR(uR)− fR
}
ϕ, vR

〉
R

dt+

∫ T

0

〈{
AS(uS)− fS

}
ϕ, vS

〉
S
dt = 0,

de donde ∫ T

0

〈
duR
dt

, vR

〉
R

ϕdt+

∫ T

0

{〈
AR(uR), vR

〉
R

+
〈
AS(uS), vS

〉
S

}
ϕdt

=

∫ T

0

{〈
fR, vR

〉
R

+
〈
fS, vS

〉
S

}
ϕdt,

pero por (2.53) y (2.54), lo anterior es equivalente a∫ T

0

{〈
duR
dt

, vR

〉
R

+ a(u, v)

}
ϕdt =

∫ T

0

〈f, v〉ϕdt ∀ϕ ∈ C∞0 (0, T ).

Luego, hemos mostrado que para todo v ∈ V , el elemento u ∈ WR es solución de〈
duR
dt

, vR

〉
R

+ a(u, v) = 〈f, v〉 en D′(0, T ).

Por lo tanto, por la Proposición 1.69 tenemos

d

dt
(uR, vR)R + a(u, v) = 〈f, v〉 en D′(0, T ).

Aśı, u es solución del problema P.
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Ahora, sea u una solución del problema P, entonces se tiene u ∈ WR y uR(0) = u0.

Sea w ∈
◦
V R. Aśı v := [w, 0] ∈ V , y por lo tanto, usando (2.53) y (2.54), de (2.48) se sigue

d

dt
(uR, w)R +

〈
AR(uR), w

〉
R

=
〈
fR, w

〉
R

∀w ∈
◦
V R .

Aśı, para todo w ∈
◦
V R se tiene

d

dt
(uR, w)R =

〈
fR − AR(uR), w

〉
R

en D′(0, T ).

Ahora, para cada w ∈
◦
V R definimos en [0, T ] las funciones

G(t) := (uR(t), w)R, g(t) :=
〈
fR(t)− AR(uR(t)), w

〉
R
,

puesto que uR ∈ C([0, T ];HR) entonces G es continua en [0, T ] y por ser fR, AR(uR)
elementos de Lq(0, T ;V

∗
R), la función g pertenece a Lq(0, T ). Por lo tanto la función

F (t) :=

∫ t

0

g(τ) dτ ,

es una función absolutamente continua en [0, T ] y en consecuencia F ′ = g en casi todo
[0, T ] (por la Proposición 1.71 ). Demostraremos que la derivada distribucional

d

dt
(G− F ) = 0 en D′(0, T ).

En efecto, para ϕ ∈ C∞0 (0, T ) se tiene:∫ T

0

(G(t)− F (t))′ϕ(t) dt = −
∫ T

0

(G(t)− F (t))ϕ′(t) dt

= −
∫ T

0

G(t)ϕ′(t) dt+

∫ T

0

F (t)ϕ′(t) dt

=

∫ T

0

G′(t)ϕ(t) dt−
∫ T

0

F ′(t)ϕ(t) dt

=

∫ T

0

d

dt
(uR(t), w)R ϕ(t) dt−

∫ T

0

〈
fR(t)− AR(uR(t)), w

〉
R
ϕ(t) dt

=

∫ T

0

{
d

dt
(uR(t), w)R −

〈
fR(t)− AR(uR(t)), w

〉
R

}
ϕ(t) dt

= 0.

Aśı, por la Proposición 1.72 existe una constante c0 ∈ R tal que, G− F = c0, luego

G(t) = c0 +

∫ t

0

g(τ) dτ c.t.p t ∈ [0, T ].
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Pero, la función G es continua en [0, T ] y la función F es absolutamente continua, por lo
que la igualdad anterior se da en toda parte. Aśı, tenemos que

G(t) = c0 +

∫ t

0

g(τ) dτ ∀t ∈ [0, T ].

y evidentemente c0 = G(0) = (u0, w)R. Luego, recordando las definiciones de G y g se
sigue

(uR(t), w)R = (u0, w)R +

∫ t

0

〈
fR − AR(uR), w

〉
R
dτ ∀w ∈

◦
V R

y por la Proposición 1.61, se tiene que lo anterior es equivalente a

(uR(t), w)R = (u0, w)R +

〈∫ t

0

{
fR − AR(uR)

}
dτ , w

〉
R

∀w ∈
◦
V R .

Como
◦
V R ⊆ HR ⊆

◦
V ∗R es una terna de evolución, y uR(t), u0 ∈ HR para casi todo t ∈ [0, T ]

entonces uR(t), u0 ∈
◦
V ∗R, para casi todo t ∈ [0, T ] de donde

〈uR(t), w〉R = 〈u0, w〉R +

〈∫ t

0

{
fR − AR(uR)

}
dτ , w

〉
R

∀w ∈
◦
V R .

Pero lo anterior es equivalente a〈
uR(t)− u0 −

∫ t

0

{
fR − AR(uR)

}
dτ , w

〉
R

= 0 ∀w ∈
◦
V R .

Aśı,

uR(t)− u0 −
∫ t

0

{
fR − AR(uR)

}
dτ = 0 en

◦
V ∗R,

y como la inclusión HR ⊆
◦
V ∗R es continua entonces

uR(t)− u0 −
∫ t

0

{
fR − AR(uR)

}
dτ = 0 en HR.

Aśı, por ser V R ⊆ HR ⊆ V
∗
R una terna de evolución

uR(t) = u0 +

∫ t

0

{
fR − AR(uR)

}
dτ en V

∗
R.

En consecuencia, por la Proposición 1.70, tenemos que

duR
dt

(t) = fR(t)− AR(uR(t)) c.t.p t ∈ [0, T ] , en V
∗
R. (2.57)

Por otro lado, por (2.55) y (2.56) se tiene∥∥AR(uR)
∥∥q
V
∗
R
≤ c ‖uR‖pR ∀uR ∈ V R,∥∥AS(uS)

∥∥q
V
∗
S
≤ c ‖uS‖pS ∀uS ∈ V S,
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luego, como u ∈ Lp(0, T ;V ) por (2.41) se sigue que uR ∈ Lp(0, T ;V R) y uS ∈ Lp(0, T ;V S),
en consecuencia,

AR(uR) ∈ Lq(0, T ;V
∗
R), AS(uS) ∈ Lq(0, T ;V

∗
S).

Además, dado que fR ∈ Lq(0, T ;V
∗
R), entonces la igualdad en (2.57) se da en Lp(0, T ;V

∗
R).

Por lo tanto tenemos (2.51).

Finalmente, como
d

dt
(uR, zR)R = 〈u′R, zR〉R (ver Proposición 1.69), entonces en (2.48)

tenemos que para todo v ∈ V

〈u′R, vR〉R + a(u, v) = 〈f, v〉 en D′(0, T ).

Pero, por (2.53) y (2.54) la ecuación anterior es equivalente a

〈u′R, vR〉R +
〈
AR(uR), vR

〉
R

+
〈
AS(uS), vS

〉
S

=
〈
fR, vR

〉
R

+
〈
fS, vS

〉
S

en D′(0, T ).

De donde agrupando los dos primeros términos del lado izquierdo de la igualdad anterior
y utilizando (2.51), obtenemos para todo vS ∈ V S que〈

AS(uS), vS
〉
S

=
〈
fS, vS

〉
S

en D′(0, T ).

Aśı, para todo vS ∈ V S∫ T

0

〈
AS(uS), vS

〉
S
ϕdt =

∫ T

0

〈
fS, vS

〉
S
ϕdt ∀ϕ ∈ C∞0 (0, T ),

luego, por la Proposición 1.61, para todo vS ∈ V S se tiene〈∫ T

0

{
AS(uS)− fS

}
ϕdt, vS

〉
S

= 0 ∀ϕ ∈ C∞0 (0, T ),

de donde, para todo ϕ ∈ C∞0 (0, T )∫ T

0

{
AS(uS)− fS

}
ϕdt = 0 en V

∗
S.

Aśı, por la Proposición 1.62 (Lema variacional) se tiene

AS(uS) = fS en Lq(0, T, V
∗
S).

En consecuencia, tenemos (2.52).
Por lo tanto, hemos mostrado que si u ∈ WR es solución del problema P entonces u

es solución del problema P′.
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Caṕıtulo 3

Método de Rothe para un problema
variacional

3.1. Consideraciones sobre los operadores.

De ahora en adelante asumiremos que las condiciones dadas a continuación se satisfa-
cen (también se asumirá que se cumple la hipótesis 1, ver pág. 30).

Hipótesis 2: Supondremos que los operadores no lineales

AR : V R → V
∗
R y AS : V S → V

∗
S,

los cuales aparecen en el Problema P ′ (ver (2.50)) satisfacen:

Parte 1. Los operadores AR y AS son hemicontinuos (con referencia a la Defini-
ción 1.15, parte (i)). Es decir, las funciones

λ 7→ 〈AR(u+ λv), w〉R ∀u, v, w ∈ V R

y
λ 7→ 〈AS(u+ λv), w〉S ∀u, v, w ∈ V S

son continuas en (−∞,∞).

Parte 2. Se tiene1 ∥∥AR(u)
∥∥
V
∗
R
≤ c‖u‖p−1

R ∀u ∈ V R,∥∥AS(u)
∥∥
V
∗
S
≤ c‖u‖p−1

S ∀u ∈ V S,
(3.1)

donde 1 < p <∞.

Parte 3. Los operadores AR y AS son monótonos (con referencia a la Definición 1.15,
parte (ii)), es decir

〈AR(u)− AR(v), u− v〉R ≥ 0 ∀u, v ∈ V R,

〈AS(u)− AS(v), u− v〉S ≥ 0 ∀u, v ∈ V S.
(3.2)

1Notese que la parte 2, implica que AR(u) ∈ Lq(0, T ;V
∗
R) si u ∈ Lp(0;T ;V R).
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Parte 4. El operador AS es estrictamente monótono en el siguiente sentido

〈AS(u)− AS(v), u− v〉S > 0 ∀u, v ∈ V S, u 6= v, u− v ∈
◦
V S . (3.3)

De ahora en adelante, seguiremos asumiendo que las funciones a : V × V → R y f ∈
Lq(0, T ;V ∗) estan dadas por (2.53), (2.54)respectivamente, es decir:

a(u, v) := 〈AR(uR), vR〉R + 〈AS(uS), vS〉S ∀u, v ∈ V, (3.4)

〈f, v〉 := 〈fR, vR〉R + 〈fS, vS〉S ∀v ∈ V. (3.5)

Lema 3.1. La función a : V × V → R posee las siguientes propiedades:

a) a : V × V → R es hemicontinua (ver Definición 1.15).

b) Sea 1 < p <∞, existe C > 0 tal que

|a(u, v)| ≤ C‖u‖p−1‖v‖ ∀u, v ∈ V. (3.6)

c) a : V × V → R es monótona (ver Definición 1.15), es decir

a(u, u− v)− a(v, u− v) ≥ 0 ∀u, v ∈ V. (3.7)

Demostración. Sea a : V × V → R definida por (3.4), entonces.

a) Debemos mostrar que λ 7→ a(u+ λv, w) es una función continua en (−∞,∞) para
todos u, v, w ∈ V . Esto se sigue, puesto que AR(uR) y AS(uS) son hemicontinuas.
Aśı

λ 7→ a(u+ λv, w) = 〈AR(uR + λvR), wR〉R + 〈AS(uS + λvS), wS〉S
es continua por ser la suma de funciones continuas.

b) Mostremos que (3.6) se tiene. En efecto, por definición de la función a y por la parte
2 de la Hipótesis 2 se tiene

|a(u, v)| =
∣∣〈AR(uR), vR〉R + 〈AS(uS), vS〉S

∣∣
≤
∣∣〈AR(uR), vR〉R

∣∣+
∣∣〈AS(uS), vS〉S

∣∣
≤
∥∥AR(uR)

∥∥
V
∗
R
‖vR‖R +

∥∥AS(uS)
∥∥
V
∗
S
‖vS‖S

≤ c1‖uR‖p−1
R ‖vR‖R + c2‖uS‖p−1

S ‖vS‖S
Ahora, sea c3 := máx{c1, c2} y recordando que ‖uR‖R + ‖uS‖S ≤ c ‖u‖ entonces,

|a(u, v)| ≤ c3

(
‖uR‖p−1

R ‖vR‖R + ‖uS‖p−1
S ‖vS‖S

)
≤ c3

(
c‖uR‖p−1

R ‖v‖+ c‖uS‖p−1
S ‖v‖

)
≤ c4

(
‖uR‖p−1

R + ‖uS‖p−1
S

)
‖v‖

≤ c4

{
(‖uR‖R + ‖uS‖S)p−1 + (‖uR‖R + ‖uS‖S)p−1} ‖v‖

≤ c4

{
c ‖u‖p−1 + c ‖u‖p−1} ‖v‖

=: C‖u‖p−1‖v‖.
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c) Mostremos que (3.7) se tiene. En efecto, por definición de la función a y recordando
que los operadores AR y AS son monótonos (ver parte 3, Hipótesis 2) tenemos:

a(u, u− v)− a(v, u− v) = 〈AR(uR), (u− v)R〉R + 〈AS(uS), (u− v)S〉S
− 〈AR(vR), (u− v)R〉R − 〈A

S(vS), (u− v)S〉S
= 〈AR(uR)− AR(vR), (u− v)R〉R

+ 〈AS(uS)− AS(vS), (u− v)S〉S
= 〈AR(uR)− AR(vR), uR − vR〉R

+ 〈AS(uS)− AS(vS), uS − vS〉S
≥ 0.

En este lugar adicionamos la última hipótesis que necesitaremos más adelante,

Hipótesis 3: Sea 1 < p <∞, existe α > 0 tal que la función a : V × V → R definida
en (3.4) satisface

a(v, v) ≥ αJvKp ∀v ∈ V, (3.8)

donde J·K : V → R es una seminorma en V tal que, existen λ ≥ 0, β > 0 tales que

JvK + λ|vR|R ≥ β‖v‖ ∀v ∈ V. (3.9)

Observación 3.2. Si la función a : V × V → R satisface

a(v, v) ≥ α ‖v‖p ∀v ∈ V,

entonces, definiendo JvK := ‖v‖ para todo v ∈ V , y haciendo λ = 0, β = 1 se verifica
(3.8).

En el desarrollo del método de Rothe, que se realizará en la siguiente sección haremos
uso del siguiente resultado para garantizar existencia y unicidad de ciertos problemas
eĺıpticos que resultan en el desarrollo de este método, el cual pretendemos dar a conti-
nuación de este resultado.

Teorema 3.3 (Browder (1963), Minty (1963)). Sean X un espacio de Banach real, se-
parable y reflexivo y A : X → X∗ un operador monótono, hemicontinuo y coercitivo (ver
Definición 1.15), entonces:

a) Conjunto solución. Para cada b ∈ X∗, existe u ∈ X tal que

A(u) = b, en X∗. (3.10)

b) Unicidad. Si además, el operador A es estrictamente monótono (ver Definición 1.15),
entonces para cada b ∈ X∗ existe un único u ∈ X que verifica (3.10).

Demostración. Ver [17, Teorema 26.A].
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3.2. Discretización del problema abstracto.

Para resolver el Problema P formularemos el método de Rothe, el cual consiste en
hacer una discretización en el tiempo mediante una partición del intervalo [0, T ] y una
discretización en el espacio V mediante subespacios de dimensión finita de dicho espacio.
Aśı, en lugar de resolver un problema evolutivo, resolvemos r problemas eĺıpticos, para
ello, sean r ∈ Z+ y ∆t := T/r. Definimos:

ti ≡ tri := i∆t, i = 0, 1, ..., r, (3.11)

f i :=
1

∆t

∫ ti

ti−1

f(τ) dτ ∈ V ∗, i = 1, ..., r. (3.12)

El método de Rothe, será llevado a cabo mediante los siguientes pasos:

Paso 1 (Semidiscretización del Problema P). Deseamos resolver el problema:
Hallar u ∈ WR tal que para todo v ∈ V se tenga

d

dt
(uR, vR)R + a(u, v) = 〈f, v〉 en D′(0, T ),

uR(0) = u0.

Para lo cual, haremos primero una discretización en el tiempo t. Aśı para ti ∈ [0, T ] con
i = 0, ...r denotamos los valores aproximados de u(ti) ∈ V para i = 1, ..., r por ui ∈ V y
u0
R := u0 ∈ HR.

Tomando entonces el problema anterior con t = ti, i = 0, ..., r y aproximando los

valores
d

dt
(uR(ti), vR)R, a(u(ti), v), 〈f(ti), v〉 repectivamente por:

(
uiR − ui−1

R

∆t
, vR

)
R

, a(ui, v),
〈
f i, v

〉
.

Obtenemos el siguiente problema: Hallar u1, u2, ..., ur ∈ V tales que:(
uiR − ui−1

R

∆t
, vR

)
R

+ a(ui, v) =
〈
f i, v

〉
∀v ∈ V,

u0
R = u0 ∈ HR.

(3.13)

En el desarrollo del método de Rothe, se mostrara que el problema anterior está bien
definido, es decir para cada i = 1, ..., r existe un único ui ∈ V que es solución de dicho
problema.

Paso 2 (Existencia de los subespacios de dimensión finita). El problema (3.13)
define un problema semidiscreto (ya que sólo se ha discretizado el tiempo, mientras que el
espacio V no se discretiza). Nuestra meta es obtener un esquema completamente discreto
que pueda usarse en aplicaciones. Esto significa que aproximaremos los problemas eĺıpticos
(3.13) por problemas en subespacios de V finito dimensionales. Más exactamente, se
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demostrará que existen h∗ > 0 y
{
V h
}
h∈(0,h∗)

una familia de subespacios de dimensión

finita de V tales que
ĺım
h→0

dist
(
V h, v

)
= 0 ∀v ∈ V. (3.14)

La existencia de estos subespacios finito dimensionales, lo cual se demostrará más adelan-
te, es una consecuencia de que V es un espacio de Banach separable, lo que se encuentra
garantizado por la hipótesis 1.

Paso 3 (Discretización completa). Después de garantizar la existencia de los es-
pacios de dimensión finita

{
V h
}
h∈(0,h∗)

consideraremos las aproximaciones para el Pro-

blema (3.13) de la siguiente manera: Definimos para cada h ∈ (0, h∗) la aproximación
U i ∈ V h de ui ∈ V para i = 1, ..., r como el elemento que satisface(

U i
R − U i−1

R

∆t
, zR

)
R

+ a(U i, z) =
〈
f i, z

〉
∀z := [zR, zS] ∈ V h,

y para i = 0 definimos U0
R := u0 ∈ HR.

Aśı, tenemos el siguiente problema completamente discreto: Hallar U1, U2, ..., U r ∈ V h,
h ∈ (0, h∗) tales que(

U i−1
R − U i

R, zR
)
R

+ ∆ta(U i, z) = ∆t
〈
f i, z

〉
∀z := [zR, zS] ∈ V h,

U0
R = u0 ∈ HR.

(3.15)

Se mostrará que el problema (3.15) está bien planteado, es decir para cada i = 1, ..., r y
cada h ∈ (0, h∗) existe un único U i ∈ V h que es solución del problema (3.15).

Paso 4 (Construcción de las funciones de interpolación). Extendemos las
soluciones U i ∈ V h, i = 1, ..., r en el intervalo [0, T ], mediante la función escalonada
U δ : [0, T ]→ V h, con δ := (h,∆t) por

U δ ≡ U δ(t) :=


U1, si t ∈ [t0, t1]

U i, si t ∈ (ti−1, ti]; i = 2, ..., r.
(3.16)

Además de la función escalonada anterior, también consideraremos la función de Rothe
U δ ∈ C([0, T ];V h) dada por

U δ ≡ U δ(t) :=


U1, si t ∈ [t0, t1],

U i−1 +
t− ti−1

∆t
(U i − U i−1) , si t ∈ [ti−1, ti], i = 2, ..., r.

(3.17)

Paso 5 (Covergencia de las funciones de interpolación). La función escalonada
U δ : [0, T ]→ V h debe satisfacer lo siguiente:

U δ ⇀ u en Lp(0, T ;V ), si δ → (0, 0)
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y

ĺım
δ→(0,0)

sup
0≤t≤T

∣∣uR(t)− U δ
R(t)

∣∣
R

= 0,

ĺım
δ→(0,0)

∥∥u− U δ
∥∥
Lp(0,T ;V )

= 0.

Para cierta función u ∈ WR que precisamente resulta ser la solución del problema (2.48).
Igualmente, para la función de Rothe U δ ∈ C([0, T ];V h) se debe obtener:

ĺım
δ→(0,0)

∥∥uR − U δR∥∥C ([0,T ];HR)
= 0,

ĺım
δ→(0,0)

∥∥u− U δ∥∥
Lp(0,T ;V )

= 0.

3.2.1. Desarrollo del método de Rothe (Parte 1).

Paso 1. Para este paso, lo único que necesitamos mostrar es que el problema (3.13)
está bien definido, lo cual se hará en el siguiente lema.

Lema 3.4. Supongamos que las condiciones de las Hipótesis 1− 3 se satisfacen. En-
tonces, para cada i = 1, ..., r existe un único ui ∈ V que satisface (3.13).

Demostración. La demostración de este resultado se realizará verificando las hipótesis del
Teorema 3.3.

Por la hipótesis 1, V es un espacio de Banach real, separable y reflexivo. Ahora, (3.13)
es equivalente a

(uiR, vR)R + ∆t a(ui, v) = (ui−1
R , vR)R + ∆t

〈
f i, v

〉
∀v ∈ V. (3.18)

Sean A : V → V ∗ y bi ∈ V ∗ i = 1, ..., r definidos por

〈A(u), v〉 := (uR, vR)R + ∆t a(u, v) ∀v ∈ V,〈
bi, v

〉
:= (ui−1

R , vR)R + ∆t
〈
f i, v

〉
∀v ∈ V.

Aśı, tenemos que (3.18) es equivalente a〈
A(ui), v

〉
=
〈
bi, v

〉
∀v ∈ V, i = 1, ..., r.

Luego, tenemos para i = 1, ..., r las ecuaciones

A(ui) = bi en V ∗.

Veamos que A : V → V ∗ es un operador estrictamente monótono, hemicontinuo y coerci-
tivo. En efecto,

i. Monotońıa estricta. Debemos mostrar que

〈A(u)− A(v), u− v〉 > 0 ∀u, v ∈ V, u 6= v.

58



Sean u, v ∈ V , u 6= v entonces

〈A(u)− A(v), u− v〉
= 〈A(u), u− v〉 − 〈A(v), u− v〉
= (uR, uR − vR)R + ∆t a(u, u− v)− (vR, uR − vR)R −∆t a(v, u− v)

= (uR − vR, uR − vR)R + ∆t {a(u, u− v)− a(v, u− v)}
= |uR − vR|2R + ∆t {a(u, u− v)− a(v, u− v)}

Si uR 6= vR entonces |uR − vR|2R > 0, por lo que

〈A(u)− A(v), u− v〉 > 0.

Si uR = vR, por ser u 6= v tenemos uS − vS ∈
◦
V R. Aśı,

〈A(u)− A(v), u− v〉 = ∆t {a(u, u− v)− a(v, u− v)}
= ∆t

{〈
AS(uS), uS − vS

〉
S
−
〈
AS(vS), uS − vS

〉
S

}
= ∆t

{〈
AS(uS)− AS(vS), uS − vS

〉
S

}
> 0.

Donde la última desigualdad se da por ser ∆t > 0 y por (3.3). Por lo tanto el
operador A : V → V ∗ es estrictamente monótono.

ii. Hemicontinuidad. Para mostrar que el operador A : V → V ∗ es hemicontinuo,
debemos ver que para todos u, v, w ∈ V y λ ∈ R, la función

λ 7→ 〈A(u+ λv), w〉 = (uR + λvR, wR)R + ∆t a (u+ λv, w) ,

es continua. En efecto, sea h : R→ R dada por

h(λ) := (uR + λvR, wR)R = (uR, wR)R + λ(vR, wR)R.

Entonces, h es continua, puesto que en función de λ es una función lineal.

Por otro lado, como a : V × V → R es hemicontinua, entonces

λ 7→ a(u+ λv, w)

es continua para todo λ ∈ R y todo u, v, w ∈ V . Luego,

λ 7→ ∆t a(u+ λv, w),

es también continua para todo u, v, w ∈ V y λ ∈ R. Aśı, la función

λ 7→ 〈A(u+ λv), w〉

es también continua, por ser la suma de funciones continuas.

Por lo tanto, A : V → V ∗, es hemicontinuo.
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iii. Coercitividad. Veamos que el operador A : V → V ∗ es coercitivo, esto es

ĺım
‖u‖→∞

〈A(u), u〉
‖u‖

=∞.

Para mostrar lo anterior estimamos

〈A(u), u〉
‖u‖

.

Por una parte tenemos que

〈A(u), u〉 = (uR, uR)R + ∆t a(u, u)

= |uR|2R + ∆t a(u, u).

Ahora, por (3.8) tenemos que a(u, u) ≥ αJuKp, donde α > 0 es constante. Definimos
γ(∆t) := mı́n{1, α∆t}, entonces

〈A(u), u〉 ≥ |uR|2R + α∆tJuKp

≥ γ(∆t)
(
|uR|2R + JuKp

)
.

(3.19)

Por otro lado, por (3.9) tenemos

‖u‖ ≤ β−1 (JuK + λ |uR|R)

≤ c (JuK + |uR|R) , c := β−1 máx{1, λ}.

Aśı,
1

‖u‖
≥ c

1

JuK + |uR|R
.

Por lo tanto, por (3.19) y lo anterior se tiene

〈A(u), u〉
‖u‖

≥ c(∆t)
|uR|2R + JuKp

|uR|R + JuK
.

Haciendo los siguientes cambios de variable,

c := |uR|R, d := JuK, x := c+ d,

si ‖u‖ → ∞, entonces x → ∞. Aśı para probar que el operador A : V → V ∗ es
coercitivo es suficiente probar que

ĺım
x→∞

c2 + dp

x
=∞. (3.20)

En efecto. En primer lugar consideremos el caso p ≥ 2. Si b ≥ 1 entonces utilizando
la desigualdad

y2 + z2 ≥ 1

2
(y + z)2 y, z ∈ R,
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tenemos que

c2 + dp

x
≥ c2 + d2

x
=
c2 + (x− c)2

x
≥ (c+ (x− c))2

2x
=
x

2
.

Ahora, si d < 1 entonces, recordando que d > 0, se sigue

c2 + dp

x
≥ c2

x
=

(x− d)2

x
≥ (x− 1)2

x
.

Analizamos ahora el caso 1 < p < 2. En primer lugar, si c > 1 tenemos que

c2 + dp

x
≥ cp + (x− c)p

x
≥ 2−p(c+ (x− c))p

x
= 2−pxp−1,

donde se ha utilizado la desigualdad

(y + z)p ≤ {2 sup{y, z}}p ≤ 2p(yp + zp), y, z ≥ 0.

Ahora, si 0 < c ≤ 1 entonces

c2 + dp

x
≥ dp

x
=

(x− c)p

x
≥ (x− 1)p

x
.

Aśı, en cualquier caso haciendo x→∞ tenemos (3.20).

Por lo tanto, A : V → V ∗ es coercitivo.

Aśı, por (i), (ii) y (iii), A : V → V ∗ satisface las hipótesis del Teorema 3.3, por lo que
dado bi ∈ V ∗, i = 1, ..., r existe un único ui ∈ V tal que

A(ui) = bi en V ∗.

Por lo tanto, para cada i = 1, ..., r existe un único ui ∈ V que es solución de (3.13).

Paso 2. En este paso, sólo queda garantizar la existencia de los subespacios de dimen-
sión finita

{
V h
}
h∈(0,h∗)

de V que satisfacen la propiedad (3.14), lo cual lo garantizaremos

en la siguiente proposición.

Proposición 3.5. Sea V un espacio de Banach separable. Existen h∗ > 0 y una familia{
V h
}
h∈(0,h∗)

de subespacios finito dimensionales de V que satisfacen (3.14), es decir

ĺım
h→0

dist
(
V h, v

)
= 0 ∀v ∈ V.

Demostración. Notemos que si V es un espacio de dimensión finita, entonces haciendo
V h := V para todo h > 0 se sigue el resultado.

Supongamos entonces que dimV =∞. La demostración la haremos por pasos.
Paso 1∗. Existe una sucesión estrictamente decreciente {hr}∞r=1 de números positivos

con
ĺım
r→∞

hr = 0
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y una familia
{
V hr

}∞
r=1

de subespacios finito dimensionales de V tales que

ĺım
r→∞

dist
(
V hr , v

)
= 0 ∀v ∈ V.

En efecto, puesto que V es un espacio de Banach separable, existe un conjunto numerable
X := {xi}∞i=1 tal que

X = V.

Podemos suponer sin perdida de generalidad que x1 6= 0. Sea ϕ1 := x1, h1 := 1 y definimos

V h1 := gen {ϕ1} ⊆ V.

Ahora, si X ⊆ V h1 entonces

V = X ⊆ V h1 = gen {ϕ1} = gen {ϕ1} = V h1 ,

de donde V = V h1 , lo cual no puede ser puesto que dimV =∞, luego existe xi1 ∈ X tal
que xi1 /∈ V h1 . Sea ϕ2 := xi1 ∈ X tal que xi1 /∈ V h1 y x1, ..., xi1−1 ∈ V h1 , entonces ϕ1, ϕ2

son linealmente independientes. Sea h2 := 1/2, definimos

V h2 := gen {ϕ1, ϕ2} ⊆ V.

Igual a como se demostró anteriormente, se puede ver que existe xi2 ∈ X tal que xi2 /∈ V h2 .
Sea entonces ϕ3 := xi2 ∈ X tal que xi2 /∈ V h2 y x1, ..., xi2−1 ∈ V h2 , entonces ϕ1, ϕ2, ϕ3

son linealmente independientes. Definimos h3 := 1/3 y

V h3 := gen {ϕ1, ϕ2, ϕ3} ⊆ V.

Continuando con el proceso, se puede mostrar que existe xir−1 ∈ X tal que xir−1 /∈ V hr−1 .
Sea ϕr := xir−1 ∈ X tal que xir−1 /∈ V hr−1 y x1, ..., xir−1−1 ∈ V hr−1 , entonces ϕ1, ..., ϕr son
linealmente independientes. Definimos hr := 1/r y

V hr := gen {ϕ1, ..., ϕr} ⊆ V.

Aśı, tenemos que {hr}∞r=1 := {1/r}∞r=1 es una sucesión estrictamente decreciente, tal que
hr → 0 si r →∞. Además V 1 ⊆ V 1/2 ⊆ ... y

X =
∞⋃
r=1

V hr .

Luego, dados v ∈ V y ε > 0 existe u ∈
⋃∞
r=1 V

hr tal que

‖u− v‖ < ε.

Por otro lado, puesto que V h1 ⊆ V h2 ⊆ ..., y u ∈
⋃∞
r=1 V

hr entonces existe N ∈ Z+ tal
que si r ≥ N entonces u ∈ V hr .

Por lo tanto, dado ε > 0 existe N ∈ Z+ tal que si r ≥ N entonces

dist(V hr , v) = ı́nf
u∗∈V hr

‖u∗ − v‖ ≤ ‖u− v‖ < ε,
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por lo que se tiene
ĺım
r→∞

dist(V hr , v) = 0 ∀v ∈ V.

Paso 2∗ (Demostración del resultado).
Consideremos la sucesión {hr}∞r=1 garantizada por el Paso 1∗. Sea h∗ := h1 > 0,

definamos
V h := V hr , h ∈ (hr+1, hr].

Veamos que la familia
{
V h
}
h∈(0,h∗)

satisface (3.14). Debemos mostrar que dado ε > 0

existe δ > 0 tal que si 0 < h < δ entonces

dist
(
V h, v

)
< ε ∀v ∈ V.

En efecto, sea ε > 0, por el paso 1∗ existe N ∈ Z+ tal que si r ≥ N entonces

dist
(
V hr , v

)
< ε ∀v ∈ V.

Sea δ := hN , entonces si 0 < h < δ = hN existe N∗ ∈ Z+ tal que hN∗+1 < h < hN∗ ≤ hN .
Luego, V h = V hN∗ y aśı

dist
(
V h, v

)
= dist

(
V hN∗ , v

)
< ε ∀v ∈ V.

Por lo tanto, la familia
{
V h
}
h∈(0,h∗)

satisface (3.14).

Paso 3. En este paso, igual que en el paso 1, resta garantizar que el problema (3.15)
está bien definido, lo cual lo garantizaremos en el siguiente lema.

Lema 3.6. Supongamos que las condiciones de las Hipótesis 1− 3 se satisfacen. En-
tonces para cada h ∈ (0, h∗) y cada i = 1, ..., r, existe un único U i ∈ V h que satisface
(3.15).

Demostración. Sea {ϕj}dj=1 una base de V h (para hacer la notación simple, escribimos ϕj

y d en lugar de ϕh,j, dh). Como U i ∈ V h existen α1, ..., αd ∈ R tales que

U i =
d∑
j=1

αjϕ
j.

Aśı, reemplazando U i en (3.15) tenemos(
d∑
j=1

αjϕ
j
R, zR

)
R

+ ∆t a

(
d∑
j=1

αjϕ
j, z

)
= (U i−1

R , zR)R + ∆t
〈
f i, z

〉
∀z ∈ V h.

En particular para z = ϕk, k = 1, ..., d se tiene(
d∑
j=1

αjϕ
j
R, ϕ

k
R

)
R

+ ∆t a

(
d∑
j=1

αjϕ
j, ϕk

)
= (U i−1

R , ϕkR)R + ∆t
〈
f i, ϕk

〉
. (3.21)

63



Sea α = (α1, ..., αd), para k = 1, ..., d denotamos por

Fk(α) :=

(
d∑
j=1

αjϕ
j
R, ϕ

k
R

)
R

+ ∆t a

(
d∑
j=1

αjϕ
j, ϕk

)
,

gk := (U i−1
R , ϕkR)R + ∆t

〈
f i, ϕk

〉
.

Definiendo F : Rd → Rd y g ∈ Rd como

F(α) := (F1(α), ..., Fd(α)) ,

g := (g1, ..., gd).

Tenemos que (3.15) es equivalente al sistema no lineal de ecuaciones

F(α) = g.

Veamos ahora que F : Rd → Rd satisface las hipótesis del Teorema 3.3. Es decir, F es una
función estrictamente monótona, hemicontinua y coercitiva. En efecto, notamos primero
que Rd es un espacio de Banach real, separable y reflexivo, con

(
Rd
)∗

= Rd. Veamos ahora
las otras hipótesis:

i. Monotońıa estricta. Esto es,

(α− β)T (F(α)− F(β)) > 0 ∀α,β ∈ Rd, α 6= β.

En efecto, sean α = (α1, ..., αd), β = (β1, ..., βd) elementos de Rd con α 6= β y sean

u =
d∑

k=1

αkϕ
k ∈ V h, v =

d∑
k=1

βkϕ
k ∈ V h,

entonces para k = 1, ..., d tenemos

(αk − βk) (Fk(α)− Fk(β))

= (αk − βk)
(
(uR, ϕ

k
R)R + ∆ta(u, ϕk)− (vR, ϕ

k
R)R −∆ta(v, ϕk)

)
= (αk − βk)

{
(uR − vR, ϕkR)R + ∆t

(
a(u, ϕk)− a(v, ϕk)

)}
= (uR − vR, αkϕkR − βkϕkR)R + ∆t

{
a(u, αkϕ

k − βkϕk)− a(v, αkϕ
k − βkϕk)

}
.
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Aśı,

(α− β)T (F(α)− F(β))

=
d∑

k=1

(αk − βk) (Fk(α)− Fk(β))

=
d∑

k=1

(uR − vR, αkϕkR − βkϕkR)R

+
d∑

k=1

∆t
{
a(u, αkϕ

k − βkϕk)− a(v, αkϕ
k − βkϕk)

}
=

(
uR − vR,

d∑
k=1

αkϕ
k
R − βkϕkR

)
R

+ ∆t

{
a

(
u,

d∑
k=1

αkϕ
k − βkϕk

)
− a

(
v,

d∑
k=1

αkϕ
k − βkϕk

)}
= (uR − vR, uR − vR)R + ∆t {a(u, u− v)− a(v, u− v)}
= |uR − vR|2R + ∆t {a(u, u− v)− a(v, u− v)} .

Ahora, si uR 6= vR tenemos que |uR − vR|2R > 0, y además por (3.7) se tiene

a(u, u− v)− a(v, u− v) ≥ 0.

Aśı, si uR 6= vR entonces

(α− β)T (F(α)− F(β)) > 0.

Por otro lado, si uR = vR entonces por ser α 6= β se tiene uS − vS ∈
◦
V S y aśı

(α− β)T (F(α)− F(β)) = ∆t (a(u, u− v)− a(v, u− v))

= ∆t
(〈
AR(uR), uR − vR

〉
R

+
〈
AS(uS), uS − vS

〉
S

)
−∆t

(〈
AR(vR), uR − vR

〉
R
−
〈
AS(vS), uS − vS

〉
S

)
= ∆t

(〈
AS(uS), uS − vS

〉
S
−
〈
AS(vS), uS − vS

〉
S

)
= ∆t

〈
AS(uS)− AS(vS), uS − vS

〉
S

> 0.

Donde la última desigualdad se da por ser ∆t > 0 y por (3.3) (Parte 4, Hipótesis 2).

Por lo tanto F : Rd → Rd es estrictamente monótona.

ii. Hemicontinuidad. Para mostrar que F : Rd → Rd es hemicontinua, debemos ver que
dados α,β, ζ ∈ Rd, λ ∈ R tales que

u =
d∑
i=1

αiϕ
i, v =

d∑
i=1

βiϕ
i, w =

d∑
i=1

ζiϕ
i,
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la función

λ 7→ ζTF(α+ λβ) = (uR + λvR, wR)R + ∆t a (u+ λv, w) ,

es continua. En efecto, sea h : R→ R dada por

h(λ) := (uR + λvR, wR)R = (uR, wR)R + λ(vR, wR)R.

Entonces, h es continua, puesto que en función de λ es una función lineal.

Por otro lado, como a : V × V → R es hemicontinua, entonces

λ 7→ a(u+ λv, w)

es continua para todo λ ∈ R y todo u, v, w ∈ V . Luego,

λ 7→ ∆t a(u+ λv, w),

es continua para u, v, w ∈ V y λ ∈ R. Aśı, la función

λ 7→ ζTF(α+ λβ)

es continua, por ser la suma de funciones continuas. Por lo tanto, F : Rd → Rd, es
hemicontinua.

iii. Coercitividad. Veamos que la función F : Rd → Rd es coercitiva, esto es

ĺım
‖α‖→∞

αTF(α)

‖α‖
=∞.

Para mostrar lo anterior estimamos

αTF(α)

‖α‖
.

En efecto, sea

U =
d∑

k=1

αkϕ
k,

por una parte tenemos,

αTF(α) =
d∑

k=1

αkFk(α)

=
d∑

k=1

αk
{

(UR, ϕ
k
R)R + ∆t a(U,ϕk)

}
=

(
UR,

d∑
k=1

αkϕ
k
R

)
+ ∆t a

(
U,

d∑
k=1

αkϕ
k

)
= (UR, UR)R + ∆t a(U,U)

= |UR|2R + ∆t a(U,U).
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Ahora, por (3.8) tenemos a(U,U) ≥ αJUKp, donde α > 0 es constante. Definimos
γ(∆t) := mı́n{1, α∆t}, entonces

αTF(α) ≥ |UR|2R + α∆tJUKp

≥ γ(∆t)
(
|UR|2R + JUKp

)
.

(3.22)

Por otro lado, como {ϕj}dj=1 es una base de V h entonces {ϕj}dj=1 es un conjunto
linealmente independiente y ∥∥ϕj∥∥ > 0, j = 1, ..., d.

Aśı, la función

α 7→ ‖U‖ =

∥∥∥∥∥
d∑
j=1

αjϕ
j

∥∥∥∥∥ , α ∈ Rd

define una norma en Rd y como las normas en Rd son equivalentes entonces ‖α‖ es
equivalente a ‖U‖, por lo que existen constantes positivas c1(h), c2(h) tales que

c1(h) ‖U‖ ≤ ‖α‖ ≤ c2(h) ‖U‖ .

Ahora por (3.9) tenemos

‖U‖ ≤ β−1 (JUK + λ |UR|R)

≤ c (JUK + |UR|R) , c := β−1 máx{1, λ}.

Luego, por la equivalencia entre ‖α‖ y ‖U‖ y lo anterior se tiene

‖α‖ ≤ c2(h) ‖U‖
≤ c3(h) (JUK + |UR|R) , c3(h) := c · c2(h).

Aśı,
1

‖α‖
≥ c−1

3 (h)
1

JUK + |UR|R
.

Por lo tanto, por (3.22) y lo anterior se tiene

αTF(α)

‖α‖
≥ c(h,∆t)

|UR|2R + JUKp

|UR|R + JUK
, c(h,∆t) := c−1

3 (h)γ(∆t).

Haciendo los siguientes cambios de variable,

c := |UR|R, d := JUK, x := c+ d,

si ‖U‖ → ∞, entonces x → ∞. Aśı para probar que F : Rd → Rd es coercitiva es
suficiente probar que

ĺım
x→∞

c2 + dp

x
=∞.

Pero esto ya se demostró en (3.20). Por lo tanto, la función F es coercitiva.
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Aśı, por (i), (ii) y (iii), F : Rd → Rd satisface las hipótesis del Teorema 3.3, por lo que
dado g ∈ Rd existe un único α ∈ Rd tal que

F(α) = g.

Por lo tanto, dado que la ecuación anterior es equivalente a la ecuación (3.15), entonces
para cada i = 1, ..., r existe un único U i ∈ V h que es solución de (3.15).

Paso 4. Notamos que simplemente se han definido las funciones de interpolación
U δ, U δ : [0, T ] → V h, donde U δ es una función escalonada y U δ es una función li-
neal continua conocida como función de Rothe. Estas funciones dependen de los valores
U1, U2, ..., U r para r ∈ Z+, cuya existencia ya se ha garantizado en el paso anterior.

Paso 5. Este constituye el paso esencial del método de Rothe y será desarrollado
en el Teorema principal del próximo caṕıtulo. Para dicha demostración necesitaremos de
algunios resultados, los cuales se enunciaran y demostrarán a continuación.

Proposición 3.7 (Desigualdad discreta de Gronwall). Supongamos que {kn}∞n=0 es una
sucesión no negativa y que la sucesión {ϕn}∞n=0 satisface

ϕ0 ≤ g0

ϕn ≤ g0 +
n−1∑
s=0

ps +
n−1∑
s=0

ksϕs, n ≥ 1.

Entonces ϕn satisface
ϕ1 ≤ g0(1 + k0) + p0

ϕn ≤ g0

n−1∏
s=0

(1 + ks) +
n−2∑
s=0

ps
n−1∏
r=s+1

(1 + kr) + pn−1, n ≥ 2.

Además, si g0 ≥ 0 y pn ≥ 0 para n ≥ 0, se sigue que

ϕn ≤

(
g0 +

n−1∑
s=0

ps

)
exp

(
n−1∑
s=0

ks

)
, n ≥ 1.

Demostración. Ver [13, Lema 1.4.2].

En lo que sigue, seguimos asumiendo que los elementos ti ∈ [0, T ], i = 0, ..., r, r ∈ Z+

que forman una partición de dicho intervalo, estan dados por la ecuación (3.11), es decir,
ti = i∆t, i = 0, ..., r con ∆t = T/r.

Lema 3.8. Supongamos que las condiciones de las Hipótesis 1− 3 se satisfacen. En-
tonces, las funciones escalonadas U δ : [0, T ]→ V h definidas por (3.16) satisfacen:∣∣U δ

R(T )
∣∣
R
≤ C, (3.23)∥∥U δ

R

∥∥
L∞(0,T ;HR)

≤ C, (3.24)∥∥U δ
∥∥
Lp(0,T ;V )

≤ C. (3.25)
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Donde la constante C, no es necesariamente la misma y además es independiente de h y
∆t.

Demostración. Sea 1 ≤ j ≤ r. En primer lugar deduciremos algunas estimaciones para
U i ∈ V h. Para esto, notamos que si hacemos z = U i en (3.15) y sumamos desde i = 1
hasta i = j, se tiene:

j∑
i=1

(U i
R − U i−1

R , U i
R)R + ∆t

j∑
i=1

a(U i, U i) = ∆t

j∑
i=1

〈
f i, U i

〉
. (3.26)

Ahora, notamos que

j∑
i=1

(U i
R − U i−1

R , U i
R)R

=

j∑
i=1

(
U i
R − U i−1

R ,
1

2
(U i

R − U i−1
R ) +

1

2
(U i

R + U i−1
R )

)
R

=

j∑
i=1

{
1

2

(
U i
R − U i−1

R , U i
R − U i−1

R

)
R

+
1

2

(
U i
R − U i−1

R , U i
R + U i−1

R

)
R

}

=
1

2

j∑
i=1

∣∣U i
R − U i−1

R

∣∣2
R

+
1

2

j∑
i=1

{(
U i
R, U

i
R

)
R

+
(
U i
R, U

i−1
R

)
R
−
(
U i−1
R , U i

R

)
R
−
(
U i−1
R , U i−1

R

)
R

}
=

1

2

j∑
i=1

∣∣U i
R − U i−1

R

∣∣2
R

+
1

2

j∑
i=1

{∣∣U i
R

∣∣2
R
−
∣∣U i−1

R

∣∣2
R

}
=

1

2

j∑
i=1

∣∣U i
R − U i−1

R

∣∣2
R

+
1

2

∣∣U j
R

∣∣2
R
− 1

2
|u0|2R .

Luego,

1

2

∣∣U j
R

∣∣2
R
− 1

2
|u0|2R ≤

j∑
i=1

(U i
R − U i−1

R , U i
R)R. (3.27)

Por otro lado, por (3.8), a(U i, U i) ≥ αJU iKp. Aśı,

α∆t

j∑
i=1

JU iKp ≤ ∆t

j∑
i=1

a(U i, U i).

Usando las dos desigualdades anteriores y (3.26), tenemos que

1

2

∣∣U j
R

∣∣2
R
− 1

2
|u0|2R + α∆t

j∑
i=1

JU iKp ≤
j∑
i=1

(U i
R − U i−1

R , U i
R)R + ∆t

j∑
i=1

a(U i, U i
R)

= ∆t

j∑
i=1

〈
f i, U i

〉
.
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Aśı, ∣∣U j
R

∣∣2
R

+ 2α∆t

j∑
i=1

JU iKp ≤ 2∆t

j∑
i=1

〈
f i, U i

〉
+ |u0|2R . (3.28)

A continuación, estimamos la suma del lado derecho de la desigualdad anterior. Por defi-
nición de f i ∈ V ∗ (ver ecuación (3.12)), se sigue:

∆t

j∑
i=1

〈
f i, U i

〉
= ∆t

j∑
i=1

〈
1

∆t

∫ ti

ti−1

f(t) dt, U i

〉

= ∆t

j∑
i=1

1

∆t

∫ ti

ti−1

〈
f, U i

〉
dt

=

j∑
i=1

∫ ti

ti−1

〈
f, U i

〉
dt

≤
j∑
i=1

∫ ti

ti−1

∣∣〈f, U i
〉∣∣ dt

≤
j∑
i=1

∫ ti

ti−1

‖f‖V ∗
∥∥U i

∥∥ dt.
Por otro lado, de (3.9), ‖U i‖ ≤ c1 (JU iK + |U i

R|) donde c1 := β−1 mı́n {1, λ}. Luego, conti-
nuando con los cálculos anteriores,

∆t

j∑
i=1

〈
f i, U i

〉
≤ c1

j∑
i=1

∫ ti

ti−1

‖f‖V ∗
{
JU iK +

∣∣U i
R

∣∣
R

}
dt

≤ c1

j∑
i=1

(∫ ti

ti−1

{
JU iK +

∣∣U i
R

∣∣
R

}p
dt

)1/p(∫ ti

ti−1

‖f‖qV ∗dt
)1/q

= c1

j∑
i=1

{
JU iK +

∣∣U i
R

∣∣
R

}
∆t1/p

(∫ ti

ti−1

‖f‖qV ∗dt
)1/q

= c1

j∑
i=1

∆t1/pJU iK
(∫ ti

ti−1

‖f‖qV ∗dt
)1/q

+

+ c1

j∑
i=1

∆t1/p
∣∣U i

R

∣∣
R

(∫ ti

ti−1

‖f‖qV ∗dt
)1/q

.

(3.29)

Analicemos por aparte las sumas:

j∑
i=1

∆t1/pJU iK
(∫ ti

ti−1

‖f‖qV ∗dt
)1/q

,

j∑
i=1

∆t1/p
∣∣U i

R

∣∣
R

(∫ ti

ti−1

‖f‖qV ∗dt
)1/q

.
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Usando la desigualdad de Young en la primera suma, para cada ε > 0 tenemos:

j∑
i=1

∆t1/pJU iK
(∫ ti

ti−1

‖f‖qV ∗dt
)1/q

=

j∑
i=1

ε∆t1/pJU iK
1

ε

(∫ ti

ti−1

‖f‖qV ∗dt
)1/q

≤
j∑
i=1

{
εp∆tJU iKp

p
+

1

qεq

∫ ti

ti−1

‖f‖qV ∗dt
}

=

j∑
i=1

εp∆tJU iKp

p
+

j∑
i=1

1

qεq

∫ ti

ti−1

‖f‖qV ∗dt

=

j∑
i=1

εp∆tJU iKp

p
+

1

qεq

∫ tj

0

‖f‖qV ∗dt

≤
j∑
i=1

εp∆tJU iKp

p
+

1

qεq

∫ T

0

‖f‖qV ∗dt

=

j∑
i=1

1

p
εp∆tJU iKp +

1

q
ε−q ‖f‖qLq(0,T ;V ∗).

(3.30)

Respecto a la segunda suma, usando la desigualdad de Hölder, se tiene

j∑
i=1

∆t1/p
∣∣U i

R

∣∣
R

(∫ ti

ti−1

‖f‖qV ∗dt
)1/q

≤

(
j∑
i=1

∆t
∣∣U i

R

∣∣p
R

)1/p( j∑
i=1

∫ ti

ti−1

‖f‖qV ∗dt

)1/q

=

(
j∑
i=1

∆t
∣∣U i

R

∣∣p
R

)1/p(∫
0

tj

‖f‖qV ∗dt
)1/q

≤

(
j∑
i=1

∆t
∣∣U i

R

∣∣p
R

)1/p(∫ T

0

‖f‖qV ∗dt
)1/q

=

(
j∑
i=1

∆t
∣∣U i

R

∣∣p
R

)1/p

‖f‖Lq(0,T ;V ∗).

(3.31)

Ahora, combinando (3.29)–(3.31), y escogiendo ε > 0 tal que c1
p
εp = α/2 se obtiene,

∆t

j∑
i=1

〈
f i, U i

〉
dt ≤ c1

j∑
i=1

1

p
εp∆tJU iKp +

1

q
ε−q ‖f‖qLq(0,T ;V ∗)

+ c1

(
j∑
i=1

∆t
∣∣U i

R

∣∣p
R

)1/p

‖f‖Lq(0,T ;V ∗)

=
α

2
∆t

j∑
i=1

JU iKp + c3 + c4

(
∆t

j∑
i=1

∣∣U i
R

∣∣p
R

)1/p

,
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con, c3 := 1
q
ε−q ‖f‖qLq(0,T ;V ∗), y c4 := ‖f‖Lq(0,T ;V ∗). Utilizando la desigualdad, x ≤ (x2 +1),

obtenemos de lo anterior

∆t

j∑
i=1

〈
f i, U i

〉
dt ≤ α

2
∆t

j∑
i=1

JU iKp + c3 + c4


(

∆t

j∑
i=1

∣∣U i
R

∣∣p
R

)2/p

+ 1


≤ α

2
∆t

j∑
i=1

JU iKp + c5


(

∆t

j∑
i=1

∣∣U i
R

∣∣p
R

)2/p

+ 1

 ,

donde c5 := c3 + c4. Aśı, por lo anterior tenemos en (3.28),

∣∣U j
R

∣∣2
R

+ 2α∆t

j∑
i=1

JU iKp ≤ α∆t

j∑
i=1

JU iKp + 2c5


(

∆t

j∑
i=1

∣∣U i
R

∣∣p
R

)2/p

+ 1

+ |u0|2R.

Luego, ∣∣U j
R

∣∣2
R

+ α∆t

j∑
i=1

JU iKp ≤ c6


(

∆t

j∑
i=1

∣∣U i
R

∣∣p
R

)2/p

+ 1

 , (3.32)

con c6 := 2c5 + |u0|2R.
Ahora, como ∣∣U j

R

∣∣2
R
≤
∣∣U j

R

∣∣2
R

+ α∆t

j∑
i=1

JU iKp,

entonces, por (3.32) ∣∣U j
R

∣∣2
R
≤ c6


(

∆t

j∑
i=1

∣∣U i
R

∣∣p
R

)2/p

+ 1

 .

Luego, utilzando la desigualdad (x2 + y2)
1/2 ≤ |x| + |y| para todos x, y ∈ R y definiendo

c7 := c6
p/2 se sigue,

∣∣U j
R

∣∣p
R
≤ c7


(

∆t

j∑
i=1

∣∣U i
R

∣∣p
R

)2/p

+ 1


p/2

≤ c7


(

∆t

j∑
i=1

∣∣U i
R

∣∣p
R

)1/p

+ 1


p

≤ 2pc7

{
∆t

j∑
i=1

∣∣U i
R

∣∣p
R

+ 1

}

= 2pc7∆t

j∑
i=1

∣∣U i
R

∣∣p
R

+ 2pc7

= 2pc7∆t

j−1∑
i=1

∣∣U i
R

∣∣p
R

+ 2pc7∆t
∣∣U j

R

∣∣p
R

+ 2pc7.
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En consecuencia,

(1− 2pc7∆t)
∣∣U j

R

∣∣p
R
≤ 2pc7

(
∆t

j−1∑
i=1

∣∣U i
R

∣∣p
R

+ 1

)
.

Sea r ∈ Z+ lo suficientemente grande para que ∆t := T/r satisfaga 2pc7∆t < 1/2. Aśı,
definiendo c8 := 2p+1c7, tenemos por lo anterior

∣∣U j
R

∣∣p
R
≤ c8

(
∆t

j−1∑
i=1

∣∣U i
R

∣∣p
R

+ 1

)
.

Por lo tanto, por la Proposición 3.7 (Desigualdad discreta de Grongwall) se tiene

∣∣U j
R

∣∣p
R
≤ c8 exp

(
c8

j−1∑
i=1

∆t

)
= c8e

c8tj

≤ c8e
c8T

=: Cp.

Entonces, ∣∣U i
R

∣∣
R
≤ C, i = 1, ..., r. (3.33)

Donde C, es independiente de h y ∆t. Aśı, por (3.33) obtenemos las siguientes cotas:∣∣U δ
R(T )

∣∣
R
≤ C,∥∥U δ

R

∥∥
L∞(0,T ;HR)

≤ C.

Es decir, se tienen las afirmaciones (3.23) y (3.24).
Por otro lado, por (3.9), ‖U‖ ≤ c1{JUK+|UR|R}, donde c1 = β−1 máx {1, λ}. Entonces,

‖U‖p ≤ cp1{JUK + |UR|R}
p

≤ (2c1)p (JUKp + |UR|pR)

=: c9 (JUKp + |UR|pR) .

Aśı,

∆t
r∑
i=1

∥∥U i
∥∥p ≤ c9∆t

r∑
i=1

JU iKp + c9∆t
r∑
i=1

∣∣U i
R

∣∣p
R
.

Por (3.33), |U i
R|R ≤ C, i = 1, ..., r por lo que

∆t
r∑
i=1

∥∥U i
∥∥p ≤ c9∆t

r∑
i=1

JU iKp + c9C
p

r∑
i=1

∆t

= c9∆t
r∑
i=1

JU iKp + c9C
pT.
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Aśı, de (3.32) se sigue

∆t
r∑
i=1

∥∥U i
∥∥p ≤ c9

c6

α


(

∆t
r∑
i=1

∣∣U i
R

∣∣p
R

)2/p

+ 1

+ c9C
pT.

En consecuencia, por (3.33) se tiene,

∆t
r∑
i=1

∥∥U i
∥∥p ≤ c9

c6

α
{C2T 2/p + 1}+ c9C

pT =: Cp
2 .

Usando la definición de U δ (ecuación (3.16)), lo anterior es equivalente a∥∥U δ
∥∥
Lp(0,T ;V )

≤ C2.

Por lo tanto, hemos mostrado la afirmación (3.25) del lema.

Proposición 3.9. Sean V ⊆ H ⊆ V ∗ una terna de evolución, u ∈ C ([0, T ];V ) tal que
u′ ∈ Lq(0, T ;V ∗), y sea ϕ ∈ C∞([0, T ]), entonces∫ T

0

u(t)ϕ′(t) dt = u(T )ϕ(T )− u(0)ϕ(0)−
∫ T

0

u′(t)ϕ(t) dt. (3.34)

Demostración. Afirmamos primero que,

(u(t)ϕ(t))′ = u(t)ϕ′(t) + u′(t)ϕ(t) c.t.p t ∈ [0, T ]. (3.35)

En efecto, sea ψ ∈ C∞0 (0, T ) entonces∫ T

0

u(t)ϕ(t)ψ′(t) dt = −
∫ T

0

(u(t)ϕ(t))′ ψ(t) dt

y ∫ T

0

u(t)ϕ(t)ψ′(t) dt =

∫ T

0

u(t) (ϕ(t)ψ′(t)) dt

=

∫ T

0

u(t)
{

(ϕ(t)ψ(t))′ − ϕ(t)′ψ(t)
}
dt

=

∫ T

0

u(t) (ϕ(t)ψ(t))′ dt−
∫ T

0

(u(t)ϕ′(t))ψ(t) dt

= −
∫ T

0

u′(t)ϕ(t)ψ(t) dt−
∫ T

0

(u(t)ϕ′(t))ψ(t) dt.

Por lo tanto,∫ T

0

(u(t)ϕ(t))′ ψ(t) dt =

∫ T

0

u(t)ϕ′(t)ψ(t) dt+

∫ T

0

u′(t)ϕ(t)ψ(t) dt ∀ψ ∈ C∞0 (0, T ).
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En consecuencia, se tiene (3.35).
Luego, ∫

R
u(t)ϕ′(t) dt =

∫ T

0

(u(t)ϕ(t))′ dt−
∫ T

0

u′(t)ϕ(t) dt. (3.36)

Afirmamos ahora que ∫ T

0

(u(t)ϕ(t))′dt = u(T )ϕ(T )− u(0)ϕ(0). (3.37)

En efecto, sea F : [0, T ]→ V ∗ definida por

F (t) :=

∫ t

0

(u(s)ϕ(s))′ds,

por la Proposición 1.71, se tiene que la función F es absolutamente continua y

F ′(t) = (u(t)ϕ(t))′ c.t.p t ∈ [0, T ].

Aśı,
(u(t)ϕ(t)− F (t))′ = 0 c.t.p t ∈ [0, T ].

Luego, por la Proposición 1.72, existe c ∈ V ∗ tal que

u(t)ϕ(t)−
∫ t

0

(u(s)ϕ(s))′ds = c c.t.p t ∈ [0, T ].

Pero, por hipótesis tenemos que u ∈ C ([0, T ];V ) por lo que ϕu ∈ C ([0, T ];V ). Aśı, por
ser V ⊆ H ⊆ V ∗ una terna de evolución se tiene ϕu ∈ C([0, T ];V ∗). Además, la función
F es absolutamente continua, por lo que es también continua, en consecuencia la igualdad
anterior es en toda parte, es decir

u(t)ϕ(t)−
∫ t

0

(u(s)ϕ(s))′ds = c ∀t ∈ [0, T ].

Entonces, para t = 0, la igualdad anterior se tiene, de donde c = u(0)ϕ(0). Aśı,

u(t)ϕ(t)−
∫ t

0

(u(s)ϕ(s))′ds = u(0)ϕ(0) ∀t ∈ [0, T ].

En particular, si t = T se tiene (3.37). Por lo tanto, reemplazando (3.37) en (3.36),
tenemos que∫

R
u(t)ϕ′(t) dt = u(T )ϕ(T )− u(0)ϕ(0)−

∫ T

0

u′(t)ϕ(t) dt ∀ϕ ∈ C∞0 (R).

En consecuencia, se tiene (3.34).
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Caṕıtulo 4

Aplicación del método de Rothe a
un problema de electromagnetismo
bidimensional

4.1. Desarrollo del método de Rothe (Parte 2).

El método de Rothe, estará completamente terminado con la demostración del Teo-
rema 4.3, el cual se demostrará en esta sección. Dicho teorema es desarrollado en varios
pasos en los cuales necesitaremos de herramientas tales como: La fórmula de integración
por partes (1.27), y algunos resultados importantes de las convergencias débil y debil* (ver
Sección 1.1). Primero se demostrará unicidad de la solución, luego se estudiará en con-
junto existencia de dicha solución al Problema P , y convergencia través de las funciones
escalonadas U δ : [0, T ]→ V h definidas por (3.16).

Antes de enunciar y demostrar el Teorema 4.3, requerimos de algunos resultados im-
portantes, los cuales se enunciarán y demostrarán a continuación:

Proposición 4.1. Sea ϕ ∈ C∞ ([0, T ]), definimos ϕi ∈ R para i = 1, ..., r, como la función
ϕ evaluada en los elementos de la partición del intervalo [0, T ], es decir ϕi := ϕ(ti),
i = 1, ..., r y definimos ϕr+1 = ϕr := ϕ(T ). Definimos las funciones ϕ∆t, ϕ∆t : [0, T ]→ R
por:

ϕ∆t(t) :=


ϕ1, si t ∈ [t0, t1]

ϕi, si t ∈ (ti−1, ti], i = 2, ..., r,
(4.1)

ϕ∆t(t) :=


ϕ2 − ϕ1

∆t
, si t ∈ [t0, t1]

ϕi+1 − ϕi

∆t
, si t ∈ (ti−1, ti], i = 2, ..., r.

(4.2)
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Entonces

‖ϕ∆t − ϕ‖p ≤ C∆t1/p (4.3)

‖ϕ∆t − ϕ′‖p ≤ C∆t1/p (4.4)

Demostración. Notamos primero que ϕ∆t, ϕ∆t : [0, T ] → R son funciones escalonadas,
por lo que son integrables, aśı

ϕ∆t, ϕ∆t ∈ Lp(0, T ).

Mostremos ahora que se verifica (4.3). En efecto,

‖ϕ∆t − ϕ‖pp =

∫ T

0

|ϕ∆t(t)− ϕ(t)|pdt

=
r∑
i=1

∫ ti

ti−1

|ϕ∆t(t)− ϕ(t)|pdt

=
r∑
i=1

∫ ti

ti−1

∣∣∣∣∫ ti

t

ϕ′(τ)dτ

∣∣∣∣pdt
≤

r∑
i=1

∫ ti

ti−1

(∫ ti

t

|ϕ′(τ)| dτ
)p

dt

≤
r∑
i=1

∫ ti

ti−1

{(∫ ti

t

dτ

)1/p(∫ ti

t

|ϕ′(τ)|q dτ
)1/q

}p

dt

≤
r∑
i=1

∫ ti

ti−1

(ti − t) ‖ϕ′‖pq dt

= ‖ϕ′‖pq
r∑
i=1

∫ ti

ti−1

(ti − t) dt.

Haciendo el cambio de variable u = ti − t, tenemos por lo anterior que

‖ϕ∆t − ϕ‖pp ≤ ‖ϕ
′‖pq

r∑
i=1

∫ ∆t

0

u du

= ‖ϕ′‖pq
r∑
i=1

∆t2

2

=
1

2
∆t ‖ϕ′‖pq

r∑
i=1

∆t

=
T

2
‖ϕ′‖pq ∆t

=: Cp∆t.

Aśı,

‖ϕ∆t − ϕ‖p ≤ C∆t1/p.
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En consecuencia, (4.3) se tiene.
Mostremos ahora (4.4). En efecto,

‖ϕ∆t − ϕ′‖pp =

∫ T

0

|ϕ∆t(t)− ϕ′(t)|p dt

=

∫ T−∆t

0

|ϕ∆t(t)− ϕ′(t)|p dt+

∫ T

tr−1

|ϕ′(t)|p dt. (4.5)

En primer lugar, notamos que de la segunda integral de (4.5), tenemos:∫ T

tr−1

|ϕ′(t)|p dt ≤ máx
0≤t≤T

|ϕ′(t)|p
∫ T

tr−1

dt = ∆t máx
0≤t≤T

|ϕ′(t)|p . (4.6)

Ahora, de la primera integral de (4.5), se sigue∫ T−∆t

0

|ϕ∆t(t)− ϕ′(t)|p dt

=
r−1∑
i=1

∫ ti

ti−1

∣∣∣∣ϕi+1 − ϕi

∆t
− ϕ′(t)

∣∣∣∣p dt
=

r−1∑
i=1

∫ ti

ti−1

∣∣∣∣ 1

∆t

∫ ti+1

ti

ϕ′(τ) dτ − ϕ′(t)
∣∣∣∣p dt

=
r−1∑
i=1

∫ ti

ti−1

1

∆tp

∣∣∣∣∫ ti+1

ti

ϕ′(τ) dτ −∆t ϕ′(t)

∣∣∣∣p dt
=

r−1∑
i=1

∫ ti

ti−1

1

∆tp

∣∣∣∣∫ ti+1

ti

ϕ′(τ) dτ −
∫ ti+1

ti

ϕ′(t) dτ

∣∣∣∣p dt
=

r−1∑
i=1

∫ ti

ti−1

1

∆tp

∣∣∣∣∫ ti+1

ti

∫ τ

t

ϕ′′(s) dsdτ

∣∣∣∣p dt
≤

r−1∑
i=1

∫ ti

ti−1

1

∆tp

(∫ ti+1

ti

∫ τ

t

|ϕ′′(s)| dsdτ
)p

dt

=
1

∆tp

r−1∑
i=1

∫ ti

ti−1

(∫ ti+1

ti

∫ τ

t

|ϕ′′(s)| dsdτ
)p

dt

≤ 1

∆tp

r−1∑
i=1

∫ ti

ti−1

{∫ ti+1

ti

(∫ τ

t

ds

)1/p(∫ τ

t

|ϕ′′(s)|q ds
)1/q

dτ

}p

dt

≤ 1

∆tp

r−1∑
i=1

∫ ti

ti−1

{∫ ti+1

ti

(τ − t)1/pdτ

}p
‖ϕ′′‖pq dt
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Ahora, haciendo el cambio de variable u = τ − t en lo anterior tenemos∫ T−∆t

0

|ϕ∆t(t)− ϕ′(t)|p dt

≤ 1

∆tp
‖ϕ′′‖pq

r−1∑
i=1

∫ ti

ti−1

{∫ ti+1−t

ti−t
u1/pdu

}p
dt

=
1

∆tp
‖ϕ′′‖pq

r−1∑
i=1

∫ ti

ti−1

{
p

p+ 1

(
(ti+1 − t)

p+1
p − (ti − t)

p+1
p

)}p
dt

≤ 1

∆tp
‖ϕ′′‖pq

(
2p

p+ 1

)p r−1∑
i=1

∫ ti

ti−1

{
(ti+1 − t)p+1 + (ti − t)p+1

}
dt.

(4.7)

Analicemos la integral∫ ti

ti−1

{
(ti+1 − t)p+1 + (ti − t)p+1

}
dt =

∫ ti

ti−1

(ti+1 − t)p+1dt+

∫ ti

ti−1

(ti − t)p+1dt.

Por una parte, haciendo el cambio de variable u = ti+1 − t en la primera integral se tiene∫ ti

ti−1

(ti+1 − t)p+1dt =

∫ 2∆t

∆t

up+1du

=
1

p+ 2

{
(2∆t)p+2 −∆tp+2

}
=

1

p+ 2

(
2p+2 − 1

)
∆tp+2.

Por otro lado, haciendo el cambio de variable u = ti − t en la segunda integral se tiene∫ ti

ti−1

(ti − t)p+1dt =

∫ ∆t

0

up+1du =
1

p+ 2
∆tp+2.

Aśı, remplazando las dos igualdades anteriores en la última igualdad de (4.7), tenemos:∫ T−∆t

0

|ϕ∆t − ϕ′|p dt ≤
1

∆tp

(
2p

p+ 1

)p
‖ϕ′′‖pq

r−1∑
i=1

(
1

p+ 2

(
2p+2 − 1

)
∆tp+2 +

1

p+ 2
∆tp+2

)

=
1

∆tp

(
2p

p+ 1

)p
‖ϕ′′‖pq

r−1∑
i=1

1

p+ 2
2p+2∆tp+2

=
1

p+ 2
2p+2 1

∆tp
∆tp+1

(
2p

p+ 1

)p
‖ϕ′′‖pq

r−1∑
i=1

∆t

=
1

p+ 2
2p+2

(
2p

p+ 1

)p
‖ϕ′′‖pq (T −∆t)∆t

≤ T

p+ 2
2p+2

(
2p

p+ 1

)p
‖ϕ′′‖pq ∆t

=: C1∆t.
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Por lo tanto, por (4.6) y lo anterior se tiene que

‖ϕ∆t − ϕ′‖p ≤
{

∆t máx
0≤t≤T

|ϕ′|p + C1∆t

}1/p

=

{
máx

0≤t≤T
|ϕ′|p + C1

}1/p

∆t1/p

=: C∆t1/p.

Proposición 4.2. Consideremos las funciones ϕ, ϕ∆t, ϕ∆t : [0, T ]→ R definidas como en
la Proposición 4.1. Sean f ∈ Lp(0, T ;V ∗), y f i ∈ V ∗ i = 1, ..., r definidas como en (3.12).
Definimos la función escalonada f∆t : [0, T ]→ V ∗ por

f∆t(t) :=


f 1, si t ∈ [t0, t1]

f i, si t ∈ (ti−1, ti], i = 2, ..., r.

Entonces f∆t ∈ Lq(0, T ;V ∗) y

‖f∆t‖Lq(0,T ;V ∗) ≤ ‖f‖Lq(0,T ;V ∗) . (4.8)

Además, para cualquier zh ∈ V h se tiene:

−
∫ T

0

(
U δ
R, z

h
R

)
R
ϕ∆t dt+

∫ T

0

a(U δ, zh)ϕ∆t dt

=
(
u0, z

h
R

)
R
ϕ1 −

(
U δ
R(T ), zhR

)
R
ϕ(T ) +

∫ T

0

〈
f∆t, z

h
〉
ϕ∆t dt.

(4.9)

Demostración. Notamos que por ser f∆t una función escalonada, entonces f∆t es medible
e integrable. Veamos que se satisface (4.8),

‖f∆t‖qLq(0,T ;V ∗) =

∫ T

0

‖f∆t‖qV ∗ dt

=
r∑
i=1

∆t
∥∥f i∥∥q

V ∗

=
r∑
i=1

∆t

∥∥∥∥ 1

∆t

∫ ti

ti−1

f dτ

∥∥∥∥q
V ∗

≤
r∑
i=1

∆t1−q
{∫ ti

ti−1

‖f‖V ∗ dt
}q

≤
r∑
i=1

∆t1−q

{(∫ ti

ti−1

dt

)1/p(∫ ti

ti−1

‖f‖qV ∗ dt
)1/q

}q

.
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Aśı,

‖f∆t‖qLq(0,T ;V ∗) ≤
r∑
i=1

∆t1−q∆tq/p
∫ ti

ti−1

‖f‖qV ∗ dt

=
r∑
i=1

∫ ti

ti−1

‖f‖qV ∗ dt

=

∫ T

0

‖f‖qV ∗ dt

= ‖f‖qLq(0,T ;V ∗) .

Veamos ahora que se satisface (4.9). Sea zh ∈ V h, definimos z := ϕizh ∈ V h, i = 1, ..., r.
Reemplazando z ∈ V h en (3.15) y sumando hasta r,

r∑
i=1

(
U i
R − U i−1

R , zhR
)
R
ϕi + ∆t

r∑
i=1

a(U i, zh)ϕi = ∆t
r∑
i=1

〈
f i, zh

〉
ϕi. (4.10)

Analicemos las sumas de (4.10) por aparte. Notamos que,

∆t
r∑
i=1

a(U i, zh)ϕi =

∫ T

0

a(U δ, zh)ϕ∆t dt,

y

∆t
r∑
i=1

〈
f i, zh

〉
ϕi =

∫ T

0

〈
f∆t, z

h
〉
ϕ∆t dt.

Además,

r∑
i=1

(
U i
R − U i−1

R , zhR
)
R
ϕi

=
r∑
i=1

{(
U i
R, z

h
R

)
R
ϕi −

(
U i−1
R , zhR

)
R
ϕi
}

=
r∑
i=1

{
−
(
U i
R, z

h
R

)
R

(−ϕi)−
(
U i−1
R , zhR

)
R
ϕi
}

=
r∑
i=1

{
−
(
U i
R, z

h
R

)
R

(ϕi+1 − ϕi) +
(
U i
R, z

h
R

)
R
ϕi+1 −

(
U i−1
R , zhR

)
R
ϕi
}

= −
r∑
i=1

(
U i
R, z

h
R

)
R

(ϕi+1 − ϕi) +
r∑
i=1

(
U i
R, z

h
R

)
R
ϕi+1 −

r∑
i=1

(
U i−1
R , zhR

)
R
ϕi

= −
r−1∑
i=1

(
U i
R, z

h
R

)
R

(ϕi+1 − ϕi) +
r∑
i=1

{(
U i
R, z

h
R

)
R
ϕi+1 −

(
U i−1
R , zhR

)
R
ϕi
}
,
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continuando con los calculos anteriores tenemos:
r∑
i=1

(
U i
R − U i−1

R , zhR
)
R
ϕi

= −
r−1∑
i=1

(
U i
R, z

h
R

)
R

(ϕi+1 − ϕi) +
(
U r
R, z

h
R

)
R
ϕr+1 −

(
U0
R, z

h
R

)
R
ϕ1

= −
r−1∑
i=1

(
U i
R, z

h
R

)
R

(ϕi+1 − ϕi) +
(
U δ
R(T ), zhR

)
R
ϕ(T )−

(
u0, z

h
R

)
R
ϕ1

= − 1

∆t
∆t

r−1∑
i=1

(
U i
R, z

h
R

)
R

(ϕi+1 − ϕi) +
(
U δ
R(T ), zhR

)
R
ϕ(T )−

(
u0, z

h
R

)
R
ϕ1

= −∆t
r−1∑
i=1

(
U i
R, z

h
R

)
R

(
ϕi+1 − ϕi

∆t

)
+
(
U δ
R(T ), zhR

)
R
ϕ(T )−

(
u0, z

h
R

)
R
ϕ1

= −
∫ T

0

(
U δ
R, z

h
R

)
ϕ∆t dt+

(
U δ
R(T ), zhR

)
R
ϕ(T )−

(
u0, z

h
R

)
R
ϕ1.

Entonces, (4.10) es equivalente a

−
∫ T

0

(
U δ
R, z

h
R

)
R
ϕ∆t dt+

∫ T

0

a(U δ, zh)ϕ∆t dt

=
(
u0, z

h
R

)
R
ϕ1 −

(
U δ
R(T ), zhR

)
R
ϕ(T ) +

∫ T

0

〈
f∆t, z

h
〉
ϕ∆t dt.

Teorema 4.3 (Principal). Supongamos que las condiciones de las Hipótesis 1− 3 se
satisfacen. Sean 1 < p <∞ con 1/p+ 1/q = 1, u0 ∈ HR y

fR ∈ Lq(0, T ;V
∗
R) y fS ∈ Lq(0, T ;V

∗
S).

Entonces existe una única función u ∈ WR que satisface el Problema P . Además las
funciones de salto U δ : [0, T ]→ V h definidas por (3.16) con δ := (h,∆t) son tales que

U δ ⇀ u en Lp(0, T ;V ), si δ → 0. (4.11)

Demostración. La demostración se hará por partes. Primero demostraremos unicidad.
Prueba de unicidad:
Sean u1 := [u1

R, u
1
S], u2 := [u2

R, u
2
S] elementos de WR que satisfacen el Problema P , por

el Teorema 2.12, u1 y u2 también satisfacen el Problema P ′. Aśı de la ecuación (2.51),
u1
R(0)− u2

R(0) = 0 y para v ∈ V R,〈
d

dt
(u1

R − u2
R), v

〉
R

+
〈
AR(u1

R)− AR(u2
R), v

〉
R

= 0 c.t.p [0, T ].

En particular u1
R − u2

R ∈ V R, de donde〈
d

dt
(u1

R − u2
R), u1

R − u2
R

〉
R

+
〈
AR(u1

R)− AR(u2
R), u1

R − u2
R

〉
R

= 0 c.t.p [0, T ].
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Integrando la ecuación anterior en (0, t) tenemos∫ t

0

〈
d

dτ
(u1

R − u2
R), u1

R − u2
R

〉
R

dτ = −
∫ t

0

〈
AR(u1

R)− AR(u2
R), u1

R − u2
R

〉
R
dτ,

pero por (3.2) (Parte 3 de la Hipótesis 2),
〈
AR(u1

R)− AR(u2
R), u1

R − u2
R

〉
R
≥ 0. Aśı,∫ t

0

〈
AR(u1

R)− AR(u2
R), u1

R − u2
R

〉
R
dτ ≥ 0.

Luego, ∫ t

0

〈
d

dτ
(u1

R − u2
R), u1

R − u2
R

〉
R

dτ ≤ 0.

Por otro lado, por la fórmula de integración por partes (1.27), para casi todo t ∈ [0, T ] se
sigue,

0 ≥
∫ t

0

〈
d

dt
(u1

R − u2
R), u1

R − u2
R

〉
R

dt =
1

2

(∣∣u1
R(t)− u2

R(t)
∣∣2
R
−
∣∣u1
R(0)− u2

R(0)
∣∣2
R

)
=

1

2

∣∣u1
R(t)− u2

R(t)
∣∣2
R
.

Aśı,
u1
R = u2

R en V R.

Veamos ahora que u1
S = u2

S. En efecto, usando (2.52) y razonando como antes,〈
AS(u1

S)− AS(u2
S), u1

S − u2
S

〉
S

= 0 c.t.p [0, T ]. (4.12)

Ya probamos que u1
R = u2

R, por lo que u1
S − u2

S ∈
◦
V S. Aśı, por (3.3) (ver Hipótesis 2) se

tiene 〈
AS(u)− AS(v), u− v

〉
S
> 0 ∀u, v ∈ V S, u 6= v, u− v ∈

◦
V S .

combinando lo anterior con (4.12) se deduce,

u1
S = u2

S en V S.

Por lo tanto,
u1 = u2.

Prueba de existencia y convergencia:
Puesto que deseamos analizar convergencia cuando δ → 0, entonces consideremos las

sucesiones {hn}∞n=1 ⊆ (0, h∗) y {∆tn}∞n=1 cualesquiera, tales que

ĺım
n→∞

hn = 0 y ĺım
n→∞

∆tn = 0.

Consideraremos la sucesión
{
U δn
}∞
n=1

de
{
U δ
}
h∈(0,h∗)

, con δn = (hn,∆tn).

Ahora, por la hipótesis 1, V es un espacio de Banach reflexivo, luego Lp(0, T ;V )
también es un espacio de Banach reflexivo, además por (3.25) la sucesión

{
U δn
}∞
n=1

es
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acotada en Lp(0, T ;V ). Aśı, por el Teorema 1.10 existe una subsucesión de
{
U δn
}∞
n=1

que

también denotaremos por simplicidad
{
U δn
}∞
n=1

tal que

U δn ⇀ u en Lp(0, T ;V ), n→∞, (4.13)

para algún u ∈ Lp(0, T ;V ). Mostraremos que u es la solución del problema P .
De ahora en adelante, cualquier subsucesión será denotada de la misma manera que

la sucesión original.

a) Existen ζ ∈ HR y subsucesiones de
{
U δn
R (T )

}∞
n=1

, y
{
U δn
R

}∞
n=1

tales que:

U δn
R (T ) ⇀ ζ en HR, n→∞, (4.14)

U δn
R

∗
⇀ uR en L∞(0, T ;HR), n→∞. (4.15)

En efecto, por la hipótesis 1, HR es un espacio de Hilbert por lo que HR es reflexivo
y por la ecuación (3.23) se tiene que la sucesión

{
U δn
R (T )

}∞
n=1

es acotada en HR.

Aśı, por el Teorema 1.10 existe una subsucesión de
{
U δn
R (T )

}∞
n=1

tal que

U δn
R (T ) ⇀ ζ en HR, n→∞,

para algún ζ ∈ HR. Es decir, se tiene (4.14).

Mostremos ahora (4.15). Por la hipótesis 1, HR es un espacio de Banach separable,
por lo que L1(0, T ;HR) es un espacio de Banach separable. Además HR = H∗R,
luego (L1(0, T ;HR))

∗
= L∞(0, T ;HR) y por la ecuación (3.24) la sucesión

{
U δn
R

}∞
n=1

es acotada en L∞(0, T ;HR). Luego, por el Teorema 1.13 existe una subsucesión de{
U δn
R

}∞
n=1

tal que

U δn
R

∗
⇀ ξ∗ en L∞(0, T ;HR), n→∞,

para algún ξ∗ ∈ L∞(0, T ;HR). Es decir,

ĺım
n→∞

∫ T

0

〈
U δn
R − ξ

∗, w
〉
H∗R

dt = 0 ∀w ∈ L1(0, T ;HR). (4.16)

Mostraremos que ξ∗ = uR. Sea n ∈ Z+ cualquiera, en primer lugar notamos que por
ser U δn , u ∈ Lp(0, T ;V ) entonces U δn

R , uR ∈ Lp(0, T ;V R). Como V R ⊆ HR ⊆ V
∗
R es

una terna de evolución, la inclusión V R ⊆ HR es continua, en consecuencia, por la
Proposición 1.56 se tiene U δn

R , uR ∈ Lp(0, T ;HR).

Ahora, sea w ∈ Lq(0, T ;HR), definimos v ∈ V ∗ por

〈v, u〉 := (w, uR)R ∀u = [uR, uS] ∈ V.

Veamos que v ∈ Lq(0, T ;V ∗). En efecto, sabemos que la inclusión V R ⊆ HR es
continua, de donde

|〈v, u〉| = |(w, vR)R| ≤ |w|R |uR|R ≤ c |w|R ‖uR‖R ≤ c |w|R ‖u‖ ∀u ∈ V.
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Aśı,
‖v‖V ∗ ≤ c |w|R .

Por lo anterior, ∫ T

0

‖v‖qV ∗ dt ≤ cq
∫ T

0

|w|qR dt <∞.

Por lo tanto, v ∈ Lq(0, T ;V ∗). Aśı, por (4.13) para todo w ∈ Lq(0, T ;HR), se sigue:

ĺım
n→∞

∫ T

0

(
w,U δn

R − uR
)
R
dt = ĺım

n→∞

∫ T

0

〈
v, U δn − u

〉
dt = 0. (4.17)

Por otro lado, estamos identificando H∗R con HR, luego∫ T

0

〈
U δn − uR, w

〉
H∗R

dt =

∫ T

0

(
U δn − uR, w

)
R
dt

=

∫ T

0

(
w,U δn − uR

)
R
dt.

En consecuencia, por (4.17),

ĺım
n→∞

∫ T

0

〈
U δn − uR, w

〉
H∗R

dt = 0 ∀w ∈ Lq(0, T ;HR). (4.18)

Ahora, notamos que,∫ T

0

〈ξ∗ − uR, w〉H∗R dt =

∫ T

0

〈
U δn − uR, w

〉
H∗R

dt−
∫ T

0

〈
U δn − ξ∗, w

〉
H∗R

dt.

Luego, haciendo n→∞ en lo anterior, por (4.16) y (4.18) se tiene ξ∗ − uR = 0 en
Lq(0, T ;H∗R). Por lo tanto ξ∗ − uR = 0 en L∞(0, T ;H∗R), de donde, ξ∗ = uR y

U δn
R

∗
⇀ uR en L∞(0, T ;HR), n→∞.

Aśı, hemos mostrado (4.15).

b) Consideraremos las sucesiones
{
χδn
}∞
n=1
⊆ Lq(0, T ;V ∗),

{
χR, δn

}∞
n=1
⊆ Lq(0, T ;V

∗
R)

y
{
χS, δn

}∞
n=1
⊆ Lq(0, T ;V

∗
S) definidas por:〈

χδn , v
〉

:= a(U δn , v) ∀v ∈ V,〈
χR, δn , v

〉
:=
〈
AR(U δn

R ), v
〉
R

∀v ∈ V R,〈
χS, δn , v

〉
:=
〈
AS(U δn

S ), v
〉
S

∀v ∈ V S.

Demostraremos que dichas sucesiones poseen subsucesiones débilmente convergen-
tes, es decir, que existen χ ∈ Lq(0, T ;V ∗), χR ∈ Lq(0, T ;V

∗
R) y χS ∈ Lq(0, T ;V

∗
S)

tales que:

χδn
∗
⇀ χ en Lq(0, T ;V ∗), n→∞, (4.19)

χR, δn
∗
⇀ χR en Lq(0, T ;V

∗
R), n→∞, (4.20)

χS, δn
∗
⇀ χS en Lq(0, T ;V

∗
S) n→∞. (4.21)
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y que,
〈χ, v〉 =

〈
χR, vR

〉
R

+
〈
χS, vS

〉
S

∀v = [vR, vS] ∈ V. (4.22)

En efecto, por (3.6) y (3.1), para todo n ∈ Z+ se sigue,∥∥χδn∥∥
V ∗
≤ C

∥∥U δn
∥∥p−1

,∥∥χR, δn∥∥
V
∗
R
≤ C

∥∥U δn
R

∥∥p−1

R
,∥∥χS, δn∥∥

V
∗
S
≤ C

∥∥U δn
S

∥∥p−1

S
.

Aśı, χδn ∈ Lq(0, T ;V ∗), χR, δn ∈ Lq(0, T ;V
∗
R) y χS, δ ∈ Lq(0, T ;V

∗
S), para todo

n ∈ Z+. Además, por (3.25): ∥∥χδn∥∥
Lq(0,T ;V ∗)

≤ C,∥∥χR, δn∥∥
Lq(0,T ;V

∗
R)
≤ C,∥∥χS, δn∥∥

Lq(0,T ;V
∗
S)
≤ C.

Aśı, hemos mostrado que las sucesiones
{
χδn
}∞
n=1

,
{
χR, δn

}∞
n=1

y
{
χS, δn

}∞
n=1

son aco-

tadas en los espacios de Banach reflexivos Lq(0, T ;V ∗), Lq(0, T ;V
∗
R) y Lq(0, T ;V

∗
S)

respectivamente. En consecuencia, por el Teorema 1.13 se tienen las afirmaciones
(4.19)–(4.21). Es decir, cuando n→∞, se tiene:∫ T

0

〈
χδn , w

〉
dt =

∫ T

0

a
(
U δn , w

)
dt→

∫ T

0

〈χ,w〉 dt ∀w ∈ Lp(0, T ;V ),∫ T

0

〈
χR, δn , w

〉
dt =

∫ T

0

〈
AR(U δn

R ), w
〉
R
dt→

∫ T

0

〈
χR, w

〉
R
dt ∀w ∈ Lp(0, T ;V R),∫ T

0

〈
χS, δn , w

〉
dt =

∫ T

0

〈
AS(U δn

S ), w
〉
S
dt→

∫ T

0

〈
χS, w

〉
S
dt ∀w ∈ Lp(0, T ;V S).

Por último, notamos que∫ T

0

〈
χδ, w

〉
dt =

∫ T

0

{〈
χR, δ, wR

〉
R

+
〈
χS, δ, wS

〉
S

}
dt ∀w ∈ Lp(0, T ;V ).

Además, dados v ∈ V y ϕ ∈ C∞0 (0, T ) se tiene vϕ ∈ Lp(0, T ;V ), por lo que, por
(4.19)–(4.20) se sigue,∫ T

0

〈χ, v〉ϕdt =

∫ T

0

{〈
χR, vR

〉
R

+
〈
χS, vS

〉
S

}
ϕdt ∀ϕ ∈ C∞0 (0, T ).

En consecuencia, por el Lema 1.62 (Lema variacional) se tiene (4.22).

c) Para todo z ∈ V se satisface el problema:

d

dt
(uR, zR)R + 〈χ, z〉 = 〈f, z〉 en D′(0, T ). (4.23)
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En efecto, supondremos que las condiciones de la Proposición 4.2 se satisfacen,
entonces (4.9) se satisface para todo n ∈ Z+, es decir, para todo zh ∈ V h se cumple:

−
∫ T

0

(
U δn
R , z

h
R

)
R
ϕ∆tn dt+

∫ T

0

a(U δn , zh)ϕ∆tn dt

=
(
u0, z

h
R

)
R
ϕ1 −

(
U δn
R (T ), zhR

)
R
ϕ(T ) +

∫ T

0

〈
f∆tn , z

h
〉
ϕ∆tn dt.

(4.24)

Sea z ∈ V cualquiera, escogemos zh ∈ V h tal que
∥∥zh − z∥∥→ 0 si h→ 0. Analicemos

cada término de (4.24) por aparte.

De la primera integral, se tiene:∫ T

0

(
U δn
R , z

h
R

)
R
ϕ∆tn dt

=

∫ T

0

(
U δn
R , z

h
R − zR

)
R
ϕ∆tn dt+

∫ T

0

(
U δn
R , zR

)
R
ϕ∆tn dt

=

∫ T

0

(
U δn
R , z

h
R − zR

)
R
ϕ∆tn dt+

∫ T

0

(
U δn
R , zR

)
R
ϕ′dt

+

∫ T

0

(
U δn
R , zR

)
R

(ϕ∆tn − ϕ′) dt.

(4.25)

Puesto que zh → z en V si h→ 0, entonces zhR → zR en V R si h→ 0. Además, por
la Proposición 4.1, ‖ϕ∆t − ϕ′‖p → 0 si ∆t → 0 y por (3.24),

∥∥U δ
R

∥∥
L∞(0,T ;HR)

≤ C,

por lo que:

ĺım
n→∞

∫ T

0

(
U δn
R , z

h
R − zR

)
R
ϕ∆tn dt = 0

ĺım
n→∞

∫ T

0

(
U δn
R , zR

)
R

(ϕ∆tn − ϕ′) dt = 0.

(4.26)

Por otro lado, por (4.15), U δ
R
∗
⇀ uR en L∞(0, T ;HR), luego,

ĺım
n→∞

∫ T

0

(
U δn
R , zR

)
R
ϕ′dt =

∫ T

0

(uR, zR)R ϕ
′dt.

Combinando (4.25), (4.26) y lo anterior obtenemos:

ĺım
n→∞

∫ T

0

(
U δn
R , z

h
R

)
R
ϕ∆tn dt =

∫ T

0

(uR, zR)ϕ′dt. (4.27)

Ahora, analicemos la segunda integral de (4.24):∫ T

0

a
(
U δn , zh

)
ϕ∆tn dt =

∫ T

0

a
(
U δn , zh − z

)
ϕ∆tn dt+

∫ T

0

a
(
U δn , z

)
ϕ∆tn dt

=

∫ T

0

a
(
U δn , zh − z

)
ϕ∆tn dt+

∫ T

0

a
(
U δn , z

)
(ϕ∆tn − ϕ) dt

+

∫ T

0

a
(
U δn , z

)
ϕdt. (4.28)
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Razonando de manera análoga a (4.25) y recordando que zh → z en V si h → 0,
‖ϕ∆t − ϕ‖p → 0 si ∆t→ 0 se tiene:

ĺım
n→∞

∫ T

0

a
(
U δn , zh − z

)
ϕ∆tn dt = 0,

ĺım
n→∞

∫ T

0

a(U δ, z) (ϕ∆t − ϕ) dt = 0.

(4.29)

Además, por (4.19), χδ ⇀ χ en Lq(0, T ;V ∗), por lo que

ĺım
n→∞

∫ T

0

a(U δ, z)ϕdt =

∫ T

0

〈
χδ, ϕz

〉
dt→

∫ T

0

〈χ, z〉ϕdt.

Por lo tanto, por (4.29) y lo anterior, de (4.28) se tiene,

ĺım
n→∞

∫ T

0

a
(
U δn , zh

)
ϕ∆tn dt =

∫ T

0

〈χ, z〉ϕdt. (4.30)

Analicemos el primer término de (4.24). Por definición de ϕi sabemos que ϕ1 = ϕ(t1)
con |t1| = |∆tn|, por lo que t1 → 0 si n→∞. Aśı, recordando que zhR → zR en V R

si h→ 0 entonces,

ĺım
n→∞

(u0, z
h
R)Rϕ

1 = ĺım
n→∞

(u0, z
h
R − zR)Rϕ

1 + ĺım
n→∞

(u0, zR)Rϕ
1 = (u0, zR)ϕ(0). (4.31)

Ahora, analizamos el segundo término del lado derecho de (4.24):(
U δn
R (T ), zhR

)
R
ϕ(T ) =

(
U δn
R (T ), zhR − zR

)
R
ϕ(T ) +

(
U δn
R (T ), zR

)
R
ϕ(T ).

Por (3.23),
∣∣U δ

R(T )
∣∣
R
≤ C, y por (4.14), U δ

R(T ) ⇀ ζ en HR. Aśı, pasando al limı́te
en lo anterior,

ĺım
n→∞

(
U δn
R (T ), zhR

)
R
ϕ(T ) = (ζ, zR)Rϕ(T ). (4.32)

Veamos por último la tercera integral de (4.24).∫ T

0

〈
f∆tn , z

h
〉
ϕ∆tn dt =

∫ T

0

〈
f∆tn , z

h − z
〉
ϕ∆tn dt+

∫ T

0

〈f∆tn , z〉ϕ∆tn dt. (4.33)

Por (4.8), ‖f∆t‖Lq(0,T ;V ∗) ≤ ‖f‖Lq(0,T ;V ∗), entonces,

ĺım
n→∞

∫ T

0

〈
f∆tn , z

h − z
〉
ϕ∆tn dt = 0. (4.34)
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Ahora, notamos que∫ T

0

〈f∆tn , z〉ϕ∆tn dt =
r∑
i=1

∆t
〈
f i, z

〉 ϕi+1 − ϕi

∆t

=
r∑
i=1

∆t

〈
1

∆t

∫ ti

ti−1

f dτ , z

〉
ϕi+1 − ϕi

∆t

=
r∑
i=1

〈∫ ti

ti−1

f dτ , z

〉
ϕi+1 − ϕi

∆t

=
r∑
i=1

∫ ti

ti−1

〈f, z〉ϕ∆t dt

=

∫ T

0

〈f, z〉ϕ∆t dt.

Entonces, por lo anterior:

ĺım
n→∞

∫ T

0

〈f∆tn , z〉ϕ∆tn dt =

∫ T

0

〈f, z〉ϕdt. (4.35)

Por lo tanto, por (4.34) y (4.35) tenemos en (4.33),

ĺım
n→∞

∫ T

0

〈
f∆tn , z

h
〉
ϕ∆tn dt =

∫ T

0

〈f, z〉ϕdt. (4.36)

Aśı, por (4.27), (4.30), (4.31), (4.32) y (4.36), vemos que pasando al ĺımete en (4.24),
se tiene para todo z ∈ V que,

−
∫ T

0

(uR, zR)R ϕ
′dt+

∫ T

0

〈χ, z〉ϕdt

=

∫ T

0

〈f, z〉ϕdt+ (u0, zR)Rϕ(0)− (ζ, zR)Rϕ(T ) ∀ϕ ∈ C∞([0, T ]).

(4.37)

Restringiendo a ϕ ∈ C∞0 (0, T ) en (4.37), tenemos:

−
∫ T

0

(uR, zR)R ϕ
′dt+

∫ T

0

〈χ, z〉ϕdt =

∫ T

0

〈f, z〉ϕdt ∀ϕ ∈ C∞0 (0, T ). (4.38)

Ahora, como∫ T

0

d

dt
(uR, zR)Rϕdt = −

∫ T

0

(uR, zR)R ϕ
′dt ∀ϕ ∈ C∞0 (0, T )

entonces, para todo z ∈ V , (4.38) es equivalente a

d

dt
(uR, zR)R + 〈χ, z〉 = 〈f, z〉 en D′(0, T ).

En consecuencia, se tiene (4.23).
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d) u ∈ WR y además:

u′R + χR = fR c.t.p [0, T ] en V
∗
R, (4.39)

χS = fS c.t.p [0, T ] en V
∗
S. (4.40)

Mostremos primero (4.39). Sea w ∈
◦
V R, entonces z := [w,0] ∈ V . Aśı, de (4.22) se

tiene, ∫ T

0

〈χ, z〉ϕdt =

∫ T

0

〈
χR, w

〉
R
ϕdt ∀ϕ ∈ C∞0 (0, T ).

Luego, por (4.23), para todo w ∈
◦
V R se cumple,

d

dt
(uR, w)R +

〈
χR, w

〉
R

=
〈
fR, w

〉
R

en D′(0, T ). (4.41)

Definimos las funciones G, g : [0, T ]→ R por:

G(t) := (uR(t), w)R,

g(t) :=
〈
fR(t)− χR(t), w

〉
R
.

Puesto que uR ∈ Lp(0, T ;V R), fR, χR ∈ Lq(0, T ;V
∗
R), y (·, ·), 〈·, ·〉 son continuas

entonces G(t) y g(t), son funciones medibles. Veamos ahora que sus integrales son
finitas. Analicemos primero la integral de G.∫ T

0

|G(t)|p dt =

∫ T

0

|(uR(t), w)R|
p dt

≤
∫ T

0

|uR(t)|pR |w|
p
R dt

≤ C ‖w‖pR
∫ T

0

|uR(t)|pR dt

= C ‖w‖pR ‖uR‖
p

Lp(0,T ;V R)

Por lo tanto G ∈ Lp(0, T ). Veamos ahora la integral de g.∫ T

0

|g(t)|q dt =

∫ T

0

∣∣〈fR(t)− χR(t), w
〉
R

∣∣q dt
≤
∫ T

0

∥∥fR(t)− χR(t)
∥∥q
V
∗
R
‖w‖qR dt

= ‖w‖qR
∫ T

0

∥∥fR(t)− χR(t)
∥∥q
V
∗
R
dt

≤ ‖w‖qR
∫ T

0

(∥∥fR∥∥
V
∗
R

+
∥∥χR∥∥

V
∗
R

)q
dt

≤ 2q ‖w‖qR
∫ T

0

{∥∥fR∥∥q
V
∗
R

+
∥∥χR∥∥q

V
∗
R

}
dt

= 2q ‖w‖qR
(∥∥fR∥∥q

Lq(0,T ;V
∗
R)

+
∥∥χR∥∥q

Lq(0,T ;V
∗
R)

)
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En consecuencia, g ∈ Lq(0, T ). Ahora, sea F : [0, T ]→ R definida por,

F (t) :=

∫ t

0

g(τ) dτ.

Por la Proposición 1.71, F es absolutamente continua en [0, T ] y

F ′(t) = g(t) c.t.p t ∈ [0, T ].

Aśı,∫ T

0

F (t)ϕ′(t) dt = −
∫ T

0

F ′(t)ϕ(t) dt = −
∫ T

0

g(t)ϕ(t) dt ∀ϕ ∈ C∞0 (0, T ).

Además de (4.41),∫ T

0

G(t)ϕ′(t) dt = −
∫ T

0

g(t)ϕ(t) dt ∀ϕ ∈ C∞0 (0, T ).

Por lo que, ∫ T

0

(G(t)− F (t))′ ϕ(t) dt = 0 ∀ϕ ∈ C∞0 (0, T ).

Luego, por el Lema 1.62 (Lema variacional), (G(t)− F (t))′ = 0 para casi todo
t ∈ [0, T ]. Entonces, por la Proposición 1.72, existe c0 ∈ R tal que

G(t) = c0 + F (t) c.t.p t ∈ [0, T ].

Es decir,

G(t) = c0 +

∫ t

0

g(τ) dτ c.t.p t ∈ [0, T ]. (4.42)

Para determinar c0, escogemos ϕ ∈ C∞([0, T ]) en (4.37) con ϕ(0) = 1, ϕ(T ) = 0 y
obtenemos:

−
∫ T

0

G(t)ϕ′(t) dt =

∫ T

0

g(t)ϕ(t) dt+ (u0, w)R ∀ϕ ∈ C∞([0, T ]).

Por (4.42), para todo ϕ ∈ C∞([0, T ]) lo anterior es equivalente a

−
∫ T

0

(
c0 +

∫ t

0

g(τ) dτ

)
ϕ′(t) dt =

∫ T

0

g(t)ϕ(t) dt+ (u0, w)R. (4.43)

Analicemos la integral del lado izquierdo de (4.43) por aparte. Sea H : [0, T ] → R
definida por

H(t) := c0 +

∫ t

0

g(τ) dτ,

entonces H es absolutamente continua y

H ′(t) = g(t) c.t.p t ∈ [0, T ].
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Por la Proposición 3.9 y dado que ϕ(T ) = 1 y ϕ(0) = 0 se tiene:∫ T

0

H(t)ϕ′(t) dt = H(T )ϕ(T )−H(0)ϕ(0)−
∫ T

0

H ′(t)ϕ(t) dt

= −H(0)−
∫ T

0

H ′(t)ϕ(t) dt

= −c0 −
∫ T

0

g(t)ϕ(t) dt.

Por lo tanto, sustituyendo lo anterior en (4.43) obtenemos,

c0 = (u0, w)R.

Luego, de (4.42) se sigue,

G(t) = (u0, w)R +

∫ t

0

g(τ) dτ c.t.p t ∈ [0, T ].

Ahora, recordando como se definieron las funciones G(t) y g(t) para todo t ∈ [0, T ]
tenemos,

(uR(t), w)R = (u0, w)R +

∫ t

0

〈
fR(τ)− χR(τ), w

〉
R
dτ ∀w ∈

◦
V R .

Puesto que
◦
V R ⊆ HR ⊆

◦
V ∗R y V R ⊆ HR ⊆ V

∗
R son ternas de evolución, entonces se

puede proceder como en la primera parte de la demostración del Teorema 2.12 para
obtener,

u′R + χR = fR c.t.p [0, T ] en V
∗
R.

Es decir, se tiene (4.39). Además, fR, χR ∈ Lq(0, T ;V
∗
R), entonces por lo anterior

u′R ∈ Lq(0, T ;V
∗
R). Aśı, hemos mostrado que u ∈ WR.

Mostremos ahora (4.40). Sea z ∈ V , usando (4.22) y (4.39) en (4.23) se tiene para
todo ϕ ∈ C∞0 (0, T ) que:∫ T

0

〈
fR − χR, zR

〉
R
ϕdt+

∫ T

0

〈
χR, zR

〉
R
ϕdt+

∫ T

0

〈
χS, zS

〉
S
ϕdt

=

∫ T

0

〈
fR, zR

〉
R
ϕdt+

∫ T

0

〈
fS, zS

〉
S
ϕdt.

En consecuencia,∫ T

0

〈
χS, zS

〉
S
ϕdt =

∫ T

0

〈
fS, zS

〉
S
ϕdt ∀ϕ ∈ C∞0 (0, T ).

Por la Proposición 1.61, tenemos para todo zS ∈ V S,〈∫ T

0

{
χS − fS

}
ϕdt, zS

〉
S

= 0 ∀ϕ ∈ C∞0 (0, T ).
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Aśı, ∫ T

0

{
χS − fS

}
ϕdt = 0 ∀ϕ ∈ C∞0 (0, T ).

Por lo tanto, por el Lema 1.62 (Lema variacional),

χS = fS c.t.p [0, T ] en V
∗
S.

En consecuencia, se tiene (4.40).

e) Si comparamos (4.39)–(4.40), con el problema P ′ ( ver (2.50)–(2.52)), notamos que
para demostrar que u es solución del problema P (el cual es equivalente con el
problema P ′), es suficiente mostrar que

χR = AR(u), χS = AS(u),

o equivalentemente ( dado que χ = χR + χS):

〈χ, v〉 = a(u, v) ∀v ∈ V. (4.44)

Demostraremos la identidad anterior.

En primer lugar, puesto que u ∈ WR entonces uR ∈ W p
1 (0, T ;V R, HR) ⊆ C ([0, T ];HR).

Aśı, por la Proposición 3.9, se tiene en la primera integral de (4.37):

−
∫ T

0

(uR, zR)Rϕ
′dt

= (uR(0), zR)Rϕ(0)− (uR(T ), zR)Rϕ(T ) +

∫ T

0

d

dt
(uR, zR)Rϕdt.

Sustituyendo lo anterior en (4.37),para todo ϕ ∈ C∞([0, T ]) se tiene:

(u0, zR)Rϕ(0)− (uR(T ), zR)Rϕ(T ) +

∫ T

0

d

dt
(uR, zR)Rϕdt+

∫ T

0

〈χ, z〉ϕdt

=

∫ T

0

〈f, z〉ϕdt+ (u0, zR)Rϕ(0)− (ζ, zR)Rϕ(T ).

(4.45)

Por otro lado, por ser:

〈f, v〉 =
〈
fR, vR

〉
R

+
〈
fS, vS

〉
S

∀v = [vR, vS] ∈ V,
〈χ, v〉 =

〈
χR, vR

〉
R

+
〈
χS, vS

〉
S

∀v = [vR, vS] ∈ V,

entonces, sumando (4.39) y (4.40), para todo z ∈ V y toda ϕ ∈ C∞([0, T ]) se tiene,∫ T

0

d

dt
(uR, zR)Rϕdt+

∫ T

0

〈χ, z〉ϕdt =

∫ T

0

〈f, z〉ϕdt.

Por lo tanto, por (4.45) y lo anterior, para todo z ∈ V se deduce,

(uR(T ), zR)Rϕ(T ) = (ζ, zR)Rϕ(T ) ∀ϕ ∈ C∞([0, T ]).
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De donde,
uR(T ) = ζ.

Por lo anterior de (4.14) obtenemos,

U δn
R (T ) ⇀ uR(T ) en HR, n→∞. (4.46)

Ahora, de (4.39) notamos,

χR = fR − u′R c.t.p [0, T ].

Aśı, (4.40) y (4.22) implican para todo w ∈ Lp(0, T ;V ):∫ T

0

〈χ,w〉 dt =

∫ T

0

〈
fR − u′R, wR

〉
R
dt+

∫ T

0

〈
fS, wS

〉
S
dt

= −
∫ T

0

〈u′R, wR〉R dt+

∫ T

0

〈f, w〉 dt.

En particular para w = u ∈ Lp(0, T ;V ) obtenemos,∫ T

0

〈χ, u〉 dt = −
∫ T

0

〈u′R, uR〉R dt+

∫ T

0

〈f, u〉 dt. (4.47)

Analicemos la primera integral del lado derecho de lo anterior por separado. Por la
fórmula de integración por partes (1.27) sabemos que:∫ T

0

〈u′R, uR〉R dt =
1

2

∫ T

0

{〈u′R, uR〉R + 〈u′R, uR〉R} dt

=
1

2
{(uR(T ), uR(T ))R − (uR(0), uR(0))R}

=
1

2

{
|uR(T )|2R − |uR(0)|2R

}
=

1

2
|uR(T )|2R −

1

2
|u0|2R .

En consecuencia, (4.47) es equivalente a∫ T

0

〈χ, u〉 dt =
1

2
|u0|2R −

1

2
|uR(T )|2R +

∫ T

0

〈f, u〉 dt. (4.48)

Ahora, sea n ∈ Z+, definamos Xδn : Lp(0, T ;V ) → R para todo w ∈ Lp(0, T ;V )
por:

Xδn(w) :=

∫ T

0

{
a(U δn , U δn − w)− a(w,U δn − w)

}
dt, (4.49)

demostraremos que:∫ T

0

〈χ, u− w〉 dt−
∫ T

0

a(w, u− w) dt ≥ 0 ∀w ∈ Lp(0, T ;V ). (4.50)
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En efecto, por la monotońıa de la función a : V × V → R (ver ecuación (3.7)), se
tiene que Xδn(w) es no negativa para todo w ∈ Lp(0, T ;V ). Sea z := U i ∈ V h en
(3.15), sumando hasta r y razonando de la misma manera como se hizó en (3.27) se
tiene:

r∑
i=1

∣∣U i
R − U i−1

R

∣∣2
R

+
∣∣U δn

R (T )
∣∣2
R
− |u0|2R + 2∆t

r∑
i=1

a(U i, U i) = 2∆t
r∑
i=1

〈
f i, U i

〉
.

Luego,

∣∣U δn
R (T )

∣∣2
R
− |u0|2R +

r∑
i=1

∣∣U i
R − U i−1

R

∣∣2
R

+ 2

∫ T

0

a(U δn , U δn) dt = 2

∫ T

0

〈
f∆tn , U

δn
〉
dt.

Aśı, ∫ T

0

a(U δn , U δn) dt ≤
∫ T

0

〈
f∆tn , U

δn
〉
dt+

1

2
|u0|2R −

1

2

∣∣U δn
R (T )

∣∣2
R
. (4.51)

Por otro lado,∫ T

0

a(U δ, U δn) dt

=

∫ T

0

{
a(U δn , U δn − w) + a(U δn , w)− a(w,U δn − w) + a(w,U δn − w)

}
dt

=

∫ T

0

{
a(U δn , U δn − w)− a(w,U δn − w)

}
dt+

∫ T

0

a(U δn , w)dt

+

∫ T

0

a(w,U δn − w) dt

= Xδn(w) +

∫ T

0

a(U δn , w) dt+

∫ T

0

a(w,U δn − w) dt.

Luego,

Xδn(w) =

∫ T

0

a(U δn , U δn) dt−
∫ T

0

a(U δn , w) dt−
∫ T

0

a(w,U δn − w) dt.

Por (4.51) se tiene en lo anterior,

Xδn(w) ≤
∫ T

0

〈
f∆tn , U

δn
〉
dt+

1

2
|u0|2R −

1

2

∣∣U δn
R (T )

∣∣2
R

−
∫ T

0

a(U δn , w) dt−
∫ T

0

a(w,U δn − w) dt.

(4.52)

Analicemos los términos del lado derecho de (4.52) por separado. De la primera
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integral tenemos:∫ T

0

〈
f∆tn , U

δn
〉
dt = ∆t

r∑
i=1

〈
f i, U i

〉
= ∆t

r∑
i=1

〈
1

∆t

∫ ti

ti−1

f(τ) dτ , U i

〉
=

r∑
i=1

∫ ti

ti−1

〈
f, U i

〉
dt

=

∫ T

0

〈
f, U δn

〉
dt.

Ahora estimaremos el tercer término del lado derecho de (4.52). Por (4.13), U δn ⇀ u
en Lp(0, T ;V ), n→∞ y aśı,

ĺım
n→∞

∫ T

0

〈
f∆tn , U

δn
〉
dt = ĺım

n→∞

∫ T

0

〈
f, U δn

〉
dt =

∫ T

0

〈f, u〉 dt. (4.53)

Por otro lado, de (4.46) se sigue,

ĺım
n→∞

(
uR(T ), U δn

R (T )
)
R

= (uR(T ), uR(T ))R = |uR(T )|2R .

Aśı,

|uR(T )|4R = (uR(T ), uR(T ))2
R

= ĺım
n→∞

(
uR(T ), U δn

R (T )
)2

R

≤ |uR(T )|2R ĺım inf
n→∞

∣∣U δn
R (T )

∣∣2
R
,

de donde,

|uR(T )|2R ≤ ĺım inf
n→∞

∣∣U δn
R (T )

∣∣2
R
.

Multiplicando lo anterior por −1, y recordando la siguiente propiedad del ĺımite
inferior (− ĺım inf an = ĺım sup {−an}) obtenemos,

ĺım sup
n→∞

{
−
∣∣U δn

R (T )
∣∣2
R

}
≤ − |uR(T )|2R . (4.54)

Ahora estimamos la segunda integral de (4.52). Por (4.19), χδn ⇀ χ en Lq(0, T ;V ∗)
si n→∞ entonces,

ĺım
n→∞

∫ T

0

a(U δn , w) dt = ĺım
n→∞

∫ T

0

〈
χδn , w

〉
dt =

∫ T

0

〈χ,w〉 dt. (4.55)

Finalmente, la tercera integral de (4.52) se estima a continuación. De (4.13), U δn ⇀ u
en Lp(0, T ;V ) si n→∞. En consecuencia:

ĺım
n→∞

∫ T

0

a(v, U δn − v) dt = ĺım
n→∞

∫ T

0

a(v, U δn) dt−
∫ T

0

a(v, v) dt

=

∫ T

0

a(v, u− v) dt.

(4.56)
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Por lo tanto, usando (4.53)–(4.56) en (4.52), se obtiene:

ĺım sup
k→∞

Xδn(w)

≤ ĺım sup
n→∞

∫ T

0

〈
f∆tn , U

δn
〉
dt+

1

2
|u0|2R +

1

2
ĺım sup
n→∞

{
−
∣∣U δn

R (T )
∣∣}2

R

− ĺım inf
n→∞

∫ T

0

a(w,U δn − w) dt− ĺım inf
n→∞

∫ T

0

a(U δn , w) dt

= ĺım
n→∞

∫ T

0

〈
f∆tn , U

δn
〉
dt+

1

2
|u0|2R +

1

2
ĺım sup
n→∞

{
−
∣∣U δn

R (T )
∣∣}2

R

− ĺım
n→∞

∫ T

0

a(U δn , w) dt− ĺım
n→∞

∫ T

0

a(w,U δn − w) dt

≤
∫ T

0

〈f, u〉 dt+
1

2
|u0|2R −

1

2
|uR(T )|2R −

∫ T

0

〈χ,w〉 dt−
∫ T

0

a(w, u− w) dt.

Aśı, usando (4.48) se sigue,

ĺım sup
n→∞

Xδn ≤
∫ T

0

〈χ, u〉 dt−
∫ T

0

〈χ,w〉 dt−
∫ T

0

a(w, u− w) dt

=

∫ T

0

〈χ, u− w〉 dt−
∫ T

0

a(w, u− w) dt.

Pero, dado que Xδn(w) ≥ 0 para todo w ∈ Lp(0, T ;V ), de donde se sigue (4.50).

Ahora, definimos el operador A : V → V ∗ por

〈A(v), v̂〉 := a(v, v̂) ∀v, v̂ ∈ V. (4.57)

Entonces, (4.50) se puede expresar de la siguiente manera:∫ T

0

〈χ− A(w), u− w〉 dt ≥ 0 ∀w ∈ Lp(0, T ;V ).

Sea ŵ(t) := u(t) + λw(t) para todo t ∈ [0, T ], donde 0 < λ < 1 es arbitrario y
w ∈ Lp(0, T ;V ). Reemplazando ŵ(t) en lo anterior,

0 ≤
∫ T

0

〈χ− A(u+ λw), u− (u+ λw)〉 dt = −λ
∫ T

0

〈χ− A(u+ λw), w〉 dt.

Aśı, ∫ T

0

〈χ− A(u+ λw), w〉 dt ≤ 0 ∀w ∈ Lp(0, T ;V ).

Por la monotońıa del ĺımite,

0 ≥ ĺım
λ→0

∫ T

0

〈χ− A(u+ λw), w〉 dt

=

∫ T

0

〈χ,w〉 dt− ĺım
λ→0

∫ T

0

〈A(u+ λw), w〉 dt.
(4.58)
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Analicemos el segundo ĺımite de lo anterior por separado. Por el Lema 3.1, la función
a : V × V → R es hemicontinua, aśı por (4.57),

ĺım
λ→0
〈A(u+ λw), w〉 = ĺım

λ→0
a(u+ λw,w) = a(u,w) = 〈A(u), w〉 .

Además, por el Lema 3.1,

|〈A(u+ λw), w〉| = |a(u+ λw,w)|
≤ C ‖u+ λw‖p−1 ‖w‖
≤ C (‖u‖+ λ ‖w‖)p−1 ‖w‖
≤ C (‖u‖+ ‖w‖)p−1 ‖w‖
≤ 2p−1C

(
‖u‖p−1 ‖w‖+ ‖w‖p

)
.

Definamos ĝ : [0, T ]→ R por

ĝ(t) := 2p−1C
(
‖u(t)‖p−1 ‖w(t)‖+ ‖w(t)‖p

)
.

Veamos que ĝ ∈ L1(0, T ). En efecto, puesto que u,w ∈ Lp(0, T ;V ) entonces por el
Teorema 1.51 tenemos ‖u‖ , ‖w‖ ∈ Lp(0, T ), aśı, la función ĝ : [0, T ]→ R es medible
y además

‖ĝ‖1 =

∫ T

0

|ĝ| dt

= 2p−1C

∫ T

0

(
‖u‖p−1 ‖w‖+ ‖w‖p

)
dt

= 2p−1C

∫ T

0

‖u‖p−1 ‖w‖ dt+ 2p−1C

∫ T

0

‖w‖p dt

≤ 2p−1C

(∫ T

0

‖u‖p dt
)1/q (∫ T

0

‖w‖p dt
)1/p

+ 2p−1C

∫ T

0

‖w‖p dt

= 2p−1C ‖u‖p/qLp(0,T ;V ) ‖w‖Lp(0,T ;V ) + 2p−1C ‖w‖pLp(0,T ;V )

<∞.

Aśı, ĝ ∈ L1(0, T ). Por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue se tiene:

ĺım
λ→0

∫ T

0

〈A(u+ λw), w〉 dt =

∫ T

0

ĺım
λ→0
〈A(u+ λw), w〉 dt =

∫ T

0

〈A(u), w〉 dt.

Luego, por (4.58) y lo anterior, para todo w ∈ Lp(0, T ;V ),

0 ≥
∫ T

0

〈χ,w〉 dt−
∫ T

0

〈A(u), w〉 dt =

∫ T

0

〈χ− A(u), w〉 dt. (4.59)

Ahora, si w ∈ Lp(0, T ;V ), entonces −w ∈ Lp(0, T ;V ) y aśı,

0 ≥
∫ T

0

〈χ− A(u),−w〉 dt = −
∫ T

0

〈χ− A(u), w〉 dt ∀w ∈ Lp(0, T ;V ).
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En consecuencia, por (4.59) y lo anterior,∫ T

0

〈χ− A(u), w〉 dt = 0 ∀w ∈ Lp(0, T ;V ).

Es decir,∫ T

0

〈χ,w〉 dt =

∫ T

0

〈A(u), w〉 dt =

∫ T

0

a(u,w) dt ∀w ∈ Lp(0, T ;V ).

Sean ϕ ∈ C∞0 (0, T ) y v ∈ V cualquiera, entonces ϕv ∈ Lp(0, T ;V ) y

0 =

∫ T

0

〈χ− A(u), ϕv〉 dt =

∫ T

0

〈χ− A(u), v〉ϕdt.

Aśı, por el Lema 1.62 (Lema variacional), para todo v ∈ V ,

〈χ− A(u), v〉 = 0 c.t.p [0, T ].

Por lo tanto, para todo v ∈ V se tiene:

〈χ, v〉 = 〈A(u), v〉 = a(u, v) c.t.p [0, T ].

Es decir, se tiene (4.44). En conclusión, hemos mostrado que existe u ∈ WR que es
solución del Problema P .

f) Hemos probado que existe una subsucesión
{
U δk
}∞
k=1

de
{
U δn
}∞
n=1

tal que

U δk ⇀ u en Lp(0, T ;V ) si δk = (hk,∆t
k)→ 0,

donde u ∈ WR es solución del Problema P. Mostraremos que la sucesión
{
U δn
}∞
n=1

también satisface

U δn ⇀ u en Lp(0, T ;V ) si δn = (hn,∆t
n)→ 0. (4.60)

En efecto, supongamos en busca de una contradicción que existe una subsucesión
débilmente convergente de

{
U δn
}∞
n=1

denotada
{
U δk̃
}∞
k̃=1

tal que

U δk̃ ⇀ ũ en Lp(0, T ;V ) si δk̃ = (hk̃,∆t
k̃)→ 0,

con u 6= ũ. Razonando de manera análoga a los pasos anteriores, encontramos que
dicha subsucesión posee una subsucesión que converge debilmente a u∗ ∈ WR donde
u∗ es solución del Problema P , luego por unicidad de la solución, tenemos u = u∗

y por unicidad del ĺımite débil u∗ = ũ. En consecuencia, u = ũ, lo cual es una
contradicción. Aśı, toda subsucesión de

{
U δn
}∞
n=1

que convergente debilmente en V
posee el mismo ĺımite u ∈ WR. Por lo tanto, por la Proposición 1.11, la sucesión{
U δn
}∞
n=1

satisface (4.60).

Ahora, puesto que la sucesión
{
U δn
}∞
n=1

es cualquier sucesión de la familia
{
U δ
}

con δ = (h,∆t) que satisface (4.60), entonces

U δ ⇀ u en Lp(0, T ;V ) si δ = (h,∆t)→ 0.

Aśı, tenemos (4.11). Por lo tanto hemos demostrado el teorema.
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Observación 4.4. Notamos que en el desarrollo del teorema anterior, hemos conseguido
convergencia débil de las funciones escalonadas U δ : [0, T ] → V h definidas por (3.16)
hacia la función u ∈ WR que es solución del Problema P . Ademas de dichas funciones de
aproximación, podemos implementar las funciones de Rothe U δ : [0, T ] → V h definidas
por (3.17). Con estos dos tipos de funciones de interpolación, podemos conseguir a parte
de convergencia débil los siguientes tipos de convergencia:

ĺım
δ→0

sup
0≤t≤T

∣∣uR(t)− U δ
R(t)

∣∣
R

= 0, ĺım
δ→0

∥∥u− U δ
∥∥
Lp(0,T ;V )

= 0,

ĺım
δ→0

∥∥uR − U δR∥∥C([0,T ];HR)
= 0, ĺım

δ→0

∥∥u− U δ∥∥
Lp(0,T ;V )

= 0.

Para ver en más detalle la demostración de estos resultados, ver [21].

4.2. Aplicación problema de electromagnetismo bidi-

mensional.

Vamos a aplicar el Teorema 4.3 al problema (2.29)–(2.33), por lo que verificaremos
que el problema variacional 2.38 satisface las hipótesis de dicho teorema, es decir: Hallar
una función u : Ω× [0, T ]→ R que sea solución de

d

dt
(σu, v)L2(R) + a(u, v) = (J, v)L2(Ω) ∀v ∈ H1

0 (Ω),

u(0) = u0 ∈ L2(R),

donde,

a(u, v) :=

∫
Ω

ν (‖∇u‖)∇u · ∇ v dx ∀u, v ∈ H1
0 (Ω). (4.61)

Para garantizar existencia y unicidad de dicha función u : Ω × [0, T ] → R hacemos las
siguientes suposiciones:

H1) Supondremos que la conductividad eléctrica σ : Ω×[0, T ]→ R satisface la condición:

σ(x) :=


σ(x), si x ∈ R,

0, si x ∈ S,
(4.62)

donde, σ ∈ L∞(R) es tal que σ(x) ≥ σ0 > 0 para casi todo x ∈ R.

Además supondremos que existe una constante ν1 > 0 (la reluctancia del medio
dielectrico o no conductor) tal que:

ν (‖∇u(x, t)‖) :=


ν1, si x ∈ S, t ∈ (0, T ),

νR (‖∇u(x, t)‖), si x ∈ R, t ∈ (0, T ),
(4.63)

donde νR : R+
0 → R es una función continua que satisface las siguientes propiedades:
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i. Existen constantes positivas νmin y ν0 (con ν0 la reluctancia en el vacio) tales
que

0 < νmin ≤ νR(s) ≤ ν0,

ii. La función s 7→ νR(s) es estrictamente creciente.

H2) Sean Ω ⊆ R2 y R ⊆ R2 dominios Lipschitz tales que R ⊆ Ω. Sea S := Ω \ R,
seleccionamos los espacios:

H := L2(Ω), (u, v) := (u, v)L2(Ω) ∀u, v ∈ L2(Ω),

HR := L2(R), (u, v)R := (σu, v)L2(R) ∀u, v ∈ L2(R),

HS := L2(S), (u, v)S := (u, v)L2(S) ∀u, v ∈ L2(S),

V := H1
0 (Ω), ‖u‖ := ‖u‖H1(Ω) ∀u ∈ H1

0 (Ω),

BR := H1(R), ‖u‖R := ‖u‖H1(R) ∀u ∈ H1(R),

BS := H1(S), ‖u‖S := ‖u‖H1(S) ∀u ∈ H1(S).

Las parejas ordenadas u := [uR, uS] ∈ L2(Ω) son tales que uR := u|R y uS := u|S,
es decir, son la restricción de u a R y S respectivamente.

H3) Definimos los operadores AR : H1(R)→ H1(R)∗, AS : H1
∂Ω(S)→ H1

∂Ω(R)∗ por:〈
AR(u), v

〉
R

:=

∫
R

νR (‖∇u‖)∇u · ∇ v dx ∀u, v ∈ H1(R), (4.64)〈
AS(u), v

〉
S

:= ν1

∫
S
∇u · ∇ v dx ∀u, v ∈ H1

∂Ω(S). (4.65)

Observación 4.5. Sean u, v ∈ H1
0 (Ω) cualesquiera, entonces uR := u|R, vR := v|R son

elementos de H1(R) y uS := u|S, vS := v|S son elementos de H1
∂Ω(S). Además, si la

función a : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)→ R esta definida por (4.61), entonces

a(u, v) =

∫
Ω

ν (‖∇u‖)∇u · ∇ v dx

=

∫
R

ν (‖∇u‖)∇u · ∇ v dx+

∫
S

ν (‖∇u‖)∇u · ∇ v dx

=

∫
R

νR (‖∇uR‖)∇uR · ∇ vR dx+ ν1

∫
S
∇uS · ∇ vS dx

=
〈
AR(uR), vR

〉
R

+
〈
AS(uS), vS

〉
S
.

En consecuencia,

a(u, v) =
〈
AR(uR), vR

〉
R

+
〈
AS(uS), vS

〉
S

∀u, v ∈ H1
0 (Ω).

Esta última identidad es justamente la relación que se requiere para establecer la equiva-
lencia entre los problemas P y P ′.
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Proposición 4.6. Supongamos que H1)−H3) se satisfacen. Entonces los operadores
AR y AS definidos por (4.64) y (4.65) respectivamente satisfacen las condiciónes de la
Hipótesis 2.

Demostración. La demostración se hará por partes, de acuerdo a la Hipótesis 2.
Parte 1. Los operadores AR y AS son hemicontinuos. En efecto, mostraremos primero

que el operador AR : H1(R) → H1(R)∗ es hemicontinuo. Aśı, sean u, v, w ∈ H1(R)
cualesquiera, veamos que la función:

λ 7→
〈
AR(u+ λv), w

〉
R

es continua en todo R. Por definición de AR (ver ecuación (4.64)) tenemos

〈
AR(u+ λv), w

〉
R

=

∫
R

νR (‖∇ (u+ λv)‖)∇ (u+ λv) · ∇w dx

= (νR (‖∇ (u+ λv)‖)∇ (u+ λv),∇w)L2(R)2 .

Por lo tanto, puesto que νR : R+
0 → R+ es una función continua por hipótesis, y el

producto interior (·, ·)L2(R)2 : L2(R)2 × L2(R)2 → R es una función continua 1, por lo
que se tiene λ 7→

〈
AR(u+ λv), w

〉
R

es continuo en función de λ ∈ R. En consecuencia, el

operador AR : H1(R)→ H1(R)∗ es hemicontinuo.
Análogamente mostramos que el operador AS : H1

∂Ω(S)→ H1
∂Ω(S)∗ es hemicontinuo.

Parte 2. Los operadores AR y AS son acotados, es decir∥∥AR(u)
∥∥
H1(R)∗

≤ C ‖u‖H1(R) ∀u ∈ H1(R),∥∥AS(u)
∥∥
H1

∂Ω(S)∗
≤ C ‖u‖H1

∂Ω(S) ∀uS ∈ H1
∂Ω(S).

Mostremos primero que el operador AR es acotado. Sean u, v ∈ H1(R) cualesquiera,

∣∣〈AR(u), v
〉
R

∣∣ =

∣∣∣∣∫
R

νR (‖∇u‖)∇u · ∇ v dx
∣∣∣∣

≤
∫
R

νR (‖∇u‖) |∇u · ∇ v| dx

≤ ν0

∫
R

‖∇u‖ ‖∇ v‖ dx

≤ ν0 ‖∇u‖L2(R)2 ‖∇ v‖L2(R)2

≤ ν0 ‖u‖H1(R) ‖v‖H1(R)

=: C ‖u‖H1(R) ‖v‖H1(R) .

1Esto se tiene por la desigualdad de Cauchy-Shwartz∣∣∣(u, v)L2(R)2

∣∣∣ ≤ ‖u‖L2(R)2 ‖v‖L2(R)2 ∀u, v ∈ L2(R)2
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En consecuencia, ∥∥AR(u)
∥∥
H1(R)∗

≤ C ‖u‖H1(R) ∀u ∈ H1(R).

Análogamente mostramos que∥∥AS(u)
∥∥
H1

∂Ω(S)∗
≤ C ‖u‖H1

∂Ω(S) ∀u ∈ H1
∂Ω(S).

Parte 3. Los operadores AR y AS son monótonos, es decir〈
AR(u)− AR(v), u− v

〉
R
≥ 0 ∀u, v ∈ H1(R),〈

AS(u)− AS(v), u− v
〉
S
≥ 0 ∀u, v ∈ H1

∂Ω(S).

Mostremos primero que el operador AR es monótono. En efecto, sean u, v ∈ H1(R),〈
AR(u)− AR(v), u− v

〉
R

=
〈
AR(u), u− v

〉
R
−
〈
AR(v), u− v

〉
R

=

∫
R

νR (‖∇u‖)∇u · ∇ (u− v) dx−
∫
R

νR (‖∇ v‖)∇ v · ∇ (u− v) dx

=

∫
R

(νR (‖∇u‖)∇u− νR (‖∇ v‖)∇ v) · ∇ (u− v) dx.

Aśı, para todos u, v ∈ H1(R)〈
AR(u)− AR(v), u− v

〉
R

=

∫
R

(νR (‖∇u‖)∇u− νR (‖∇ v‖)∇ v) · ∇ (u− v) dx
(4.66)

Analicemos por aparte, (νR (‖∇u‖)∇u− νR (‖∇ v‖)∇ v) · ∇ (u− v). Supongamos sin
perdida de generalidad que ‖∇u‖ ≥ ‖∇ v‖,

(νR (‖∇u‖)∇u− νR (‖∇ v‖)∇ v) · ∇ (u− v)

= νR (‖∇u‖)
(
‖∇u‖2 −∇u · ∇ v

)
− νR (‖∇ v‖)

(
∇u · ∇ v − ‖∇ v‖2)

= νR (‖∇u‖)
(
‖∇u‖2 −∇u · ∇ v

)
+ νR (‖∇ v‖)

(
‖∇ v‖2 −∇u · ∇ v

)
.

Ahora, notamos que por ser ‖∇u‖ ≥ ‖∇ v‖,

‖∇u‖2 −∇u · ∇ v ≥ ‖∇u‖2 − ‖∇u‖ ‖∇ v‖ = ‖∇u‖ (‖∇u‖ − ‖∇ v‖) ≥ 0.

Luego,

(νR (‖∇u‖)∇u− νR (‖∇ v‖)∇ v) · ∇ (u− v)

≥ νR (‖∇u‖)
(
‖∇u‖2 −∇u · ∇ v

)
+ νR (‖∇ v‖)

(
‖∇ v‖2 −∇u · ∇ v

)
= νR (‖∇u‖)

(
‖∇u‖2 − 2∇u · ∇ v + ‖∇ v‖2)

= νR (‖∇u‖) ‖∇u−∇ v‖2

≥ νmin ‖∇u−∇ v‖2 .
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Continuando en (4.66) se tiene para todos u, v ∈ H1(R):〈
AR(u)− AR(v), u− v

〉
R

=

∫
R

(νR (‖∇u‖)∇u− νR (‖∇ v‖)∇ v) · ∇ (u− v) dx

≥ νmin

∫
R

‖∇u−∇ v‖2

≥ 0.

Análogamente mostramos que el operador AS : H1
∂Ω(S)→ H1

∂Ω(S)∗ es monótono.

Parte 4. El operador AS : H1
∂Ω(S) → H1

∂Ω(S)∗ es estrictamente monótono en el
siguiente sentido:〈

AS(u)− AS(v), u− v
〉
S
> 0 ∀u, v ∈ H1

∂Ω(S), u 6= v, u− v ∈ H1
0 (S).

En efecto, sean u, v ∈ H1
∂Ω(S) con u 6= v y u− v ∈ H1

0 (S), entonces〈
AS(u)− AS(v), u− v

〉
S

=
〈
AS(u), u− v

〉
S
−
〈
AS(v), u− v

〉
S

= ν1

∫
S
∇u · ∇ (u− v) dx− ν1

∫
S
∇ v · ∇ (u− v) dx

= ν1

∫
S
∇ (u− v) · ∇ (u− v) dx

= ν1

∫
S

‖∇u−∇ v‖2 dx

≥ C ‖u− v‖H1(S)

> 0.

H4) Con respecto a los datos J : Ω× [0, T ]→ R y u0 : R→ R requerimos

J ∈ L2(Ω× [0, T ]) y u0 ∈ L2(R).

Sean, JR : R × [0, T ] → R y JS : S × [0, T ] → R las restricciones de la función J a
los dominios R y S respectivamente. Definimos los operadores f : [0, T ]→ H1

0 (Ω)∗,
fR : [0, T ]→ H1(R)∗ y fS : [0, T ]→ H1

∂Ω(S)∗ de la siguiente manera:

〈f(t), v〉 :=

∫
Ω

J(x, t)v(x) dx ∀v ∈ H1
0 (Ω), (4.67)〈

fR(t), v
〉
R

:=

∫
R

JR(x, t)v(x) dx ∀v ∈ H1(R), (4.68)〈
fS(t), v

〉
S

:=

∫
S

JS(x, t)v(x) dx ∀v ∈ H1
∂Ω(S). (4.69)
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Proposición 4.7. Supongamos que las condiciones H2) y H4) se satisfacen, entonces
JR ∈ L2(R × [0, T ]), y JS ∈ L2(S × [0, T ]). Además, los operadores f, fR y fS definidos
por (4.67), (4.68) y (4.69) respectivamente, son tales que:

f ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), fR ∈ L2(0, T ;H1(R)), fS ∈ L2(0, T ;H∂Ω(S))

y

〈f(t), v〉 =
〈
fR(t), vR

〉
R

+
〈
fS(t), vS

〉
S

∀v ∈ H1
0 (Ω) c.t.p t ∈ [0, T ] (4.70)

Demostración. La demostración se realizará por pasos.
Paso 1. JR ∈ L2(R × [0, T ]), y JS ∈ L2(S × [0, T ]). En efecto, por hipótesis sabemos

que J ∈ L2(Ω× [0, T ]) entonces J es una función medible en Ω× [0, T ] y

‖J‖L2(Ω×[0,T ]) =

(∫
Ω×[0,T ]

|J(x, t)|2 dx dt
)1/2

.

Por H2 tenemos que R ⊆ Ω es un conjunto abierto, luego R × [0, T ] es medible. Si
definimos JR : R × [0, T ] → R como la restricción de J a R entonces JR es medible y
además por ser R× [0, T ] ⊆ Ω× [0, T ] se tiene∫

R×[0,T ]

|JR(x, t)|2 dx dt ≤
∫

Ω×[0,T ]

|J(x, t)|2 dx dt <∞.

Por lo tanto, JR ∈ L2(R× [0, T ]). Análogamente mostramos que JS ∈ L2(S × [0, T ]).
Paso 2. f ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)∗). En efecto, puesto que J ∈ L2(Ω×[0, T ]), por el Teorema
de Fubini se tiene ∫

Ω×[0,T ]

|J(x, t)|2 dx dt =

∫ T

0

(∫
Ω

|J(x, t)|2 dx
)
dt, (4.71)

donde la integral interior del lado derecho existe para casi todo t ∈ [0, T ]. Aśı,

J(·, t) ∈ L2(Ω) c.t.p t ∈ [0, T ].

Por el teorema de representación de Riesz para espacios Lp, existe f ∗ : [0, T ] → L2(Ω)∗

tal que

〈f ∗(t), v〉 =

∫
Ω

J(x, t)v(x) dx ∀v ∈ L2(Ω),

con ‖f ∗(t)‖L2(Ω)∗ = ‖J(x, t)‖L2(Ω) para casi todo t ∈ [0, T ]. Luego, por (4.71) y lo anterior,

‖f ∗‖2
L2(0,T ;L2(Ω)∗) =

∫ T

0

‖f ∗(t)‖2
L2(Ω) dt

=

∫ T

0

(∫
Ω

|J(x, t)|2 dx
)
dt

=

∫
Ω×[0,T ]

|J(x, t)|2 dx dt

<∞.
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Por lo tanto f ∗ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)∗). Ahora, definimos f : [0, T ]→ H1
0 (Ω)∗ por

〈f(t), v〉 := 〈f ∗(t), v〉 ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Entonces f ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)∗) y

‖f‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)∗) ≤ ‖f

∗‖L2(0,T ;L2(Ω)∗) .

Paso 3. fR ∈ L2(0, T ;H1(R)∗) y fS ∈ L2(0, T ;H1
∂Ω(S)∗). La demostración es análoga

al Paso 2.

Paso 4. Mosetremos por último que se satisface (4.70). En efecto, sea v ∈ H1
0 (Ω)

entonces vR := v|R ∈ H1(R) y vS := v|S ∈ H∂Ω(S), luego

〈f(t), v〉 =

∫
Ω

J(x, t)v(x) dx

=

∫
R

J(x, t)v(x) dx+

∫
S

J(x, t)v(x) dx

=

∫
R

JR(x, t)vR(x) dx+

∫
S

JS(x, t)vS(x) dx

=
〈
fR(t), vR

〉
R

+
〈
fS(t), vS

〉
S
.

Proposición 4.8. Supongamos que las condiciones H1)−H4) se cumplen. Entonces la
Hipótesis 3 se satisface si definimos la seminorma J·K : H1

0 (Ω)→ R por

JuK :=

(∫
Ω

‖∇u‖2 dx

)1/2

∀u ∈ H1
0 (Ω). (4.72)

Demostración. Debemos mostrar que se satisfacen las ecuaciones (3.8) y (3.9). En efecto,
veamos primero (3.9), puesto que J·K→ R es una seminorma en H1(Ω) que es equivalente
a ‖·‖H1(Ω), entonces existe β > 0 tal que

JuK ≥ β ‖u‖H1(Ω) ∀u ∈ H1
0 (Ω).

Por lo tanto, para β > 0 que satisface la desigualdad anterior y definiendo λ := 0 se tiene
(3.9). Mostremos por último (3.8), sea u ∈ H1

0 (Ω),

a(u, u) =

∫
Ω

ν (‖∇u‖)∇u · ∇u dx

=

∫
Ω

ν (‖∇u‖) ‖∇u‖2 dx

≥ α

∫
Ω

‖∇u‖2 dx

= αJuK2,

donde α := mı́n {νmin, ν1} > 0.
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Observación 4.9. Puesto que H1
0 (Ω) es un espacio de Banach separable, entonces por la

Proposición 3.5 existen h∗ > 0 y una familia de subespacios de dimensión finita de H1
0 (Ω)

que los denotaremos por
{

(H1
0 (Ω))

h
}
h∈(0,h∗)

, tales que

ĺım
h→0

dist
(
v,
(
H1

0 (Ω)
)h)

= 0 ∀v ∈ H1
0 (Ω)

Observación 4.10. El problema completamente discreto para el problema variacio-
nal (2.38) se puede enunciar de la siguiente manera: Dados h ∈ (0, h∗) y r ∈ Z+, encontrar

U1, ..., U r ∈ (H1
0 (Ω))

h
tales que(

σ
(
U i
R − U i−1

R

)
, zR
)
L2(R)

+ ∆t a(U i, z) = ∆t
(
f i, z

)
L2(Ω)

∀z ∈
(
H1

0 (Ω)
)h

U0
R = u0 ∈ L2(R),

donde,

f i :=

∫ ti

ti−1

J(·, t) dt.

Teorema 4.11. Supongamos que las condiciones H1)−H4) se satisfacen. Entonces exis-
te una única función

u ∈ WR :=
{
u ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω))| u′R ∈ L2(0, T ;H1(R)∗)
}
,

que es solución del problema variacional (2.38). Además, para h ∈ (0, h∗) las funciones

escalonadas U δ : [0, T ]→ (H1
0 (Ω))

h
definidas por (3.16), satisfacen:

U δ ⇀ u en L2(0, T ;H1
0 (Ω)), si δ → 0. (4.73)

Demostración. Para esta demostración, es suficiente verificar que a partir de las condi-
ciones H1)–H4) se satisfacen las hipótesis del teorema 4.3, con la seminorma definida en
(4.72).

Notamos primero que por las Proposiciones 2.5, 4.6 y 4.8, las Hipótesis 1-3 se satis-
facen respectivamente. Además, por la Proposición 4.7 los operadores fR y fS definidos
por (4.68) y (4.69) respectivamente, son tales que

fR ∈ L2(0, T ;H1(R)∗) y fS ∈ L2(0, T ;H1
∂Ω(S)∗).

Luego, por el Teorema 4.3 existe una única función u ∈ WR que es solución del problema
variacional 2.38. Además, las funciones escalonadas U δ : [0, T ] → (H1

0 (Ω))
h

satisfacen
(4.73).
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Conclusiones

A partir de las ecuaciones de Maxwell en su forma diferencial y bajo supuestos sobre
la densidad de corriente, se obtuvó un modelo de corrientes inducidas bidimensional.
(Referencia: ecuaciones (2.29)–(2.33), página 32).

Se obtuvó un problema variacional para el modelo de corrientes inducidas bidimen-
sional. (Referencia: Problema (2.38), página 34).

Para el problema variacional obtenido para el modelo de corrientes inducidas bidi-
mensional, se plantearon dos formulaciones abstractas equivalentes, que permitieron
abordar dicho problema como un caso particular. (Referencia: Problemas P y P ′,
página 47).

Al aplicar el método de Rothe a los Problemas abstractos se obtuvó un sistema
de ecuaciones no lineales completamente discreto, del cual se demostró existencia y
unicidad de solución. Además, a partir de esta solución, se construyerón funciones
escalonadas que permitieron demostrar existencia y unicidad de solución para los
problemas abstractos v́ıa convergencia débil. (Referencia: Teorema 4.3, página 83).

Se demostró existencia y unicidad de solución para el problema de electromag-
netismo bidimensional, identificandolo como un caso particular de los problemas
abstractos previamente analizados. (Referencia: Sección 4.2).
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Notaciones

∅ Conjunto vacio.
A ⊆ B A incluido en B.
A \B Complemento de B en A.
A×B Producto cartesiano entre A y B.
Z+ Conjunto de los enteros positivos.
R Campo ordenado de los numeros reales.
R+

0 Conjunto de todos los números reales positivos unidos con el cero.
C Campo de los números complejos.
K Campo de los números reales o complejos.
E Adherencia de E.
∂E Frontera de E.

gen {E} Conjunto generado por E.
dist (x,X) Distancia de x al conjunto X.
D(f) Dominio de la función f .
R(f) Rango de la función f.
f |E La función f restringida al conjunto E.

(·, ·) o (·, ·)X Producto interior o producto interior en X.
‖·‖ o ‖·‖X Norma o norma en X.

X∗ Espacio dual de X.
X∗∗ Espacio bidual de X.

〈·, ·〉 o 〈·, ·〉X Producto de dualidad o producto de dualidad en X.
→ Convergencia.
⇀ Convergencia débil.
∗
⇀ Convergencia débil*.
λ(E) Medida de Lebesgue del conjunto E.
c.t.p Casi toda parte.

Lp(Ω) Espacio de Lebesgue,
Lp(Ω) :=

{
f : Ω ⊆ RN → R| f es medible y |f |p es integrable

}
.

supp f Soporte de la función f.
C∞0 (Ω) Conjunto de funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto.
D′(Ω) Conjunto de funcionales lineales y continuos en C∞0 (Ω).
Dαu Derivada generalizada de u de orden α.
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Hk(Ω) El espacio de Sobolev,
Hk(Ω) := {u ∈ L2(Ω)| Dαu ∈ L2(Ω), ∀ |α| ≤ k} .

Hk
0 (Ω) Hk

0 (Ω) := C∞0 (Ω)
‖·‖H1(Ω) .

div F Divergencia de F,

div F :=
N∑
i=1

∂Fi
∂xi

, F = (F1, ..., FN) .

H(div, Ω) H(div, Ω) :=
{
F ∈ L2(Ω)N | div F ∈ L2(Ω)

}
.

∇u Gradiente de u,

∇u :=

(
∂u

∂x1

, · · · , ∂u
∂xN

)
.

rot F Rotacional de F,

rot F :=

(
∂F3

∂x2

− ∂F2

∂x3

,
∂F1

∂x3

− ∂F3

∂x1

,
∂F2

∂x1

− ∂F1

∂x2

)
, F = (F1, F2, F3) .

∆u Laplaciano de u,

∆u :=
N∑
i=1

∂2u

∂x2
i

.

Lp(0, T ;X) Espacios de Lebesgue evolutivos,
Lp(0, T ;X) := {u : [0, T ]→ X| u es medible y ‖u‖pX es integrable} .

V ⊆ H ⊆ V ∗ Terna de evolución.
u(n) n-ésima derivada débil generalizada de u.

C ([0, T ];X) Espacio de funciones continuas evolutivo.
C ([0, T ];X) := {u : [0, T ]→ X| u es continua} .

W 1
p (0, T ;V,H) Espacios de Sobolev evolutivos,

W 1
p (0, T ;V,H) := {u ∈ Lp(0, T ;V )| u′ ∈ Lq(0, T ;V ∗), 1/p+ 1/q = 1} .
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