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Introduccion

El estudio de algebras de Banach empez6 en el siglo XX y se origind de la observacion de
que algunos espacios de Banach mostraban propiedades interesantes cuando ellos podian
dotarse de una multiplicacién extra. Un ejemplo normal era el espacio de operadores
lineales acotados en un espacio de Banach, pero otro importante era los espacios de las
funciones (continuas o acotadas o que se anulan en infinito).
Las algebras de Banach fueron estudiadas por primera vez por el matemédtico soviético
[. M. Gelfand alrededor del ano 1904. Su teoria reviste una gran importancia y tiene
aplicacién en teoria de aproximacién, analisis armoénico, K-teoria, fisica tedrica, etc. El
estudio de una clase importante de dlgebras de Banach, llamadas C*-algebras, es un tema
de investigacién muy activo en el universo matematico de hoy.
Este trabajo de grado tiene como finalidad realizar el célculo de espectros en algebras de
Banach y revisar la teoria espectral de Gel fand, la relacion que hay entre los funcionales
lineales multiplicativos sobre un algebra de Banach conmutativa y los ideales maximales
de la misma, para bien tener una caracterizacién del espectro de los elementos del algebra.
Las algebras de Banach son un espacio natural para el estudio de la teoria espectral. Dada
un algebra de Banach o7, el espectro de un elemento = es en general un subconjunto de
C y se define como

o(x) ={\ € C: 2z — Xe es no invertible} .

En el caso que el algebra sea de dimension finita entonces la teoria espectral coincide con
la teoria de los valores propios de una matriz. En efecto, para un operador T : R” — R"”
consideramos su representacion matricial entre las bases candnicas de R", esto es,

A =1[1[T(e1)] [T(ea)]---[T(en)] ]; vy para cada valor propio A de A asociamos un vector
propio v, lo cual representamos en parejas (A, v) donde

Av = v,v e C", (v#0,X € C).
Consideremos el espacio propio asociado al valor propio A
Vi={veC"|Av= X v} CC".

Dado que V) es un subespacio de C™,0 € V), sin embargo 0 no es un vector propio por
definicién. Ademds como Vy, = N(A — \I) tenemos que V) es no trivial si y sélo si A — AI
tiene ntcleo no trivial. Equivalentemente, si y solo si A — A es no invertible.

En este sentido, el espectro de A es

0(A) ={X € C|A— A es no invertible},

v



lo cual muestra que el calculo del espectro de un operador T en espacios de dimension
finita se reduce al calculo de los valores propios del operador en cuestion. Por ello no
se consideraran espacios de dimension finita ya que esta teoria ha sido estudiada en los
cursos de algebra lineal.
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Notaciones

N Conjunto de enteros positivos

R Campo ordenado de los niimeros reales

C campo de los nimeros complejos

R2 {(%1,1’2) T1,T2 ER}

Crxn Espacio de matrices de orden n sobre C

0 Conjunto vacio

sign Funcion signo

Q Adherencia del conjunto €2

B (xg,7r) Bola abierta, centrada en zq y de radio r > 0

c.t.p En casi todo punto

of) Frontera de 2

1 Medida (de Lebesgue) del conjunto 2

Ck () Espacio de funciones k veces continuamente diferenciables en (2
Co(92) Espacio de funciones continuas de soporte compacto en (2
C(Q) Espacio de funciones infinitamente diferenciables de soporte compacto en 2
[Jo fdxdy  Integral de Lebesgue de la funcién f sobre Q

XY Espacios vectoriales

L(X,Y) Espacio vectorial de todas las aplicaciones lineales de X en Y
B(X,Y) Espacio vectorial de todas las aplicaciones lineales acotadas de X en Y
X' Espacio dual de X

[1(—00, 00 Espacio de Banach de las sucesiones absolutamente sumables

)
L' (R, M, i) Espacio de Banach de las funciones absolutamente integrables
fx*g Convolucién de f y g

o Algebra con o sin unidad

o |e] Algebra unitizada

Inv(e) Conjunto de elementos invertibles de .o/

o(x) Espectro de x

r(z) Resolvente de x

p(x) Radio espectral de z

o1 Espacio cociente de &7, I ideal de &/

M () Conjunto de funcionales lineales multiplicativos sobre &/
M(a) Conjunto de funcionales lineales multiplicativos continuos sobre .o/
xoy Quasi-producto de x,y

x” Transformada de Gelfand de =

F(w) Transformada de Fourier de f

] Culminacion de una demostracion.



Capitulo

Algebras de Banach

En este capitulo presentamos la terminologia empleada en las dlgebras de Banach y re-
cordaremos varias nociones y teoremas necesarios para la comprension de los resultados.

Definicién 1.0.1. Un dlgebra compleja es un espacio vectorial o/ sobre el campo complejo
C en el cual la multiplicacion estd definida y satisface para todo x,y,z en o/, a € C:

z(yz) = (zy)z, (1.0.1)
(x+y)z =22+ yz, x(y + 2) = xy + yz, (1.0.2)
a(zy) = (ax)y = z(ay). (1.0.3)

Si ademds o/ es un espacio de Banach con respecto a una norma que satisfaga la de-
sigualdad multiplicativa

lzyll < fll Iy (red,yed), (1.0.4)

entonces </ es llamado un dlgebra de Banach. Un dlgebra o/ es llamada un dlgebra con
unidad si existe e € of (elemento neutro) tales que xe = ex = x para todo v € < .

Si o/ no es un espacio completo pero tiene una norma ||-|| que satisfaga la desigualdad
multiplicativa la denominaremos dlgebra normada. Como es usual para espacios vecto-
riales, un dlgebra normada </ puede ser vista como un espacio métrico con la funcion
distancia

d(z,y) = |z —yll; (z,y € ).

Un dalgebra normada puede también considerarse como un espacio topoldogico con la topo-
logia métrica inducida por la funcion distancia.

Observacién 1.0.1. La desigualdad (1.0.4)) garantiza que la multiplicacion es una ope-
racion continua en <f . Esto quiere decir que para {x,},{y.} en & con x, — z, y, =y
se cumple x,y, — xy, lo cual se sigue de

LnlYn — TY = (:En - x)yn + x(@/n - y)'
En particular, la multiplicacion es continua a izquierda y a derecha:

St Ty, =T, Yo — Y entonces T,y —> TY, TY, —> TY. (1.0.5)



Definicién 1.0.2. Sea o/ un dlgebra sobre C. Una subdlgebra de </ es un subespacio
vectorial B de < tal que
a,be B — ab e AB.

Para espacios vectoriales normados X,Y sobre el mismo campo K, denotaremos por
L(X,Y) el espacio vectorial de todas las aplicaciones lineales de X en Y con la adicién y
producto por escalar puntuales y la norma

7] — supl T
o Tl

Bajo la misma suposicién denotaremos por B(X,Y) el subespacio vectorial de L(X,Y)
conformado por todas las aplicaciones lineales y acotadas (es decir que existe una cons-
tante ¢ tal que para todo x € X, ||[T'(z)|| < c¢||z||) de X en Y con la norma de L(X,Y)
restringida a B(X,Y). El espacio dual B(X,K) de X es denotado por X', sus elementos
son llamados funcionales lineales continuos. Nosotros escribiremos B(X) para denotar
B(X, X).

(1.0.6)

Se puede probar que dada &7 un algebra normada, entonces existe un isomorfismo isométri-
co de &/ en una subdlgebra densa de un algebra de Banach A, esta # es unica salvo
isomorfismos isométricos. (Ver[9], pgh, prop12)

1.1. Adjuntando una unidad

Supongamos que &/ satisface las condiciones (1.0.1)) a (1.0.4)), pero o/ no tiene elemento
unidad. En este caso existe un proceso “natural” para unitizar el algebra, esto es adjuntar
una unidad. La nueva élgebra la denotaremos por <7[e] y la definimos como

el ={(z,a) |z € &, a€C}.

El dlgebra 7 [e] es un espacio vectorial con las operaciones suma y producto por escalar
definidas de manera natural componente a componente. Un calculo directo muestra que
la multiplicacién definida por

(z,0)(y, B) = (vy + ay + Bz, af),

satisface (|1.0.1)) — (1.0.3) y la expresiéon dada por

1z, )l = ]| + |

es una norma que satisface la desigualdad submultiplicativa y hace que <7 [e] sea un algebra
de Banach con unidad e = (0, 1), logrando con ello adjuntar la unidad al dlgebra original
&/ al incrustarla en un algebra mas grande. De este modo se define una isometria entre
oy o [e] dada por x — (z,0).



1.2.

1.2.

(a)

1.2.

(a)

Ejemplos de algebras de Banach

1. Algebras conmutativas con unidad

El conjunto de los nimeros reales R con las operaciones de suma y producto usuales,
y la norma dada por el valor absoluto. De igual forma el conjunto de los nimeros
complejos C con las operaciones de suma y producto usuales, y la norma dada por el
modulo.

Consideremos €) un espacio compacto Hausdorff y sea C'(€2) el espacio de todas las

funciones continuas de valor complejo definidas en 2, este es un espacio de Banach ba-

jolanorma || f|| = még( |f(z)] y con las operaciones puntuales(incluyendo el producto)
BAS

de funciones, C'(€2) es un algebra de Banach ya que la norma es submultiplicativa.
Como élgebra conmutativa su unidad es la funcién e(x) = 1 para todo x € .

Sea [1(—00,00), el espacio de Banach de las sucesiones de nimeros complejos

a={a,},~ _ con la norma
oo
lall = laal.

n=—oo

Este espacio es un algebra de Banach conmutativa si la multiplicacion es definida
como la convolucién

(a* fB), = Z g B

Es decir a * (3 es la sucesién cuya n-ésima entrada es (a * 3)s,.
El algebra {4 (—00, 00) posee como elemento unidad la sucesién {dy, },

s _ [0 st i#]
TNl si oi=j

El algebra del disco. Sea D = {z € C: |z|] <1} C C y consideremos la subdlgebra
de C(D) con unidad e(z) = 1, o = {f: D — C| f € H(int(D))} € C(D). Para
concluir que &/ es un algebra de Banach, es suficiente probar que es cerrada. En
efecto, sea (fy),en C & tal que f, — f en la norma de C'(D), esto nos lleva al
concepto de convergencia uniforme para funciones y al ser estas analiticas en int(D)
tenemos que f es también analitica en int(D).

2. Algebras conmutativas sin unidad

Consideremos un espacio de medida (R, M, p1) y sea f: R — [—00, 00|, M-medible (de
lo cual se sigue que |f| es también medible, asi su integral sobre R existe). Entonces
decimos que f € L'(R, M, p) si

[ 11 < o



Ademds L'(R, M, 11) es un espacio de Banach con respecto a la norma:

1l = / fldp.

La multiplicacién en L'(R, M, 1) estd definida como la convolucién de funciones

_ / f(t - 7)g(r)dr

La convolucion es conmutativa y asociativa. Ademas por el Teorema de Fubini

IIf*glllz//ft—f deu<//|ft—T)||g( )| drdp
= [la1 [ 15 =)l dudr = 111, Nl

obteniendo la desigualdad submultiplicativa (1.0.4), asf que L*(R, M, p1) es un dlgebra
de Banach. Aunque esta algebra no posee unidad si tiene una unidad aproximada nor-
malizada en el sentido que existe una sucesién de funciones e, € Li(R) que satisface
|len|| = 1 para todo n con la propiedad

tim flew s f — fl = [f xew—F1 =0, f € Li(R).

Tal sucesiéon se obtiene tomando e,, como cualquier funcién no negativa soportada en
el intervalo [—1/n, 1/n] cuya integral sea 1.

(b) Dado cualquier espacio de Banach A, este se convierte en un dlgebra de Banach usando
el producto trivial zy =0, z,y € A.

1.2.3. Algebras no conmutativas con unidad

(a) Dado X un espacio vectorial normado se define
B(X)={T: X — X | T es lineal y acotado}
Este es un espacio vectorial normado con respecto a la norma operador

» Izl

Hac||<l ||37||

1T =

En el caso que X sea un espacio de Banach, B(X) es un espacio de Banach con respecto
a la norma operador; ademas B(X) es un édlgebra de Banach con la multiplicacién
definida como la composicién. Si dim(X) > 1, esta algebra no es conmutativa y su
unidad es el operador idéntico I(z) = x para todo x € X. Cuando dim(X) =n < o0
entonces B(X) es isomorfo al dlgebra de las matrices C"*".

(b) El espacio de matrices de orden n sobre C, (C"*" )

aix a2 ... Qin

G21 Q22 ... Q2 o
A= . o . ca;; € Cparal <i,5<n

Ap1 Ap2 ... Qpp



es un algebra asociativa con unidad I,, con respecto al producto de matrices. Ademaés,
dado que cualquier matriz A € C™*" puede verse como un vector de n? componentes
podemos usar cualquier norma vectorial para ver dicho espacio como un espacio nor-
mado. En particular cuando se usa la norma vectorial dos se tiene la llamada norma

de Frobenius de A 1/2
Al = (ZZ |az-j|2) ,

i=1 j=1

la cual es una norma matricial y al ser C" un espacio de Banach con respecto a la
norma dos y dada la relaciéon que existe entre las matrices y vectores, tenemos que
C™*™ es un espacio de Banach. Por lo anterior, C"*" es un algebra de Banach visto
con la norma de Frobenius.

Teorema 1.2.1. Sea &/ un dlgebra de Banach. Entonces existe un espacio de Banach X
y un isomorfismo de </ en una subdlgebra cerrada del dlgebra B(X).

Demostracién. Ver [2], pg9, Teorema 2.4.

Corolario 1.2.1. En cada dlgebra de Banach <7 existe una norma equivalente a la norma
original en </ que satisface:

(@) llzyll < ll=[[lyll

(b) lle|| = 1, siempre que < tenga unidad e.
Demostracion.

(a) En general para operadores en B(X) se cumple ||T'S|| < ||| ||S]|]. Asi, por Teorema
cuando consideramos la identificacién de los elementos del algebra 7 con una
subalgebra cerrada de B(X) se cumple que ||zy| < ||z [|y]|-

(0) llell = ITell = sup [Te(y)ll = sup [ley|| = sup [ly|| = 1.
lyll<1 lyll<1 lyll<1

1.3. Inversos

En esta seccion revisaremos el concepto de invertiblidad en un dlgebra &7 y algunas de
las propiedades que se derivan.

Definicién 1.3.1. Sea o/ un dlgebra con unidad e y a € 7. Un inverso izquierdo de a
es un elemento b € & tal que ba = e. Un inverso derecho de a es un elemento ¢ € of
tal que ac = e. Un inverso de a es un elemento de &/ que es un inverso bilateral de a.
Un elemento de o/ se dice invertible si tiene un inverso, mientras uno que no lo sea se
llamara singular. El conjunto de elementos invertibles de < lo denotaremos por Inv(<)
y el conjunto de elementos singulares de <7 lo denotaremos por Sing(<f).



Puede ser probado que el inverso de a si existe es inico. Lo denotaremos por a~!. Notemos
que Inv(ef) es un grupo bajo la multiplicacién definida en o7 ya que para a,b € Inv(<),
b~ta™! es el inverso de ab. Inv(«/) es llamado el grupo de elementos invertibles de 7.

A continuacion presentaremos sin demostracion algunas de las propiedades de los ele-
mentos invertibles del algebra.

Lema 1.3.1. Sea o/ un dlgebra normada con unidad. Si a,b € Inv() y
Ib—al < Llja=|™" entonces

67— a7 < 2l o —

Demostracién. Ver [9], pg 11, Lema 5.

Proposicion 1.3.1. Sea o7 un dlgebra normada con unidad. Entonces la aplicacion
a+— a~! es un homeomorfismo de Inv(/) en si mismo y Inv(a) es un grupo topoldgico.

Demostracion. Consideremos la aplicacion

o: Inv(ef) — Inv(A)
a — ¢a)=al.

Observemos que (po)(a) = ¢(p(a)) = p(a™") = (a™')~" = a. Luego, v = ¢~ !. Asi para

probar que ¢ es un homeomorfismo debemos probar que ¢ es continua. En efecto sea

xy € ]nv(%) y (xn)neN C Inv(«/) tal que z,, — xo. Existe N tal que para n > N,

i

|20 — w0l < 3 ||z . Por Lema [1.3.1] tenemos,

_ _ 12
lp(an) — (@)l = |Jan ' —ag|| < 2|25 || e — ol -
Ademds Inv(g/) es un espacio topoldgico visto como subespacio topolégico de . O

Lema 1.3.2. Sea o7 un dlgebra de Banach con unidad e, x € &7 y supongamos
|z —e|| < 1. Entonces x es invertible y

i (e — )" (1.3.1)

Demostracién. Ver [4], pg398, Teorema 7.7-1.

Proposicién 1.3.2. Sea &7 un dlgebra de Banach con unidad e y x € &/ con ||z| < 1,
entonces (e —x) y (e + x) son invertibles en o y sus inversos son respectivamente

(e —x) imk y (e+x)” i
k=0

k=0

Demostracién. Aplicamos Lema[l.3.2]a (e — z) y (e + x). O



Teorema 1.3.1. Sea o7 un dlgebra de Banach con unidad e, entonces Inv(<f) es abierto
en o .

Demostracién. Sea a € Inv(/), veamos que existe r > 0 tal que B,(a) C Inv(</). En
efecto, notemos que |la(a — z)|| < [|a™|| la — z||, luego si r = |[a™]| ™" v |la —z|| < r
entonces |[a=*(a —z)|| < 1. Asf por Proposicién [1.3.2 [e — a7 (a — z)] € Inv(&/). Por
tanto, si z € By(a) y r = |ja™||”", deducimos que = € Inv(«/) ya que la identidad

r=a—(a—2)=ale—a'(a— )

implica que x es producto de elementos de Inv(</) el cual es grupo multiplicativo. [

1.4. Espectro y Radio espectral

Definicion 1.4.1. Sea o7 un dlgebra normada compleja con unidad e y sea v € <. Fl
espectro de z es el subconjunto o(z) de C dado por

o(z)={ e C:z—Xe ¢ Inv(H)}. (1.4.1)
El conjunto resolvente r(x) es el complemento del espectro de ;
r(z) = C\o(z). (1.4.2)
El radio espectral p(z) de un elemento x € < es
p(z) =sup{|A|: A €o(x)}. (1.4.3)

De hecho el radio espectral es el radio del disco cerrado mds pequeno contenido en C, con
centro 0 y el cual contiene a o(x).

Observaciones 1.4.1. De la definicion anterior podemos ver que:

0 € o(a) siysdlo sia¢ Inv().

Si |la]| < 1 entonces por Proposicion[1.3.9 (e — a) € Inv(&/), asi 1 € r(a).
0(0)={Ae C: =Xe ¢ Inv(e)} = {0}. De donde p(0) = 0.

ole)={reC:e—Xed¢ Inv()} = {1r}. De acuerdo con (1.4.2) debemos probar
r(e) = C\ {1}, lo cual se sigue de

(e —de)w =c¢
(w—Aw) =e

(1-Nw=e.
Asiw = (1 —N)"te, A # 1. Ademds se tiene que p(e) = 1.

Veamos algunas propiedades del espectro para elementos de un algebra con unidad e; como
por ejemplo que para algebras no conmutativas el espectro del producto de elementos no
se altera sin importar el orden.



Proposicion 1.4.1. Sea o/ un dlgebra con unidad e y a,b € </ . Entonces

a(ab)\ {0} = a(ba)\ {0}.

Demostracién. Ver [9], pg20, Proposicién 3.

La siguiente proposicién nos muestra el comportamiento del espectro para las subalgebras
de un algebra dada.

Proposicién 1.4.2. Sea B una subdlgebra de &7 y ox(a) el espectro de a en B. Entonces
CT&{(CL) C a@(a).

Demostracién. Por la relaciéon dada por (1.4.2]) debemos probar que rg(a) C r(a). Sea
A € rgla), esto es a — Ae € Inv(HB) y por tanto a — Ae € Inv(), asi A € ry(a). O

Teorema 1.4.1. Sea &/ un dlgebra de Banach. Entonces para cada a € <, el espectro
o(a) es compacto y el radio espectral satisface

pla) < Jlal|. (14.4)

Demostracién. Si |\| > ||a|| entonces [[A71a|| < 1, luego por Proposicién e—\"la
es invertible. Por lo tanto (—\e)(e — A7'a) = a — Ae es invertible, de este modo tenemos
que A € r(a). Asi, si A ¢ r(a) entonces |A| < ||al|. Esto prueba ((1.4.4) y el hecho que o(a)
es acotado.

Veamos que o(a) es cerrado. Sea

g:C — &
A — g(\) =a— e

Notemos que

lg(A) = g(Ao)ll = ll(a = Ae) — (a = Aoe)|

= [|Aoe — Ae|
= [[(Xo — Nel|
= Ao = Al le] -

Asf g es continua. Ademés el complemento de o(a) es g~ (Inv(«/)). En efecto,

g HInv()) ={)N € C:g(\) € Inv()}
={ eC:a—Xe€Inv(H)}

=r(a).

Luego, por Teorema [1.3.1] y la continuidad de g tenemos que g~(Inv(#/)) = r(a) es
abierto en C y por tanto o(a) es cerrado. O

Notemos que este teorema nos dice que r(a) # ) y en la bisqueda de probar este mis-
mo resultado pero para el espectro trabajaremos con las funciones analiticas de variable
compleja con valor en el dlgebra de Banach 7. Asi como también probaremos algunos
resultados concernientes al caso.



Definicién 1.4.2. Sea &/ un dlgebra de Banach y D un subconjunto abierto de C. Una
funcion f: D — of se dice que es analitica si es diferenciable en cada punto zo € D, en

el sentido que el limite
I f(z) = f(20)
im —————=

Z—r20 Z — ZO

existe con la norma de </ . En este caso denotamos el limite por f'(z).

Lema 1.4.1. Sea &/ un dlgebra de Banach y a € <. Entonces la funcion y: C\o(a) — o/
definida por
YA\ =Ry = (a—de)™!

es analitica.

Demostracién. Si \g € r(a) entonces a— \e es invertible para todo A en un disco pequeno
con centro en \g, ya que r(a) es abierto en o/. De la ecuacién resolvente obtenemos

Y(A) —v(Xo)  Bx— Ry,
A= A= XN
(A= X0)R\Ry,
X — o
= R\R),.

Esta ultima expresiéon converge a Rf\o cuando A — g por Proposicién [1.3.1, de donde v
es analitica y 7'(Ao) = R3,. O

Teorema 1.4.2. (Gelfand).Sea </ un dlgebra de Banach. Entonces para cada a € <,
el espectro o(a) # (.

Demostracién. Supongamos que o(a) = (. Luego para cada A € C, Ry = (a — Xe)™!
estd bien definido, ademads para un funcional lineal acotado arbitrario sobre <7, la funcién

h(A) = (fov)(A) = f(R))
estd definida sobre C y mas atin tenemos que h es una funcién entera. Notemos que

Ry=(a—Xe) ' =AY e—A"a)t,

(k)

cuando |[A| — oo. Entonces h es una funcién entera acotada, la cual por el teorema
de Liouwville debe ser constante. La constante es cero por que h se anula en infinito.
Concluimos que

de donde (e — aX\™)™! — e cuando |A| — co. Asi,

[P = [F(R)] < IFIHITRAN = Hf|||—i| —0

f(R)) =0 para cada f € o

Del Corolario se sigue que R, = 0, pero esto no puede ser pues R, es invertible,
contradiciendo la suposicion inicial o(a) = 0. O



Teorema 1.4.3. (Gelfand-Mazur) Si o/ es un dlgebra de Banach en la cual cada
elemento distinto de cero es invertible entonces & es isomorfo al campo de los nimeros
complejos.

Demostracion. Probaremos que cada elemento x € o/ tiene la forma x = Ae. Suponga-
mos que existe un a € & tal que a # Ae para todo A € C; es decir, a — Ae # 0. Luego
(a — Xe)~! existe para cada A € C y en consecuencia r(a) = C. Esto implica que o(a) = ()
contradiciendo el teorema de Gelfand. U

En cuanto al radio espectral tenemos las siguientes propiedades.

Teorema 1.4.4. Sea o/ un dlgebra de Banach y a € <. Entonces el radio espectral p(a)
estd dado por la formula

pla) = lim [la"||'/" = fnf [la"|*". (1.4.5)
n— 00 n>1

Demostracién. Ver [10], pgl9, Teorema 1.7.3.

1.5. Algebras de Banach conmutativas

En esta seccién vamos a trabajar con algunas definiciones y teoremas especiales que
requieren la conmutatividad del algebra, tanto para efectos del calculo del espectro con
los elementos del dlgebra como el posterior desarrollo de la teoria de Gelfand.
Recordemos que un algebra 7 tiene la estructura de anillo, asi es natural pensar en
los conceptos relacionados con la teoria de anillos tales como la conmutatividad, ideales,
anillo cociente, homomorfismo de anillos, etc, para llevarlos al contexto de las algebras.

Definicién 1.5.1. Un dlgebra <7 se dice conmutativa (o abeliana) si xy = yx para todo
x,y € .

Definiciéon 1.5.2. Una subdlgebra I de un dlgebra o7 es llamada un ideal derecho si
lof C I y un ideal izquierdo si &/1 C I. Si I es un ideal bilateral de &/ diremos simple-
mente que es un ideal de of . Un ideal I se dice propio si {0} # I # </ y a su vez un ideal
se dice mazimal si no existen ideales propios que lo contengan.

Proposicion 1.5.1. Si &7 es un dlgebra de Banach entonces:

(a) Ningun ideal propio de o/ contiene elementos invertibles de <7 .

(b) Si o/ es conmutativa y J es un ideal de o/ entonces su clausura J es también un
ideal.

Demostracion.

(a) Sea I un ideal propio de 7 y supongamos que existe z € I con x invertible, es decir
que existe x7! € &7 tal que zz~! = e. Dado que .o/ C I tenemos que e € I, luego
es/ C I, estoes .o C Iy portanto I =.o7, lo cual no puede ser.
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(b) Sea J un ideal de <7, veamos que J es también un ideal de &7, para lo cual debemos
probar que Jo/ C J. En efecto, para € J y a € &/ existe (75),en C J tal que
r, — x y por la continuidad del producto tenemos que x,a — xa y dado que J es
un ideal de o, x,a € J para cada n € N. Por tanto hemos probado que existe una
sucesion en .J que converge a za y con ello que .J es un ideal.

U

Teorema 1.5.1. Sea o/ un dlgebra con unidad e. Entonces:

(a) Cada ideal mazimal de <7 es cerrado.

(b) Cada ideal propio de </ estd contenido en un ideal mazximal de <7 .

Demostracién. Ver [I], pg264, Teoremall.3.

Presentaremos un resultado concerniente a la estructura del espacio cociente ver (B.0.1)),
no obstante el subespacio a considerar debe satisfacer la condicién de ser cerrado.

Proposicién 1.5.2. Sea I un ideal cerrado en un dlgebra de Banach </ . Entonces <f |1
es un dlgebra de Banach con la norma definida por:

la + I :1'I€1§||a+z\|. (1.5.1)

Demostracién. Ver [11].

Definicién 1.5.3. Sea X un espacio vectorial y Y un subespacio vectorial de X . Entonces
se dice que la codimension de'Y es dim(X/Y), donde X/Y es el espacio cociente de X
con'Y.

Proposicion 1.5.3. Cada ideal mazimal M de un dlgebra de Banach <7 es de codimension
uno.

Demostracion. Sea M un ideal maximal de o7, luego por Teorema M es cerrado y
por Proposicién tenemos que <7 /M es un &lgebra de Banach. Ademés o/ /M es un
anillo de divisién(ver Teorema [B.0.3)) y por Teorema de Gelfand-Mazur, &/ /M = C. O

Definicién 1.5.4. Sea o7 un dlgebra de Banach conmutativa con unidad. Un funcional
lineal f sobre o es llamado un funcional lineal multiplicativo si

(@) Flwy) = £()f(y) para todo .,y € o
(b) f(z) # 0 para algin x € o .

El conjunto de todos los funcionales lineales multiplicativos lo denotaremos por (<) o
simplemente 9t cuando no haya lugar a confusion.

Observacion 1.5.1. Para un funcional lineal que satisfaga la condicion (a), la condicion
(b) es equivalente a que f(e) = 1.

Proposicion 1.5.4. Si f € M(/) y x es un elemento invertible en o/ entonces

fl@™h) = [f@)

11



Demostracion.

O
El siguiente teorema establece una correspondencia uno a uno entre los funcionales lineales
multiplicativos no nulos del algebra de Banach o7 y los ideales maximales cerrados de o/

(f & My) (M < fur),

Teorema 1.5.2. Si &7 es un dlgebra de Banach conmutativa entonces

(a) Si f € M se tiene que My = Ker(f) = {x € o/ : f(x) =0} es un ideal mazimal de
i

(b) Cada ideal mazimal de <7 es el nicleo de algin f € 9.
Demostracién.

(a) Claramente M/ es un subespacio vectorial de o/ y M; # o, puesto que f(e) = 1.
Ademas, este subespacio es un ideal de &/ ya que para a € &/ y x € My,

flax) = f(za) = f(a)f(x) = 0.

La codimension de My es uno puesto que f : &/ — C establece un homomorfismo
de anillos y en virtud del teorema fundamental de homomorfismos, </ /M; = C.

(b) Sea M C A un ideal maximal. Entonces o/ /M = C y asi el homomorfismo
define un funcional lineal multiplicativo en &7 y Ker(fy) = M.

O

Observacion 1.5.2. Habida cuenta de la correspondencia anterior podemos llamar los
elementos de M(</) como ideales maximales y de esta manera identificar cualquier ideal
maximal M con el correspondiente funcional fyr. Por tanto el conjunto 9N también lo
podemos llamar el conjunto de ideales mazimales de < .

Sea o/ un algebra de Banach. Denotaremos por M (<) el conjunto de los funcionales
lineales multiplicativos continuos sobre 7.

Como los ideales maximales de un algebra de Banach & son cerrados y ellos son los
nucleos de los funcionales lineales multiplicativos en o7 tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.5.3. Cada funcional lineal multiplicativo en un dlgebra de Banach conmuta-
tiva &/ con unidad es continuo; es decir, M(<f) = M().

Corolario 1.5.1. Sea o7 un dlgebra de Banach conmutativa con unidad. Entonces existe
al menos un funcional lineal multiplicativo y continuo.

Demostracion. Si 7 es el campo de los niimeros complejos entonces la identidad es
tal funcional. Si 7 no es un campo entonces existe un elemento z € o7\ {0} que no es
invertible y el conjunto z.o7 es un ideal el cual por el lema de Zorn esta contenido en un
ideal maximal, o equivalentemente, .o/ tiene un funcional lineal multiplicativo y continuo.

U
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Observaciones 1.5.1.

» Es importante notar que si el dlgebra de Banach no es conmutativa entonces MM(</)
puede ser vacio aun si </ tiene unidad o es de dimension finita; por ejemplo el
dlgebra de las matrices A, xm sobre R.

» Se puede probar ademds que si o/ es un dlgebra de Banach y f € 9M(</) entonces
IfIF=1.

El siguiente es uno de los teoremas mas importantes para el desarrollo de este trabajo,
dado que nos permite calcular el espectro de un elemento para un algebra de Banach
conmutativa via los funcionales lineales multiplicativos continuos, por lo cual lo denomi-
naremos espectro funcional.

Teorema 1.5.4. Sea o/ un dlgebra de Banach conmutativa con unidad. Entonces
ola)={f(a): fe M()}. (1.5.2)
Esto implica de acuerdo con (1.4.3) que el radio espectral estd dado por

pla) = sup{[f(a)| : f € M(#)}.

Demostracién.(C) Sea A € o(a) entonces a— Ae es no invertible y el conjunto (a — Ae).o?
es un ideal el cual por el lema de Zorn esta contenido en un ideal maximal M de codi-
mension uno tal que a — Ae € M. Asi, por Teorema [1.5.2] existe un funcional lineal
multiplicativo fj; para el cual fy(a — Ae) = 0. Luego, fy(a) = Ay por lo tanto,

re{fla): fe M)}

(D) Si f(a) = A entonces a — Ae es no invertible, ya que en caso contrario existe y € </
tal que (a — Ae)y = e, de donde f(a — Xe)f(y) = f(e). Luego, f(a) — X # 0, lo cual es

una contradiccion. O

1.6. Invertibilidad en algebras de Banach sin unidad

Definicién 1.6.1. Dados los elementos x,y de un dlgebra <7, el quasi-producto de z,y es
el elemento x oy de & definido por

roy=x+y—2xy.
Definiciéon 1.6.2. Sea x un elemento de un dlgebra <7 . Los elementos y,z de </ son
respectivamente quasi-inversos izquierdo y derecho de x si

yox =0, roz=0.

Un quasi-inverso de x es un elemento de </ que es un quasi-inverso izquierdo y derecho
de x. Un elemento que tiene un quasi-inverso se dice quasi-invertible y los elementos que
no lo son se denominan quasi-singulares.

Es facil mostrar que el quasi-inverso si existe es tnico. El conjunto de elementos quasi-
invertibles de .27 lo denotaremos por g—inv(<?) y el conjunto de elementos quasi-singulares
por q — sing(</).
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Proposicion 1.6.1. Sea o/ un dlgebra, entonces:

(a) Si & tiene elemento unidad, un elemento = € &7 tiene el quasi-inverso y si y sélo si
e — x tiene el inverso e — y.

(b) Un elemento x € &7 tiene el quasi-inverso y si y sélo si (0,1) — (z,0) tiene el inverso
(O, 1) - (y70) en %[6]

Demostracioén.
(a) Se obtiene por la identidad (e — z)(e —y) = e — (x 0 y).
(b) Notemos que

[(0,1) = (,0)][(0,1) = (y,0)] = (=2, 1)(=y, 1)
= (l’y —r—Y, 1)
(—(zoy),1).

Definicién 1.6.3. Si &7 es un dlgebra sin unidad, para x € & se define su espectro

o(z) :{O}U{)\EC\{O} : %xEq—smg(ﬂ)}. (1.6.1)

Teorema 1.6.1. Sea o/ un dlgebra sin unidad y consideremos su unitizacion </ [e]. En-
tonces 0(a) = 0.(a,0) (a € ).

Demostracién. Observemos que (z,0) o (y,3) = ((z oy) — Sz, ). Por lo tanto § = 0
y xoy = 0siy sblosi (z,0) o (y,5) = 0. Se sigue que = € q — sing(</) si y sélo si

(x,0) € g — sing([e]) y por Proposicién siy sélo si (0,1) — (z,0) € sing(</[e]). Si
A € C\ {0}, tenemos

1 1
ANeoyla) = 1€oy (Xa) 1€ oy (Xa’ 0) = X € 0y(a,0).

Finalmente 0 € 0((a,0) ya que (a,0) € sing(/[e]). O

1.7. Transformada de Gelfand

Definiciéon 1.7.1. Sea &/ un dlgebra de Banach conmutativa y x € </. La funcion
z": M — C sobre M = M(/) dada por

(M) = fu(z), (1.7.1)
se denomina la transformada de Gelfand del elemento x € <.

Observacién 1.7.1. Dado que para f € M(), || f]| =1,
sup |z (M)| < ||z|| . (1.7.2)
Mem
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Denotaremos por C(9) el dlgebra de Banach de todas las funciones definidas sobre 9t
de valor complejo acotadas con la norma ||¢|| = supco | (M)].

Teorema 1.7.1. La aplicacion h : x — x~ es un homomorfismo continuo del dlgebra de
Banach o en el dlgebra de Banach Cg(9M). La imagen de la unidad e de </ bajo este
homomorfismo es la funcion constante e (M) = 1.

Demostracion. Veamos que h satisface las propiedades de homomorfismo de algebras.
En efecto sean x,y € o/ y a un escalar

(a) Maz +y) = (ax +y) (M) = fulow +y) = afu(z) + fu(y)
=ax (M) +y (M) = ah(x)+ h(y).
(b) hzy) = (zy) (M) = fu(zy) = fu(@)fuly) = 2 (M)y (M)
= h(z)h(y).
La acotacién de h se deduce de la expresion y junto con la linealidad de h obtenemos
la continuidad. Ademads e (M) = fy(e) = 1. O

Teorema 1.7.2. Un elemento x € o/ es invertible si y sélo si x (M) # 0 para todo
M € 9. En este caso
(@) (M) = [ (M)] (1.7.3)

Demostracién. =) Supongamos que x (M) = 0 para algin M, € 9. Luego
fap(x) =0, de donde = € Ker(fa,), © € My y asi x no puede ser invertible puesto que
My es un ideal propio.
<) Supongamos que x es no invertible en /. Entonces .47 es un ideal propio en 7,
el cual por el lema de Zorn esta contenido en un ideal maximal M,. Claramente x € M,,
asi (M) = 0. La expresién dada por se sigue por Proposiciéon .

O
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Capitulo

Calculo de espectros en algunas algebras

En este capitulo exhibimos algunos ejemplos de algebras normadas complejas y algebras
de Banach en donde es posible identificar el espectro de algunos elementos en las mis-
mas. Ademds cabe resaltar que con ello deseamos mostrar la imposibilidad de realizar
dichos calculos en algebras mas generales donde se hace menos evidente la condicién de
invertibilidad.

(a) En el algebra de Banach R?*? consideremos la matriz A = _ab ,con a obno
nulos. Recordemos que el espectro de A esta formado por los valores propios de dicha
matriz, asi un célculo directo nos muestra que o(A) = {a + ib,a —ib}, de donde

p(A) = Va? + b2. Por otra parte tomando las normas matriciales || A||, , || A, , | Al .,
las cuales estan dadas por:

2

1Al = méx ) ayl,

7j=1,2

=1

[All, = p(ATA),
2

j=1

obtenemos que [[Al, = All.. = lal + o] ¥ [|Al, = /p([detAlR) = Va? + 2. No
obstante, por Teorema [1.4.1] sabiamos que p(A4) < ||A]|. Sin embargo, lo que se
trata de observar en este caso es como incide la forma de “medir” dependiendo de
la norma a seleccionar, brindando con ello la mejor cota para el espectro y en este
caso la igualdad, aunque es notorio que la norma dos o norma espectral es mas dificil
de calcular porque requiere de més trabajo. El siguiente gréifico apoya la situacion
descrita:
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Figura 2.1: Tlustracién del teorema (|1.4.1)

La siguiente proposicion nos servira de sustento para nuestro siguiente ejemplo.

Proposicién 2.0.1. Si f € C(2) entonces o(f) = f(Q).

Demostracién. (C)Si A € f(Q), existe zp € Q tal que f(xy) = A. Observemos que
una funcién f es invertible (en el sentido de la estructura algebraica) si y sélo si
f(x) # 0 para todo x € €. Dado que f(zg) — A = 0 tenemos que f es no invertible.
En consecuencia f(Q2) C o(f).

(2)Supongamos que A ¢ f(€). Notemos que al ser f continua f(2) C C es un
conjunto compacto, luego existe 6 > 0 tal que |f(z) — A| > §. Consecuentemente
f — X es invertible y por lo tanto o(f) C f(Q). O

Encontrar o(f) para f € C[0,2n] dada por f(t) = sent. Recordemos que el criterio
de invertibilidad en el dlgebra C'(£2) en general es que no se anule en 2. Ahora bien,
por Proposicion [2.0.1

o(sent) = {\ € C:sent — X ¢ Inv(C[0,27))} = [-1,1].

f(t)

=12

A=1/2

Figura 2.2: Espectro de la funcién f(t) = sent
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(c) Para n fijo, sea X = {p(t) : p(t) = ap1t" '+ - +art +ap} y T : X — X el opera-

dor diferencial. Encontrar el espectro de T' y las multiplicidades algebraica y geome-
trica. Se debe satisfacer para x € X, Tx = 2’ = Az, para lo cual si A = 0, x debe
ser constante y en el caso X # 0 , z(t) = ceM con ¢ constante no define un polinomio.
Por tanto o(7') = {0} y la multiplicidad algebraica de A = 0 es n y su multiplicidad
geometrica es 1.

La siguiente definicion esta motivada para clasificar el espectro y el resolvente de
los operadores lineales que en general estan definidos sobre espacios normados de
dimensién infinita.

Definicién 2.0.2. Sea X # {0} un espacio normado complejo y T : D(T) — X
un operador lineal con dominio D(T) C X. Un wvalor reqular X\ de T es un nimero
complejo tal que

(1) RA(T) = (T — XI)™! euiste,

(2) RA(T) es acotado,

(3) RA(T) estd definido en un conjunto el cual es denso en X.

El conjunto resolvente r(T) de T es el conjunto de todos los valores regulares de T
Su complemento, el espectro de T (o(T)) es particionado en tres conjuntos disjuntos,
a saber el espectro puntual o,(T') cuyos elementos son llamados valores propios de

T, el espectro continuo o.(T) y el espectro residual o,.(T), cuya clasificacion se
define en la siguiente tabla.

Satisface | No satisface | A pertenece a:

(1) (2) 3) r(T)

(1) op(T)

(1)(3) (2) o
(1) 3) or(T)

Sea X = (C[0,1]yT : X — X dado por Tz = vz, donde v € X es fijo. Claramente T es
lineal acotado, encontremos o (7). Por definicion o(T) = {A € C: T — X\ ¢ Inv(B(X))},
para ello la condicion de invertibilidad en el caso del espectro puntual se da trabajando
con el nucleo del operador en cuestion, veamos

K(T — M) ={z€Cl[0,1] : vz = Az}
={z e C0,1]: A =0}
= R(V)U{0}.

Al ser v continua en el compacto [0,1], esta alcanza su valor maximo y minimo,

asi R(v) serd [trergrh v(t), g{é)ﬁ v(t)]. Por lo tanto 0,,(T) = R(v).

18



()

(f)

Encontremos un operador lineal acotado 7' : C[0,1] — C[0, 1] cuyo espectro sea un
intervalo dado [a, b]. Consideremos v(x) = (b —a)z +ay T : C[0,1] — C]0,1] como
en el ejemplo anterior. Asi 0,(T") = R(v) = [a, b].

Sea
T:1° — [
r = T('CE) = (527637' )

Si |[A| > 1 probemos que A € 7(T) y si |A| < 1, mostremos que A es un valor propio y
encontremos el espacio propio Vy. En primer lugar notemos que ||T’|| = 1, asi por Teo-
rema[l.4.1] para [A| > 1, A € r(T'). Por la misma razén para A € o(T), |\ < ||T]| =1,
es decir que el espectro de T esta contenido en el circulo unitario, ademas en este caso
Ty(x) = T(x) — Ao = (& — A1,&3 — Ao, -+ ) = 0, para algin = # 0, a saber cuan-
do consideramos Vy = {z € >: T(z) =Xz} = {z € ? : 2 = (o, a\, a)\?,--+),a € C},
donde x € V), satisface ||z|| = ?G%X 1] = |a] < .

Esta familia de ejemplos se debe a Vito Volterra. Dada una funcién continua de valor
complejo k(t,7) sobre A = {(t,7) :a <7 <t < b} y dada g € Cla, b, encontrar una
funcion f tal que

/t k(E ) f(7)dr = g(t), a<t<b (2.0.1)

Esta es llamada una ecuacién de Volterra de primera clase. Una ecuacién de Volterra
de segunda clase incluye un nuevo componente A\ complejo y como en el caso anterior
para g € Cla, b, la pregunta es cuando

/tk(t,r)f(r)dT M) = glt), a<t<b (2.0.2)

tiene como solucién una funcién f.

La ecuacion integral (2.0.1)) induce el operador

T: Cla,b] — Cla,}]
fo— T(f) = [, k() f(7)dr

y el objetivo es calcular el espectro de dicho operador. En primer lugar notemos que
T es lineal por la linealidad de la integral, veamos la continuidad de dicho operador,
donde k es una funcion continua sobre el compacto A, k es una funcién acotada sobre
A, esto es

\k(t, )] <c, para todo (t,7) € A.

Para f,h € Cla,b]

() = T(h)(B)] = / k(8 7)(f(T) = h(T))dT

< ¢ méx | f(u) —h(u)\/ dr

u€la,b]

=cllf —gll(t—a).
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Lo cual nos da la continuidad de 7', ast que T' € B(C|a,b]).

Por otra parte notemos que,

() < / k(D)) dr < c|[f][ (t = a). (2.0.3)

Probaremos por induccion que

"t —a)”

()< S (20.4)

El caso n = 1 se cumple por (2.0.3). Supongamos que ([2.0.4) se satisface para cualquier

n, de donde
(| = | [ DT
<o [ A ar

t— n+1
— el Z Oy
(n+1)!
b—
De acuerdo con (2.0.4) concluimos que ||T7]|*" < C(( ik /a) y en virtud del Teorema
nl)/mn

[L.4.4) concluimos que o(T") = {0}, lo cual nos dice que el operador de Volterra definido
anteriormente es no invertible y de paso hemos caracterizado el espectro de dichos
operadores.
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Capitulo 3

Calculo de espectros en las dlgebras L1(R) y
[(R)

En este capitulo nos ocuparemos de las algebras Li(R) y ;(R), las cuales son el objetivo
principal de este trabajo. Estos calculos espectrales los haremos mediante el Teorema|1.5.4]
y por la adjuncion de la unidad.

3.1. Forma general de los funcionales lineales multiplicativos en
las algebras de Banach L(R) y [1(R)

El siguiente Teorema establece una correspondencia uno a uno entre el eje real y 9t (caso
Li(R)), ast como también una identificacién del intervalo [0, 27) con M(caso {1 (R)).

Teorema 3.1.1. En Li(R) cada elemento de M estd dado por la expresion

F(f) = /_oo f(r)e* dr, (3.1.1)

para algin p € R.
En l1(R) cada elemento de M tiene la forma

flo) =" zpe™, (3.1.2)

n=—oo

para algin real t, 0 <t < 27.

Demostracién. Ver [2], pg40.
Observaciones 3.1.1.

» Por (3.1.1) la transformada de Gelfand en el dlgebra Li(R) corresponde a:
FAM) = fp) = / F()e™dt, peR, (3.1.3)
la cual coincide con la transformada de Fourier de la funcion f.
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w Por (3.1.2) en [1(R) la transformada de Gelfand del elemento es:

()= Y ze™, tel0,2m), (3.1.4)

n=—oo

la cual es una serie de Fourier absolutamente convergente.

Ahora deseamos encontrar condiciones de invertibilidad que nos permitan relacionar la
transformada de Gelfand en el dlgebra <7[e] donde o/ es Li(R). Recordemos que el ele-
mento unidad en @/[e] es e = (0,1). Sean (f, 1), (g, a2) elementos de Li(R)[e] tales que:

(f7 al)(ga a?) = (Oa 1)
(f*xg+a1g+asf ara) = (0,1),

de donde

[xg+ag+axf=0
&1&2:1.

—
w w
= =
S Ot
S—

De la ecuacion (3.1.6)) observamos que aq, ap deben ser no nulos. Por otra parte si deno-

tamos por f la transformada de Gelfand del elemento f se sigue de la ecuacién (3.1.5) y
por las propiedades de la transformada de Fourier (ver |C.1))

—oq ' f

f+a1

g= : (3.1.7)
Con lo anterior establecemos una condicion necesaria para la invertibilidad del elemento

f e Li(R)[e] y es que f + a; # 0(més adelante veremos que esta condicién es también
suficiente).

Por otra parte, cuando consideramos a; = a3 = —1 en la ecuacién (3.1.6) obtenemos
(8-1.5

un resultado concerniente a los quasi-inversos, ya que la ecuacién (3.1.5)) se convierte en
fog=0; es decir, g haria las veces de inverso y de quasi-inverso de f.

Al tener la adjuncién de la unidad &7 [e] = o @ { e}, pareceria natural que en esta algebra
el conjunto de funcionales lineales multiplicativos tendria la forma

M(eA[e]) = {F: A[e] — C|F = f+ \ f €M)}

Asi, por los Teoremas y f € Li(R)[e] es invertible si y sélo si f — A # 0.

Observemos que hemos llegado a esta misma conclusiéon via la adjuncién de la unidad
y utilizando Teoremas que involucran la transformada de Gelfand, lo cual unifica dos
perspectivas que en principio parten de puntos diferentes.
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3.2.

(a)

Espectros en L;(R).

1 .
Sea f(t) = ek # 0, f € L1(R). Deseamos calcular f(w) = F[f(t)], donde por

Teorema [C.4.1| sabemos que f (w) es real y mas atn par. Por definicién de f (w),

fw) = FLF(1) = /_OO ——

o 2+ a?

1 1
consideremos nuestra funcién f(z) = = , la cual tiene polos

22+a?  (z—ai)(z+ ai)

en ai, —ai y notemos que

1 < 1
|22 +a?| ~ |2%] —a®

|2 +a*| 2 || = o’ =

Se tiene que con |z| = R,

1 1
< .
|22+ a?| = R?—a?
Por tanto,
, ) 1
lim max |——|=
R—soo0 |z|=R |22+ a?
Imz>0
Por otra parte,
1 ) ef'iwz
R —ef’LwZ — .
2[22 + a? ] 2z

Sin pérdida de generalidad supongamos que a > 0, asi tomando el polo z; = ai donde
Imz; > 0 tenemos,

Fw) = @i R [f(2)e ] = (2mi) e _ Ty <0

2a1 a

Anélogamente con el polo zo = —ai con Imzy < 0 llegamos a
. T

fw) = (=27 R, [f(2)e™™*] = =™, w > 0.

a

~ T
Es decir que f(w) = —e~¥l " e W. Ahora bien, analicemos esta transformada para

distintos valores de a en la siguiente grafica.
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fi(w)

a=12 o\

Figura 3.1: Transformada de Fourier de la funcién f.

Al considerar la identificacién de R con 9t dada por el Teorema podemos
extenderla en el sentido de que a los puntos {00, —co} les podemos hacer corresponder
el funcional lineal multiplicativo nulo y en este caso identificaremos a R* con 9.
Asf para nuestro ejemplo o(f) = [0, 7] ya que para estos valores se cumple f — X =0
para algin w € W. En particular para a = 1.

fA(w)

ER

34

Figura 3.2: Espectro de la funcién f.

Observaciéon 3.2.1. Este método por el que hallamos el espectro de nuestra funcion

aotaiz+--tanz"

1 . . .
f(t) = 7 ¢ puede generalizar para funciones racionales R(z) = &5zt

donde m > n+1 (ver [12],pg331).
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(b) Sea X una variable aleatoria la cual sigue una distribucién normal (X ~ N(u,o?))
con funcién de distribuciéon asociada:
L by
xr) = e 2V ) xelR.
= U

Sabemos que / f(z)dx =1, luego f es una funcién de densidad de probabilidad

y asi f € Li(R). Por otra parte existe una relacién entre la funcién caracteristica
¥x(w) (conocida como la esperanza de la variable aleatoria ¢®~) de nuestra variable
aleatoria X con la transformada de Fourier de su funcién de densidad asociada

F(w) = F[fx(x)], esto es

x(w) = B[e™X] = F(—w) = /_ e () da

[e.9]

Dado que ¢x(w) = e~27°Finw por 1o anterior f(w) = F(w) = e~ 30 Wi

Tomando el caso particular en el que la variable aleatoria X sigue una distribuciéon
normal estandar X ~ N(0,1), la transformada de Fourier de su funcién de densi-

dad estarda dada por F(w) = 6’5“2, es decir, esta funciéon corresponde a un factor
de si misma cuando se calcula su transformada, en cuyo caso haciendo la misma co-
rrespondencia de R* con 9t obtenemos que o(fx) = [0, 1] ya que para estos valores
f — A = 0 para algin w € W. llustramos lo anterior en la siguiente grafica.

fA(w)

A=0
A=—1/2

A=—1 W

Figura 3.3: Espectro de la campana de Gauss normalizada fx.
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3.3. Espectros en [;(R).

(a) Sea x = {x,} - dado por

0, n par
T, = 4
55 nampar.
n2m
. = 1 . ,
De la convergencia de la serie Z =3 se sigue que x € [;(R). Asi,
—~ (2n+1)
2 ()= Y wue™, tel0,2m) (3.3.1)

Esta corresponde a una serie compleja de Fourier que esta representando una funcién
periédica cuyo periodo es 27 (ver . Un célculo directo nos muestra que la funcion
periodica dada por
1+2 —1<t<0,
g(t) =
1-2 0<t<m

tiene como serie compleja de Fourier

[e.9]

4 )
t) = S — 3.3.2
g9(t) n:zoo (2n + 1)272 ( )
la cual coincide con la expresion dada por (3.3.1]), es decir, sus coeficientes de Fourier
son precisamente las componentes de nuestro elemento x € [1(R). Por tanto,

o(z) = [~1,1] ya que para estos valores se satisface g(t) — A = z(t) — A = 0, para
algtin t € [0,27). Apoyamos la situacién descrita en la siguiente grafica.

g(t)

B % Z /

Figura 3.4: Espectro de .
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(b) Seay = {yn}.— ., dado por

24 1
—_— n par
Yo = 7 1—n? P
0, n impar,
donde A es una constante positiva y puesto que i ! ! € [1(R). Ademas
\Y =—= .
p yp q £ 1 — 4n2 27 Yy 1 )
y(t) = Z yne™, te|0,2m). (3.3.3)

n=—oo

Un célculo directo nos muestra que la funcién periddica de periodo 27 dada por
h(t) = |Asen(4t)| tiene como serie compleja de Fourier

.24 1 .
h(t) = - i(2n)t 3.4
(1 e (3:3.4)

n=—oo

esta coincide con la expresion dada por , es decir, sus coeficientes de Fourier son
precisamente las componentes de nuestro elemento y € 4 (R). Por tanto o(y) = [0, 4] ya
que para estos valores se satisface h(t) — A = y (t) — A = 0, para algtin ¢t € [0,27). En
particular para A = 3 apoyamos la situacion descrita en la siguiente grafica.

o

lkh(t)

51

=0
o

A=—1
A

A=—2

A=—

Figura 3.5: Espectro de y.
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Apéndice

Analisis Funcional

En este apéndice presentamos algunas definiciones y resultados importantes de la teoria
del analisis funcional, aunque para algunos de estos no realizaremos su respectiva demos-
tracion debido a su importancia y a que requieren herramientas que son propias de un
curso formal, por ello haremos referencia en la bibliografia (ver[4]).

A.1. Algunos teoremas fundamentales del analisis funcional.

Teorema A.1.1. (de Hahn-Banach). Sean X un espacio normado sobre un campo K
y Z un subespacio vectorial de X . Entonces dado cualquier funcional lineal acotado f en
Z existe un funcional lineal acotado f* en X tal que:

(a) f(z)= f*(z) para cada x € Z,
®) [LfIF= 111-

Corolario A.1.1. Sea X un espacio normado y sea xo € X\ {0}. Entonces existe un
funcional lineal acotado f* en X tal que

1[I = 1 f*(xo) = [l -

Demostracién. Sea Z = {z = ax, : « es un escalar}, subespacio de X. En Z definimos
un funcional lineal por

f(z) = flaxe) = al|zol| -
Observemos que || f|| = 1 dado que
[f(2)| = [f (o) = [e [lzoll = llevoll = [|2] -

Por el teorema de Hahn-Banach concluimos que f tiene una extension lineal f* en X de
norma uno. Ademads f*(zo) = f(zo) = ||xo]|- O

Corolario A.1.2. Para cada x en un espacio normado X tenemos

ol = sup L

fex’\{o} e

Si o es tal que f(xo) =0 para todo f € X', entonces xo = 0.
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Demostracién. Del Corolario para z € X\ {0} existe f* € X' tal que ||[f*]| =1y
f*(x) = ||z]|. Luego,
f@)] @) =l

sup > = = |lz|| .
rexvyoy Nzl 1= I~

Ademas como |f(z)| < ||f|l ||| se sigue

wp M)
fex’\{o} [E]

< [ll] -

U

Teorema A.1.2. (de Banach-Steinhaus, 1927). Sea (T,), .y una sucesion de opera-
dores lineales acotados T,, : X — 'Y de un espacio de Banach X en un espacio normado
Y, tal que (||T.(2)]|),ey €8 acotada para cada x € X, esto es,

T (z)|| < ¢z, para todon € N, (A.1.1)

donde c, es un nimero real. Entonces la sucesion de normas (||15]]),cy s acotada, esto

es, existe un c tal que
[Tl < c. (A.1.2)

Corolario A.1.3. Si(x,),y €s una sucesion en un espacio de Banach X tal que (f(zn))
es acotada para cada f € X', entonces (||z,|),cn €s acotada.

neN

Demostracién. Consideremos la sucesién de funcionales (gy), o en X” dada por:

gn: X' = K
o= gn(f) = flan)

Notemos que al ser (f(zy)), ey acotada para cada f € X', se cumple

19 (F)] = 1 @n)| < [[f1 |2l == M;.

Por lo tanto, la sucesién (|g,(f)]),cn €5 acotada y por el teorema de Banach-steinhaus
garantizamos que (||gn||), oy €s acotada.
Por otra parte para cada n € N,

9n (f)]

gnllx» = sup =
rexngoy I1fllxe

— s | f(zn)]
rexngoy Ifllx

= [l

La tltima igualdad se justifica por Corolario [A.1.2] Por lo cual obtenemos que (||, ||),cx
es acotada. O
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Apéndice B

Teoria de Anillos

En este apéndice presentamos algunos resultados importantes de la teoria de anillos.

Lema B.0.1. Sea A un anillo conmutativo con unidad. Los unicos ideales de A son {0}
y A siy solo si A es un campo.

Demostracién. =) Sea a € A,a # 0. (a) = {ra|r € A} es un ideal de A, luego por
hipétesis (a) = {0} 6 (a) = A. Siendo a # 0, (a) # {0} por lo cual (a) = A. De este modo
1€ A, esto es existe b € A tal que ba =ab=1. Asi, b=a"".

<) Claramente {0} y A son ideales de A. Ademas si existiera un ideal J de A tal que
{0} c JC A. Paraa € J, a € A, luego existe a™! € A tal que aa™! = 1, por ser J ideal
de A, 1 € J y de este modo J = A. U

B.0.1. Anillo cociente

Definicién B.0.1. Sean A un anillo e I un ideal de A, en A definimos la congruencia
mddulo I, esto es, dados a,b € o, decimos que a = b(mdd I) si y sélo sia—b € I.

Notemos que la relacién de congruencia médulo I (22), define en A una relacién de equi-
valencia, la cual particiona A en clases de equivalencia, asi

sia€ A, [aj=a=a+1={be A:a=bméd )}

y A= U,calal, [a] N [b] = 0 siempre que a % b(mdd ).
LLamaremos al conjunto de clases de equivalencia, conjunto cociente y lo denotaremos
por A/I ={[a] : a € A},

En A/I definimos suma y producto de clases de equivalencia ast:

(a+ 1)+ (b+1)=(a+b)+1, :
(a+I1)(b+1)=(ab+1I). (B.0.2)

w
ja=)

Se puede probar que la suma y producto en A/I son operaciones bien definidas.
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Teorema B.0.3. Sea A un anillo conmutativo con unidad, I un ideal de A. I es un ideal
mazimal de A siy solo si A/I es un campo.

Demostracién. —>) Notemos que A/l es un anillo conmutativo con unidad siempre
que A lo sea; lo cual se tiene por nuestras hipotesis sobre A. Sea I un ideal maximal en
A, dado que A/I es un anillo conmutativo con unidad en base al Lema debemos
probar que los tnicos ideales en A/l son {0} y A/I.
Sea
T A — A/l
x — w(z)=x+1I.

La proyeccién canonica sobre A. Esta proyeccion define un homomorfismo de anillos entre
Ay A/I dado naturalmente por las operaciones de anillo definidas en A/I, asi hay una
correspondencia biyectiva entre los ideales de A que contienen a I y los ideales de A/I.
Ahora bien, como I es maximal en A, los tinicos ideales de A que contienen a I son [ y A.
A estos ideales corresponden el ideal {0} = {0 + I} y el anillo A/I, dado que w(I) = 0+1
ym(A)=A/I.

<) Supéngamos que A/I es un campo, luego por Lema , los tnicos ideales de
A/I son los triviales. Recurriendo nuevamente a la proyeccién canénica y al tener la
correspondencia biyectiva entre los ideales que contienen a [ y los ideales de A/I, como
los tnicos ideales de A/I son {0} y A/I, a estos corresponden respectivamente los ideales
Iy Aen A, estos son por tanto los tinicos ideales de A que contienen a I, lo que significa
que I es maximal en A. O
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Apéndice

Analisis de Fourier

En este apéndice se presentan algunas definiciones y resultados bésicos de la teoria del
analisis de Fourier necesaria para el desarrollo de este trabajo. Es necesario tener presente
que para hablar de la transformada de Fourier se debe conocer la representaciéon en series
de Fourier para funciones o senales peridédicas pues segiin Fourier una senal aperiddica
puede considerarse como una senal periodica con un periodo infinito. Algunos de los
resultados que se presentan no tienen su respectiva demostracion, pero sus pruebas pueden
ser consultadas en [7].

C.1. Series de Fourier

Sea la funcién f(t) una funcién periédica de periodo T', la cual se puede representar por
la serie trigonométrica

1 o0
ft) = 500 + Z(ancosnwot + bysennwyt), (C.1.1)
n=1

donde wy = 27/T. A esta serie se le llama serie de Fourier de f y sus componentes a,, y

b, se llaman coeficientes de Fourier de f.

Dado que {1, cosnt, sennt} | constituye un conjunto ortogonal en el espacio de funciones
T/2

continuas C[0,7] con producto interno dado por f(t)g(t)dt, de la representacion
~T/2

para f dada por (C.1.1)) podemos evaluar los coeficientes a,, y b, de la serie de Fourier

multiplicando esta por cosmwyt y senmwot respectivamente e integrando en [—7"/2,7T/2]

y obtenemos

2 T/2

ap = — f(t)cos(nwot)dt, n =0,1,2, ... (C.1.2)
T J 1/
o [T/

b, = — f(t)sen(nwot)dt, n = 1,2, ... (C.1.3)
T J 1
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C.2. Forma compleja de la serie de Fourier

En muchas aplicaciones de las series de Fourier, es conveniente expresar estas series en
)
términos de los exponenciales complejos e ot

Teniendo en cuenta que

1 . )
COSnth — 5(emwot + G_WOt),

1 p
sennwot = g(em”"t — e o,
i

Tenemos de la representacion dada por (C.1.1) que

1 - 1 . inwot 1 . inwot
f(t> = 50’0 + nZ:; |:§<an - an>€ o+ —((ln + an)e 0

2
Si se hace
_1 _1( 'b) _1( +'b)
60_2a07 Cn_2an 10n ), C—n_2an 10n ),
entonces -
Ft)y= Y coe™ (C.2.1)

La anterior ecuacién se denomina forma compleja de la serie de Fourier de f(t), o serie
compleja de Fourier de f(t). Ademaés los coeficientes ¢, estan dados en términos de a,, y
b, los cuales ya conocemos y por ello,

1 T/2

Cp = — f(t)e"™0ldt, para todo n € Z. (C.2.2)
T J 1

C.3. Condiciones de Dirichlet

Uno de los problemas fundamentales para la representacion de funciones periodicas en
serie de Fourier para la posterior aplicacién a la transformada de Fourier se basa en la
convergencia de dicha serie. A continuacion se enunciaran las condiciones, conocidas como
condiciones de Dirichlet, bajo las cuales es posible la representacion en serie de Fourier
de una funcién dada f(t).

(a) La funcién f(t) tiene un nimero finito de discontinuidades en un periodo.
(b) La funcién f(t) tiene un nimero finito de maximos y minimos en un periodo.

(¢) f(t) es absolutamente integrable en un periodo, esto es,

/m ()] dt < . (C.3.1)

-T/2
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Observaciones C.3.1.

» Para el caso de la buena definicion de la transformada de Fourier F(w) las anteriores
condiciones se trasladan del intervalo (—=T/2,T/2) a (—o0,00) ya que en general no
se requiere que la funcion sea periodica.

s Se debe analizar que las anteriores condiciones son suficientes mds no necesarias
para la existencia de F(w).

C.4. Transformada de Fourier

Definicién C.4.1. Sea f(t) una funcion periddica con periodo T, cuando T se aprozima
a infinito, f(t) se convierte en una funcidn no periédica para la cual:

f(t) = % / Z { / Z f(x)e_j‘”dm} i, (C.4.1)

si se define,

F(w) = Z[f(t)] = /_ T e, (C.4.2)

La funcion F(w) definida por se conoce como la integral de Fourier o transformada
de Fourier de f(t), y la operacion de integracion se simboliza frecuentemente por F .
Andlogamente F 1 es el simbolo que se utiliza para indicar la operacion inversa o sea,
obtener f(t) cuando F (w) estd dado; en virtud de (C.4.1),

ft) =77 F(w)] ! /OO F(w)e™ dw, (C.4.3)

y f(t) se denomina transformada inversa de Fourier de F(w).

Teorema C.4.1. Sea f(t) una funcion real y su transformada de Fourier F(w). Entonces
F(w) es real si y sdlo si f(t) es una funcion par. De igual forma se establece que F(w) es
imaginaria pura si y solo si f(t) es una funcidn impar.

Demostracién. Consideraremos el caso f(t) una funcién par.
:>>

Sea

Ff(B)] = F(w) = R(w) + j X (w)

Fw) = /00 f(t)e ¥t dt

= /00 f(t) coswt dt —j/oo f(t)senwt dt
= R(w) + jX(w).
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Donde, N
R(w) = / f(t) coswt dt (C.4.4)

X(w) =— /_00 f(t)senwt dt. (C.4.5)

Si F(w) = R(w) y X(w) = 0 entonces el integrando de (C.4.5)) debe ser impar con respecto
a t. Puesto que senwt es una funcién impar de ¢, f(t) debe ser una funcién par de t.
)

F(w) = R(w) 4+ jX(w)
= / f(t)coswt dt — j / f(t)senwt dt
Al ser f(t) una funcién par y de acuerdo con ((C.4.5)) se tiene que X (w) = 0 ya que el

integrando de X (w) es una funcién impar de ¢.

De manera andloga se procede en el caso de que f(t) sea una funcién impar, utilizando
(1C.4.4]). O

Corolario C.4.1. Si f(t) es una funcion real y F|[f(t)] = F(w) = R(w)+jX (w) entonces

F[fe(t)] = R(w)
Ffo(t)] = jX (w)

donde f(t) = [fe(t) + fo(t) = %[{(t) + f(=0] + 3[f(t) = fF(=t)], siendo fe(t) y fo(t) las

componentes par e impar de f(t), respectivamente.

A continuacién se dispone a presentarse una tabla con las principales propiedades de la
Transformada de Fourier

Propiedad Senal aperiédica | Transformada
0 Fw)
g(t) G(w)
Linealidad af(t) + bg(t) aF'(w) 4+ bG(w)
Escalamiento de tiempo flat),a #0 iF (f)
la]” \a
y de frecuencia
Desplazamiento de tiempo ft—to) F(w)e~"wto
Desplazamiento de frecuencia f(t)erwot F(w— wop)
Multiplicacién f(t)g(t) %F(w) * G(w)
Simetria F(t) 27 f(—w)
Diferenciacién en tiempo % f(t) iwF (w)
Convolucién f(t) *g(t) F(w)G(w)

Cuadro C.1: Tablal
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CONCLUSIONES

= Con el presente trabajo hemos logrado afrontar un problema en la aplicaciéon de la
teoria espectral que involucra el interrogante jcomo calcular espectros en algebras
sin unidad?.

» En las dlgebras de Banach L;(R) y {1 (R) nos permitimos realizar cdlculos espectrales
mediante el denominado espectro funcional (Ver Teorema [1.5.4)).

» En el algebra de Banach sin unidad L;(R) calculamos espectros mediante la ad-
juncién de la unidad L;(R)[e] y verificamos la relacién que se tiene con el espectro
funcional.

= Abarcamos un buen nimero de ejemplos para el calculo de espectros que involucran
distintas dlgebras de Banach( R?*2, C[0, 27, B(X)).
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