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Introducción

En diversos campos de la investigación, se presentan situaciones en las cuales es nece-
sario conocer las causas que producen cierto fenómeno a través de la información parcial
que se obtiene del mismo. Estos tipos de problemas son llamados de identificación y son
ampliamente estudiados en muchos campos de la investigación, entre otros la medicina,
donde hay un gran interés en el problema de identificación de fuentes bioeléctricas cere-
brales, a partir de datos obtenidos por medio de un electroencefalograma, ya que permite
detectar posibles anomaĺıas (daños, mal funcionamiento, etc.).

Para los problemas de identificación se usan modelos matemáticos, con los cuales se
desarrollan técnicas no invasivas. Entre estas se encuentran la tomograf́ıa por emisión
de positrones, la resonancia magnética nuclear y la electroencefalograf́ıa (EEG), siendo
esta última de particular interés para nosotros. Entre las ventajas de la técnica del EEG
podemos mencionar que la información que proporciona se captura en tiempo real, de
manera simple, económica y no invasiva. En algunos casos podemos considerar que los
generadores están concentrados en una región del cerebro y que pueden representarse
por funciones de cuadrado integrable definidas sobre esta región. En el caso particular
en que se tiene una fuente, un dipolo de corriente (con la cual se representan a los focos
epilépticos), es necesario enfocar el análisis de este problema a través de distribuciones
o de funciones generalizadas. Para el estudio de este problema se consideran el problema
directo e inverso electroencefalográfico. El primero de ellos consiste en simular los campos
eléctrico y magnético generados por ciertos modelos de fuentes de densidad de corriente
del cerebro. En el segundo se conocen las mediciones del campo eléctrico en la superficie
de la cabeza y se requiere determinar la fuente de densidad de corriente.

En este documento únicamente nos restringiremos al estudio del problema directo de
EEG por medio de dos métodos, el método de sustracción y el método de dualidad, los
cuales son una buena alternativa que permiten usar la teoŕıa de elementos finitos para
obtener la solución numérica de este problema.

El trabajo se divide en tres partes. En el primer caṕıtulo se estudian temas como teoŕıa
de distribuciones, espacios Lp, espacios de Sobolev. En el segundo caṕıtulo se presenta la
formulación del problema directo de EEG y la teoŕıa para mostrar existencia y unicidad
del problema directo por el método de sustracción. Finalmente, en el tercer caṕıtulo se
muestra existencia y unicidad del problema directo EEG por el método de dualidad.
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Notaciones

R Campo ordenado de los números reales
N Conjunto de enteros positivos
Z Conjunto de números enteros
Z+ Conjunto de enteros no negativos
∅ Conjunto vaćıo
x Vector en tres dimensiones, x = (x1, x2, x3)
Zn+ Conjunto de vectores de dimensión n de enteros no negativos
Ω Adherencia del conjunto Ω
Br (x0) Bola abierta, centrada en x0 y de radio r > 0
c.t.p En casi todo punto
Ω Conjunto abierto, acotado
∂Ω Frontera del conjunto Ω
R3×3 Conjunto de matrices de orden 3
X Espacio Vectorial sobre R
X∗ Espacio dual de X
IY |X El operador identidad I : Y → Y , restringido al espacio X ⊂ Y
X ⊂⊂ Y X esta compactamente contenido en Y
‖·‖X Norma en el Espacio X
(·, ·)X Producto interior en el espacio vectorial X
〈·, ·〉 Producto de Dualidad
|α| Notación de multi-́ındice para α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn+
n Vector normal exterior unitario a ∂Ω
grad Gradiente
div Operador Divergencia
curl Operador Rotacional
∆ Operador de Laplace
E y H Campos eléctrico y magnético
Je Densidad de la corriente aplicada
σ Conductividad eléctrica
δx0 La distribución delta de Dirac centrada en x0

p0 Momento dipolar
ε Permitividad eléctrica
µ Permeabilidad magnética
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∫
Ω

Integral de Lebesgue
Ck(Ω) Espacio de funciones k veces continuamente diferenciables

en Ω
C∞0 (Ω) Espacio de funciones infinitamente diferenciables

de soporte compacto en Ω
Lp(Ω) Espacio Lp

Lp
∗
(Ω) Espacio dual de Lp(Ω)

W s,p(Ω) Espacios de Sobolev
H−1(Ω) Espacio dual de H1

0 (Ω)
� Culminación de una demostración.
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Índice general VII

1. Preliminares 1
1.1. Espacios normados y de Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2. Espacios de Hilbert, operadores lineales y Teorema de Lax-Milgram . . . . 2

1.2.1. Espacios con producto interior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2.2. Operadores lineales y acotados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2.3. Operadores compactos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2.4. Funcionales lineales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo introductorio pretendemos motivar al lector con la teoŕıa necesaria
para solucionar el problema directo de electroencefalograf́ıa (EEG) mediante los métodos
de sustracción y de dualidad. Se presentarán conceptos de análisis funcional, teoŕıa de la
medida y espacios de Sobolev.

1.1. Espacios normados y de Banach

Esta sección debe interpretarse como una breve introducción a bastas teoŕıas ma-
temáticas que tienen su origen en los espacios normados. En lo que sigue, haremos uso
de conocimientos sobre espacios vectoriales y aplicaciones lineales, con los cuales el lector
debe estar familiarizado, no obstante, la mayoŕıa de las veces recordaremos brevemente
los conceptos.

En un espacio normado están presentes dos estructuras de naturaleza diversa; una
algebraica y una topológica; la estructura algebraica es la de espacio vectorial sobre el
cuerpo de los números reales o complejos, y la topoloǵıa se introduce por medio de una
norma que generaliza el concepto de módulo de un vector. Esta confluencia da lugar al
desarrollo de una hermosa teoŕıa de extraordinaria riqueza. Cuando el espacio normado
es completo se lo llama espacio de Banach. La teoŕıa de estos espacios fue desarrollada en
gran parte por el matemático polaco Stefan Banach en 1932.

En el presente trabajo únicamente consideraremos espacios vectoriales normados reales.

Definición 1.1. Sea X un espacio vectorial sobre R. Una norma en X es una función
N : X → R, con las siguientes propiedades: para todo x, y ∈ X y todo α ∈ R:

1. N(x) ≥ 0.

2. N(x) = 0 si y sólo si x = 0.

3. N(αx) = |α|N(x).

4. N(x+ y) ≤ N(x) +N(y).

Observación 1.2. 1. Si X posee una norma, decimos que (X,N) es un espacio vec-
torial normado.

2. Con frecuencia se representa la norma de un elemento por ‖x‖X en lugar de N(x).
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Definición 1.3. Sea {xm}∞m=1 una sucesión en X. Diremos que {xm}∞m=1 es convergente,
si existe x ∈ X tal que

ĺım
m→∞

‖xm − x‖X = 0.

Definición 1.4. Diremos que {xm}∞m=1 es una sucesión de Cauchy, si para todo ε > 0,
existe N0 ∈ N tal que para n,m ≥ N0 se tiene que

‖xn − xm‖X < ε.

Definición 1.5. Diremos que X es un espacio vectorial completo si toda sucesión de
Cauchy en X es convergente en X. Los espacios normados completos los llamaremos
espacios de Banach.

1.2. Espacios de Hilbert, operadores lineales y Teorema de Lax-
Milgram

1.2.1. Espacios con producto interior

Definición 1.6. Sea X un espacio vectorial sobre R. Un producto interior en X es una
función (·, ·) : X ×X → R, que cumple las siguientes condiciones para todo x, y, z ∈ X y
todo α ∈ R:

1. (x+ y, z)X = (x, z)X + (y, z)X .

2. (x, y)X = (y, x)X .

3. (αx, y)X = α (x, y)X .

4. (x, x)X ≥ 0 y (x, x)X = 0 si y sólo si x = 0.

Observación 1.7. Si X posee un producto interior, decimos que (X, (·, ·)) es un espacio
con producto interior.

Teorema 1.8. Sea (X, (·, ·)) un espacio con producto interior. La función ‖·‖X : X → R
dada por

‖x‖X := (x, x)
1
2
X ,

es una norma en X.

Definición 1.9. La norma que se define en el teorema anterior es llamada norma indu-
cida por el producto interior (·, ·). Un espacio con producto interior completo con respecto
a la norma inducida por el producto interior es llamado espacio de Hilbert.

Teorema 1.10 (Continuidad del producto interior). Sea X un espacio con producto in-
terior. Sean {xm}∞m=1 ⊂ X, {ym}∞m=1 ⊂ X, x, y ∈ X tales que

xm → x en X, cuando m→∞,
ym → y en X, cuando m→∞,

entonces
(xm, ym)X → (x, y)X en R, cuando m→∞.

Demostración. Ver [10, Teorema 3.2-2, pág. 138]

Observación 1.11. De ahora en adelante H denotará un espacio de Hilbert.
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1.2.2. Operadores lineales y acotados

Un operador es una función f : X → Y , donde X, Y son espacios vectoriales sobre R.

Definición 1.12. Un operador f : D(f)→ Y es lineal si:

1. D(f) es un subespacio vectorial de X.

2. Para todo v, u ∈ D(f) y α ∈ R se tiene:

f(v + αu) = f(v) + αf(u),

Observación 1.13. f(0X) = 0Y .

Ejemplo 1.14 (Operador identidad). Sea X un espacio vectorial sobre R, el operador
lineal IX : X → X dado por

IX(v) = v ∀v ∈ X,
es llamado operador identidad.

Ejemplo 1.15 (Operador nulo). Sean X, Y espacios vectoriales sobre R, el operador lineal
f : X → Y dado por

f(v) = 0Y ∀v ∈ X,
es llamado operador nulo.

Definición 1.16. Definimos el kernel de un operador f : D(f) → Y , simbolizado por
Ker(f), como

Ker(f) := {v ∈ D(f) : f(v) = 0Y } .
Observación 1.17. El kernel de un operador f : D(f)→ Y , es un subespacio de X.

Definición 1.18. Sea f : D(f)→ Y un operador lineal, se dice que f es acotado si existe
c > 0 tal que

‖f(v)‖Y ≤ c ‖v‖X ∀v ∈ D(f).

Definición 1.19. Si f : D(f) → Y es un operador acotado, se define la norma de f ,
denotada por ‖f‖, como:

‖f‖ := sup
v∈D(f)

v 6=0

‖f(v)‖Y
‖v‖X

.

Teorema 1.20. Sea f : D(f) → Y un operador lineal. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. f es continuo,

2. f es acotado.

Demostración. Ver [10, Teorema 2.9-9, pág. 97]

Corolario 1.21. Sea f : D(f)→ Y un operador lineal y acotado. Entonces:

1. Si xn → x (donde xn, x ∈ D(f)) implica que f(xn)→ f(x).

2. El kernel de f es un subespacio cerrado.

Demostración. Ver [10, Corolario 2.7-10, pág. 98]
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1.2.3. Operadores compactos

Definición 1.22. Sean X, Y espacios vectoriales sobre R y f : X → Y un operador lineal
acotado. Diremos que f es un operador compacto si la imagen de la bola unitaria bajo f
tiene clausura compacta en Y , esto es

f (B1(0))

es compacta en Y .

Observación 1.23. Si f : X → Y es un operador compacto, la clausura de la imagen de
todo conjunto acotado en X es un conjunto compacto en Y . En particular, si {xm}∞m=1 es
una sucesión acotada en X, entonces para todo m ∈ Z+ se tiene que:

‖f(xm)‖Y ≤ ‖f‖ ‖xm‖X < c ‖f‖ ,

de donde
{f(xm)}∞m=1 es acotada en Y.

Luego
{f(xm)}∞m=1 es compacta en Y,

y aśı, existen y ∈ Y y una subsucesión{
f(xmj)

}∞
j=1
⊂ {f(xm)}∞m=1 ,

tales que
f(xmj)→ y en Y, si j →∞.

En particular, si X ⊂ Y y f = IY |X , entonces

f(xmj) = xmj → y.

O sea que existe una subsucesión
{
xmj
}∞
j=1

de {xm}∞m=1 tal que

xmj → y en Y, si j →∞.

Observación 1.24. Sean (X, ‖·‖X) y (Y, ‖·‖Y ) espacios normados tales que X ⊂ Y .
Decimos que la inclusión X ⊂ Y es compacta, si el operador

i : X → Y

definido por
i(v) = v ∀v ∈ X,

es compacto. El operador i definido anteriormente es llamado operador inclusión de X en
Y .
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1.2.4. Funcionales lineales

Un funcional es un operador f : X → R, donde X es un espacio vectorial sobre R. Si
f es un funcional y además es lineal, se dice que f es un funcional lineal. Si además, f es
acotado se dice que es un funcional lineal acotado.

El conjunto de los funcionales lineales y acotados sobre X es un espacio vectorial real
llamado espacio dual de X, el cual se denota X∗. Sobre X∗, se define la norma

‖f‖X∗ := sup
v∈X
v 6=0

|f(v)|
‖v‖X

,

la cual es llamada norma dual. Puede demostrarse (ver [10, caṕıtulo 2]) que X∗ es un
espacio de Banach con la norma dual, independiente de que X sea o no espacio de Banach .

Los funcionales lineales y acotados definidos sobre espacios de Hilbert pueden carac-
terizarse a través del siguiente teorema, llamado Teorema de representación de Riesz, en
honor a Frigyes Riesz (1880-1956).

Teorema 1.25 (Teorema de representación de Riesz). Sea f : H → R un funcional lineal
y acotado. Existe entonces un único u ∈ H tal que

f(v) = (u, v)H ∀v ∈ H

y además
‖f‖H∗ = ‖u‖H .

Demostración. Ver [14, Teorema 1.2.3, pág. 18]

Observación 1.26. El Teorema de representación de Riesz induce un operador R : H∗ →
H, definido por

f(v) = (R(f), v)H ∀v ∈ H y ∀f ∈ H∗.

Note que el mismo Teorema de representación de Riesz garantiza

‖R(f)‖H = ‖f‖H∗ ∀f ∈ H∗.

El operador R es llamado operador de Riesz.

Definición 1.27. Sea B : H×H → R. Se dice que B es una forma bilineal sobre H, si
para todo u, v, w ∈ H y todo α, β ∈ R se tiene:

1. B(αu+ βv, w) = αB(u,w) + βB(v, w).

2. B(u, αv + βw) = αB(u, v) + βB(u,w).

Se dice además que una forma bilineal B es acotada si existe c > 0 tal que

|B(v, w)| ≤ c ‖v‖H ‖w‖H ∀v, w ∈ H.
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Observación 1.28. La forma bilineal (·, ·)H∗ : H∗ ×H∗ → R, definida por

(f, g)H∗ := (R(f), R(g))H (1.2.1)

define un producto interior en H∗. Además, la norma inducida por este producto interior
es precisamente la norma dual. Es consecuencia, H∗ es un espacio de Hilbert con el
producto interior (1.2.1).

Definición 1.29. Sea B : H × H → R una forma bilineal. Decimos que B es definida
positiva si

B(u, u) = 0 =⇒ u = 0,

y además es H-eĺıptica o simplemente eĺıptica si el espacio H está claro, si existe α > 0
tal que

B(u, u) ≥ α ‖u‖2
H ∀u ∈ H.

Un principio del análisis funcional lineal, que provee en ciertas circunstancias la exis-
tencia y unicidad de una solución para un problema varacional abstracto, es el Teorema de
Lax-Milgram. Dicho teorema también puede usarse para problemas definidos en espacios
de dimensión finita y, por consiguiente, es útil en la teoŕıa de la aproximación.

Teorema 1.30 (Teorema de Lax-Milgram). Sea B : H × H → R una forma bilineal
acotada y eĺıptica. Para todo f ∈ H∗, existe un único u ∈ H tal que

B (u, v) = f(v) ∀v ∈ H.

Además,

‖u‖H ≤
1

α
‖f‖H∗

donde α > 0 es la constante de elipticidad de B.

Demostración. Ver [14, Teorema 1.2.4, Pág. 25]

Definición 1.31 (Convergencia Débil). Sea X un espacio lineal normado. Una sucesión
{xm}∞m=1 converge débilmente a un elemento x ∈ X si

f(xm)→ f(x) ∀f ∈ X∗.

Observación 1.32. Por Teorema de representación de Riesz, una sucesión {xm}∞m=1 en
H converge débilmente a x ∈ H si

(xm, y)H → (x, y)H ∀y ∈ H.

Observación 1.33. El espacio dual de X∗, denotado por X∗∗, es llamado el segundo dual
de X o bidual de X. La función J : X → X∗∗ dada por J(x) = fx es llamada función
canónica de X en X∗∗, donde fx : X∗ → R está definida por fx(g) = g(x). Se puede probar
que J es una función inyectiva, lineal y que preserva la norma de X en X∗∗. Además, si
J(X) = X∗∗, entonces nosotros decimos que X es reflexivo.

Teorema 1.34. Toda sucesión acotada en un espacio de Hilbert posse una subsucesión
que converge débilmente.
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Demostración. Ver [5, Teorema 5.12, pág. 85]

El teorema anterior puede extenderse a espacios Banach reflexivos con espacios duales
separables.

Teorema 1.35. Toda sucesión acotada en un espacio de Banach reflexivo y separable
tiene una subsucesión que converge débilmente.

Demostración. Ver [5, Teorema 5.13, pág. 86]

1.3. Teoŕıa de distribuciones

En el análisis matemático, una distribución o función generalizada es un objeto ma-
temático que generaliza la noción de función y la de medida. Además la noción de dis-
tribución sirve para extender el concepto de derivada a todas las funciones localmente
integrables y a objetos aún más generales. Su uso es indispensable en muchos campos de
las matemáticas, la f́ısica y la ingenieŕıa. Aśı, por ejemplo, se utiliza en el análisis de Fou-
rier para obtener soluciones generalizadas de algunas ecuaciones en derivadas parciales.
También juegan un papel muy importante en electrodinámica cuántica y en procesamien-
to de señales.

Las ¨funciones generalizadas¨ fueron introducidas por Sergéi Sobolev en 1935, inde-
pendientemente y a finales de la década de 1940 Laurent Schwartz formalizó la teoŕıa de
distribuciones, lo que le valió la medalla Fields en 1950.

Inicialmente daremos unas definiciones sobre el espacio de distribuciones con las cuales
definiremos los espacios de Sobolev, presentaremos la distribución delta de Dirac que es
utilizada como modelo de fuente en nuestro problema electrostático directo EEG, llamada
dipolo de corriente (ver sección 2.1).

Antes de comenzar tendremos en cuenta que Ω ⊂ R3.

Definición 1.36. Una sucesión de funciones {φm}∞m=1 ⊂ C∞0 (Ω), diremos que converge
a 0 en C∞0 (Ω), si existe un conjunto compacto fijo K ⊂ Ω, tal que supp(φm) ⊂ K para
todo m y además φm y sus derivadas convergen uniformemente a cero en K.

Definición 1.37. Un funcional lineal T : C∞0 (Ω) → R es llamado distribución en Ω, si
φm → 0 en C∞0 (Ω), implica T (φm)→ 0 cuando m→∞.

Observación 1.38. En la definición anterior cuando hablamos de que φm → 0 estamos
haciendo referencia a la función nula 0.

Observación 1.39. El espacio de distribuciones, el cual es el dual del espacio C∞0 (Ω) es
denotado por (C∞0 (Ω))∗.

Ejemplo 1.40 (La distribución de Dirac). Sea x ∈ R3. Definimos δx : C∞0 (Ω)→ R, por

〈δx, φ〉 := φ(x), ∀φ ∈ C∞0 (Ω).
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Afirmación 1. δx es un funcional lineal.

En efecto, dados φ1, φ2 ∈ C∞0 (Ω) y α ∈ R, entonces tenemos que

〈δx, αφ1 + φ2〉 = (αφ1 + φ2) (x)

= αφ1(x) + φ2(x)

= α 〈δx, φ1〉+ 〈δx, φ2〉 .

Con lo cual se tiene que δx es un funcional lineal.

Afirmación 2. δx es una distribución.

Para esto, supongamos que φm → 0 en C∞0 (Ω) cuando m→∞, entonces tenemos que
φm(x)→ 0 cuando m→∞, aśı

〈δx, φm〉 = φm(x) −→ 0 = 〈δx, 0〉 , si m→∞.

Por lo tanto, tenemos que δx define una distribución.

Observación 1.41. En el caso de que x = 0, nosotros escribimos δ y es conocido como
el delta de Dirac.

Una importante operación en el espacio de distribuciones es la diferenciación. Nosotros
usaremos la notación de muti-́ındice para derivadas, esto es, si α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn+,
denotaremos

|α| :=
n∑
i=1

αi,

y para φ ∈ C |α|(Ω) definimos

∂αφ :=
∂αφ

∂xα
=

∂|α|1φ

∂xα1
1 , . . . , ∂x

αn
n

.

Aśı, usando la anterior definición estándar de multi-́ındice, la derivada distribucional
∂αT ∈ (C∞0 (Ω))∗ de una función T ∈ (C∞0 (Ω))∗, es la única distribución que satisface〈

∂αT

∂xα
, φ

〉
= (−1)|α|

〈
T,
∂αφ

∂xα

〉
∀φ ∈ C∞0 (Ω).

1.4. Espacios de Hölder

Antes de definir los espacios de Sobolev, es necesario introducir los espacios de Hölder
y los espacios de Lebesgue.

Asumamos que Ω ⊂ Rn es un conjunto abierto y 0 < λ ≤ 1. Una función φ : Ω → R
es llamada continua Hölder con exponente λ, si

|φ(x)− φ(y)| ≤ c ‖x− y‖λRn ∀x, y ∈ Ω,

para alguna constante c.
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Observación 1.42. En el caso λ = 1, la función φ es llamada Lipschitz continua.

Definición 1.43. 1. Si φ : Ω→ R es una función acotada y continua, escribimos

‖φ‖C(Ω) := sup
x∈Ω
|φ(x)| .

2. La λ−ésima semi-norma de Hölder para φ : Ω→ R se define por

[φ]C0,λ(Ω) := sup
x,y∈X
x 6=y

{
|φ(x)− φ(y)|
‖x− y‖λRn

}
,

y la λ−ésima norma de Hölder es definida por

‖φ‖C0,λ(Ω) := ‖φ‖C(Ω) + [φ]C0,λ(Ω) .

Definición 1.44. El espacio de Hölder

Ck,λ(Ω)

consta de todas las funciones φ ∈ Ck(Ω), para las cuales la norma

‖φ‖Ck,λ(Ω) :=
∑
|α|≤k

‖∂αφ‖C(Ω) +
∑
|α|=k

[∂αφ]C0,λ(Ω) ,

es finita.

Observación 1.45. Para φ ∈ C1(Ω) tenemos que

‖φ‖C1(Ω) ≥ ‖gradφ‖C0(Ω) . (1.4.1)

1.5. Espacios Lp

Los espacios Lp son los espacios vectoriales normados utilizados en el contexto de la
teoŕıa de la medida y de la integral de Lebesgue. Reciben también el nombre de espacio
de Lebesgue por el matemático Henri Lebesgue. Fueron además los que dieron impulso al
desarrollo de la teoŕıa de espacios de Hilbert. En esta sección vamos a dar una pequeña
introducción a los espacios Lp y algunos de los teoremas importantes que serán de gran
utilidad para definir los espacios de Sobolev, y los cuales a su vez son fundamentales en el
estudio de existencia y unicidad de la solución de las formulaciones débiles del problema
directo EEG. Antes de iniciar, supondremos que φ : Ω −→ R es una función medible, con
Ω un conjunto medible.

Definición 1.46. Sea 1 ≤ p <∞. Definimos el espacio funcional Lp(Ω) como

Lp(Ω) :=

{
φ : Ω −→ R

∣∣∣∣∫
Ω

|φ|p <∞
}
.

Nota 1.47. El caso cuando p = 2, será el conjunto de interés en nuestro estudio.
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Se puede probar (ver [16, caṕıtulo 7]) que Lp(Ω) es un espacio de Banach con la norma

‖φ‖Lp(Ω) :=

(∫
Ω

|φ|p
) 1

p

.

Para el caso p = ∞, denotaremos por L∞(Ω) el espacio de todas las funciones que son
esencialmente acotadas, esto es:

L∞(Ω) := {φ : Ω −→ R : |φ(x)| ≤M c.t.p. en Ω} ,

el cual es un espacio de Banach con la norma

‖φ‖∞ = ı́nf {M ≥ 0 : |φ(x)| ≤M c.t.p. en Ω} .

Nota 1.48. Para el caso p = 2, tenemos que L2(Ω) es un espacio de Hilbert con el
producto interior

(φ1, φ2)L2(Ω) =

∫
Ω

φ1φ2 ∀φ1, φ2 ∈ L2(Ω).

Proposición 1.49. Si φ es una función continua e infinitamente diferenciable con soporte
compacto (φ ∈ C∞0 (Ω)) entonces φ ∈ Lp(Ω) para todo 1 ≤ p <∞.

Demostración. Ver [14, Proposición 1.42, pág. 35]

Teorema 1.50 (Densidad). Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto arbitrario. Entonces C∞0 (Ω)
es denso en Lp(Ω) para todo 1 ≤ p <∞.

Demostración. Ver [14, Teorema 1.41, pág. 35]

Teorema 1.51 (Desigualdad de Hölder). Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto, 1 ≤ p ≤ ∞ y q
el conjugado de p, esto es, 1

p
+ 1

q
= 1. Si φ1 ∈ Lp(Ω) y φ2 ∈ Lq(Ω), entonces φ1φ2 ∈ L1(Ω)

y además ∣∣∣∣∫
Ω

φ1φ2

∣∣∣∣ ≤ ‖φ1‖Lp(Ω) ‖φ2‖Lq(Ω) .

Demostración. Ver [16, Teorema 1, pág. 140]

Observación 1.52. En L2(Ω) la desigualdad de Hölder es llamada desigualdad de Cauchy-
Schwarz.

Teorema 1.53 (Desiguadad de Minkowsky). Sean φ1, φ2 ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, entonces
φ1 + φ2 ∈ Lp(Ω) y además

‖φ1 + φ2‖Lp(Ω) ≤ ‖φ1‖Lp(Ω) + ‖φ2‖Lp(Ω) .

Demostración. Ver [16, Minkowski’s Inequality, pág. 141]

Teorema 1.54. Si 1 ≤ p < q ≤ ∞ y Ω es de medida finita, entonces

Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω).

Además,
‖φ‖Lp(Ω) ≤ c ‖φ‖Lq(Ω) ∀φ ∈ Lq(Ω),

donde c = (µ(Ω))
q−p
qp si q <∞ o c = (µ(Ω))

1
p si q =∞.
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Demostración. Ver [16, Corolario 3, pág. 142]

Teorema 1.55. Sea φ ∈ Lp(Ω) tal que
∫

Ω
φv = 0 para toda v ∈ C∞0 (Ω), entonces φ = 0

c.t.p. en Ω.

Demostración. Ver [14, Teorema 1.47, pág. 37]

1.6. Aproximación

En esta sección hablaremos un poco de la aproximación de funciones que pertenecen
a los espacios Lp(Ω) mediante funciones de clase C∞, para ello definiremos molificadores,
convolución y presentaremos algunos teoremas necesarios en la prueba de existencia y
unicidad de la solución del problema directo EEG por el método de dualidad.

Definición 1.56. 1. Definamos η ∈ C∞(Rn) por

η(x) :=

{
ce

1

‖x‖2−1 si ‖x‖ < 1
0 si ‖x‖ ≥ 1,

donde la constante c > 0 se selecciona de tal manera que∫
Rn
η = 1.

2. Para cada ε > 0, definimos la función ηε : Rn → R por

ηε(x) :=
1

εn
η
(x
ε

)
,

la cual satisface que ηε ∈ C∞(Ω) y∫
Rn
ηε = 1, supp ηε ⊂ Bε(0).

Definición 1.57. Una sucesión de molificadores {ρk}∞k=1 es una sucesión de funciones en
Rn tal que

ρk ∈ C∞0 (Rn), supp ρk ⊂ B 1
k
(0),

∫
Rn
ρk = 1, ρk ≥ 0 en Rn.

Teorema 1.58 (Teorema de Young). Sea f ∈ L1(Rn) y g ∈ Lp(Rn) con 1 ≤ p ≤ ∞.
Entonces para casi todo x ∈ Rn, la función y → f(x − y)g(y) es integrable en Rn. Si
además definimos

(f ∗ g)(x) :=

∫
Rn
f(x− y)g(y)dy,

tendremos que f ∗ g ∈ Lp(Rn) y

‖f ∗ g‖Lp(Rn) ≤ ‖f‖L1(Rn) ‖g‖Lp(Rn) .

Demostración. Ver [3, Teorema 4.15, pág. 104].
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Definición 1.59. A la función f ∗ g se llama la convolución de f y g.

Sean Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y ε > 0, consideramos el conjunto Ωε definido por

Ωε := {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) > ε} .

Definición 1.60. Si f es localmente integrable, se define su molificador como

f ε := ηε ∗ f en Ωε,

es decir,

f ε(x) =

∫
Ω

ηε(x− y)f(y)dy ∀x ∈ Ωε.

Proposición 1.61. Sea f ∈ C(Rn). Entonces f ε → f uniformemente en cada compacto
de Rn.

Demostración. Ver [3, Proposición 4.21, pág. 108].

Teorema 1.62. Sea f ∈ Lp(Rn) con 1 ≤ p <∞. Entonces f ε → f en Lp(Rn).

Demostración. Ver [3, Teorema 4.2, pág. 109].

1.7. Espacios de Sobolev

Un espacio de Sobolev es un tipo de espacio vectorial, dotado de una norma de tipo
Lp, tal que la función y sus derivadas hasta cierto orden tienen norma finita. Un espacio
de Sobolev puede ser considerado como un subespacio de un espacio Lp, estos espacios
reciben su nombre del matemático ruso Sergéi Sobolev, quien los presentó en los años
treinta con el fin de estudiar los problemas de contornos en la teoŕıa de las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, resultaron sumamente exitosos, tanto en las aplica-
ciones como desde el punto de vista teórico.

En esta sección vamos a definir algunos espacios de Sobolev, los cuales son espacios
funcionales usados en la formulación variacional de ecuaciones diferenciales. Sea Ω ⊂ R3

un conjunto abierto y conexo. Los espacios de Sobolev los denotaremos por W s,p(Ω), don-
de s ∈ Z+ y 1 ≤ p <∞.

Los espacios W s,p(Ω) son definidos por

W s,p(Ω) := {φ ∈ Lp(Ω) : ∂αφ ∈ Lp(Ω) para todo |α| ≤ s} ,

donde las derivadas son entendidas en el sentido distribucional. Asociamos a este espacio
la norma

‖φ‖W s,p(Ω) :=

∑
|α|≤s

∫
Ω

|∂αφ|p
 1

p

,

y la correspondiente seminorma es

|φ|W s,p(Ω) :=

∑
|α|=s

∫
Ω

|∂αφ|p
 1

p

.
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Observación 1.63. 1. El conjunto de funciones C∞(Ω) es denso en los espacios de
Sobolev W s,p(Ω).

2. El espacio W s,p
0 (Ω) se define como

W s,p
0 (Ω) := C∞0 (Ω)

‖·‖Ws,p(Ω) .

Para el caso p =∞, tenemos que el espacio W s,∞(Ω) es definido como

W s,∞(Ω) := {φ ∈ L∞(Ω) : ∂αφ ∈ L∞(Ω), |α| = 1, 2, . . . , s} ,

donde las derivadas son entendidas en el sentido distribucional. Asociamos a este espacio
la norma

‖φ‖W s,∞(Ω) := máx
|α|≤s
‖∂αφ‖L∞(Ω) .

Teorema 1.64. Para s ∈ Z+ y 1 ≤ p ≤ ∞ el espacio de Sobolev W s,p(Ω) es un espacio
de Banach.

Demostración. Ver [4, Teorema 2, pág. 249]

Nota 1.65. En el caso p = 2, introduciremos la notación

Hs(Ω) := W s,2(Ω); Hs
0 := W s,2

0 (Ω).

Observación 1.66. El conjunto H−s(Ω) denotará el espacio dual de Hs
0(Ω), es decir,

H−s(Ω) = (Hs
0(Ω))∗ ,

provisto con la norma dual,

‖φ1‖H−s(Ω) := sup
φ2∈Hs

0(Ω)

φ2 6=0

|〈φ1, φ2〉|
‖φ2‖Hs(Ω)

.

1.8. Teorema de la traza y desigualdades de Sobolev

En esta sección veremos algunas propiedades de los espacios de Sobolev, como lo son el
teorema de trazas, las identidades de Green, las desigualdades de Sobolev y la desigualdad
de Poincaré. Consideraremos Ω ⊂ R3 y definiremos un nuevo espacio funcional Lp(∂Ω).

Definición 1.67. Sea 1 ≤ p <∞. Definimos el espacio Lp(∂Ω) como

Lp(∂Ω) :=

{
φ : ∂Ω→ R

∣∣∣∣∫
∂Ω

|φ|p <∞
}
.

Observación 1.68. El espacio Lp(∂Ω) es un espacio de Banach con la norma

‖φ‖Lp(∂Ω) :=

(∫
∂Ω

|φ|p
) 1

p

.
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Observación 1.69. En el caso de p = 2 tenemos que el espacio funcional L2(∂Ω) es un
espacio de Hilbert.

En los siguientes resultados se exige la condición de que ∂Ω tenga una propiedad
particular, más exactamente que ∂Ω sea de clase C1. Este concepto se precisa en la
siguiente definición.

Definición 1.70. La frontera ∂Ω de un dominio acotado Ω es de clase C1 o es Lipschitz
continuo si para todo x ∈ ∂Ω existe un conjunto abierto O ⊆ R3 con x ∈ O y un sistema
de coordenadas ortogonales ζ = (ζ1, ζ2, ζ3) que tiene las siguientes propiedades. Existe un
vector α ∈ R3 con

O := {ζ| − αj < ζj < αj, 1 ≤ j ≤ 3}
y una función Lipschitz continua ψ definida en

O′ :=
{
ζ ′ ∈ R2| − αj < ζj < αj, 1 ≤ j ≤ 2

}
,

con |ψ(ζ ′)| ≤ αN/2 para todo ζ ′ ∈ O′ tal que

Ω ∩ O :=
{
ζ = (ζ ′, ζ3) ∈ R3|ζ3 < ψ(ζ ′), ζ ′ ∈ O′

}
y

∂Ω ∩ O :=
{
ζ = (ζ ′, ζ3) ∈ R3|ζ3 = ψ(ζ ′), ζ ′ ∈ O′

}
.

diremos simplemente que el dominio Ω es Lipschitz cuando la frontera sea Lipschitz con-
tinua.

Teorema 1.71 (Teorema de la traza). Sea Ω acotado y con ∂Ω ∈ C1. Entonces existe un
operador lineal acotado

γ0 : W 1,p(Ω) −→ Lp(∂Ω).

tal que

1. γ0(φ) = φ|∂Ω, si φ ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω).

2. ‖γ0(φ)‖Lp(∂Ω) ≤ c ‖φ‖W 1,p(Ω) para cada φ ∈ W 1,p(Ω), donde la constante c sólo de-
pende de p y Ω.

Demostración. Ver [4, Teorema 1, pág. 258]

Definición 1.72. Nosotros llamaremos a γ0(φ) la traza de φ en ∂Ω.

Observación 1.73. En el caso de p = 2, el rango de la función traza es denso en L2(∂Ω),
es decir, el espacio

H
1
2 (∂Ω) :=

{
γ0(φ) = φ|∂Ω : φ ∈ W 1,2(Ω)

}
es denso en L2(∂Ω) (ver [14, Observación 3.1.2.]).

Teorema 1.74 (Traza cero para funciones en W 1,p). Asumamos que Ω es acotado y que
∂Ω es C1. Supongamos además que φ ∈ W 1,p(Ω). Entonces

φ ∈ W 1,p
0 (Ω) si, y sólo si, γ0(φ) = 0 en ∂Ω.

Demostración. Ver [4, Teorema 2, pág. 259]
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Teorema 1.75 (Integración por partes). Sea Ω un conjunto abierto, acotado y tal que
∂Ω de clase C1. Si φ1, φ2 ∈ H1(Ω), se tiene,∫

Ω

φ1
∂φ2

∂xi
= −

∫
Ω

φ2
∂φ1

∂xi
+

∫
∂Ω

φ1φ2νi, i = 1, 2, 3,

donde ν = (ν1, ν2, ν3) es el vector normal exterior a ∂Ω.

Demostración. Ver [14, Teorema 3.2.1, pág. 87]

Teorema 1.76. Sea Ω un conjunto abierto acotado con ∂Ω de clase C1.

1. (Primera identidad de Green). Si v ∈ H1(Ω) y u ∈ H2(Ω) entonces∫
Ω

v∆u = −
∫

Ω

gradu · grad v +

∫
∂Ω

v
∂u

∂ν
.

2. (Segunda identidad de Green). Si u, v ∈ H2(Ω) entonces∫
Ω

(v∆u− u∆v) =

∫
∂Ω

(
v
∂u

∂ν
− u∂v

∂ν

)
.

Demostración. Ver [14, Teorema 3.2.2, pág. 88]

Teorema 1.77 (Desigualdades de Sobolev). Sea Ω ⊂ Rn un subconjunto acotado y abier-
to, con ∂Ω ∈ C1. Asumamos que φ ∈ W s,p(Ω):

1. Si s < n
p
, entonces φ ∈ Lq(Ω), donde 1

q
= 1

p
− s

n
, y además

‖φ‖Lq(Ω) ≤ c ‖φ‖W s,p(Ω)

donde la constante c depende sólo de s, p, n y Ω.

2. Si s > n
p
, entonces φ ∈ Cs−[np ]−1(Ω̄). Además,

‖φ‖
C
s−[np ]−1

(Ω)
≤ c ‖φ‖W s,p(Ω)

donde la constante c depende sólo de s, p, n y Ω.

Demostración. Ver [4, Teorema 6, pág. 270]

Definición 1.78. Definimos el promedio de una función φ : Ω→ R como:

φ :=
1

µ(Ω)

∫
Ω

φ

Teorema 1.79 (Desigualdad de Poincaré). Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto, acotado y
conexo, con frontera ∂Ω ∈ C1. Supongamos que 1 ≤ p ≤ ∞. Entonces existe una constante
c, que depende sólo de n, p y Ω tal que∥∥φ− φ∥∥

Lp(Ω)
≤ c ‖Dφ‖Lp(Ω) ,

para cada función φ ∈ W 1,p(Ω).

Demostración. Ver [4, Teorema 1, pág. 275.]
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1.9. Espacio de Sobolev asociado al operador divergencia

En esta sección introduciremos un tipo especial de espacio de Sobolev que esta rela-
cionado con el operador divergencia. Este espacio tiene la propiedad de ser un espacio de
Hilbert. Esta y otras de sus propiedades se analizarán a continuación.

Definición 1.80 (Operador rotacional). El operador rotacional, denotado por curl, es el
operador:

curl : [(C∞0 (Ω))∗]3 −→ [(C∞0 (Ω))∗]3

φ −→ curlφ,
(1.9.1)

donde

curlφ :=

(
∂φ3

∂x2

− ∂φ2

∂x3

,
∂φ1

∂x3

− ∂φ3

∂x1

,
∂φ2

∂x1

− ∂φ1

∂x2

)
.

las derivadas son entendidas en el sentido de distribuciones.

Definición 1.81 (Operador divergencia). El operador divergencia, denotado por div, es
el operador:

div : [(C∞0 (Ω))∗]3 −→ (C∞0 (Ω))∗

φ −→ divφ,
(1.9.2)

donde

divφ =
3∑
i=1

∂φi
∂xi

,

las derivadas son entendidas en el sentido de distribuciones.

1.9.1. El espacio H(div; Ω)

El espacio de funciones con divergencia de cuadrado integrable es denotado porH(div; Ω)
y definido por

H(div; Ω) :=
{
φ ∈ (L2(Ω))3| divφ ∈ L2(Ω)

}
.

Al cual le asociamos la norma

‖φ‖H(div;Ω) =
(
‖φ‖2

(L2(Ω))3 + ‖divφ‖2
L2(Ω)

)1/2

,

donde

‖φ‖2
(L2(Ω))3 =

3∑
i=1

∫
Ω

|φi|2 .

Al espacio H(div; Ω) le asociamos el producto interior

(φ1,φ2)H(div;Ω) = (φ1,φ2)(L2(Ω))3 + (divφ1, divφ2)L2(Ω)

y tenemos que H(div; Ω) es un espacio de Hilbert (ver [12, Caṕıtulo 3]).

Observación 1.82. Los operadores curl y div poseen las siguientes propiedades:

1. div(curlφ) = 0 para todo φ ∈ [(C∞0 (Ω))∗]3.
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2. curl(gradT ) = 0 para todo T ∈ (C∞0 (Ω))∗.

Teorema 1.83. Sea Ω un dominio Lipschitz en R3 y supongamos que φ ∈ (L2(Ω))3.
Entonces curlφ = 0 en Ω si, y sólo si, existe un campo escalar u ∈ H1(Ω) tal que
φ = gradu y u es único salvo constantes aditivas.

Demostración. Ver [12, Teorema 3.37, pág. 62]

Teorema 1.84. Sea Ω un dominio Lipschitz en R3. Entonces

H(div; Ω) = (C∞(Ω))3
‖·‖H(div;Ω)

.

Demostración. Ver [12, Teorema 3.32, pág. 52]

El siguiente teorema muestra cómo funciones en H(div; Ω) pueden ser definidas en
∂Ω. Para una función φ ∈ (C∞(Ω))3, el operador traza es definido de la manera clásica
γn : (C∞(Ω))3 −→ H−1/2(∂Ω) como

γn(φ) = φ|∂Ω · n. (1.9.3)

Teorema 1.85. Sea Ω ⊂ R3 un dominio Lipschitz, con vector normal exterior unitario
n. Entonces:

1. La función γn definida en (1.9.3) en (C∞(Ω))3 puede ser extendida por continuidad
a una función continua γn de H(div; Ω) en H−1/2(∂Ω).

2. El teorema de Green se tiene para funciones φ ∈ H(div; Ω) y u ∈ H1(Ω), esto es∫
Ω

φ · gradu+

∫
Ω

divφu =

∫
∂Ω

uγn(φ).

Demostración. Ver [12, Teorema 3.24, pág. 53]

Teorema 1.86. Sea Ω ⊆ R3 un dominio acotado Lipschitz. Supongamos que existen
K1, K2 ⊆ Ω dominios Lipschitz, tales que

Ω = int (K1 ∪K2 ∪ Σ) ,

donde
Σ := ∂K1 ∩ ∂K2.

Con Σ una superficie. Sea φ : Ω→ R3 en (L2(Ω))3. Entonces

divφ = 0 en Ω

si, y sólo si,
divφ = 0 en K1,

divφ = 0 en K2,

φ
∣∣
K1
·ν = φ

∣∣
K2
·ν en Ω,

donde ν es el vector normal unitario a ∂Ω.
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Demostración. Ver [12, Lema 5.3, pág. 107]

Definición 1.87. El espacio H0(div; Ω) es definido como la clausura de las funciones
(C∞0 (Ω))3 en la norma de H(div; Ω), es decir,

H0(div; Ω) := (C∞0 (Ω))3
‖·‖H(div;Ω) .

Teorema 1.88. Sea Ω un dominio acotado Lipschitz en R3. Entonces

H0(div; Ω) = {φ ∈ H(div; Ω)|φ · ν|∂Ω = 0} .

Demostración. Ver [12, Teorema 3.25, pág. 54]
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Caṕıtulo 2

Existencia y unicidad de la solución
del problema directo EEG por el
método de sustracción

En este caṕıtulo se presentará la formulación del Problema directo electrostático EEG
y se mostrará la solución del mismo problema por el método de sustracción.

2.1. Modelo estático de las ecuaciones de Maxwell: Problema
directo EEG

La Electroencefalograf́ıa (EEG) es una técnica no invasiva1 usada para localizar activi-
dad eléctrica del cerebro humano, a partir de mediciones de las señales electromagnéticas
externas producidas por dicha actividad eléctrica. El diseño de dispositivos capaces de
llevar a la práctica estas técnicas, requiere del desarrollo de modelos matemáticos adecua-
dos y de algoritmos eficientes que proporcionen con la mayor exactitud y con el menor
costo computacional posible la actividad electromagnética del cerebro, y hace parte de la
rama de la ingenieŕıa, basada en biotecnoloǵıa, conocida como ingenieŕıa biomédica. En
EEG se miden las diferencias de potencial eléctrico entre pares de electrodos colocados
en la superficie de la cabeza: en la figura 1a) se muestra una capa elástica colocada en la
cabeza de una persona, en la cual se han fijado 126 electrodos.

1Se considera las técnicas no invasivas como ((técnicas no violentas, no traumatizantes)), porque se hacen en
seres humanos sanos. Estas técnicas no presentan peligro para el voluntario, no son violentas y además tienen una
gran sensibilidad ya que durante el trabajo se puede tomar muchas muestras, y emplear dispositivos para facilitar
la observación directa.
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Figura 2.1: Distribución de sensores para EEG. Imagenes tomadas de [15].

El problema de localización de la actividad eléctrica del cerebro a través de las mediciones
obtenidas por EEG es un problema inverso, es decir conocidas las mediciones del campo
eléctrico en la superficie de la cabeza, se requiere determinar la fuente de densidad de
corriente que produce dichos campos. Este problema inverso es conocido en la literatura
como el problema inverso EEG (ver, por ejemplo [17]). Un asunto crucial para resolver
eficientemente el problema inverso EEG es la selección del método numérico apropiado
para resolver el problema directo EEG, que consiste en simular los campos eléctrico y
magnético generados por ciertos modelos de fuentes de densidad de corriente del cerebro
(ver, por ejemplo [13]). En el presente trabajo se estudiará el problema directo EEG
tomando como punto de partida el modelo estático de las ecuaciones de Maxwell y como
modelo de fuente del cerebro un dipolo de corriente, en el cual la distribución de corriente
está representada por una fuente puntual localizada en x0 y con momento dipolar p0

llamada dipolo:
Je = p0δx0 (2.1.1)

donde δx0 es la distribución delta de Dirac centrada en x0. El modelo de dipolo de co-
rriente es frecuentemente usado como modelo de fuente de corriente eléctrica cerebral en
presencia de focos epilépticos2 (ver [19]).

Una vez determinado el modelo de fuente a utilizar, es necesario precisar el modelo
estático de ecuaciones de Maxwell. El punto de partida para obtener este modelo es el

2La epilepsia es un trastorno cerebral crónico que se caracteriza por la repetición de crisis debidas a una
descarga excesiva de las neuronas cerebrales (crisis epiléptica), y que suelen asociarse a otros śıntomas. Las crisis
epilépticas se deben a cambios f́ısicos que se producen en las neuronas (células cerebrales). Estos cambios pueden
afectar a funciones como el movimiento o el comportamiento. También pueden afectar al nivel de conciencia (la
noción de lo que sucede alrededor de uno). Los cambios normalmente duran solo unos segundos o unos minutos,
después la crisis finaliza y el cerebro vuelve a funcionar normalmente.
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sistema completo de las ecuaciones de Maxwell, el cual está dado por

curlH− ε∂E
∂t

= σE + Je,

curl E + µ
∂H
∂t

= 0,

div(µH) = 0,

div E = 0

(2.1.2)

donde E y H son respectivamente los campos eléctrico y magnético, Je es la densidad
de la corriente aplicada. Además, ε, µ y σ son funciones conocidas (están dadas por
las condiciones del medio) que representan los parámetros f́ısicos llamados permitividad
eléctrica, permeabilidad magnética y conductividad eléctrica. El modelo estático de las
ecuaciones de Maxwell se obtiene asumiendo que los campos no vaŕıan en el tiempo, es
decir, suponiendo que las derivadas temporales que aparecen en (2.1.2) son nulas:

curlH = σE + Je,
curl E = 0,

div(µH) = 0

div E = 0.

(2.1.3)

Notemos que por observación 1.82, una consecuencia de la primera ecuación de (2.1.3) es
que

div(σE + Je) = 0. (2.1.4)

Las ecuaciones de Maxwell estáticas son usualmente consideradas en todo R3, sin embargo,
en nuestro problema f́ısico, pueden ser consideradas en un dominio acotado D. Notamos
además, que la condición curl E = 0 permite introducir un potencial (eléctrico) escalar u
tal que E = −gradu en D (teorema 1.83), aśı usando (2.1.4) se debe satisfacer:

div(σ gradu) = divJe en D. (2.1.5)

En muchos problemas f́ısicos, la conductividad σ se anula por fuera de una región Ω
completamente contenida en D (en el caso de EEG se asume que Ω es la cabeza humana).
Consideraremos además que Je se anula por fuera de Ω. Aśı, teniendo en cuenta las
propiedades del operador divergencia (teorema 1.86), la ecuación (2.1.5) es equivalente a

div [(σ gradu− Je)|Ω] = 0 en Ω

div
[
(σ gradu− Je)|D\Ω

]
= 0 en D\Ω

(σ gradu− Je)|Ω · n = (σ gradu− Je)|D\Ω · n en ∂Ω

(2.1.6)

donde n es el vector normal unitario exterior a ∂Ω. Por eso, si asumimos que el soporte
de σ y Je está contenido en Ω, tenemos como consecuencia que (2.1.5) puede escribirse
como {

div(σ gradu) = divJe en Ω
(σ gradu) · n = 0 en ∂Ω.
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El modelo que estudiaremos en este trabajo, tal como se dijo antes, corresponde al caso
en el que la fuente es un dipolo de corriente, es decir Je tiene la forma

Je = p0δx0

En consecuencia, el problema directo EEG consiste en: Hallar u : Ω→ R que satisface{
div(σ gradu) = div(p0δx0) en Ω

(σ gradu) · n = 0 en ∂Ω.
(2.1.7)

Observación 2.1. La notación (σ gradu) ·n, hace referencia al producto interior usual
de vectores en R3.

Tal como se mencionó antes, la selección de un método numérico adecuado para resol-
ver (2.1.7) es esencial para el problema inverso EEG y teniendo en cuenta que (2.1.7) es
un problema tipo Poisson (se obtiene un problema de la forma ∆u = g si σ es constante),
el método de elementos finitos es una buena alternativa. Para la aplicación de este método
es necesario obtener formulaciones débiles de (2.1.7), a continuación presentaremos las dos
alternativas y sus respectivas soluciones, las cuales son el objeto de estudio del presente
proyecto.

En el resto del caṕıtulo nos ocuparemos de la solución del problema directo de EEG
por el método de sustracción, donde el potencial eléctrico u que es la solución de (2.1.7),
lo dividimos en un potencial de singularidad u0 y en un potencial de corrección û, de tal
forma que

u = u0 + û,

donde el potencial de singularidad se define como la solución para un dipolo con conduc-
tividad σ0 constante. Para mostrar la existencia y unicidad del potencial de corrección
usaremos el potencial de singularidad, aplicaremos la teoŕıa de elementos finitos y aśı que-
dará demostrada la existencia y unicidad del potencial total u.

De acuerdo con lo presentado en la sección 2.1, el problema directo EEG consiste en:
Hallar u : Ω→ R que satisface{

div(σ gradu) = div(p0δx0) en Ω
(σ gradu) · n = 0 en ∂Ω,

(2.1.8)

donde σ es la conductividad eléctrica, p0 es el momento dipolar, δx0 es la distribución
delta de Dirac centrada en x0 y n es el vector normal unitario exterior a ∂Ω.

2.2. Formulación débil del problema

Para plantear la formulación débil del problema directo EEG y poder resolverlo por el
método de sustracción, tengamos en cuenta unas consideraciones que se platean en Wolters
e.t. al ([20]). Más exactamente, supongamos que existe r0 > 0 tal que la conductividad σ
es constante en Br0(x0) ( Ω. Es decir, existe una matriz constante σ0 tal que

σ(x) = σ0 ∀x ∈ Br0(x0).
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En primer lugar consideremos el problema de Poisson que se obtiene de reemplazar σ = σ0

en la primera ecuación de (2.1.8), esto es: hallar u0 : Ω→ R tal que

div(σ0 gradu0) = div(p0δx0) en Ω. (2.2.1)

El caso que nos interesa estudiar es cuando la conductividad sea homogénea e isotrópica3,
o sea, de la forma

σ0 = σ0I3, σ0 ∈ R,

donde I3 es la matriz identidad de orden 3. Aśı, a partir de (2.2.1) tenemos el problema
de Poisson: Hallar u0 : Ω→ R tal que

∆u0 = div(p0δx0)/σ0. (2.2.2)

El problema anterior posee una única solución, (ver Sarvas [17]), la cual es de la forma

u0(x) =
1

4πσ0

p0 · (x− x0)

|x− x0|3
, x ∈ Ω. (2.2.3)

El potencial de singularidad u0 tiene una singularidad en x = x0, pero es una función
suave en cualquier otro punto (esto es, u0 ∈ C∞(Ω \ {x0})).

De ahora en adelante supondremos que σ es una matriz simétrica y definida positiva,
cuyas entradas σij pertenecen a L∞(Ω), tales que existen constante positivas σmı́n

ij y σmáx
ij

que satisfacen
0 < σmı́n

ij ≤ σij(x) ≤ σmáx
ij ∀x ∈ Ω,

y que σ ∈ C1(Ω,R3×3).

Ahora, supongamos que ∂Ω es de clase C1. Además, consideramos la nueva variable
û = u− u0. Reemplazando en la primera ecuación de (2.1.8) y utilizando (2.2.1) tenemos
que

div(σ grad û) = div(p0δx0)− div(σ gradu0)

= div(σ0 gradu0)− div(σ gradu0)

= div((σ0 − σ) gradu0).

Aśı,
− div(σ grad û) = div((σ − σ0) gradu0) en Ω.

De la segunda ecuación de (2.1.8) se tiene que

(σ grad û) · n = −(σ gradu0) · n en ∂Ω.

Por lo tanto, tenemos el problema eĺıptico: Hallar û : Ω→ R{
− div(σ grad û) = f en Ω,
(σ grad û) · n = g en ∂Ω,

(2.2.4)

3En f́ısica, la isotroṕıa, es la caracteŕıstica de los cuerpos cuyas propiedades f́ısicas no dependen de la dirección
en que son examinadas.
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donde
f := div ((σ − σ0) gradu0) , g := −(σ gradu0) · n. (2.2.5)

En primer caso, notemos que f ∈ L2(Ω). En efecto, si σ̂ := σ − σ0 entonces

σ̂ ∈ C1(Ω,R3×3), σ̂ = 0 en Br0(x0).

En consecuencia, ∫
Ω

|f |2 =

∫
Ω

|div (σ̂ gradu0)|2

=

∫
Ω\Br0 (x0)

|div (σ̂ gradu0)|2

<∞,

puesto que u0 ∈ C∞(Ω \Br0(x0)).

De otro lado, podemos observar que si φ ∈
(
C∞(Ω)

)3
, entonces γn(φ) := φ|∂Ω · n

(donde n es el vector normal unitario exterior a ∂Ω) se puede identificar como un elemento
de H−1/2(∂Ω), definiendo

〈γn(φ), u〉 :=

∫
∂Ω

(φ · n)u ∀u ∈ H1/2(∂Ω).

En consecuencia, siendo que u0 ∈ C∞(Ω \Br0(x0)), se tiene que

g = −(σ gradu0) · n = γn(σ gradu0) ∈ H−1/2(∂Ω).

2.3. Existencia y unicidad

Las ecuaciones de (2.2.4) constituyen un problema eĺıptico y por tal razón, una al-
ternativa para estudiar la existencia y unicidad de la solución es obtener su formulación
débil (también llamada formulación o problema variacional) y posteriormente aplicar el
Teorema de Lax-Milgram. La formulación débil (2.2.4) se obtendrá de manera usual. Mul-
tiplicando la primera ecuación de (2.2.4) por v ∈ H1(Ω), integrando sobre Ω y aplicando
integración por partes tenemos:

−
∫

Ω

div(σ grad û)v =

∫
Ω

σ grad û · grad v −
∫
∂Ω

(σ grad û) · nv =

∫
Ω

fv,

aśı, usando la condición de frontera de (2.2.4) tenemos∫
Ω

σ grad û · grad v =

∫
Ω

fv +

∫
∂Ω

gv.

El problema variacional correspondiente es: Hallar û ∈ H1(Ω) tal que∫
Ω

σ grad û · grad v =

∫
Ω

fv +

∫
∂Ω

gv ∀v ∈ H1(Ω). (2.3.1)
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Antes de analizar la existencia y unicidad de la solución para este problema, es necesario
verificar la condición de compatibilidad de los datos∫

Ω

f +

∫
∂Ω

g = 0, (2.3.2)

la cual garantiza la buena definición del problema (ver [9, sección 3.2.2.]). En efecto,∫
Ω

f +

∫
∂Ω

g =

∫
Ω

div ((σ − σ0) gradu0)−
∫
∂Ω

(σ gradu0) · n

=

∫
∂Ω

((σ − σ0) gradu0) · n−
∫
∂Ω

(σ gradu0) · n

= −
∫
∂Ω

(σ0 gradu0) · n

= −σ0

∫
∂Ω

gradu0 · n

= −σ0

∫
Ω

∆u0

= −
∫

Ω

div(p0δx0) por (2.2.2)

= −〈div(p0δx0), 1〉
= 〈p0δx0 , div 1〉
= 0,

donde se ha usado el hecho de que σ0 es constante.

Para mostrar la existencia y unicidad del potencial eléctrico û, introduciremos el si-
guiente subespacio de H1(Ω), necesario para garantizar la unicidad de la solución,

H1
∗ (Ω) :=

{
v ∈ H1(Ω)

∣∣∣∣∫
Ω

v = 0

}
,

con la norma de H1(Ω).

Proposición 2.2. Definimos el funcional F : H1(Ω)→ R por

F (u) =

∫
Ω

u, ∀u ∈ H1(Ω).

Entonces el funcional F es lineal y continuo.

Demostración. Paso 1. F es lineal.

Sean u, v ∈ H1(Ω) y α ∈ R, entonces

F (u+ αv) =

∫
Ω

(u+ αv)

=

∫
Ω

u+ α

∫
Ω

v

= F (u) + αF (v).
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Paso 2. F es continuo.

Para la continuidad del operador F , es suficiente verificar que F es acotado. Aśı, sea
u ∈ H1(Ω), entonces

|F (u)| =
∣∣∣∣∫

Ω

u

∣∣∣∣
≤
∫

Ω

|u|

≤ ‖u‖L2(Ω) (µ(Ω))1/2

≤ ‖u‖H1(Ω) (µ(Ω))1/2 .

Luego, F es acotado y por tanto continuo.

Observación 2.3. Como

H1
∗ (Ω) :=

{
u ∈ H1(Ω) : F (u) = 0

}
,

entonces
H1
∗ (Ω) = Ker(F ).

Como F es lineal y continuo, tenemos que Ker(F ) es cerrado y por tanto H1
∗ (Ω) es un

subespacio cerrado de H1(Ω).

Antes de mostrar la existencia y unicidad de nuestro problema variacional, probaremos
algunos teoremas necesarios para tal fin.

Teorema 2.4 (Variante de la desigualdad de Friedrichs). Sean Ω un dominio acotado
y f : H1(Ω) → R un funcional lineal y continuo, con f(1) = 1. Entonces existe una
constante c = c(Ω) tal que para todo u ∈ H1(Ω)

‖u‖L2(Ω) ≤ c (|f(u)|+ |u|1) . (2.3.3)

Demostración. El caso de que u = 0, la desigualdad se verifica. Razonaremos por contra-
dicción, supongamos que para todo c > 0, existe u = u(c) 6= 0 ∈ H1(Ω) tal que:

‖u‖L2(Ω) > c(|f(u)|+ |u|1).

Como la anterior desigualdad se verifica para todo c > 0, en particular, se tendrá que
para n ∈ Z+, existe un ∈ H1(Ω):

‖un‖L2(Ω) > n(|f(un)|+ |un|1). (2.3.4)

Para
wn :=

un
‖un‖L2(Ω)

,

tenemos que,

|f(wn)| =
∣∣∣∣f ( 1

‖un‖L2

un

)∣∣∣∣
=

1

‖un‖L2(Ω)

|f(un)| ,
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entonces
|F (un)| = ‖un‖L2(Ω) |F (wn)| .

Además,

|wn|1 = ‖gradwn‖(L2(Ω))3

=

∥∥∥∥∥grad

(
1

‖un‖L2(Ω)

un

)∥∥∥∥∥
(L2(Ω))3

=

∥∥∥∥∥ 1

‖un‖L2(Ω)

gradun

∥∥∥∥∥
(L2(Ω))3

=
1

‖un‖L2(Ω)

‖gradun‖(L2(Ω))3

=
1

‖un‖L2(Ω)

|un|1 ,

de donde
|un|1 = ‖un‖L2(Ω) |wn|1 .

Aśı, de (2.3.4) se sigue

‖un‖L2(Ω) > n
(
‖un‖L2(Ω) |f(wn)|+ ‖un‖L2(Ω) |wn|1

)
,

entonces
1 > n (|f(wn)|+ |wn|1) ,

donde

‖wn‖L2(Ω) = 1 y (|f(wn)|+ |wn|1) <
1

n
. (2.3.5)

De otro lado,

‖wn‖H1(Ω) = ‖wn‖L2(Ω) + |wn|1
= 1 + |wn|1

< 1 +
1

n
< 2.

Por lo tanto {wn}∞n=1 es una sucesión acotada en H1(Ω). Como la inclusión de H1(Ω) ⊂
L2(Ω) es compacta, entonces existen una subsucesión{

wnj
}∞
j=1

de {wn}∞n=1

y w ∈ L2(Ω) tal que
wnj → w en L2(Ω), cuando j →∞.

Aśı, de (2.3.5) tenemos que∥∥wnj∥∥L2(Ω)
= 1, y

(∣∣f(wnj)
∣∣+
∣∣wnj ∣∣1) < 1

nj
. (2.3.6)
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Luego,
‖w‖L2(Ω) = ĺım

j→∞

∥∥wnj∥∥L2(Ω)
= 1.

Además, ∣∣∣∣f(wnj)
∣∣− |f(w)|

∣∣ ≤ ∣∣f(wnj)− f(w)
∣∣

≤
∣∣f(wnj − w)

∣∣
≤ k

∥∥wnj − w∥∥L2(Ω)
.

Aśı, dado que wnj → w en L2(Ω), se tiene

ĺım
j→∞

∣∣f(wnj)
∣∣ = |f(w)| . (2.3.7)

Por otro lado, de (2.3.6) se sigue

ĺım
j→∞

∥∥gradwnj
∥∥

(L2(Ω))3 = ĺım
j→∞

∣∣wnj ∣∣1 = 0. (2.3.8)

Aśı, si φ ∈ (C∞0 (Ω))3, se tiene∫
Ω

(gradw) · φ = −
∫

Ω

w(div φ)

= − ĺım
n→∞

∫
Ω

(wnj) div φ

= ĺım
n→∞

∫
Ω

(gradwnj) · φ = 0.

En consecuencia, dado que (C∞0 (Ω))3 es denso en (L2(Ω))
3
, se tiene que

gradw = 0 en Ω. (2.3.9)

De donde
|w|1 = 0,

y aśı de (2.3.8) se sigue
ĺım
j→∞

∣∣wnj ∣∣1 = |w|1 = 0. (2.3.10)

Usando (2.3.7) y (2.3.10) y haciendo que j →∞ en (2.3.6), se sigue:

|f(w)| = 0.

Finalmente de (2.3.9) y por ser Ω conexo, se tiene que

w = c c.t.p. x ∈ Ω

con c constante y aśı,

0 = |f(w)| = |f(c)|
= |c| |f(1)|
= |c| ,
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o sea c = 0 y por tanto,
w = 0 c.t.p. x ∈ Ω.

Pero esto contradice el hecho que

‖w‖L2(Ω) = 1.

Lema 2.5. Para el operador F : H1(Ω)→ R definido por

F (w) :=
1

µ(Ω)

∫
Ω

w, (2.3.11)

tendremos que
‖w‖L2(Ω) ≤ c (|F (w)|+ |w|1) . (2.3.12)

Demostración. Verifiquemos que F es un operador lineal, continuo y que F (1) = 1.

Paso 1. F es lineal.

Sean u, v ∈ H1(Ω) y α ∈ R, entonces

F (u+ αv) =
1

µ(Ω)

∫
Ω

(u+ αv)

=
1

µ(Ω)

∫
Ω

u+
1

µ(Ω)
α

∫
Ω

v

= F (u) + αF (v).

Paso 2. F es continuo.

Para la continuidad del operador F , es suficiente verificar que F es acotado. Sea
w ∈ H1(Ω), entonces

|F (w)| =
∣∣∣∣ 1

µ(Ω)

∫
Ω

w

∣∣∣∣
≤ 1

µ(Ω)

∫
Ω

|w|

≤ 1

µ(Ω)
‖w‖L2(Ω) (µ(Ω))1/2

≤ 1

(µ(Ω))1/2
‖w‖H1(Ω) .

Luego, F es acotado y por tanto continuo.

Paso 3. F (1) = 1.

F (1) =
1

µ(Ω)

∫
Ω

1 = 1.
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Aśı, por la variante de la desigualdad de Friedrichs (teorema 2.4), existe c = c(Ω) tal que
para toda w ∈ H1(Ω)

‖w‖L2(Ω) ≤ c (|F (w)|+ |w|1) .

Sean a : H1(Ω)×H1(Ω)→ R una forma y l : H1(Ω)→ R un funcional definidos por:

a(u, v) :=

∫
Ω

σ gradu · grad v, (2.3.13)

y

l(v) :=

∫
Ω

fv +

∫
∂Ω

gv, (2.3.14)

donde f y g son las que se definieron en la ecuación (2.2.5).

Lema 2.6. a(·, ·) definida en (2.3.13) es una forma bilineal.

Demostración. Sean u, v, w ∈ H1(Ω) y α, β ∈ R.

1. Linealidad respecto a la primera componente.

a(αu+ βv, w) =

∫
Ω

σ grad(αu+ βv) · gradw

=

∫
Ω

σ(α gradu+ β grad v) · gradw

= α

∫
Ω

σ gradu · gradw + β

∫
Ω

σ grad v · gradw

= αa(u,w) + βa(v, w).

2. Linealidad respecto a la segunda componente.

a(u, αv + βw) =

∫
Ω

σ gradu+ ·grad(αv + βw)

=

∫
Ω

σ gradu · (α grad v + β gradw)

= α

∫
Ω

σ gradu · gradw + β

∫
Ω

σ gradu · grad v

= αa(u, v) + βa(u,w).

Por lo tanto, a(·, ·) es una forma bilineal.

Lema 2.7. La forma bilineal a(·, ·) definida en (2.3.13) es acotada en H1(Ω)×H1(Ω).

Demostración. Sea
σmáx := sup

x∈Ω
1≤i,j≤3

|σij(x)| .
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Para u, v ∈ H1(Ω), se tiene

|a(u, v)| =
∣∣∣∣∫

Ω

σ gradu · grad v

∣∣∣∣
≤ |σmáx|

∫
Ω

|gradu · grad v|

≤ σmáx ‖gradu‖(L2(Ω))3 ‖grad v‖(L2(Ω))3

≤ σmáx ‖u‖H1(Ω) ‖v‖H1(Ω) .

Con lo cual a(·, ·) es una forma bilineal acotada.

Lema 2.8. La forma a(·, ·) definida en (2.3.13) es H1
∗ (Ω)−eĺıptica.

Demostración. Sean
σmı́n := ı́nf

x∈Ω
1≤i,j≤3

|σij(x)| ,

y c la constante de la desigualdad de Friedrichs (teorema 2.4). Para u ∈ H1
∗ (Ω), se tiene

por lema 2.5 que

a(u, u) =

∫
Ω

σ gradu · gradu

≥ σmı́n

∫
Ω

|gradu|2

= σmı́n |u|21
=

σmı́n

1 + c2

(
|u|21 + c2 |u|21

)
=

σmı́n

1 + c2

(
|u|21 + c2 (|F (u)|+ |u|1)2)

≥ σmı́n

1 + c2

(
|u|21 + ‖u‖2

L2(Ω)

)
=

σmı́n

1 + c2
‖u‖2

H1
∗(Ω) .

Por lo tanto a(·, ·) es una forma bilineal H1
∗ (Ω)−eĺıptica con constante de elipticidad

σmı́n

1+c2
.

Lema 2.9. El funcional l : H1(Ω) → R definido en (2.3.14) es acotado. En particular
l ∈ (H1

∗ (Ω))∗.

Demostración. Verifiquemos que l es un funcional lineal. Sean u, v ∈ H1(Ω) y α ∈ R
entonces

l(u+ αv) =

∫
Ω

f(u+ αv) +

∫
∂Ω

g(u+ αv)

=

∫
Ω

fu+ α

∫
Ω

fv + α

∫
∂Ω

gu+

∫
∂Ω

gv

=

(∫
Ω

fu+

∫
∂Ω

gu

)
+ α

(∫
Ω

fv +

∫
∂Ω

gv

)
= l(u) + αl(v).
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Ahora, probemos que l es acotado. En efecto, sea v ∈ H1(Ω). Por teorema de la traza
(teorema 1.71) se tiene

|l(v)| =
∣∣∣∣∫

Ω

fv +

∫
∂Ω

gv

∣∣∣∣
≤
∫

Ω

|fv|+
∫
∂Ω

|gv|

≤ ‖f‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) + ‖g‖L2(∂Ω) ‖v‖L2(∂Ω)

≤ ‖f‖L2(Ω) ‖v‖H1(Ω) + c1 ‖g‖L2(∂Ω) ‖v‖H1(Ω)

= k ‖v‖H1(Ω) ,

donde
k := ‖f‖L2(Ω) + c1 ‖g‖L2(∂Ω) .

Por lo tanto l es un funcional lineal y acotado, con lo cual l ∈ (H1(Ω))
∗
. En particular

tenemos que l ∈ (H1
∗ (Ω))

∗
.

Teorema 2.10 (Existencia y unicidad). Sea Ω un conjunto abierto acotado y conexo,
con frontera suave a trozos (por ejemplo un poĺıgono). Entonces el problema variacional:
hallar u ∈ H1

∗ (Ω)
a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H1(Ω)

tiene exactamente una solución u ∈ H1
∗ (Ω)

Demostración. Haremos uso de un teorema clásico para mostrar existencia y unicidad de
problemas variacionales como lo es el Teorema de Lax-Milgram. Antes de esto, conside-
remos los problemas:

Hallar u ∈ H1
∗ (Ω) tal que

a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H1(Ω), (2.3.15)

y hallar u ∈ H1
∗ (Ω) tal que

a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H1
∗ (Ω) (2.3.16)

Mostremos que (2.3.15) y (2.3.16) son equivalentes. En efecto

1. (2.3.15)⇒(2.3.16): Se verifica ya que si (2.3.15) se cumple para todo v ∈ H1(Ω),
entonces en particular se cumple para toda v ∈ H1

∗ (Ω) puesto que H1
∗ (Ω) ⊂ H1(Ω).

2. (2.3.16)⇒(2.3.15): Para esto consideremos v ∈ H1(Ω) y definamos

v̂ := v + v,

donde

v := − 1

µ(Ω)

∫
Ω

v.
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Notemos que v es una constante. Además,∫
Ω

v̂ =

∫
Ω

v +

∫
Ω

v

=

∫
Ω

v − 1

µ(Ω)

(∫
Ω

v

)
(µ(Ω))

= 0.

En consecuencia v̂ ∈ H1
∗ (Ω). Ahora, sean u ∈ H1

∗ (Ω) solución de (2.3.16), v ∈ H1(Ω)
y v̂ := v + v ∈ H1

∗ (Ω). Aśı de (2.3.16) se sigue

a(u, v̂) = a(u, v + v)

= a(u, v) + va(u, 1)

= a(u, v) + v

∫
Ω

σ gradu · grad 1

= a(u, v).

De otro lado,

l(v̂) = l(v + v)

=

∫
Ω

f(v + v) +

∫
∂Ω

g(v + v)

=

∫
Ω

fv + v

∫
Ω

f +

∫
∂Ω

gv + v

∫
∂Ω

g

= l(v) + v

(∫
Ω

f +

∫
∂Ω

g

)
= l(v).

La igualdad anterior se garantiza por la condición de compatibilidad (2.3.2).

Aśı por los teoremas probados anteriormente tenemos que a : H1
∗ (Ω)×H1

∗ (Ω)→ R definida
por (2.3.13) es una forma bilineal, acotada, H1

∗ (Ω)−eĺıptica y l : H1
∗ (Ω)→ R definida en

(2.3.14) es un funcional lineal y acotado, aśı por Teorema de Lax-Milgram tenemos que
exite un único u ∈ H1

∗ (Ω) tal que

a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H1
∗ (Ω).

Como tenemos que los problemas (2.3.15) y (2.3.16) son equivalentes, entonces tenemos
que existe una única solución para nuestro problema (2.3.15).

Observación 2.11. Finalizaremos este caṕıtulo, notando que si la solución (2.3.15) sa-
tisface

û ∈ H1
∗ (Ω) ∩H2(Ω),

entonces û es solución del problema fuerte (2.2.4), es decir,

− div(σ grad û) = f c.t.p. en Ω, (σ grad û) · n = g c.t.p. en ∂Ω.
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En efecto, si v ∈ H1(Ω), la identidad de Green (teorema 1.76) implica∫
Ω

σ grad û · grad v = −
∫

Ω

div(σ grad û)v +

∫
∂Ω

((σ grad û) · n) v.

De donde,

−
∫

Ω

div(σ grad û)v +

∫
∂Ω

((σ grad û) · n) v =

∫
Ω

fv +

∫
∂Ω

gv.

Luego, ∫
Ω

(div(σ grad û) + f) v =

∫
∂Ω

((σ grad û) · n− g) v. (2.3.17)

Si tomamos v ∈ C∞0 (Ω), el término de la derecha se anula. Aśı,∫
Ω

(div(σ grad û) + f) v = 0 ∀v ∈ C∞0 (Ω).

Luego
div(σ grad û) + f = 0 c.t.p. en Ω,

por lo tanto,
− div(σ grad û) = f c.t.p. en Ω.

En consecuencia de (2.3.17) se sigue∫
∂Ω

((σ grad û) · n− g) v = 0 ∀v ∈ H1(Ω).

En particular ∫
∂Ω

((σ grad û) · n− g) v = 0 ∀v ∈ C∞(Ω),

aśı por la densidad del espacio {
v|∂Ω : v ∈ C∞(Ω)

}
en L2(∂Ω), se tiene que

(σ grad û) · n− g = 0 c.t.p. en ∂Ω,

por lo tanto,
(σ grad û) · n = g c.t.p. en ∂Ω.

2.4. Comentarios finales

1. El método de sustración usa la propiedad de espacio de Hilbert del espacio de Sobolev
H1(Ω), lo cual permite el uso del Teorema de Lax-Milgram para mostrar existencia
y unicidad de la formulación débil del problema directo EEG.

2. El método de sustracción exige regularidad adicional a la conductividad eléctrica,
más precisamente el método requiere que σ ∈ C1(Ω).
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3. Debido a que el método de sustracción está basado en una formulación variacional
clásica en la cual los espacios funcionales son espacios Sobolev hilbertianos, dicho
método es adecuado para resolver numéricamente el problema directo de EEG a
través del método de elementos finitos.

4. El método de sustracción requiere de un preprocesamiento (cálculo previo a la aplica-
ción del método) que consiste en obtener un potencial de singularidad u0 (ver 2.2.3),
para mostrar la existencia del potencial de correción û (ver 2.2.4) y aśı obtener el
potencial total u, el cual es la solución del problema directo de EEG.
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Caṕıtulo 3

Existencia y unicidad de la solución
del problema directo EEG por el
método de dualidad

En este caṕıtulo se presentará la formulación débil del problema directo EEG, se de-
mostrará la existencia y unicidad de la solución del mismo por el método de dualidad, el
cual no usa la estructura de Hilbert de los espacios de Sobolev Hs(Ω) sino que se basa en
los espacios duales de los espacios de Sobolev. Más exactamente, la solución se buscará en
el espacio H−1(Ω) (espacio dual de H1

0 (Ω)), mientras que se considera como espacio de
funciones test, un subespacio adecuado de H1(Ω). Además, se presentará una formulación
débil del problema directo de EEG para cuando el exponente de sumabilidad p cumple
que p 6= 2. Con más exactitud, la solución para esta formulación se buscará en el espacio
Lp
∗
(Ω) (espacio dual de Lp(Ω), para p > 3), mientras que se considera como espacio de

funciones test, un subespacio adecuado de W 1,p(Ω).

De acuerdo con lo presentado en la sección 2.1, el problema directo EEG consiste en:
Hallar u : Ω→ R que satisface{

div(σ gradu) = div(p0δx0) en Ω
(σ gradu) · n = 0 en ∂Ω,

(3.0.1)

donde σ es la conductividad eléctrica, p0 es el momento dipolar, δx0 es la distribución
delta de Dirac centrada en x0 y n es el vector normal unitario exterior a ∂Ω.

3.1. Formulación débil del problema

A continuación introduciremos la formulación débil para (3.0.1) propuesta en Valli [18].
Para ello, suponemos que σ es una matriz simétrica y definida positiva, cuyas entradas
σij pertenecen a L∞(Ω), tales que existen constantes positivas σmı́n

ij y σmáx
ij que satisfacen

0 < σmı́n
ij ≤ σij(x) ≤ σmáx

ij ∀x ∈ Ω,

y que además, existe r0 > 0 tal que

σij ∈ W 3,∞(Br0(x0)),
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donde W 3,∞(Br0(x0)) es el espacio de Sobolev

W 3,∞(Br0(x0)) := {v ∈ L∞(Br0(x0)) : ∂αv ∈ L∞(Br0(x0)), |α| = 1, 2, 3} .

Claramente, la solución u de (3.0.1) es única salvo constante aditivas. Puesto que si
û := u+ c es también solución de (3.0.1), donde c es una constante, entonces:

div(σ grad û) = div(σ grad(u+ c))

= div(σ(gradu+ grad c))

= div(σ gradu) en Ω.

De manera análoga,

(σ grad û) · n = (σ grad(u+ c)) · n
= (σ gradu) · n en ∂Ω.

Deseamos dar una formulación débil de (3.0.1). Para ello, introducimos el espacio lineal

X :=
{
ϕ ∈ H1(Ω)|ϕ ∈ C1 (Br∗(x0)) , div (σ gradϕ) ∈ H1

0 (Ω), (σ gradϕ) · n = 0 en ∂Ω
}

donde n denota un vector normal unitario externo a ∂Ω y 0 < r∗ < r0 es un número fijo.

Proposición 3.1. X es un subespacio lineal de H1(Ω).

Demostración. Sean ϕ1, ϕ2 ∈ X y α ∈ R, probemos que αϕ1 + ϕ2 ∈ X. En primer lugar,
como ϕ1, ϕ2 ∈ X entonces existe 0 < r∗ < r0 tal que

ϕ1 ∈ C1(Br∗(x0))

y
ϕ2 ∈ C1(Br∗(x0)).

Lo anterior implica que
αϕ1 + ϕ2 ∈ C1(Br∗(x0)).

Además, se verifica que (σ grad (αϕ1 + βϕ2)) · n = 0 en ∂Ω, puesto que

(σ grad (αϕ1 + βϕ2)) · n = (σ (α gradϕ1 + β gradϕ2)) · n
= (ασ gradϕ1 + βσ gradϕ2) · n
= α (σ gradϕ1) · n+ β (σ gradϕ2) · n
= 0 en ∂Ω.

Finalmente, tenemos que div (σ grad (αϕ1 + βϕ2)) ∈ H1
0 (Ω), puesto que

div (σ grad (αϕ1 + βϕ2)) = div (σ gradαϕ1) + div (σ grad βϕ2)

= α div (σ gradϕ1) + β div (σ gradϕ2) ∈ H1
0 (Ω),

esto se debe a que H1
0 (Ω) es un espacio de Hilbert.
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Ahora, para la formulación débil del problema directo EEG procedemos de manera
formal multiplicando la primera ecuación de (3.0.1) por ϕ ∈ X, integrando sobre Ω y
aplicando integración por partes (teorema 1.85) y recordando que σ es simétrica, obtene-
mos:∫

Ω

div (σ gradu)ϕ = −
∫

Ω

σ (gradu) · (gradϕ) +

∫
∂Ω

(σ gradu) · nϕ

= −
∫

Ω

(gradu) · (σ gradϕ) +

∫
∂Ω

(σ gradu) · nϕ

=

∫
Ω

u div (σ gradϕ)−
∫
∂Ω

u (σ gradϕ) · n+

∫
∂Ω

(σ gradu) · nϕ

=

∫
Ω

u div (σ gradϕ) .

Donde hemos tenido en cuenta las condiciones de frontera que satisfacen u y ϕ. Ahora,
como tenemos que

div(σ gradϕ) ∈ H1
0 (Ω),

entonces el término ∫
Ω

u div(σ gradϕ)

tiene significado para u ∈ H−1(Ω), el cual es el espacio dual de H1
0 (Ω), y lo podemos

expresar como una dualidad, digamos por ejemplo

〈u, div (σ gradϕ)〉 .

Aśı, ∫
Ω

div(σ gradu)ϕ = 〈u, div(σ gradϕ)〉 , ∀ϕ ∈ X. (3.1.1)

Por otro lado, para toda ϕ ∈ C∞0 (Ω) ⊂ X, se tiene∫
Ω

div (p0δx0)ϕ = 〈div (p0δx0), ϕ〉

= −〈p0δx0 ,gradϕ〉
= −p0 〈δx0 ,gradϕ〉
= −p0 · gradϕ (x0) .

En consecuencia, de (3.0.1) y (3.1.1), se deduce

〈u, div(σ gradϕ)〉 = −p0 · gradϕ(x0) ∀ϕ ∈ X. (3.1.2)

Para garantizar unicidad de la solución es necesario agregar una condición adicional. Para
ello, sea η̂ una función suave, la cual se anula en ∂Ω y es estrictamente positiva en Ω
y tal que

∫
Ω
η̂ = 1, en particular, tenemos que η̂ ∈ H1

0 (Ω). Una condición que filtra las
constantes aditivas, y por los tanto es adecuado para garantizar la unicidad de la solución
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u, es por ejemplo 〈u, η̂〉 = 0. En efecto, si u es solución y tenemos que û := u+ c también
es solución, donde c es una constante, entonces

0 = 〈û, η̂〉 = 〈u, η̂〉+ 〈c, η̂〉
= 〈c, η̂〉

=

∫
Ω

cη̂,

de donde tenemos que c = 0, y por lo tanto û = u.

Aśı, considerando la condición adicional 〈u, η̂〉 = 0 que nos garantiza la unicidad de la
solución u y (3.1.2), tendremos la formulación variacional de (3.0.1):
Hallar u ∈ H−1(Ω):{

〈u, div(σ gradϕ)〉 = −p0 · gradϕ(x0) ∀ϕ ∈ X,
〈u, η̂〉 = 0.

(3.1.3)

3.2. Existencia y unicidad

En esta sección mostraremos la existencia y unicidad de la solución u del problema
(3.1.3). De ahora en adelante Ω ⊂ R3 será un conjunto abierto conexo acotado con ∂Ω de
clase C1.

Antes de probar la existencia de la solución del problema (3.1.3) mostraremos la equi-
valencia de ciertos problemas eĺıpticos, lo cual nos facilitará la demostración.

Sea ξ ∈ C∞0 (Br∗(x0)) tal que ξ ≥ 0 y
∫

Ω
ξ = 1. Consideremos el problema:

Hallar w ∈ H1(Ω) tal quediv (σ gradw) = div (p0ξ) en Ω
(σ gradw) · n = 0 en ∂Ω∫

Ω
wη̂ = 0.

(3.2.1)

Este problema es un problema de Neumann homogéneo, por lo tanto es necesario verificar
la condición de compatibilidad de los datos (ver [9, sección 3.2.2.]), esto es∫

Ω

div(p0ξ)1 = −
∫

Ω

p0 · grad 1ξ +

∫
∂Ω

p0 · nξ = 0.

A continuación, procedemos a encontrar una formulación débil de (3.2.1). Multiplicando
la primera ecuación de (3.2.1) por v ∈ H1(Ω), integrando sobre Ω y aplicando integración
por partes tenemos que∫

Ω

div (σ gradw) v = −
∫

Ω

σ gradw · grad v +

∫
∂Ω

((σ gradw) · n) v

= −
∫

Ω

σ gradw · grad v
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y ∫
Ω

div (p0ξ) v = −
∫

Ω

p0ξ · grad v +

∫
∂Ω

p0 · nξv

= −
∫

Ω

p0ξ · grad v.

Luego, si definimos

H̃1(Ω) :=

{
ŵ ∈ H1(Ω)

∣∣∣∣∫
Ω

ŵη̂ = 0, con η̂ ∈ H1
0 (Ω) fijo y

∫
Ω

η̂ = 1

}
,

la formulación débil del problema (3.2.1) consiste en:

Hallar w ∈ H̃1(Ω) tal que∫
Ω

σ gradw · grad v =

∫
Ω

p0ξ · grad v ∀v ∈ H1(Ω).

Proposición 3.2. Sea η̂ ∈ H1
0 (Ω), con

∫
Ω
η̂ = 1. Definimos el funcional F : H1(Ω)→ R

por

F (ŵ) =

∫
Ω

ŵη̂, ∀ŵ ∈ H1(Ω). (3.2.2)

Entonces el funcional F es lineal y continuo.

Demostración. Paso 1. F es lineal.

Sean ŵ, v̂ ∈ H1(Ω) y α ∈ R, entonces

F (ŵ + αv̂) =

∫
Ω

(ŵ + αv̂)η̂

=

∫
Ω

ŵη̂ + α

∫
Ω

v̂η̂

= F (ŵ) + αF (v̂).

Paso 2. F es continuo.

Para la continuidad del operador F , es suficiente verificar que F es acotado. Aśı, sea
ŵ ∈ H1(Ω), entonces

|F (ŵ)| =
∣∣∣∣∫

Ω

ŵη̂

∣∣∣∣
≤
∫

Ω

|ŵη̂|

≤ ‖ŵ‖L2(Ω) ‖η̂‖L2(Ω)

≤ ‖ŵ‖H1(Ω) ‖η̂‖H1(Ω) .

Luego, F es acotado y por tanto continuo.
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Observación 3.3. Como

H̃1(Ω) :=
{
ŵ ∈ H1(Ω) : F (ŵ) = 0

}
,

entonces
H̃1(Ω) = Ker(F ).

Como F es lineal y continuo, tenemos que Ker(F ) es cerrado y por tanto H̃1(Ω) es un
subespacio cerrado de H1(Ω).

A continuación mostraremos un teorema que permite concluir que la seminorma ‖grad(·)‖(L2(Ω))3

es una norma en H̃1(Ω), equivalente a la norma usual de H1(Ω).

Teorema 3.4. La seminorma

‖w‖H̃1(Ω) := ‖gradw‖(L2(Ω))3 = |w|1 . (3.2.3)

es una norma en H̃1(Ω), equivalente a la norma usual de H1(Ω). Además,
(
H̃1(Ω), ‖·‖H̃1(Ω)

)
es un espacio de Banach.

Demostración. Consideremos el operador lineal y continuo F : H1(Ω) → R definido en
(3.2.2). Además,

F (1) =

∫
Ω

η̂ = 1.

Entonces por la variante de la desigualdad de Friedrichs (teorema 2.4), tenemos que existe
c = c(Ω) tal que

‖w‖L2(Ω) ≤ c (|F (w)|+ |w|1) , ∀w ∈ H1(Ω).

En particular, para w ∈ H̃1(Ω) tenemos que

‖w‖L2(Ω) ≤ c |w|1 .

Si |w|1 = 0, entonces lo anterior implica que ‖w‖L2(Ω) = 0 y por tanto w = 0. Luego, la

seminorma ‖·‖H̃1(Ω) define una norma en H̃1(Ω).

Además,

‖w‖H1(Ω) = ‖w‖L2(Ω) + |w|1
≤ c |w|1 + |w|1
= (c+ 1) |w|1 = (c+ 1) ‖w‖H̃1(Ω) ,

y
‖w‖H1(Ω) ≥ |w|1 = ‖w‖H̃1(Ω) .

De lo anterior,

‖w‖H̃1(Ω) = |w|1 ≤ (c+ 1) ‖w‖H1(Ω) ≤ |w|1 = (c+ 1) ‖w‖H̃1(Ω) .

Por lo tanto, la norma ‖·‖H̃1(Ω) es equivalente a la norma usual de H1(Ω). Finalmente,

como H̃1(Ω) es un subespacio cerrado de H1(Ω), entonces H̃1(Ω) es un espacio de Banach
con la norma de H1(Ω); además, como las normas ‖·‖H̃1(Ω) y ‖·‖H1(Ω) son equivalentes

entonces H̃1(Ω) también debe ser un espacio de Banach con la norma ‖·‖H̃1(Ω).
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Proposición 3.5. Definamos la función (·, ·)H̃1(Ω) : H̃1(Ω)× H̃1(Ω)→ R por

(u, v)H̃1(Ω) :=

∫
Ω

gradu · grad v, ∀u, v ∈ H̃1(Ω).

Entonces (·, ·)H̃1(Ω) define un producto interior en H̃1(Ω).

Demostración. 1. Sean u, v, w ∈ H̃1(Ω), entonces:

(u+ v, w)H̃1(Ω) =

∫
Ω

grad(u+ v) · gradw

=

∫
Ω

(gradu+ grad v) · gradw

=

∫
Ω

gradu · gradw +

∫
Ω

grad v · gradw

= (u,w)H̃1(Ω) + (v, w)H̃1(Ω) .

2. Sean u, v ∈ H̃1(Ω), entonces:

(u, v)H̃1(Ω) =

∫
Ω

gradu · grad v

=

∫
Ω

grad v · gradu

= (v, u)H̃1(Ω) .

3. Sean u, v ∈ H̃1(Ω) y α ∈ R, entonces:

(αu, v)H̃1(Ω) =

∫
Ω

grad(αu) · grad v

= α

∫
Ω

gradu · grad v

= α (u, v)H̃1(Ω) .

4. Sea u ∈ H̃1(Ω), entonces

(u, u)H̃1(Ω) =

∫
Ω

gradu · gradu

=

∫
Ω

|gradu|2

= |u|21 ≥ 0.

y

(u, u)H̃1(Ω) = 0⇐⇒
∫

Ω

gradu · gradu = 0

⇐⇒
∫

Ω

|gradu|2 = 0

⇐⇒ |u|21 = 0

⇐⇒ u = 0.
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Por lo tanto, (·, ·)H̃1(Ω) define un producto interior en H̃1(Ω).

Observación 3.6. Como

(u, u)H̃1(Ω) = |u|21 = ‖gradu‖H̃1(Ω) ,

entonces la norma ‖·‖H̃1(Ω) es inducida por el producto interior (·, ·)H̃1(Ω). Además, como(
H̃1(Ω), ‖·‖H̃1(Ω)

)
es un espacio de Banach, entonces H̃1(Ω) es un espacio de Hilbert.

Ahora, consideremos los problemas variacionales: Hallar w ∈ H̃1(Ω):∫
Ω

σ gradw · grad v =

∫
Ω

ξ(p0 · grad v) ∀v ∈ H1(Ω), (3.2.4)

y hallar w ∈ H̃1(Ω):∫
Ω

σ gradw · grad v =

∫
Ω

ξ(p0 · grad v) ∀v ∈ H̃1(Ω), (3.2.5)

los cuales son equivalentes y tienen única solución, tal como se demostrará en el siguiente
teorema.

Teorema 3.7. Sea ξ ∈ C∞0 (Br∗(x0)) tal que ξ ≥ 0 y
∫

Ω
ξ = 1. Entonces los problemas

(3.2.4) y (3.2.5) son equivalentes y además tienen única solución.

Demostración. 1. (3.2.4)⇒(3.2.5). Se tiene puesto que si (3.2.4) se cumple para toda

v ∈ H1(Ω), entonces en particular se cumple para toda v ∈ H̃1(Ω), pues H̃1(Ω) ⊂
H1(Ω).

2. (3.2.5)⇒(3.2.4). Sea v ∈ H1(Ω). Definamos ṽ como,

ṽ := v −
∫

Ω

vη̂ ∈ H1(Ω).

Aśı, ∫
Ω

ṽη̂ =

∫
Ω

vη̂ −
(∫

Ω

(∫
Ω

vη̂

)
η̂

)
=

∫
Ω

vη̂ −
(∫

Ω

vη̂

)(∫
Ω

η̂

)
= 0,

En consecuencia ṽ ∈ H̃1(Ω). Ahora, sean w ∈ H̃1(Ω) solución de (3.2.5), v ∈ H1(Ω) y

ṽ := v −
∫

Ω
vη̂ ∈ H̃1(Ω). Luego, de (3.2.5) se sigue que:∫

Ω

σ gradw · grad ṽ =

∫
Ω

ξ(p0 · grad ṽ).
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Del lado izquierdo tenemos∫
Ω

σ gradw · grad ṽ =

∫
Ω

σ gradw ·
(

grad v − grad

(∫
Ω

vη̂

))
=

∫
Ω

σ gradw · grad v.

Y del lado derecho,∫
Ω

ξ(p0 · grad ṽ) =

∫
Ω

ξ

(
p0 · grad

(
v −

∫
Ω

vη̂

))
=

∫
Ω

ξ(p0 · grad v).

Por lo tanto, tenemos que los problemas variacionales (3.2.4) y (3.2.5) son equivalentes.
Finalmente, resta demostrar que el problema variacional (3.2.5) tiene solución única, lo
cual se realizará verificando las condiciones del Teorema de Lax-Milgram.

Definimos la forma a : H̃1(Ω)× H̃1(Ω)→ R como

a (w, v) =

∫
Ω

σ gradw · grad v, (3.2.6)

y el funcional l : H̃1(Ω)→ R como

l(v) =

∫
Ω

ξ(p0 · grad v). (3.2.7)

Paso 1. a (·, ·) definido en (3.2.6) es una forma bilineal.

En efecto, sean u, v, w ∈ H̃1(Ω) y α, β ∈ R, entonces:

a (αu+ βv, w) =

∫
Ω

σ grad (αu+ βv) · gradw

=

∫
Ω

σ (gradαu+ grad βv) · gradw

= α

∫
Ω

σ gradu · gradw + β

∫
Ω

σ grad v · gradw

= αa (u,w) + βa (v, w) .

De manera similiar se verifica que

a (u, αw + βv) = αa (u, v) + βa (u,w) .

Paso 2. a (·, ·) definida por (3.2.6) es acotada.

Sea
σmáx := sup

x∈Ω
1≤i,j≤3

|σij(x)| .
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Para w, v ∈ H̃1(Ω), se tiene por desigualdad de Cauchy-Schwarz que

|a (w, v)| =
∣∣∣∣∫

Ω

σ gradw · grad v

∣∣∣∣
≤ σmáx

∫
Ω

|gradw · grad v|

≤ σmáx ‖gradw‖(L2(Ω))3 ‖grad v‖(L2(Ω))3

= σmáx ‖w‖H̃1(Ω) ‖v‖H̃1(Ω) .

Con lo cual a(·, ·) es acotado.

Paso 3. a(·, ·) definida por (3.2.6) es H̃1(Ω)−eĺıptica.

Sea
σmı́n := ı́nf

x∈Ω
1≤i,j≤3

|σij(x)| .

Para w ∈ H̃1(Ω), se tiene

|a (w,w)| =
∣∣∣∣∫

Ω

σ gradw · gradw

∣∣∣∣
≥
∫

Ω

|σmı́n gradw · gradw|

= σmı́n

∫
Ω

|gradw|2

= σmı́n ‖gradw‖2
(L2(Ω))3

= σmı́n ‖w‖2
H̃1(Ω) .

Por lo tanto a(·, ·) es H̃1(Ω)−eĺıptica.

Paso 4. l definido por (3.2.7) es lineal.

Sean w, v ∈ H̃1(Ω) y α, β ∈ R, entonces

l(w + βv) =

∫
Ω

ξ (p0 · grad (αw + βv))

=

∫
Ω

ξ (p0 · gradw) +

∫
Ω

ξ (p0 · grad(βv))

=

∫
Ω

ξ(p0 · gradw) + β

∫
Ω

ξ(p0 · grad v)

= l(w) + βl(v).

Paso 5. l definido por (3.2.7) es acotado.

45



Sea v ∈ H̃1(Ω), entonces:

|l(v)| =
∣∣∣∣∫

Ω

ξ(p0 · grad v)

∣∣∣∣
≤
∫

Ω

|ξ(p0 · grad v)|

≤
(∫

Ω

|ξp0|
2

) 1
2
(∫

Ω

|grad v|2
) 1

2

= |p0|
(∫

Ω

|ξ|2
) 1

2 (
‖grad v‖(L2(Ω))3

)
≤ |p0|

(
máx
x∈Ω
|ξ(x)|

)
(µ(Ω))

1
2 ‖v‖H̃1(Ω) .

Por lo tanto, l(·) es acotado.

Aśı, se han verificado las hipotésis del Teorema de Lax-Milgram, con lo cual tenemos
que el problema variacional (3.2.5) tiene única solución. Además, como los problemas
(3.2.4) y (3.2.5) son equivalentes entonces garantizamos única solución de (3.2.4).

Lema 3.8. Si la solución de (3.2.4) satisface

w ∈ H̃1(Ω) ∩H2(Ω),

entonces u es solución del problema fuerte (3.2.1), es decir,

div(σ gradw) = div(p0ξ) c.t.p. en Ω, (σ gradw) · n = 0 c.t.p. en ∂Ω.

Demostración. En efecto, si v ∈ H1(Ω), la identidad de Green (teorema 1.76) implica:∫
Ω

σ gradw · grad v = −
∫

Ω

div(σ gradw)v +

∫
∂Ω

((σ gradw) · n) v,

y ∫
Ω

p0ξ · grad v = −
∫

Ω

div(p0ξ)v +

∫
∂Ω

p0 · nξv.

De donde

−
∫

Ω

div(σ gradw)v +

∫
Ω

div(p0ξ)v +

∫
∂Ω

((σ gradw · n)) v = 0,

luego ∫
Ω

div(σ gradw − p0ξ)v =

∫
∂Ω

((σ gradw) · n) v. (3.2.8)

Si tomamos v ∈ C∞0 (Ω), el término de la derecha se anula. Aśı,∫
Ω

div(σ gradw − p0ξ)v = 0 ∀v ∈ C∞0 (Ω).
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Luego
div(σ gradw − p0ξ) = 0 c.t.p. en Ω.

Por lo tanto
div(σ gradw) = div(p0ξ) c.t.p. en Ω.

En consecuencia de (3.2.8) se sigue∫
Ω

((σ gradw) · n) v = 0 ∀v ∈ H1(Ω).

En particular ∫
Ω

((σ gradw) · n) v = 0 ∀v ∈ C∞(Ω),

y aśı por la densidad del espacio {
v|∂Ω : v ∈ C∞(Ω)

}
en L2(∂Ω), se tiene que

(σ gradw) · n = 0 c.t.p. en ∂Ω.

Además, como w ∈ H̃1(Ω) entonces ∫
Ω

wη̂ = 0.

Por otro lado, para ψ ∈ H1
0 (Ω), consideremos el problema de Neumann: Hallar ϕ̂ tal

que div(σ grad ϕ̂) = ψ −
(∫

Ω
ψ
)
η̂ en Ω

(σ grad ϕ̂) · n = 0 en ∂Ω∫
Ω
ϕ̂ = 0.

(3.2.9)

Este problema es un problema de Neumann homogéneo, por lo tanto es necesario verificar
la condición de compatibilidad de los datos (ver [9, sección 3.2.2.]), esto es∫

Ω

(
ψ −

(∫
Ω

ψ

)
η̂

)
=

∫
Ω

ψ −
(∫

Ω

ψ

)∫
Ω

η̂ = 0.

Sea

f := ψ −
(∫

Ω

ψ

)
η̂.

A continuación, procedemos a encontrar una formulación débil de (3.2.9). Multiplicando
la primera ecuación de (3.2.9) por v ∈ H1(Ω), integrando sobre Ω y aplicando integración
por partes se obtiene del lado izquierdo∫

Ω

div (σ grad ϕ̂) v = −
∫

Ω

σ grad ϕ̂ · grad v +

∫
∂Ω

(σ grad ϕ̂) · nv

= −
∫

Ω

σ grad ϕ̂ · grad v,
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y del lado derecho ∫
Ω

fv.

Luego, si definimos

Ĥ1(Ω) :=

{
w ∈ H1(Ω)

∣∣∣∣∫
Ω

w = 0

}
,

la formulación débil del problema (3.2.9) consiste en:

Hallar ϕ̂ ∈ Ĥ1(Ω) tal que∫
Ω

σ grad ϕ̂ · grad v = −
(∫

Ω

fv

)
∀v ∈ H1(Ω).

Proposición 3.9. Definimos el funcional F : H1(Ω)→ R por

F (w) =

∫
Ω

w, ∀w ∈ H1(Ω). (3.2.10)

Entonces el funcional F es lineal y continuo.

Demostración. Ver Proposición 2.2.

Observación 3.10. Como

Ĥ1(Ω) :=
{
w ∈ H1(Ω) : F (w) = 0

}
,

entonces
Ĥ1(Ω) = Ker(F ).

Como F es lineal y continuo, tenemos que Ker(F ) es cerrado y por tanto H1(Ω) es un

subespacio cerrado de Ĥ1(Ω).

A continuación mostraremos un teorema que permite concluir que la seminorma ‖grad(·)‖(L2(Ω))3

es una norma en Ĥ1(Ω), equivalente a la norma usual de H1(Ω).

Teorema 3.11. La seminorma

‖w‖
Ĥ1(Ω)

:= ‖gradw‖(L2(Ω))3 = |w|1

es una norma en Ĥ1(Ω), equivalente a la norma usual de H1(Ω). Además,
(
Ĥ1(Ω), ‖·‖

Ĥ1(Ω)

)
es un espacio de Banach.

Demostración. Consideremos el operador lineal y continuo F : H1(Ω)→ R definido por

F (w) =
1

µ(Ω)

∫
Ω

w,

cumple que F (1) = 1 como se probó en la observación 2.5. Entonces por la variante de la
desigualdad de Friedrichs (teorema 2.4), tenemos que existe c = c(Ω)

‖w‖L2(Ω) ≤ c (|F (w)|+ |w|1) , ∀w ∈ H1(Ω).
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En particular, para w ∈ Ĥ1(Ω) tenemos que

‖w‖L2(Ω) ≤ c |w|1 .

Si |w|1 = 0, entonces lo anterior implica que ‖w‖L2(Ω) = 0 y por tanto w = 0. Luego, la

seminorma ‖·‖
Ĥ1(Ω)

define una norma en Ĥ1(Ω).

Además,

‖w‖H1(Ω) = ‖w‖L2(Ω) + |w|1
≤ c |w|1 + |w|1
= (c+ 1) |w|1 = (c+ 1) ‖w‖

Ĥ1(Ω)
,

y
‖w‖H1(Ω) ≥ |w|1 = ‖w‖

Ĥ1(Ω)
.

De lo anterior,

‖w‖
Ĥ1(Ω)

= |w|1 ≤ ‖w‖H1(Ω) ≤ (c+ 1) |w|1 = (c+ 1) ‖w‖
Ĥ1(Ω)

.

Por lo tanto, la norma ‖·‖
Ĥ1(Ω)

es equivalente a la norma usual de H1(Ω). Finalmente,

como Ĥ1(Ω) es subespacio cerrado de H1(Ω), entonces Ĥ1(Ω) es un espacio de Banach
con la norma de H1(Ω); además, como las normas ‖·‖

Ĥ1(Ω)
y ‖·‖H1(Ω) son equivalentes

entonces Ĥ1(Ω) también debe ser un espacio de Banach con la norma ‖·‖
Ĥ1(Ω)

.

Proposición 3.12. Definamos la función (·, ·)
Ĥ1(Ω)

: Ĥ1(Ω)× Ĥ1(Ω)→ R por

(u, v)
Ĥ1(Ω)

:=

∫
Ω

gradu · grad v, ∀u, v ∈ Ĥ1(Ω).

Entonces (·, ·)
Ĥ1(Ω)

define un producto interior en Ĥ1(Ω).

Demostración. Ver Proposición 3.5.

Observación 3.13. Como

(u, u)
Ĥ1(Ω)

= |u|21 = ‖gradu‖
Ĥ1(Ω)

,

entonces la norma ‖·‖
Ĥ1(Ω)

es inducida por el producto interior (·, ·)
Ĥ1(Ω)

. Además, como(
Ĥ1(Ω), ‖·‖

Ĥ1(Ω)

)
es un espacio de Banach, entonces Ĥ1(Ω)) es un espacio de Hilbert.

Ahora, consideremos los problemas variacionales: Hallar ϕ̂ ∈ Ĥ1(Ω) tal que∫
Ω

σ grad ϕ̂ · grad v = −
(∫

Ω

fv

)
∀v ∈ H1(Ω), (3.2.11)
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y hallar ϕ̂ ∈ Ĥ1(Ω)∫
Ω

σ grad ϕ̂ · grad v = −
(∫

Ω

fv

)
∀v ∈ Ĥ1(Ω), (3.2.12)

los cuales son equivalentes y tienen única solución, tal como se demostrará en el siguiente
teorema.

Teorema 3.14. Sea ψ ∈ H1
0 (Ω). Entonces los problemas (3.2.11) y (3.2.12) son equiva-

lentes y además tienen única solución.

Demostración. 1. (3.2.11) =⇒ (3.2.12). Se tiene pues que si (3.2.11) se cumple pa-

ra toda v ∈ H1(Ω) entonces en particular se cumple para toda v ∈ Ĥ1(Ω), pues

Ĥ1(Ω) ⊂ H1(Ω).

2. (3.2.12) =⇒ (3.2.11). Sea v ∈ H1(Ω). Definamos v̂ como

v̂ := v − 1

µ(Ω)

∫
Ω

v.

Aśı, ∫
Ω

v̂ =

∫
Ω

(
v − 1

µ(Ω)

∫
Ω

v

)
=

∫
Ω

v − 1

µ(Ω)

∫
Ω

v

∫
Ω

1

= 0.

En consecuencia v̂ ∈ Ĥ1(Ω). Ahora, sean ϕ̂ ∈ Ĥ1(Ω) solución de (3.2.12), v ∈ H1(Ω)
y v := v − 1

µ(Ω)

∫
Ω
v. Luego, de (3.2.12) se sigue que∫

Ω

σ grad ϕ̂ · grad v̂ = −
(∫

Ω

fv̂

)
.

Del lado izquierdo tenemos∫
Ω

σ grad ϕ̂ · grad v̂ =

∫
Ω

σ grad ϕ̂ · grad

(
v − 1

µ(Ω)

∫
Ω

v

)
=

∫
Ω

σ grad ϕ̂ · grad v.
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Y del lado derecho

−
(∫

Ω

fv̂

)
= −

(∫
Ω

ψv̂ −
(∫

Ω

ψ

)∫
Ω

η̂v̂

)
= −

(∫
Ω

ψ

[
v − 1

µ(Ω)

∫
Ω

v

]
−
(∫

Ω

ψ

)∫
Ω

η̂

[
v − 1

µ(Ω)

∫
Ω

v

])
= −

(∫
Ω

ψv −
[

1

µ(Ω)

∫
Ω

v

] ∫
Ω

ψ −
(∫

Ω

ψ

)(∫
Ω

η̂v −
[

1

µ(Ω)

∫
Ω

v

] ∫
Ω

η̂

))
= −

(∫
Ω

ψv −
(∫

Ω

ψ

)∫
Ω

η̂v

)
+

[
1

µ(Ω)

∫
Ω

v

](∫
Ω

ψ −
∫

Ω

ψ

)
= −

(∫
Ω

ψv −
(∫

Ω

ψ

)∫
Ω

η̂v

)
= −

(∫
Ω

fv

)
.

Con lo cual se tiene que los problemas (3.2.11) y (3.2.12) son equivalentes. Finalmen-
te, resta demostrar que (3.2.12) tiene única solución, lo cual se realizará verificando las

condiciones del Teorema de Lax-Milgram. Definamos la forma a : Ĥ1(Ω) × Ĥ1(Ω) → R
por

a(ϕ̂, v) :=

∫
Ω

σ grad ϕ̂ · grad v, (3.2.13)

y el funcional l : Ĥ1(Ω)→ R por

l(v) := −
(∫

Ω

fv

)
. (3.2.14)

Para verificar que a(·, ·) definida por (3.2.13) es una forma bilineal, acotada y eĺıptica se
procede de manera análoga que en el teorema anterior (teorema 3.7). Solo resta probar

que l : Ĥ1(Ω)→ R definido por (3.2.14) es lineal y acotado.

Paso 1. l es lineal

Sean w, v ∈ Ĥ1(Ω) y α ∈ R, entonces

l(w + αv) = −
(∫

Ω

f(w + αv)

)
= −

(∫
Ω

fw

)
− α

(∫
Ω

fv

)
= l(w) + αl(v).

Paso 2. l es acotado.

Sea v ∈ Ĥ1(Ω), entonces

v =
1

µ(Ω)

∫
Ω

v = 0
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y por desigualdad de Poincaré (teorema 1.79) se tiene que

‖v‖L2(Ω) ≤ k ‖grad v‖(L2(Ω))3 . (3.2.15)

Aśı

|l(v)| =
∣∣∣∣∫

Ω

fv

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

ψv − (ψ)

∫
Ω

η̂v

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫

Ω

ψv

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Ω

ψ

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∫
Ω

η̂v

∣∣∣∣
≤ ‖φ‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) ‖ψ‖L2(Ω) (µ(Ω))

1
2 ‖v‖L2(Ω) ‖η̂‖L2(Ω)

≤ ‖v‖L2(Ω)

(
‖ψ‖H1(Ω) + ‖ψ‖H1(Ω) (µ(Ω))

1
2 ‖η̂‖H1(Ω)

)
≤ k ‖grad v‖(L2(Ω))3

= k ‖v‖
Ĥ1(Ω)

,

donde
k = ‖ψ‖H1(Ω) + ‖ψ‖H1(Ω) (µ(Ω))

1
2 ‖η̂‖H1(Ω) .

Con lo cual l es lineal y Ĥ1(Ω)−acotado, aśı se verifican las hipótesis del Teorema de
Lax-Milgran y entonces existe única solución del problema (3.2.12). Como tenemos que
los problemas (3.2.11) y (3.2.12) son equivalentes, entonces tenemos que existe una única
solución para nuestro problema (3.2.11).

Lema 3.15. Si la solución de (3.2.11) satisface

ϕ̂ ∈ Ĥ1(Ω) ∩H2(Ω),

entonces ϕ̂ es solución del problema fuerte (3.2.9), es decir

div(σ grad ϕ̂) = f c.t.p. en Ω, (σ grad ϕ̂) · n = 0 c.t.p. en ∂Ω.

Demostración. En efecto, si v ∈ H1(Ω), la identidad de Green (teorema 1.76) implica∫
Ω

σ grad ϕ̂ · grad v = −
∫

Ω

div(σ grad ϕ̂)v +

∫
∂Ω

((σ grad ϕ̂) · n) v.

Aśı, reemplazado en el problema variacional tenemos

−
∫

Ω

div(σ grad ϕ̂)v +

∫
∂Ω

((σ grad ϕ̂) · n) v = −
(∫

Ω

fv

)
.

Entonces ∫
Ω

(div(σ grad ϕ̂)− f) v =

∫
∂Ω

((σ grad ϕ̂) · n) v. (3.2.16)

Si tomamos v ∈ C∞0 (Ω), el término a la derecha se anula. Aśı:∫
Ω

(div(σ grad ϕ̂)− f) v = 0 ∀v ∈ C∞0 (Ω).
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Luego
div(σ grad ϕ̂)− f = 0 c.t.p. en Ω,

por lo tanto
div(σ grad ϕ̂) = f c.t.p. en Ω.

En consecuencia de (3.2.16) se sigue∫
∂Ω

((σ grad ϕ̂) · n) v = 0 ∀v ∈ H1(Ω).

En particular ∫
∂Ω

((σ grad ϕ̂) · n) v = 0 ∀v ∈ C∞(Ω),

y aśı, por la densidad del espacio {
v|∂Ω : v ∈ C∞(Ω)

}
en L2(∂Ω), se tiene que

(σ grad ϕ̂) · n = 0 c.t.p. en ∂Ω.

Además, como ϕ̂ ∈ Ĥ1(Ω) entonces ∫
Ω

ϕ̂ = 0.

Antes de considerar el principal resultado de este caṕıtulo, en el que se demuestra que
el problema (3.1.3) tiene solución única, requerimos de un resultado sobre regularidad de
la solución de un problema eĺıptico. Consideremos el problema de ecuaciones diferenciales

Lu = f en Ω, (3.2.17)

donde Ω ⊂ Rn es un conjunto abierto y acotado, u : Ω→ R es desconocida, f : Ω→ R es
dada y L tiene la forma de divengencia, esto es

Lu = −
n∑

i,j=1

(
aij(x)uxi

)
xj

+
n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u. (3.2.18)

Surge la pregunta: ¿Qué tan suave es la solución u de (3.2.17)? Para dar una respuesta
al anterior interrogante se tiene la teoŕıa matemática que se conoce con el nombre de
regularidad para soluciones débiles. Sobre esta rama de las atemáticas se mencionara un
teorema para un problema eĺıptico cuando el operador L tiene la forma de divergencia.

Teorema 3.16 (Regularidad interior de grado superior). Sea m un entero no negativo,
supongamos que

aij, bi, c ∈ Cm+1(Ω) (i, j = 1, . . . , n)
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y
f ∈ Hm(Ω).

Si u ∈ H1(Ω) es una solución débil del problema de ecuaciones diferenciales

Lu = f en Ω,

con L dado por (3.2.18), entonces

u ∈ Hm+2
loc (Ω).

Además, para cada V ⊂⊂ Ω se tiene la estimación

‖u‖Hm+2(V ) ≤ k
(
‖f‖Hm(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
donde la constante k depende solamente de m,Ω, V y los coeficientes de L.

Demostración. Ver [4, Teorema 2, pág. 314.]

Lema 3.17. Sea {ζk}∞k=1 una sucesión de funciones tales que

ζk ∈ C∞0 (Br∗(x0)), ζk ≥ 0,

∫
Ω

ζk = 1 .

Si {uk}∞k=1 es tal que para cada k, uk ∈ H1(Ω) es la solución débil del problema de
Neumann (cuya existencia y unicidad fue demostrada en el teorema 3.7)div(σ graduk) = div(p0ζk) en Ω

(σ graduk) · n = 0 en ∂Ω∫
Ω
ukη̂ = 0,

entonces {uk}∞k=1 posee una subsucesión que converge débilmente en H−1(Ω).

Demostración. Sea uk ∈ H1(Ω) la solución del problema de Neumanndiv(σ graduk) = div(p0ζk) en Ω
(σ graduk) · n = 0 en ∂Ω∫

Ω
ukη̂ = 0.

En particular, integrando por partes y recordando que σ es simétrica, tenemos que cada
uk satisface∫

Ω

div(σ graduk)ϕ = −
∫

Ω

σ graduk · gradϕ+

∫
∂Ω

(σ graduk) · nϕ ∀ϕ ∈ X

= −
∫

Ω

(graduk) · (σ gradϕ) +

∫
∂Ω

(σ graduk) · nϕ ∀ϕ ∈ X

=

∫
Ω

uk div(σ gradϕ)−
∫
∂Ω

(σ gradϕ) · nuk ∀ϕ ∈ X

=

∫
Ω

uk div(σ gradϕ) ∀ϕ ∈ X
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y ∫
Ω

div(p0ζk)ϕ = −
∫

Ω

p0 · (gradϕ)ζk +

∫
∂Ω

p0 · nζkϕ ∀ϕ ∈ X

= −
∫

Ω

p0 · (gradϕ)ζk ∀ϕ ∈ X,

donde hemos tenido en cuenta que ζk ∈ C∞0 (Br∗(x0)) y ϕ ∈ X. Aśı,∫
Ω

uk div(σ gradϕ) = −
∫

Ω

p0 · (gradϕ)ζk ∀ϕ ∈ X. (3.2.19)

Sea ψ ∈ H1
0 (Ω). Deseamos encontrar una acotación para |〈uk, ψ〉|. Consideremos ϕ̂ ∈

H1(Ω) solución del problema de Neumanndiv(σ grad ϕ̂) = ψ −
(∫

Ω
ψ
)
η̂ en Ω

(σ grad ϕ̂) · n = 0 en ∂Ω∫
Ω
ϕ̂ = 0.

(3.2.20)

De un lado, sea

f := ψ −
(∫

Ω

ψ

)
η̂.

Entonces f ∈ H1
0 (Ω) puesto que ψ, η̂ ∈ H1

0 (Ω). Por otro lado, utilizando el hecho de que

div (σ grad ϕ̂) =
3∑
j=1

3∑
i=1

(σijϕ̂xi)xj ,

con σij ∈ W 3,∞(Ω), entonces por la desigualdad de Sobolev (teorema 1.77) con s = 3, n =
3 y p =∞ tenemos que

σij ∈ C2(Ω). (3.2.21)

Además, ϕ̂ es una solución débil de (3.2.20), entonces por el teorema de regularidad
interior de grado superior (teorema 3.16) garantizamos que

ϕ̂ ∈ H3(Br∗(x0))

y

‖ϕ̂‖H3(Br∗ (x0)) ≤ c1

(
‖f‖H1(Ω) + ‖ϕ̂‖L2(Ω)

)
(3.2.22)

donde c1 depende de Ω. Ahora, aplicando desigualdad de Sobolev (teorema 1.77) a ϕ̂ ∈
H3(Br∗(x0)), con s = 3, n = 3 y p = 2 se concluye que

ϕ̂ ∈ C1
(
Br∗(x0)

)
y

‖ϕ̂‖C1(Br∗ (x0)) ≤ c2 ‖ϕ̂‖H3(Br∗ (x0)) (3.2.23)

donde c2 depende de σ, η̂, r∗, pero no de ψ. Resumiendo lo anterior, tenemos que

ϕ̂ ∈ H1(Ω), ϕ̂ ∈ C1(Br∗(x0)), div(σ grad ϕ̂) ∈ H1
0 (Ω)
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y
(σ grad ϕ̂) · n = 0 en ∂Ω,

con lo que concluimos que ϕ̂ ∈ X.

Realizando la sustitución de (3.2.22) en (3.2.23) se tiene que

‖ϕ̂‖C1(Br∗ (x0)) ≤ c3

(
‖f‖H1(Ω) + ‖ϕ̂‖L2(Ω))

)
≤ c3

(
‖f‖H1(Ω) + ‖ϕ̂‖H1(Ω)

) (3.2.24)

donde c3 depende de σ, η̂, r∗, pero no de ψ. Además,

〈f, v〉 = −
∫

Ω

ψv +

(∫
Ω

ψ

)(∫
Ω

η̂v

)
∀v ∈ Ĥ1(Ω).

Aśı, utilizando desigualdad de Cauchy-Schwarz y (3.2.15) tenemos

|〈f, v〉| ≤
∣∣∣∣∫

Ω

ψv

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Ω

ψ

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∫
Ω

η̂v

∣∣∣∣
≤ ‖ψ‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) +

∣∣∣∣∫
Ω

ψ

∣∣∣∣ ‖η̂‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω)

≤
(
‖ψ‖L2(Ω) +

∣∣∣∣∫
Ω

ψ

∣∣∣∣ ‖η̂‖L2(Ω)

)
‖v‖L2(Ω)

≤ c4 ‖grad v‖(L2(Ω))3

= c4 ‖v‖Ĥ1(Ω)
,

donde

c4 = ‖ψ‖L2(Ω) +

∣∣∣∣∫
Ω

ψ

∣∣∣∣ ‖η̂‖L2(Ω)

≤ ‖ψ‖L2(Ω) + (µ(Ω))
1
2 ‖ψ‖L2(Ω) ‖η̂‖L2(Ω)

≤
(

1 + (µ(Ω))
1
2 ‖η̂‖L2(Ω)

)
‖ψ‖L2(Ω)

≤
(

1 + (µ(Ω))
1
2 ‖η̂‖L2(Ω)

)
‖ψ‖H1(Ω) .

Por lo tanto,

‖f‖
(Ĥ1(Ω))∗

:= sup
v∈Ĥ1(Ω)

|〈f, v〉|
‖v‖

Ĥ1(Ω)

≤ c5 ‖ψ‖H1(Ω) , (3.2.25)

con
c5 =

(
1 + (µ(Ω))

1
2 ‖η̂‖L2(Ω)

)
.

De otro lado, como ϕ̂ es solución del problema de Neumann, entonces por el Teorema de
Lax-Milgram (teorema 1.30) se tiene que

‖ϕ̂‖H1(Ω) ≤ c6 ‖f‖(Ĥ1(Ω))∗
(3.2.26)

≤ c7 ‖ψ‖H1(Ω) por (3.2.25). (3.2.27)
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Además, para |α| ≤ 1 tenemos que

∂αf = ∂αψ −
(∫

Ω

ψ

)
∂αη̂

y aśı,

‖∂αf‖L2(Ω) ≤ ‖∂
αψ‖L2(Ω) +

∣∣∣∣∫
Ω

ψ

∣∣∣∣ ‖∂αη̂‖L2(Ω)

≤ ‖∂αψ‖L2(Ω) + |µ(Ω)|
1
2 ‖ψ‖L2(Ω) ‖∂

αη̂‖L2(Ω)

≤ ‖ψ‖H1(Ω) + |µ(Ω)|
1
2 ‖ψ‖H1(Ω) ‖∂

αη̂‖L2(Ω)

=
(

1 + |µ(Ω)|
1
2 ‖∂αη̂‖L2(Ω)

)
‖ψ‖H1(Ω) .

Por lo tanto,
‖f‖H1(Ω) ≤ c7 ‖ψ‖H1(Ω) . (3.2.28)

Reemplazando (3.2.26) y (3.2.28) en (3.2.24) se tiene

‖ϕ̂‖C1(Br∗ (x0)) ≤ c ‖ψ‖H1(Ω) . (3.2.29)

Ahora estamos en posición de estimar |〈uk, ψ〉|, utilizando (1.4.1) y (3.2.29) tenemos que

|〈uk, ψ〉| =
∣∣∣∣∫

Ω

ukψ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

ukψ − 0

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

ukψ −
(∫

Ω

ψ

)∫
Ω

ukη̂

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

uk

[
ψ −

(∫
Ω

ψ

)
η̂

]∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

uk div (σ grad ϕ̂)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−∫
Ω

p0 · grad ϕ̂ζk

∣∣∣∣
≤
∫

Ω

|p0 · grad ϕ̂ζk|

≤ |p0| ‖grad ϕ̂‖C0(Br∗ (x0))

∫
Ω

ζk

≤ c0 |p0| ‖ψ‖H1(Ω) .

En otras palabras

‖uk‖H−1(Ω) := sup
ψ∈H1

0 (Ω)

|〈uk, ψ〉|
‖ψ‖H1(Ω)

≤ c0 |p0|

Aśı, la sucesión {uk}∞k=1 es acotada en H−1(Ω) y por lo tanto, siendo H−1(Ω) un espacio de
Hilbert podemos extraer una subsucesión (denotemosla también por uk) la cual converge
débilmente en H−1(Ω) a cierto u ∈ H−1(Ω) (teorema 1.34).
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Teorema 3.18. Existe una única solución u de (3.1.3).

Demostración. Existencia.

Sea ϕ ∈ X. Dado que ξ := gradϕ ∈ C0(Br∗(x0)), entonces existe una sucesión de
funciones {ζk}∞k=1 (proposición 1.61), tal que

ζk ∈ C∞0 (Br∗(x0)), ζk ≥ 0,

∫
Ω

ζk = 1 y

∫
Ω

ζkξ → ξ(x0).

Aśı,

−
∫

Ω

p0 · (gradϕ)ζk = −p0 ·
[∫

Ω

(gradϕ)ζk

]
→ −p0 · ξ(x0) = −p0 ·gradϕ(x0). (3.2.30)

Por otro lado, sea {uk}∞k=1 ⊂ H1(Ω) una sucesión de soluciones de la familia de problemas
eĺıpticos div(σ graduk) = div(p0ζk) en Ω

(σ graduk) · n = 0 en ∂Ω∫
Ω
ukη̂ = 0.

Por el lema anterior (lema 3.17), existe una subsucesión de {uk}∞k=1, que denotaremos
también {uk}∞k=1, y u ∈ H−1(Ω) tales que

uk ⇀ u en H−1(Ω).

Aśı, dado ϕ ∈ X, se tiene que div(σ gradϕ) ∈ H1
0 (Ω) y por lo tanto,∫

Ω

uk div(σ gradϕ) = 〈uk, div(σ gradϕ)〉 → 〈u, div(σ gradϕ)〉 . (3.2.31)

En consecuencia, haciendo que k → ∞ en (3.2.19) y usando (3.2.30) y (3.2.31), se sigue
que u satisface la primera ecuación de (3.1.3). Finalmente,

0 =

∫
Ω

ukη̂ = 〈uk, η̂〉 → 〈u, η̂〉

y por lo tanto u es solución de (3.1.3).

Unicidad.

Sea u solución de (3.1.3). Para cada ψ ∈ H1
0 (Ω), consideremos ϕ̂ solución de (3.2.20).

Aśı de (3.1.3) tenemos

|〈u, ψ〉| =
∣∣∣∣〈u, ψ〉 − (∫

Ω

ψ

)
〈u, η̂〉

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣〈u, ψ − (∫
Ω

ψ

)
η̂

〉∣∣∣∣
= |〈u, div(σ grad ϕ̂)〉|
= |−p0 · grad ϕ̂(x0)|
≤ |p0| ‖grad ϕ̂‖C0(Br∗ (x0))

≤ c0 |p0| ‖ψ‖H1(Ω) ,
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de este modo,

‖u‖H−1(Ω) := sup
ψ∈H1

0 (Ω)

|〈u, ψ〉|
‖ψ‖H1(Ω)

≤ c0 |p0| .

En el caso de que p0 = 0, tenemos que la solución del problema (3.1.3) es la trivial u = 0.
Aśı, si consideramos u1, u2 soluciones de (3.1.3), tendremos que

〈u1 − u2, div(σ gradϕ)〉 = 0,

lo cual implica que u1 − u2 = 0 y por tanto u1 = u2.

Observación 3.19. Si la solución (3.1.3) satisface

u ∈ H−1(Ω) ∩H2(Ω),

entonces u es solución del problema fuerte (3.0.1), es decir,

div(σ gradu) = div(p0δx0) c.t.p. en Ω, (σ gradu) · n = 0 c.t.p. en ∂Ω.

En efecto, sea u ∈ H−1(Ω) solución de{
〈u, div(σ gradϕ)〉 = −p0 · gradϕ(x0) ∀ϕ ∈ X,

〈u, η̂〉 = 0.

En particular, tendremos que se verifica para toda ϕ ∈ C∞0 (Ω) y aśı,

−p0 · gradϕ (x0) = −p0 〈δx0 ,gradϕ〉
= −〈p0δx0 ,gradϕ〉
= 〈div (p0δx0), ϕ〉

=

∫
Ω

div (p0δx0)ϕ,

y ∫
Ω

u div (σ gradϕ) = −
∫

Ω

σ gradu · gradϕ+

∫
∂Ω

(σ gradϕ) · nu

=

∫
Ω

div (σ gradu)ϕ−
∫
∂Ω

(σ gradu) · nϕ+

∫
∂Ω

(σ gradϕ) · u

=

∫
Ω

div (σ gradu)ϕ−
∫
∂Ω

(σ gradu) · nϕ.

Es decir, ∫
Ω

div (σ gradu− p0δx0)ϕ = −
∫
∂Ω

(σ gradu) · nϕ (3.2.32)

Como ϕ ∈ C∞0 (Ω), entonces el término de la derecha se anula y aśı,∫
Ω

div (σ gradu− p0δx0)ϕ = 0 ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω),

de este modo
div (σ gradu− p0δx0) = 0 en c.t.p. Ω,
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por lo tanto
div (σ gradu) = div (p0δx0) en c.t.p. Ω.

En consecuencia, de (3.2.32) y por la densidad de C∞0 (Ω) en H1(Ω), se sigue que∫
∂Ω

(σ gradu) · nϕ = 0 ∀ϕ ∈ H1(Ω).

En particular

−
∫
∂Ω

((σ grad û) · n− g)ϕ = 0 ∀ϕ ∈ C∞(Ω),

aśı por la densidad del espacio {
v|∂Ω : v ∈ C∞(Ω)

}
en L2(∂Ω), se tiene que

(σ grad û) · n = 0 c.t.p. en ∂Ω.

Observación 3.20. Por la desigualdad de Sobolev con s = 2, n = 3 y para p > 3 tenemos
que

W 2,p(Br∗(x0)) ⊂ C1(Br∗(x0)).

Adémas, si asumimos que ψ ∈ Lp(Ω), entonces por los resultados de regularidad para pro-
blemas eĺıpticos (ver [7, caṕıtulo 10]) garantizamos que la solución ϕ̂ de (3.2.20) pertenece

a W 2,p(Br∗(x0)) y que
‖ϕ̂‖C1(Br∗ (x0)) ≤ ĉ0 ‖ψ‖Lp(Ω) .

Repitiendo el mismo argumento para deducir |〈uk, ψ〉| tenemos que∣∣∣∣∫
Ω

ukψ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−∫
Ω

p0 · grad ϕ̂δk

∣∣∣∣
≤ |p0| ‖grad ϕ̂‖C0(Br∗ (x0))

≤ ĉ0 |p0| ‖ψ‖Lp(Ω) .

En consecuencia,

‖uk‖Lq(Ω) := sup
ψ∈Lp(Ω)

∣∣∫
Ω
ukψ

∣∣
‖ψ‖Lp(Ω)

≤ ĉ0 |p0| ,

para q tal que 1
p

+ 1
q

= 1 (en particular para p > 3 tenemos que q < 3
2
). Pasando al ĺımite

con respecto a k tenemos que u ∈ Lq(Ω), con 1 ≤ q < 3
2
.

3.3. Formulación débil del problema directo EEG para p 6= 2

La idea que nosotros presentamos no está basada en la estructura de Hilbert de los
espacios de Sobolev Hs(Ω), pero si en la dualidad. Por eso, si se renuncia a la elección de
p = 2 como exponente de sumabilidad, también se puede considerar el problema:
Hallar up ∈ Lp

∗
(Ω) tal que{∫

Ω
up div(σ gradϕ) = −p0 · gradϕ(x0) ∀ϕ ∈ Xp,∫

Ω
upη̂ = 0

(3.3.1)
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donde 3 < p < ∞ es un número fijo, p∗ es el exponente del espacio dual definido por
1
p

+ 1
p∗

= 1 y

Xp :=
{
ϕ ∈ W 1,p(Ω) : ϕ ∈ C1 (Br∗(x0)) , div (σ gradϕ) ∈ Lp(Ω), (σ gradϕ) · n = 0 en ∂Ω

}
.

Procediendo como antes, se prueba la existencia y unicidad de la solución de (3.3.1).

Lema 3.21. Sea {ζk}∞k=1 una sucesión de funciones tales que

ζk ∈ C∞0 (Br∗(x0)), ζk ≥ 0,

∫
Ω

ζk = 1 ∀k ∈ N.

Si {uk}∞k=1 es tal que para cada k, uk ∈ H1(Ω) es la solución débil del problema de
Neumann (cuya existencia y unicidad fue demostrada en el teorema 3.7)div(σ graduk) = div(p0ζk) en Ω

(σ graduk) · n = 0 en ∂Ω∫
Ω
ukη̂ = 0,

entonces {uk}∞k=1 posee una subsucesión que converge débilmente en Lp
∗
(Ω).

Demostración. Sea uk ∈ H1(Ω) la solución del problema de Neumanndiv(σ graduk) = div(p0ζk) en Ω
(σ graduk) · n = 0 en ∂Ω∫

Ω
ukη̂ = 0.

En particular, integrando por partes y recordando que σ es simétrica, tenemos que uk
satisface que∫

Ω

div(σ graduk)ϕ = −
∫

Ω

σ graduk · gradϕ+

∫
∂Ω

(σ graduk) · nϕ

= −
∫

Ω

(graduk) · (σ grad ϕ̂) +

∫
∂Ω

(σ graduk) · nϕ

=

∫
Ω

uk div(σ gradϕ)−
∫
∂Ω

(σ gradϕ) · nuk

=

∫
Ω

uk div(σ gradϕ) ∀ϕ ∈ Xp

y ∫
Ω

div(p0ζk)ϕ = −
∫

Ω

p0 · (gradϕ)ζk +

∫
∂Ω

p0 · nζkϕ

= −
∫

Ω

p0 · (gradϕ)ζk ∀ϕ ∈ Xp,

donde hemos tenido en cuenta que ζk ∈ C∞0 (Br∗(x0)) y ϕ ∈ Xp. Aśı,∫
Ω

uk div(σ gradϕ) = −
∫

Ω

p0 · (gradϕ)ζk ∀ϕ ∈ Xp. (3.3.2)

61



Sea ψ ∈ H1
0 (Ω). Deseamos encontrar una acotación para

∣∣∫
Ω
ukψ

∣∣. Consideremos ϕ̂ ∈
H1(Ω) solución del problema de Neumanndiv(σ grad ϕ̂) = ψ −

(∫
Ω
ψ
)
η̂ en Ω

(σ grad ϕ̂) · n = 0 en ∂Ω∫
Ω
ϕ̂ = 0.

(3.3.3)

En primer lugar, por la teoŕıa de regularidad para problemas eĺıpticos (ver [7, caṕıtulo
10]) aplicada al término div(σ grad ϕ̂) ∈ H1

0 (Ω) da que ϕ̂ ∈ W 1,p(Ω) para p > 3. Además,
por la desigualdad de Sobolev (teorema 1.77) con s = 2, n = 3 y para p > 3 se tiene que

W 2,p(Br∗(x0)) ⊂ C1(Br∗(x0)).

Sea

f := ψ −
(∫

Ω

ψ

)
η̂.

Si asumimos que ψ ∈ Lp(Ω), entonces f ∈ Lp(Ω). Aśı, por los resultados de regularidad

se garantiza que la solución ϕ̂ de (3.3.3) pertenece a W 2,p(Br∗(x0)) ⊂ C1(Br∗(x0)) y que

‖ϕ̂‖C1(Br∗ (x0)) ≤ ĉ0 ‖ψ‖Lp(Ω) .

Aśı, resumiendo tenemos que

ϕ̂ ∈ W 1,p(Ω), ϕ̂ ∈ C1(Br∗(x0)), div(σ grad ϕ̂) ∈ Lp(Ω)

y
(σ grad ϕ̂) · n = 0 en ∂Ω.

Por lo tanto, ϕ̂ ∈ Xp. Repitiendo el argumento del lema anterior (lema 3.17) para acotar
|〈uk, ψ〉|, se tiene que ∣∣∣∣∫

Ω

ukψ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−∫
Ω

p0 · grad ϕ̂ζk

∣∣∣∣
≤ |p0| ‖grad ϕ̂‖C0(Br∗ (x0))

≤ ĉ0 |p0| ‖ψ‖Lp(Ω) .

En consecuencia,

‖uk‖Lp∗ (Ω) := sup
ψ∈Lp(Ω)

∣∣∫
Ω
ukψ

∣∣
‖ψ‖Lp(Ω)

≤ ĉ0 |p0| .

Aśı, la sucesión {uk}∞k=1 es acotada en Lp
∗
(Ω) y por lo tanto, siendo Lp

∗
(Ω) un espacio

de Banach, reflexivo y separable podemos extraer una subsucesión (denotemosla también
{uk}∞k=1) la cual converge débilmente en Lp

∗
(Ω) a cierto up ∈ Lp

∗
(Ω) (teorema 1.35).

Teorema 3.22. Existe una única solución up para (3.3.1).

Demostración. Existencia.
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Sea ϕ ∈ Xp. Dado que ξ := gradϕ ∈ C0(Br∗(x0)), entonces existe una sucesión de
funciones {ζk}∞k=1 (proposición 1.61), tal que

ζk ∈ C∞0 (Br∗(x0)), ζk ≥ 0,

∫
Ω

ζk = 1 y

∫
Ω

ζkξ → ξ(x0).

Aśı,

−
∫

Ω

p0 · gradϕζk = −p0 ·
[∫

Ω

(gradϕ)ζk

]
→ −p0 · ξ(x0) = −p0 · gradϕ(x0). (3.3.4)

Por otro lado, sea {uk}∞k=1 ⊂ H1(Ω) una sucesión de soluciones de la familia de problemas
eĺıpticos div(σ graduk) = div(p0ζk) en Ω

(σ graduk) · n = 0 en ∂Ω∫
Ω
ukη̂ = 0.

Por lema anterior (lema 3.21), existe una subsucesión de {uk}∞k=1, que denotaremos tam-
bién {uk}∞k=1, y up ∈ Lp

∗
(Ω) tales que

uk ⇀ up.

Aśı, dado que ϕ ∈ Xp, se tiene que div(σ gradϕ) ∈ Lp(Ω) y por lo tanto,∫
Ω

uk div(σ gradϕ)→
∫

Ω

up div(σ gradϕ). (3.3.5)

En consecuencia, haciendo que k → ∞ en (3.3.2) y usando (3.3.4) y (3.3.5) se sigue que
up satisface la primera ecuación de (3.3.1). Finalmente,

0 =

∫
Ω

ukη̂ →
∫

Ω

upη̂

y por lo tanto up es solución de (3.3.1).

Unicidad.

Sea up solución de (3.3.1). Para cada ψ ∈ Lp(Ω), consideremos ϕ̂ solución de (3.3.3).
Aśı de (3.3.1) tenemos ∣∣∣∣∫

Ω

upψ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

upψ −
∫

Ω

ukη̂

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

upψ −
(∫

Ω

ψ

)∫
Ω

ukη̂

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

up

(
ψ −

(∫
Ω

ψ

)
η̂

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

up div(σ grad ϕ̂)

∣∣∣∣
= |−p0 · grad ϕ̂(x0)|
≤ |p0| ‖grad ϕ̂‖C0(Br∗ (x0))

≤ c0 |p0| ‖ψ‖Lp(Ω) ,
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de este modo,

‖up‖Lp∗ (Ω) := sup
ψ∈H1

0 (Ω)

∣∣∫
Ω
upψ

∣∣
‖ψ‖Lp∗

≤ c0 |p0| .

En el caso de que p0 = 0, tenemos que la solución del problema (3.3.1) es la trivial up = 0.
Aśı, si consideramos up1 , up2 soluciones de (3.3.1), tendremos que∫

Ω

(up1 − up2) div(σ gradϕ) = 0,

lo cual imploca que up1 − up2 = 0 y por lo tanto up1 = up2 .

3.4. Comentarios finales

1. El método de dualidad no usa la propiedad de Hilbert del espacio de Sobolev H1
0 (Ω),

sino que busca la solución del problema directo EEG en su espacio dual H−1(Ω).

2. Las condiciones que se establecen sobre la conductividad σ en Valli ([18]), son que σ
es una matriz simétrica y definida positiva, cuyas entradas σij pertenecen a L∞(Ω)
y que además, existe r0 > 0 tal que

σij ∈ W 2,∞(Br0(x0)). (3.4.1)

Sin embargo en nuestro análisis fue requerida mayor regularidad para σ, más preci-
samente que

σij ∈ W 3,∞(Br0(x0))

Lo anterior debido a que la teoŕıa de regularidad de ecuaciones parciales no nos
permitio obtener (3.2.21), suponiendo solamente (3.4.1).

3. A pesar de que un principio la solución del problema directo de EEG se encuentra
en H−1(Ω), es posible demostrar (ver observación 3.20) regularidad adicional para
dicha solución. Más exactamente, se demuestra que la solución u esta en Lq(Ω), con
1 ≤ q < 3

2
.

4. Debido a que el método de dualidad no está basado en la estructura de espacio
de Hilbert de los espacios funcionales involucrados en la formulación, este permite
proponer una formulación débil del problema directo de EEG cuando el exponente
de sumabilidad p cumple que p > 3 y encontrar la solución del mismo en el espacio
funcional Lp

∗
(Ω), que es el espacio dual de Lp(Ω).
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Conclusiones

1. Se realizó el análisis de existencia y unicidad de solución para un problema directo
de electroencefalograf́ıa (EEG) por medio de dos enfoques distintos, uno basado en
el llamado método de sustracción y el otro basado en el método de dualidad.

2. El método de sustracción consiste en que el potencial total u, el cual es solución de
(2.1.7), se divide en un potencial de singularidad u0 y en un potencial de correción
û, de tal forma que

u = u0 + û,

donde el potencial de singularidad se define como la solución para un dipolo en un
conductor ilimitado, con conductividad σ0 constante. Se mostró la existencia del
potencial de corrección con el potencial de singularidad y la teoŕıa de elementos
finitos y aśı obtuvo el potencial total u, el cual es solución del problema directo de
EEG.

3. El método de sustracción usa la propiedad de espacio de Hilbert del espacio H1(Ω), lo
cual permite el uso del Teorema de Lax-Milgram para mostrar existencia y unicidad
del potencial de corrección; sin embargo, este método requiere de un preprocesamien-
to para obtener un potencial de singularidad y aśı mostrar la existencia del potencial
de corrección. Además, el método de sustracción exige regularidad adicional de la
conductividad eléctrica, más precisamente se requiere que σ ∈ C1(Ω).

4. El método de dualidad no usa la estructura de Hilbert de los espacios de Sobolev
Hs(Ω), sino que esta basado en sus espacios duales. Más exactamente, la solución se
buscó en el espacio H−1(Ω) (espacio dual de H1

0 (Ω)), donde se consideró un espacio
de funciones test, un subespacio adecuado de H1(Ω). Este método consiste en acotar
en la norma del espacio H−1(Ω) una sucesión de funciones {uk}∞k=1 de H1(Ω), las
cuales son solución del problema eĺıpticodiv(σ graduk) = div(p0δk) en Ω

(σ graduk) · n = 0 en ∂Ω∫
Ω
ukη̂ = 0.

Con lo cual se lográ extraer una subsucesión de {uk}∞k=1, que converge débilmente
en H−1(Ω) y es solución de la formulación débil (3.1.3).

5. En el método de dualidad, a pesar de que en un principio la solución del problema
directo de EEG se encuentra en H−1(Ω), se puede garantizar regularidad adicional
para la solución; más precisamente, la solución se encuentra en los espacios Lq(Ω),
con 1 ≤ q < 3

2
. Además, como este método no esta basado en la estructura de Hilbert
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de los espacios funcionales involucrados en la formulación, este permite proponer
una formulación débil cuando el exponente de sumabilidad p cumple que p 6= 2 y
encontrar la solución en Lp

∗
(Ω), que es el espacio dual de Lp(Ω).
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