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INTRODUCCIÓN

Definición 1. Una derivación D de un anillo B es un homomorfismo de grupos

D : B → B tal que para todo f, g ∈ B, se satisface D(fg) = D(f)g + fD(g).

Dada una derivación D de un anillo B se define el núcleo de D como el conjunto

Ker(D) = {x ∈ B|D(x) = 0}. Un primer resultado relacionado con éste conjunto es que define

un subanillo en B.

Como un ejemplo clásico de derivación se tiene que, si R es un anillo y B = R[x1, . . . , xn] = R[X],

para cada i = 1, . . . , n, la derivada parcial ∂
∂xi

es una derivada de B. En este caso se tiene que

para cada p(x1, ..., xn) ∈ B, existe m ∈ Z tal que ∂
∂xi

m
[p(x1, ..., xn)] = 0, de ah́ı que D es una

derivación localmente nilpotente de B.

Las Derivaciones Localmente Nilpotentes han sido utilizadas, en la solución de diversos proble-

mas. Uno de los más relevantes es el Décimo Cuarto Problema de Hilbert, que es enunciado

aśı: Sea B = k[x1, . . . , xn] el anillo de polinomios en n variábles sobre un cuerpo k de ca-

racteŕıstica cero, y k(x1, . . . , xn) su cuerpo de fracciones. Suponga que L es un subcuerpo de

k(x1, . . . , xn) conteniendo k. ¿Entonces, la k- subálgebra L ∩ B de k(x1, . . . , xn) es finitamen-

te generada? En 1954, O. Zariski, presenta una respuesta positiva si trgrkL ≤ 2. Un caso

particular cuando n > 3, es preguntarse si el núcleo de una derivación localmente nilpoten-

te de B es finitamente generado. En este caso ya fueron obtenidos varios ejemplos de deri-

vaciones localmente nilpotentes, cuyo núcleo no es finitamente generado, por ejemplo, en A

counterexample to Hilbert’s Fourteenth Problem In Dimension Six, Transform. Groups 5 (2000)

69-71., G. Freudenburg presenta una de tales derivaciones cuando n = 6, luego la conjetura en

este caso es falsa.

Por otro lado un problema clásico en álgebra conmutativa, y resuelto parcialmente, es el Pro-
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blema de Extendibilidad, que tiene como objeto decidir cuándo una n-upla es extendible.

Definición 2. Sean F1, F2, ..., Fn−1 ∈ C[X] = C[n]. Decimos que la n− 1-upla (F1, F2, ..., Fn−1)

es extendible si existe un polinomio Fn ∈ C[X] tal que C[X] = C[F1, ..., Fn].

Con relación a las derivaciones localmente nilpotentes, un problema actual es determinar si una

derivación localmente nilpotente D definida en un anillo B = C [n] tiene o no, un Slice es decir

un elemento s ∈ B tal que D(s) = 1. Éste problema del álgebra conmutativa se denomina

Problema del Slice.

El Problema de Extendibilidad y el Problema de Slice estan fuertemente relacionados. Se pre-

tende mediante éste trabajo mostrar un resultado publicado en la art́ıculo Locally Nilpotent

Automorphism and the jacobian conjecture progress in Mathematics, de la revista JOURNAL

OF PURE AND APPLIED ALGEBRA que muestra como una solución al problema del Slice

implica una solución al problema de extendibilidad.
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Capı́tulo 1
DERIVACIONES DE UN ANILLO

1.1. Derivación

En el presente caṕıtulo se desarrolla la teoŕıa básica sobre derivaciones en un anillo, la cual

permite abordar el estudio del problema de extendibilidad.

Es necesario tener en cuenta que siempre que se hable de un anillo B este se considera conmu-

tativo con unitario. Se escribe A ≤ B para indicar que A es un subanillo de B, se denota por

A[n] al anillo de polinomios en n variables sobre un anillo A y K denota un campo.

1.1.1. Derivación de anillos

Definición 3. Una derivación D de un anillo B es un homomorfismo de grupos D : B → B

que satisface que para todo f, g ∈ B, D(fg) = D(f)g + fD(g).

El conjunto R = C∞(R) de las funciones reales de variable real x e infinitamente diferenciables,

junto con la suma y producto usual de funciones forma un anillo . El operador lineal denotado

por d
dx , conocido del cálculo y denominado la derivada con respecto a x definido en R satisface

las condiciones de la definición anterior, el cual, es un ejemplo clásico de derivación.

Ejemplo 1. Sea el anillo R = C∞(R), entonces D = d
dx es una derivada del anillo R.

Dado que una derivación D de un anillo B es un homomorfismo aditivo, se define su núcleo de

la siguiente manera.
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Definición 4. Dada una derivación D de un anillo B se define el núcleo de D como

ker(D) = {x ∈ B : D(x) = 0}.

Por teoŕıa de grupos el núcleo de un homomorfismo D de B es un subgrupo normal de B. A

continuación se prueba que ker(D) ≤ B

Teorema 1. Si D es una derivación definida en un anillo B, entonces ker(D) es un subanillo

de B.

Demostración. Sean x, y ∈ Ker(D), entonces

D(xy) = xD(y) + yD(x)

= x0 + y0

= 0.

Es decir xy ∈ Ker(D) y as̀ı se tiene que ker(D) es un subanillo de B.

El núcleo de una derivación D, es llamado anillo de constantes y se denota por BD.

Definición 5. Si A ≤ B y D una derivación de B, se dice que D es una A-derivación de B si

satisface que D(A) := {D(a) : a ∈ A} = {0}.

Observación. De la definición anterior, se tiene que A ≤ ker(D) ≤ B.

El conjunto de todas las derivaciones de un anillo B se denota por Der(B) y al conjunto de las

A-derivaciones de B por DerA(B). Note que Der(B) 6= ∅ ya que el homomorfismo nulo definido

en B es una derivación de B.

Como se muestra a continuación el conjunto Der(B), junto con la suma usual de funciones,

tiene una estructura de grupo. Además, B actúa linealmente sobre éste mediante el producto

por escalar definido aśı:

Definición 6. Sean B un anillo, b ∈ B y D,D1 ∈ Der(B), se define la función producto por

escalar aśı

bD : B −→ B

x 7→ bD(x).
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Y la suma de derivaciones como la función

D +D1 : B −→ B

x 7→ D(x) +D1(x)

Lema 1. Sean B un anillo, b ∈ B y D,D1 ∈ Der(B). Entonces bD −D1 ∈ Der(B).

Demostración. Sean x, y ∈ B. Note que

[bD −D1](x+ y) = bD(x+ y)−D1(x+ y)

= bD(x) + bD(y)− [D1(x) +D1(y)]

= [bD −D1](x) + [bD −D1](y).

Ahora,

[bD −D1](xy) = (bD)(xy)−D1(xy)

= bD(xy)−D1(xy)

= bD(x)y + bD(y)x− [D1(x)y +D1(y)x]

= y[bD(x)−D1(x)] + x[bD(y)−D1(y)]

= y[bD −D1](x) + x[bD −D1](y).

Por tanto bD −D1 ∈ Der(B).

Del lema anterior, tomando b = 1, se concluye que el conjunto Der(B) junto con la suma es

un subgrupo del grupo abeliano de homomorfismos de B y por tanto Der(B) es un grupo. Este

grupo junto con el producto por escalar tiene estructura de B- módulo como se muestra en el

siguiente teorema.

Teorema 2. Si A ≤ B, entonces Der(B) es un B-módulo y DerA(B) es un B-submódulo de

Der(B).

Demostración. Sea z ∈ B. A continuación se probará que Der(B) es un B-módulo.

1. Si x, y ∈ B y D ∈ Der(B), entonces

[(x+ y)D](z) = (x+ y)D(z)

= xD(z) + yD(z).

Luego (x+ y)D = xD + yD.
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2. Si x ∈ B y D1, D2 ∈ Der(B), entonces

[x(D1 +D2)](z) = x[(D1 +D2)(z)]

= x[D1(z) +D2(z)]

= xD1(z) + xD2(z)

= (xD1)(z) + (xD2)(z).

Por lo tanto, x(D1 +D2) = xD1 + xD2.

3. Si x, y ∈ B y D ∈ Der(B), entonces

[(xy)D](z) = (xy)D(z)

= x(yD(z))

= x(yD)(z).

De ah́ı que (xy)D = x(yD)

4. Claramente 1D = D.

De lo anterior se tiene que Der(B) es un B- módulo.

Ahora se muestra que DerA(B) es B-submódulo de Der(B). Como toda A−derivación de un

anillo B es en particular una derivación de B, se tiene que DerA(B) ⊆ Der(B). Además,

DerA(B) es un subgrupo de Der(B), para esto es suficiente ver que si D1, D2 ∈ DerA(B),

entonces D1(a)−D2(a) = 0− 0 = 0 para todo a ∈ A. Aśı D1 −D2 ∈ DerA(B).

Por otro lado, si x ∈ B y D ∈ DerA(B), entonces xD(a) = x0 = 0, para todo a ∈ A,y

aśı xD ∈ DerA(B).

A continuación se muestra cómo a través de iteraciones de composición de derivaciones es posible

obtener la n−ésima derivada para una derivación D de B.

Definición 7. Sea B un anillo y D una derivada en B. Se define recursivamente la n−ésima

derivada para D en b ∈ B como

1. D0(b) = IB(b) = b, donde IB es la función idéntica en B.

2. Dn(b) = D(Dn−1(b)) para n ≥ 1.

Una de las principales reglas al respecto es dada a continuación.
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Teorema 3. (Regla de Leibniz) Sea B es un anillo. Si D ∈ Der(B), x, y ∈ B y n ∈ N, entonces

Dn(xy) =
n∑
i=0

 n

i

Dn−i(x)Di(y).

Demostración. Se probará por inducción sobre n. En el caso de n = 1 la igualdad es verdadera

pues D ∈ Der(B). Sea n > 1. Suponga que la igualdad es válida para todo k < n, aśı se tiene

que

Dn(xy) = D
(
Dn−1(xy)

)
= D

n−1∑
i=0

 n− 1

i

Dn−1−i(x)Di(y)


=

n−1∑
i=0

 n− 1

i

D
(
Dn−1−i(x)Di(y)

)

=

n−1∑
i=0

 n− 1

i

(Dn−i(x)Di(y) +Dn−1−i(x)Di+1(y)
)

=
n−1∑
i=0

 n− 1

i

Dn−i(x)Di(y) +
n−1∑
i=0

 n− 1

i

Dn−1−i(x)Di+1(y)

=
n−1∑
i=0

 n− 1

i

Dn−i(x)Di(y) +
n∑
i=1

 n− 1

i− 1

Dn−i(x)Di(y)

= Dn(x)y +

n−1∑
i=1

 n− 1

i

+

 n− 1

i− 1

Dn−i(x)Di(y) + xDn(y)

= Dn(x)y +
n−1∑
i=1

 n

i

Dn−i(x)Di(y) + xDn(y)

=

n∑
i=0

 n

i

Dn−i(x)Di(y).

Luego la igualdad se cumple para todo n ∈ N.

Para finalizar esta sección, se presenta una relación para calcular D(bn) conociendo D(b), donde

D es una derivación de un anillo B y b ∈ B. Note que, dado f(t) =
n∑
i=0

bit
i ∈ B[t] = B[1], f(b) ∈ B

para cada b ∈ B, luego tiene sentido evaluar D en f(b). También se tiene que
n∑
i=0

D(bi)t
i ∈ B[t],

y se denota como f (D)(t).

El siguiente teorema muestra la relación entre las anteriores expresiones.
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Teorema 4. Sean B un anillo y D : B → B una derivación de B. Las siguientes afirmaciones

son verdaderas.

1. D(bn) = nbn−1D(b), para todo b ∈ B , n ∈ N y n ≥ 2.

2. Sea f(t) =
n∑
i=0

bit
i ∈ B[t] = B[1]. La siguiente igualdad se cumple para todo b ∈ B

D(f(b)) = f (D)(b) + f ′(b)D(b), (1.1)

donde f ′(b) =
n∑
i=1

ibib
i−1.

Demostración. Sean B un anillo, D : B → B una derivación, b ∈ B y n ∈ N.

1. Por inducción sobre n se prueba que D(bn) = nbn−1D(b).

Si n = 2, se tiene que

D(b2) = D(bb)

= D(b)b+ bD(b)

= 2bD(b)

= 2b2−1D(b).

Ahora suponiendo que la igualdad es verdadera para n = k > 2, esto esD(bk) = kbk−1D(b),

se prueba que la afirmación 1 se cumple para n = k + 1.

D(bk+1) = D(bkb)

= D(bk)b+ bkD(b)

= kbk−1D(b)b+ bkD(b)

= kbkD(b) + bkD(b)

= (k + 1)bkD(b)

= (k + 1)b(k+1)−1D(b).

Luego, por el principio de inducción matemática se tiene que, D(bn) = nbn−1D(b) para

todo n ≥ 2 con n ∈ N.

2. Ahora se probará que

D(f(b)) = f (D)(b) + f ′(b)D(b) (1.2)
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D(f(b)) = D

(
n∑
i=0

bib
i

)

=

n∑
i=0

D(bib
i)

=

n∑
i=0

[D(bi)b
i + biD(bi)]

=

n∑
i=0

D(bi)b
i +

n∑
i=0

biD(bi)

=

n∑
i=0

D(bi)b
i +

n∑
i=1

biib
i−1D(b)

= f (D)(b) + f ′(b)D(b).

Observación. Si bi ∈ ker(D), para todo i ∈ {1, 2, . . . , n} entonces la fórmula (1.2) se simplifica

a D(f(b)) = f ′(b)D(b).

1.1.2. Derivación en anillos de polinomios

Sea B = A[x1, x2, . . . , xn] = A[n] un anillo de polinomios. Por el Teorema 2 se sabe que DerA(B)

es un B-submódulo de Der(B). El objetivo fundamental en esta sección es mostrar que DerA(B)

es un B-módulo libre.

Observación. Si se considera el anillo de polinomios B = A[t] como una A-álgebra se tiene que

un conjunto generador de B es {t}. Por el Teorema 4, para definir una A-derivación en el anillo

B = A[1], basta conocer cómo actua la derivada en t.

Una derivación particular en el anillo de polinomios está dada por la siguiente definición.

Definición 8. Sea A un anillo y B = A[t]. Se define la aplicación d
dt : B → B por la formula

d
dt(

n∑
i=0

ait
i) =

n∑
i=0

iait
i−1 donde ai ∈ A para todo i ∈ {1, 2, ..., n}.

Del Teorema 3 se deduce que para tn ∈ B, d
dt(t

n) = ntn−1. En general, para p(t) =
n∑
i=0

ait
i ∈ B,

d
dt(p(t)) =

n∑
i=1

iait
i−1.

Notación: Para p(t) ∈ B se denota p′(t) = d
dt(p(t)). Análogamente, dado n ∈ N0,

p(n)(t) = dn

dtn (p(t)) denota la n−ésima derivada
(
d
dt

)n
(p(t)).

7



El núcleo de la derivada con respecto a t en K[t] depende de la caracteŕıstica de K. En general

calcular el núcleo de una derivación en B = K[n] es un problema abierto en álgebra conmutativa;

en este sentido cabe resaltar que este problema esta resuelto para n = 1, 2 y parcialmente resuelto

para n = 3, como se muestra en el siguiente teorema para n = 1:

Teorema 5. Sea D la derivada con respecto a t en K[t].

1. Si la caracteŕıstica de K es cero entonces ker(D) = K.

2. Si la caracteŕıstica de K es p > 0 entonces ker(D) = K[tp].

Demostración.

1. Sea K es un campo de caracteŕıstica cero, se prueba que ker(D) = K. Es claro que

K ⊆ Ker(D). Ahora si se toma q(t) =
m∑
i=0

ait
i ∈ ker(D), entonces se tiene que iai = 0,

para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}. Como la caracteŕıstica de K es cero entonces ai = 0 para todo

i ∈ {1, . . . , n}.Aśı, q(t) = a0 ∈ K de donde Ker(D) ⊆ K y ker(D) = K.

2. Sea K un campo de caracteŕıstica p > 0, entonces

a) K[tp] ⊆ Ker(D).

En efecto sea q(tp) =
m∑
i=0

ai(t
p)i ∈ K[tp], derivando se tiene queD(q(tp)) =

m∑
i=1

(pi)ait
(pi−1) =

m∑
i=1

i(pai)t
(pi−1), como la caracteŕıstica de K es p, entonces pai = 0 para todo i ∈

{1, 2, . . . , n} luego D(q(tp)) = 0 y q(tp) ∈ Ker(D).

b) Ker(D) ⊆ K[tp],

Se probará por contradición. Supóngase que existe un polinomio q(t) =
m∑
i=0

ait
i ∈

Ker(D) y que q(t) no está en K[tp], entonces existe un término j− ésimo no nulo

ajt
j de q(t), tal que j = kp + s donde k, p ∈ N y 0 < s < p. Derivando q(t) se tiene

que
m∑
i=1

iait
i−1 = 0, por igualdad de polinomios iai = 0 para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}, en

particular para j

jaj = 0

(kp+ s)aj = 0

saj = (s1)aj = 0.

Esto es una contradición, ya que aj 6= 0 y 0 < s1 6= 0. Por lo tanto, q(t) ∈ K[tp].
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De lo anterior Ker(D) = K[tp].

Ejemplo 2. Sean B = Z5[t] y D = d
dt . Esta es una Z5−derivación en B, además por el Teorema

4. se sabe que Ker(D) = Z5[t
5].

En particular, para p(t) = 4t5+3t+1, D(p(t)) = d
dt(4t

5+3t+1) = 3 y para q(t) = t20+2t15−t5+4,

la derivada

D(q(t)) = d
dt(t

20 + 2t15 − t5 + 4) = 0, ya que q ∈ Z5[t
5].

En general para un anillo de polinomios con n indeterminadas se puede definir la derivada con

respecto a alguna de sus variables aśı:

Definición 9. Sea A un anillo y B = A[x1, x2, . . . , xn] = A[n] el anillo de polinomios sobre A.

La derivada parcial, ∂
∂xi

es la única A-derivada de B definida por ∂
∂xi

(xi) = 1 y ∂
∂xi

(xj) = 0,

para todo i 6= j.

Observación. Sean A un anillo y el anillo de polinomios B = A[x1, x2, . . . , xn] = A[n] y

f1, f2, . . . , fn ∈ B. Como DerA(B) es un B−módulo entonces
n∑
i=1

fi
∂
∂xi
∈ DerA(B), aún más

cualquier A-derivación de B puede expresarse de esta forma, como se prueba a continuación.

Teorema 6. Sean A un anillo y B = A[x1, . . . , xn] = A[n]. Entonces:

1. Si D ∈ DerA(B) y f ∈ B entonces D(f) =
n∑
i=1

∂
∂xi
fD(xi).

2. Si f1, f2, ..., fn ∈ A[n] entonces existe una única A−derivación D de B, tal que

D(xi) = fi para todo i ∈ 1, 2, ..., n. Esta derivación es dada por D = f1
∂
∂x1

+ · · ·+ fn
∂
∂xn

.

Demostración.

1. Sea D ∈ DerA(B) y se verifica que el conjunto M = {g ∈ A[n];D(g) =
n∑
i=1

∂
∂xi
gD(xi)} es

una A−subálgebra de B:

a) Primero se prueba que M es un subanillo de B.

1) Para cada a ∈ A, se tiene que D(a) = 0 ya que D ∈ DerA(B), y
n∑
i=1

∂
∂xi
aD(xi) =

n∑
i=1

0D(xi) = 0 = D(a), aśı M 6= ∅.
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2) Sean f, g ∈M , entonces

D(f)−D(g) =

n∑
i=1

∂

∂xi
fD(xi)−

n∑
i=1

∂

∂xi
gD(xi);

D(f − g) =

n∑
i=1

∂

∂xi
(f − g)D(xi).

Luego, f − g ∈M .

3) Además si f, g ∈M entonces fg ∈M . Veamos:

D(fg) = fD(g) + gD(f)

= f
n∑
i=1

∂

∂xi
gD(xi) + g

n∑
i=1

∂

∂xi
fD(xi)

=
n∑
i=1

[
f
∂

∂xi
g + g

∂

∂xi

]
fD(xi)

=
n∑
i=1

∂

∂xi
(fg)D(xi).

Luego, M 6 B.

b) Ahora se prueba que si g ∈M y a ∈ A, entonces ag ∈M .

D(ag) = aD(g) + gD(a)

= a
n∑
i=1

∂

∂xi
gD(xi) + g0

=
n∑
i=1

a
∂

∂xi
gD(xi) + g

∂

∂xi
aD(xi)

=
n∑
i=1

∂

∂xi
(ag)D(xi).

De ah́ı que ag ∈M . Luego, M es una A-subálgebra de B.

Además, xi ∈M para todo i ∈ {1, 2, ..., n}, ya que ∂
∂xi

(xi) = 1 y ∂
∂xi

(xj) = 0 para i 6= j,

entonces se tiene que
n∑
j=1

∂
∂xj

(xi)D(xj) = ∂
∂xi

(xi)D(xi) = 1D(xi) = D(xi). Como {x1, x2, ..., xn}

genera a B, entonces M = B.

2. Por la anterior observación se sabe que D =
n∑
i=1

fi
∂
∂xi
∈ DerA(B) y D(xi) = fi para

todo i = 1, 2, ..., n. Para probar la unicidad se supone que D1 ∈ DerA(B) y que satisface
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D1(xi) = fi.

Ahora si f ∈ B, por el item(1) se tiene que:

D1(f) =

n∑
i=1

∂

∂xi
fD1(xi)

=

n∑
i=1

∂

∂xi
ffi

= D(f).

Luego D1 = D y esta derivación es única.

El teorema anterior permite concluir que si A es un anillo y B = A[x1, x2, . . . , xn] = A[n],

entonces DerA(B) es un B-módulo libre con base
{

∂
∂x1

, ∂
∂x2

, . . . , ∂
∂xn

}
.

Ejemplo 3. Sean B = Z4[x, y] y f1(x, y) = 2x − y, f2(x, y) = 3x2 − 1 ∈ B, si se considera la

Z4-derivación D : B −→ B, tal que D(x) = f1 y D(y) = f2 entonces D = f1
∂
∂x + f2

∂
∂y y para:

1. f(x, y) = 2x− 3y ∈ B se tiene que

D(f) = (2x− y)
∂

∂x
(2x− 3y) + (3x2 − 1)

∂

∂y
(2x− 3y)

= (2x− y)2 + (3x2 − 1)(−1)

= −2y − 3x2 + 1

= x2 + 2y + 1.

2. g(x, y) = 2x2y2 − 3 ∈ B se tiene que

D(g) = (2x− y)
∂

∂x
(2x2y2 − 3) + (3x2 − 1)

∂

∂y
(2x2y2 − 3)

= (2x− y)0 + (3x2 − 1)0

= 0.

Entonces g ∈ ker(D).

Para finalizar esta sección, se determinará bajo que condiciones el núcleo de una derivación D

de un anillo B es algebraicamente cerrado en B.
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Definición 10. Sean A ≤ B anillos. Un elemento b ∈ B es algebraico sobre A si existe un

polinomio no cero f ∈ A[t] tal que f(b) = 0; si b no es algebraico sobre A, se dice que b es

transcendental sobre A y se dice que A es algebraicamente cerrado en B si cada elemento de

B\A es trascendental sobre A.

Lema 2. Si B es un dominio de caracteŕıstica cero y D ∈ Der(B) ,entonces ker(D) es alge-

braicamente cerrado en B.

Demostración. Sea A = ker(D) ≤ B y consideremos b ∈ B algebraico sobre A, es decir existe un

polinomio no cero f =
n∑
i=1

bit
i ∈ A[t] de grado minimal tal que f(b) = 0 entonces 0 = D(f(b)),

luego por la ecuación (1.1) se tiene que

0 = D(f(b)) = f (D)(b) + f ′(b)D(b)

=
n∑
i=0

D(bi)b
i + f ′(b)D(b).

Como bi ∈ A[t] entonces D(bi) = 0 para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}, por tanto

f ′(b)D(b) = 0.

Dado que f es el polinomio de grado minimal tal que f(b) = 0, entonces f ′(b) 6= 0, asi D(b) = 0

luego b ∈ ker(D) = A. Esto indica que no hay elementos algebraicos de B\A sobre A.

Observación. Sea B un anillo de caracteŕıstica n > 0 y sea 0 6= D ∈ Der(B). Para cada b ∈ B

es facil probar que bn ∈ ker(D). En efecto, dado que la caracteŕıstica de B es n y bn−1 ∈ B, se

tiene que D(bn) = nbn−1D(b) = 0. Es decir, bn ∈ ker(D).

De lo anterior se puede concluir que, ker(D) no es algebraicamente cerrado en B, ya que para

cualquier elemento b ∈ B, existe p(x) = xn − bn ∈ ker(D)[x] tal que p(b) = bn − bn = 0, de

aqúı que b es algebraico sobre ker(D), luego ker(D) no es algebraicamente cerrado en B.
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1.1.3. Derivación Jacobiana en K[n]

Se puede construir una derivada en el anillo de polinomios B = K[n] como en la Definición 12

y se denomina Derivación Jacobiana. El estudio de esta derivación es de gran importancia para

el desarrollo de este trabajo, como se vera más adelante está estrechamente relacionada con el

Problema de Extendibilidad.

Definición 11. Sea B = K[x1, x2, . . . , xn] = K[n] y f = (f1, f2, . . . , fn) ∈ Bn, se define la matriz

jacobiana de f por

J(f) =



∂
∂x1

(f1)
∂
∂x2

(f1) · · · ∂
∂xn

(f1)

∂
∂x1

(f2)
∂
∂x2

(f2) · · · ∂
∂xn

(f2)
...

. . .

∂
∂x1

(fn) ∂
∂x2

(fn) · · · ∂
∂xn

(fn)


Definición 12. Sean B = K[x1, x2, . . . , xn] = K[n] y f = (f1, f2, . . . , fn−1) ∈ Bn−1, se define la

Derivada Jacobiana ∆f en g ∈ B por

∆f (g) = det(J(f, g)), donde J(f, g) es la matriz jacobiana de (f1, f2, . . . , fn−1, g) ∈ Bn.

Un resultado clásico con relación a esta derivación se presenta en el siguiente teorema.

Teorema 7. Si B, f y ∆f son como en la definición anterior, entonces ∆f ∈ DerK(B).

Demostración. Para g, h elementos de B, se tiene que

∆f(g + h) = det

(
∂

∂(x1, x2, . . . , xn−1, xn)
(f, g + h)

)

= det



∂
∂x1

(f1)
∂
∂x2

(f1) · · · ∂
∂xn

(f1)

∂
∂x1

(f2)
∂
∂x2

(f2) · · · ∂
∂xn

(f2)
...

. . .

∂
∂x1

(fn−1)
∂
∂x2

(fn−1) · · · ∂
∂xn

(fn−1)

∂
∂x1

(g + h) ∂
∂x2

(g + h) · · · ∂
∂xn

(g + h)
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= det



∂
∂x1

(f1)
∂
∂x2

(f1) · · · ∂
∂xn

(f1)

∂
∂x1

(f2)
∂
∂x2

(f2) · · · ∂
∂xn

(f2)
...

. . .

∂
∂x1

(fn−1)
∂
∂x2

(fn−1) · · · ∂
∂xn

(fn−1)

∂
∂x1

(g) + ∂
∂x1

(h) ∂
∂x2

(g) + ∂
∂x2

(h) · · · ∂
∂xn

(g) + ∂
∂xn

(h)



= det



∂
∂x1

(f1) · · · ∂
∂xn

(f1)

∂
∂x1

(f2) · · · ∂
∂xn

(f2)
...

. . .

∂
∂x1

(fn−1) · · · ∂
∂xn

(fn−1)

∂
∂x1

(g) · · · ∂
∂xn

(g)


+ det



∂
∂x1

(f1) · · · ∂
∂xn

(f1)

∂
∂x1

(f2) · · · ∂
∂xn

(f2)
...

. . .

∂
∂x1

(fn−1) · · · ∂
∂xn

(fn−1)

∂
∂x1

(h) · · · ∂
∂xn

(h)



= ∆f(g) + ∆f(h).

∆f(gh) = det

(
∂

∂(x1, x2, . . . , xn−1, xn)
(f, gh)

)

= det



∂
∂x1

(f1)
∂
∂x2

(f1) · · · ∂
∂xn

(f1)

∂
∂x1

(f2)
∂
∂x2

(f2) · · · ∂
∂xn

(f2)
...

. . .

∂
∂x1

(fn−1)
∂
∂x2

(fn−1) · · · ∂
∂xn

(fn−1)

∂
∂x1

(gh) ∂
∂x2

(gh) · · · ∂
∂xn

(gh)
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= det



∂
∂x1

(f1)
∂
∂x2

(f1) · · · ∂
∂xn

(f1)

∂
∂x1

(f2)
∂
∂x2

(f2) · · · ∂
∂xn

(f2)
...

. . .

∂
∂x1

(fn−1)
∂
∂x2

(fn−1) · · · ∂
∂xn

(fn−1)

h ∂
∂x1

(g) + g ∂
∂x1

(h) h ∂
∂x2

(g) + g ∂
∂x2

(h) · · · h ∂
∂xn

(g) + g ∂
∂xn

(h)



= det



∂
∂x1

(f1) · · · ∂
∂xn

(f1)

∂
∂x1

(f2) · · · ∂
∂xn

(f2)
...

. . .

∂
∂x1

(fn−1) · · · ∂
∂xn

(fn−1)

h ∂
∂x1

(g) · · · h ∂
∂xn

(g)


+ det



∂
∂x1

(f1) · · · ∂
∂xn

(f1)

∂
∂x1

(f2) · · · ∂
∂xn

(f2)
...

. . .

∂
∂x1

(fn−1) · · · ∂
∂xn

(fn−1)

g ∂
∂x1

(h) · · · g ∂
∂xn

(h)



= hdet



∂
∂x1

(f1) · · · ∂
∂xn

(f1)

∂
∂x1

(f2) · · · ∂
∂xn

(f2)
...

. . .

∂
∂x1

(fn−1) · · · ∂
∂xn

(fn−1)

∂
∂x1

(g) · · · ∂
∂xn

(g)


+ gdet



∂
∂x1

(f1) · · · ∂
∂xn

(f1)

∂
∂x1

(f2) · · · ∂
∂xn

(f2)
...

. . .

∂
∂x1

(fn−1) · · · ∂
∂xn

(fn−1)

∂
∂x1

(h) · · · ∂
∂xn

(h)



= h∆f(g) + g∆f(h).

Luego ∆f ∈ Der(B).
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Sea k ∈ K. Entonces

∆f(k) = det

(
∂

∂(x1, x2, . . . , xn−1, xn)
(f, k)

)

= det



∂
∂x1

(f1)
∂
∂x2

(f1) · · · ∂
∂xn

(f1)

∂
∂x1

(f2)
∂
∂x2

(f2) · · · ∂
∂xn

(f2)
...

. . .

∂
∂x1

(fn−1)
∂
∂x2

(fn−1) · · · ∂
∂xn

(fn−1)

∂
∂x1

(k) ∂
∂x2

(k) · · · ∂
∂xn

(k)



= det



∂
∂x1

(f1)
∂
∂x2

(f1) · · · ∂
∂xn

(f1)

∂
∂x1

(f2)
∂
∂x2

(f2) · · · ∂
∂xn

(f2)
...

. . .

∂
∂x1

(fn−1)
∂
∂x2

(fn−1) · · · ∂
∂xn

(fn−1)

0 0 · · · 0


= 0

De lo anterior, se tiene que ∆f ∈ DerK(B).

Nota 1. Si g = fi para algún i ∈ {1, 2, . . . n− 1} entonces ∆f (g) = ∆f (fi) = 0 y como ker(∆f )

es un subanillo de B se tiene que K[f1, f2, . . . , fn−1] ⊆ ker(∆f).

Ejemplo 4. Sean f1 = x2 + y2 y f2 = xy + yz + xz elementos de B = R[x, y, z] = R[3]. Si

consideramos f = (f1, f2) ∈ B2 entonces la derivación jacobiana D = ∆f : B → B para h ∈ B

esta dada por

∆f (h) = det


2x 2y 0

y + z x+ z y + x

∂h
∂x

∂h
∂y

∂h
∂z


Y para los elementos generadores de B

∆f (x) = det


∂
∂x(f1)

∂
∂y (f1)

∂
∂z (f1)

∂
∂x(f2)

∂
∂y (f2)

∂
∂z (f2)

1 0 0


16



= det


2x 2y 0

y + z x+ z x+ y

1 0 0


= 2y2 + 2yz := g1.

∆f (y) = det


∂
∂x(f1)

∂
∂y (f1)

∂
∂z (f1)

∂
∂x(f2)

∂
∂y (f2)

∂
∂z (f2)

0 1 0



= det


2x 2y 0

y + z x+ z x+ y

0 1 0


= −2x2 − 2xy := g2.

∆f (z) = det


∂
∂x(f1)

∂
∂y (f1)

∂
∂z (f1)

∂
∂x(f2)

∂
∂y (f2)

∂
∂z (f2)

0 0 1



= det


2x 2y 0

y + z x+ z x+ y

0 0 1


= 2x2 + 2xz − 2yz − 2y2 := g3.

Luego, como ∆f ∈ DerR(B) por el Teorema 7 para cada h ∈ B se tiene que ∆f (h) = g1
∂h
∂x +

g2
∂h
∂y + g3

∂h
∂z .
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Capı́tulo 2
DERIVACIONES LOCALMENTE

NILPOTENTES

En este capitulo se presentan algunos resultados básicos sobre la teoŕıa de derivaciones local-

mente nilpotentes, que son fundamentales para el desarrollo de este trabajo.

2.1. Conceptos y Resultados Básicos

Definición 13. Sean B un anillo y D ∈ Der(B). Se define el conjunto

Nil(D) = {x ∈ B, ∃n ∈ N|Dn(x) = 0}

Observación. El núcleo de una derivación D está contenido en Nil(D) ya que para x ∈ ker(D)

existe n = 1 tal queD1(x) = D(x) = 0. Además,Nil(D) es una subálgebra deB como se muestra

en el siguiente teorema.

Teorema 8. Sean B un anillo y D ∈ Der(B). Entonces el conjunto Nil(D) es una A−subálge-

bra de B, donde A = ker(D).

Demostración. 1 ∈ Nil(D) ya que 1 ∈ ker(D).

Sean x, y ∈ Nil(D). Entonces existen n,m ∈ N tales que Dn(x) = Dm(y) = 0.
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Considere M = máx{m,n}, luego existen k, t ∈ N tales que M = k + n y M = t+m. Aśı

DM (x− y) = DM (x) +DM (−y)

= DM (x)−DM (y)

= Dk+n(x)−Dt+m(y)

= Dk(Dn(x))−Dt(Dm(y))

= Dk(0)−Dt(0)

= 0− 0 = 0.

Por lo tanto x− y ∈ Nil(D).

Ahora, usando la regla de Leibniz se tiene que

Dm+n(xy) =

m+n∑
i=0

 m+ n

i

Dm+n−i(x)Di(y)

=
m+n∑
i=0

 m+ n

i

Dm+n−i(x)Di(y)︸ ︷︷ ︸
(1,1)

.

Como 0 ≤ i ≤ m+ n, se consideran dos casos para i con respecto a m.

1. Si i ≥ m, entonces

Di(y) = Di−m(Dm(y))

= Di−m(0)

= 0.

Luego Dm+n−i(x)Di(y) = 0.

2. Ahora si i < m, entonces m + n− i = (m− i) + n > n. Luego Dm+n−i(x) = 0, de donde

se tiene que Dm+n−i(x)Di(y) = 0.

De 1 y 2 se concluye que Dm+n−i(x)Di(y) = 0, para todo i ∈ N es decir, Dm+n(xy) = 0. Por

lo tanto xy ∈ Nil(D). De lo anterior se concluye que Nil(D) es un subanillo de B. Además, si

a ∈ ker(D), x ∈ Nil(D) y n ∈ N, entonces Dn(ax) = anDn(x), de ah́ı que facilmente se verifica

ax ∈ Nil(D).

El estudio de las derivaciones D de un anillo B que satisfacen la propiedad Nil(D) = B es

fundamental para el desarrollo de este trabajo. A continuación se presentan hechos importantes

con relación a este tipo de derivaciones.
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Definición 14. Sea B un anillo. Una derivación D de B es localmente nilpotente si y solo si

Nil(D) = B.

En otras palabras una derivación D de un anillo B es localmente nilpotente si para cada b ∈ B,

existe n ∈ N tal que Dn(b) = 0. El conjunto de todas las derivaciones localmente nilpotentes de

un anillo B se denota por LND(B).

Cada derivación localmente nilpotente de un anillo B induce una función grado de B en N∪{−∞}

como sigue.

Definición 15. Sean B un anillo y D ∈ LND(B). Se define la función

degD : B → N ∪ {−∞}

dada por degD(x) =máx{n ∈ N|Dn(x) 6= 0} para x ∈ B\{0} y degD(0) = −∞.

Observación. Si degD(x) = n para x ∈ B\{0}, entonces Dn(x) 6= 0 y Dn+1(x) = 0.

Ejemplo 5. Sean A un anillo, B = A[t] = A[1] y D = d
dt la derivada con respecto a t de B.

Entonces t ∈ Nil(D), luego si p(t) =
n∑
i=0

ait
i ∈ B , se tiene que p(t) ∈ Nil(D) por ser Nil(D)

una A−subálgebra de B. Aśı se concluye que, en este caso, Nil(D) = B y por tanto d
dt es una

derivación localmente nilpotente de B.

En el caso en que A sea un dominio de caracteŕıstica cero, la función degD asociada a la derivada

con respecto a t coincide con la función grado definida en B, la cual asigna a cada polinomio

su grado. En efecto, si p(t) =
∑n

i=0 ait
i es un polinomio de grado n ( an 6= 0), se sabe que

d
dt

n+1
(p(t)) = 0 y d

dt

n
(p(t)) = n!an, como an 6= 0 y la caracteŕıstica de A es cero entonces

n!an 6= 0 esto indica que degD(p(t)) = n.

Ejemplo 6. Sean A un anillo y B = A[x1, ..., xn] = A[n]. La derivada parcial ∂
∂xi
∈ LND(B)

para todo i ∈ {1, 2, ..., n} ya que para p(x1, x2, . . . , xn) ∈ B \ {0}, ( ∂
∂xi

)mi+1[p(x1, . . . , xn)] = 0

donde mi es el grado de p(x1, x2, . . . , xn) en la variable xi.

Teorema 9. Sean B un anillo, D ∈ LND(B) y A = ker(D). Entonces

1. Si a ∈ A entonces (aD)n = anDn para todo n ∈ N.

2. Si a ∈ A entonces aD ∈ LND(B).

Demostración. Sean B un anillo, D ∈ LND(B) y A = ker(D)
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1. Sean a ∈ A y x ∈ B, por inducción matemática sobre n ∈ N se muestra que (aD)n = anDn.

Para n = 0:

(aD)0(x) = x

= 1x

= a0D(x)

Para n = 1:

(aD)1(x) = aD(x)

= a1D1(x)

Para n = 2:

(aD)2(x) = (aD)[(aD)(x)]

= (aD)[aD(x)]

= aD[aD(x)]

= a(D(a)D(x) + aD2(x))

= a(aD2(x))

= a2D2(x)

Luego (aD)2(x) = a2D2(x) para todo x ∈ B.

Ahora suponga que (aD)k = akDk, para todo n ≤ k. Se debe probar que, (aD)k+1(x) =

ak+1Dk+1(x) con x ∈ B

(aD)k+1(x) = (aD)[(aD)k(x)]

= (aD)[akDk(x)]

= a(D(ak)Dk(x) + akDk+1(x))

= a(kak−1D(a)Dk(x) + akDk+1(x))

= a(akDk+1(x))

= ak+1Dk+1(x)

Luego (aD)k+1(x) = ak+1Dk+1(x).

Por lo tanto (aD)n = anDn, para todo n ∈ N.
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2. Sea a ∈ A, se debe mostrar que aD ∈ LND(B), es decir, para cada elemento x ∈ B existe

n ∈ N tal que (aD)n(x) = 0.

Dado que D ∈ LND(B), para cada x ∈ B existe n ∈ N tal que Dn(x) = 0 y por 1 se tiene

que

(aD)n(x) = anDn(x)

= an0

= 0.

Aśı, aD ∈ LND(B).

Observación. El conjunto de derivaciones localmente nilpotentes de un anillo B no tiene

estructura de anillo, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7. Para B = K[x, y] = K[2] se sabe que { ∂∂x ,
∂
∂y} es una base para DerK(B) y como

cada derivada parcial es una derivación localmente nilpotente de B, se puede pensar que cualquier

K-derivación de B es una derivación localmente nilpotente de B.

Sin embargo, si D = y ∂
∂x + x ∂

∂y ∈ DerK(B), x, y /∈ Nil(D). En efecto, dado que D(x) = y,

D(y) = x para n ∈ N se tiene que

Dn(x) =

 x, si n es par

y, si n es impar

Verificar que una derivación de un anillo de polinomios es localmente nilpotente, no es fácil. Por

ejemplo, ¿las derivaciones D1 = x ∂
∂y y D2 = y ∂

∂x del anillo B = K[x, y] = K[2], son localmente

nilpotentes?, responder a esta pregunta a partir de la definición de derivación localmente nilpo-

tente es complejo, aunque la respuesta es afirmativa. El lema siguiente muestra un criterio que

permite decidir si una derivación de un anillo de polinomios es localmente nilpotente; antes de

enunciarlo es necesario tener en cuenta la siguiente definición.

Definición 16. Sean A un anillo y B = A[x1, x2, ..., xn] = A[n]. Una derivación D : B → B es

triangular si D(A) = {0}, D(xi) ∈ A[x1, x2, . . . , xi−1] para todo i ∈ {2, ..., n} y D(x1) ∈ A.

Observación. De acuerdo con la definición anterior, toda derivación triangular D de B = A[n]

es una A-derivación de B.
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Lema 3. Sean A un anillo y B = A[x1, x2, ..., xn] = A[n]. Entonces toda derivación triangular

de B es localmente nilpotente.

Demostración. Sea D : B → B una derivación triangular. Para demostrar que D es una deriva-

ción localmente nilpotente se debe mostrar que B = A[x1, x2, ..., xn] ⊆ Nil(D).

Sea x1 ∈ B, como D es triangular D(x1) = a ∈ A, luego existe n = 2 ∈ N tal que

D2(x1) = D(D(x1)) = D(a) = 0, aśı x1 ∈ Nil(D).

Ahora para x2 ∈ B, se tiene que D(x2) ∈ A[x1] ⊆ Nil(D), luego existe n ∈ N tal que

Dn(D(x2)) = 0, aśı n+ 1 ∈ N y Dn+1(x2) = 0, por tanto x2 ∈ Nil(D).

Mediante un proceso inductivo se concluye que, x1, x2, ..., xn ∈ Nil(D) y como Nil(D) es una

A-subálgebra de B, se tiene que A[x1, x2, ..., xn] ⊆ Nil(D). Por lo tanto, B = Nil(D). Esto es,

D es una derivación localmente nilpotente de B.

Ejemplo 8. Sea B = K[x, y] = K[2] un anillo de polinomios. Las derivaciones D1 = x ∂
∂y ,

D2 = y ∂
∂x de B son triangulares ya que para D1 se tiene que

D1(K) = 0.

D1(x) = 0 ∈ K.

D1(y) = x ∈ K[x].

Y para D2 si se considera la igualdad K[x, y] = K[y, x],

D2(K) = 0.

D2(y) = 0 ∈ K.

D2(x) = y ∈ K[y].

Por el Lema anterior se concluye que las derivaciones D1 y D2 son derivaciones localmente

nilpotentes.

A continuación se estudiarán algunos resultados básicos de derivaciones en un anillo cociente.

Si B es un anillo, D ∈ Der(B) y S es un subconjunto multiplicativamente cerrado de A =

Ker(D), entonces la función

S−1D : S−1B → S−1B
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definida por la fórmula

S−1D
(r
s

)
=
D(r)

s

para r ∈ B y s ∈ S, es una derivación S−1B que extiende D.

En efecto para x
s ,

y
t ∈ S

−1B se tiene que

S−1D
(x
s
− y

t

)
= S−1D

(
xt− ys
st

)
=
D(xt− ys)

st

=
D(xt)−D(ys)

st
,

dado que S ⊆ A = ker(D) lo anterior es iagual a

tD(x)− sD(y)

st

=
D(x)

s
− D(y)

t

= S−1D
(x
s

)
− S−1D

(y
t

)
.

Además S−1D es un homomorfismo de S−1A- módulos ya que si a
r ∈ S

−1A se tiene que

S−1D
((a

r

)(x
s

))
= S−1D

(ax
rs

)
=
D(ax)

rs

y como a ∈ A = ker(D) lo anterior es igual a

aD(x)

rs

=
a

r

D(x)

s

=
a

r
S−1D

(x
s

)
Luego S−1D : S−1B → S−1B es un homomorfismo de S−1A-módulos.

Ahora, una pregunta natural es ¿ si D es localmente nilpotente es S−1D localmente nilpotente?.

El siguiente teorema muestra que en efecto, cuando B es un dominio de caracteŕıstica cero S−1D

es localmente nilpotente .

Teorema 10. Sean B un dominio de caracteŕıstica cero, D ∈ LND(B), con D 6= 0,

A = ker(D) y S ⊆ A un subconjunto multiplicativamente cerrado. Entonces

1. S−1D ∈ LND(S−1B).
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2. ker(S−1D) = S−1A.

Demostración. 1. Si D ∈ LND(B) y S ⊂ kerD, sea r
s ∈ S

−1D; luego

(S−1D)
(
r
s

)
= D(r)

s . Por inducción sobre n se tiene que (S−1D)n
(
r
s

)
= Dn(r)

s y de Dn(r) =

0 se tiene (S−1D)n
(
r
s

)
= 0. Es decir, S−1D es localmente nilpotente.

2. Dado a
s ∈ S

−1B tenemos que S−1D
(
a
s

)
= D(a)

s , de ah́ı que claramente S−1A ⊆ KerS−1D.

Para la otra inclusión, se tiene que D(a)
s = 0 si y solo si D(a) = 0. Luego kerS−1D = S−1A

2.2. Derivaciones localmente nilpotentes de Q-álgebras

Dado que B = C[X] = C[n] es una Q− álgebra y que el problema de extendibilidad está definido

en B, se requiere estudiar algunos resultados básicos sobre derivaciones localmente nilpotentes

definidas en Q−álgebras, los cuales son fundamentales para abordar el objetivo principal de este

trabajo que es presentar la relación que existe entre las derivaciones localmente nilpotentes y el

problema de extendibilidad.

Teorema 11. Si B es una Q-álgebra, entonces Der(B) = DerQ(B).

Demostración. Como B es una Q-álgebra, Q ≤ B. Aśı se puede hablar del conjunto

DerQ(B) ⊆ Der(B).

Para mostrar que Der(B) = DerQ(B) solo resta verificar que Der(B) ⊆ DerQ(B).

Sea D ∈ Der(B) se debe mostrar que D(Q) = 0. Dado que Q es el cuerpo de fracciones

del dominio entero Z, basta mostrar que la derivada se anula en cada entero y en su inverso

multiplicativo.

Verifiquemos que D(Z) = {0}. Como < 1 >= Z, es suficiente mostrar que D(1) = 0.

D(1) = D(12)

= 2D(1)

y como B es un dominio de caracteŕıstica cero D(1) = 0. Ahora se muestra que para cada
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n ∈ Z\{0} D(n−1) = D(1/n) = 0. Como

0 = D(1) = D(nn−1)

= n−1D(n) + nD(n−1)

= nD(n−1)

y n 6= 0, entonces D(n−1) = 0.

En general, para m
n ∈ Q

D
(m
n

)
= D(mn−1)

= n−1D(m) +mD(n−1)

= 0 + 0 = 0.

Es decir, D ∈ DerQ(B).

De lo anterior, se concluye que para el anillo de polinomios B = Q[x1, x2, ..., xn] = Q[n], toda

derivación definida en B es una Q-derivación (Q ⊆ ker(D)).

Definición 17. Sea B una Q-álgebra. Dada D ∈ LND(B) se define la función

ξD : B → B[t]

b 7→
∑
n∈N

1

n!
Dn(b)tn

llamada la función exponencial asociada a D.

Observación. Para cada b ∈ B,
∑

n∈N
1
n!D

n(b)tn es un polinomio en B[t], ya que

D ∈ LND(B) y ξD(b) =
∑degD(b)

i=0
1
n!D

n(b)tn.

Ejemplo 9. Sean B = Q[x] = Q[1] y D = d
dx . Para p(x) = x2 + 1 ∈ Q[x] la función ξD asociada

a D, asigna a p(x) el polinomio, ξD(p(x)) =
∑

n∈N
1
n!D

n(x2 + 1)tn y como degD(p(x)) = 2

entonces

ξD(p(x)) =

2∑
n=0

1

n!
Dn(x2 + 1)tn

= D0(x2 + 1) +D1(x2 + 1)t+
1

2!
D2(x2 + 1)t2

= (x2 + 1) + (2x)t+
1

2
(2)t2

= x2 + 1 + 2xt+ t2 ∈ Q[x, t].
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Teorema 12. Sean B una Q-álgebra y D ∈ LND(B). Entonces la función ξD : B → B[t] es

un homomorfismo inyectivo de A-álgebras, donde A = ker(D).

Demostración. Veamos que ξD es inyectiva. Para ello se considera x, y ∈ B y

ξD(x) = ξD(y)∑
n∈N

1

n!
Dn(x)tn =

∑
n∈N

1

n!
Dn(y)tn

por igualdad de polinomios se tiene que

1

i!
Di(x)ti =

1

i!
Di(y)ti

Di(x) = Di(y)

Di(x− y) = 0

para todo i ∈ N, en particular con i = 0, se tiene D0(x− y) = x− y = 0, entonces x = y.

Aśı ξD es inyectiva.

Ahora se prueba que ξD es un homomorfismo de A-álgebras donde A = ker(D).

Sean x, y ∈ B y a ∈ A. Luego D(ax+ y) = aD(x) +D(y) y por inducción sobre n se tiene que

Dn(ax + y) = aDn(x) + Dn(y) para todo n ∈ N, y por tanto ξ(ax + y) = aξ(x) + ξ(y). Resta

probar que ξ(xy) = ξ(x)ξ(y), esto es,(∑
i∈

N
1

i!
Di(x)ti

)∑
j∈N

1

j!
Dj(y)tj

 =

(∑
n∈N

1

n!
Dn(xy)tn

)
. (2.1)

Ahora, el coeficiente de tn em ξ(x)ξ(y) es

∑
i+j=n

1

i!

1

j!
Di(x)Dj(y) =

1

n!

∑
i+j=n

n!

i!j!
Di(x)Dj(y)

=
1

n!

n∑
j=0

 n

j

Dn−j(x)Dj(y) =
1

n!
Dn(xy)

donde la última igualdad sigue de la regla de Leibniz. Luego la igualdad (2.1) es válida. Se

concluye que ξ es um homomorfismo de A-álgebras.

En particular si D es la función nula, ξD es la función inclusión.

Lema 4. Sea B una Q-álgebra y D ∈ LND(B). Entonces ξD es la función inclusión si y solo

si D = 0.
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Demostración. ⇒). Se tiene que ξD : B → B[t] es la función inclusión, es decir ξD(b) = b para

b ∈ B. Luego ∑
n∈N

1

n!
Dn(b)tn = b

Por igualdad de polinomios se tiene que 1
n!D

n(b) = 0 para todo n ≥ 1. Como B es un anillo de

caracteŕıstica cero por ser una Q-álgebra, entonces Dn(b) = 0 para todo n ≥ 1. En particular

para n = 1, D(b) = 0 esto es D = 0.

⇐). Si D es la derivación nula, claramente ξD(b) =
∑

n∈N
1
n!D

n(b)tn = b. Es decir, ξD es la

función inclusión.

Ejemplo 1. Sean B = C[x, y, z] = C[3] y D = x ∂
∂y + y ∂

∂z . Dado que D es una derivación

triangular D ∈ LND(B). Teniendo en cuenta que ξD : B → B[t] es un homomorfismo de C-

algebras, ξD esta descrito por las imágenes de los generadores de B como C-álgebra y en este

caso ξD(x) = 0, ξD(y) = xt y ξD(z) = yt+ 1
2xt

2.

2.3. Slice y Preslice

El objetivo ahora es determinar cuándo B = A[1] con A siendo el núcleo de una derivación

localmente nilpotente.

Definición 18. Sean B un anillo, D ∈ LND(B) y s ∈ B. Se dice que s es un slice de D si

D(s) = 1 y s es un preslice de D si D(s) 6= 0 y D2(s) = 0.

Ejemplo 10. Sea B = C[x, y, z] = C[3]. Entonces

1. x es un slice de ∂
∂x ∈ LND(B), ya que ∂

∂x(x) = 1.

2. Si D ∈ LND(B) es tal que D(z) = y, D(y) = x, D(x)=0, entonces para f ∈ B.

D(f) = fxD(x) + fyD(y) + fzD(z)

= xfy + yfz

esto es D(B) está incluido en el ideal de B generado por x e y, por lo tanto D no tiene slice.

Del ejemplo anterior se puede concluir que no toda derivación localmente nilpotente de una ani-

llo B posee un slice. En la actualidad, el problema de determinar condiciones para la existencia
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de un slice se conoce como El Problema del Slice.

La existencia de un slice en una derivación localmente nilpotente definida en una Q-álgebra,

garantiza que B es un anillo de polinomios sobre el núcleo de D como se demuestra en el

siguiente teorema.

Teorema 13. Sea B un dominio que contiene a Q. Si D ∈ LND(B) tiene un slice s ∈ B

entonces B = A[s] = A[1] donde A = ker(D) y D = d
ds : A[s]→ A[s].

Demostración. Sea s ∈ B con D(s) = 1 y

f(t) =
n∑
i=0

ait
i ∈ A[t]\{0}

donde n ≥ 0, ai ∈ A y an 6= 0. Del Teorema 4 se tiene que D(f(s)) = f ′(s)D(s) = f ′(s) y por

inducción Dj(f(s)) = Dj
(∑n

i=0 ais
i
)

= f (j)(s) para todo j ∈ N, donde f (j)(t) ∈ A[t] indica la

j-ésima derivada de f . En particular, Dn(f(s)) = n!an 6= 0 y por tanto f(s) 6= 0. Luego s es

trascendente sobre A, esto es, A[s] = A[1]. Ahora se prueba que B = A[1]. Si se considera la

función ξ : B → B dada por

ξ(x) =
∞∑
j=0

Dj(x)

j!
(−s)j ,

para cada x ∈ B. Siendo γ = −s y c = b se sigue del Teorema 12 que ξ es un homomorfismo de

A-álgebras y que

D(ξ(x)) =

∞∑
j=0

Dj+1(x)(−s)j

j!
+

∞∑
j=0

Dj(x)

j!
j(−s)j−1(−1) = 0.

Luego ξ(B) ⊆ A. Siendo ξ un A-homomorfismo se sigue que ξ(B) = A. Por inducción sobre

el degD(x), se muestra que x ∈ A[s] para todo x ∈ B. Es claro que si degD(x) ≤ 0 entonces

x ∈ A[s]. Sea degD(x) ≥ 1. Como x = ξ(x) + (x− ξ(x)) y

x− ξ(x) =
∞∑
j=1

Dj(x)

j!
(−s)j ∈ sB se tiene que

x = a+ x′s, (2.2)

para algún a ∈ A e x′ ∈ B. Luego, D(x) = D(x′)s + x′ y por inducción sobre m se tiene que

Dm(x) = Dm(x′)s+mDm−1(x′) para todo m ≥ 1. Siendo D nilpotente, existe m1 ∈ N tal que

Dm1−1(x′) 6= 0 y Dm1(x′) = 0. Entonces

Dm1(x) = mDm1−1(x′) 6= 0 y

Dm1+1(x) = 0,
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luego degD(x′) = degD(x) − 1. Por la hipótesis de inducción se tiene que x′ ∈ A[s] y por la

igualdad (2.2) finalmente se concluye que x ∈ A[s].

Si B = A[x] = A[1] existe una derivación D localmente nilpotente de B tal que D tiene slice.

Corolario 1. Sean B una Q-álgebra, D ∈ LND(B) y A = ker(D). Si s ∈ S satisface que D(s)

es una unidad de A entonces B = A[s] = A[1]

Demostración. Sea s ∈ S tal que D(s) es una unidad de A, esto es, existe a ∈ A tal que

aD(s) = 1.

Como A = ker(D), D(as) = aD(s) = 1, esto es, as es un slice de D. Por el teorema anterior

B = A[as] y como a ∈ A, B = A[s].

Ejemplo 2. Si B = Q[x, y] = Q[2] y D = ∂
∂x , entonces se tiene que x + 10 es un slice. Por lo

tanto Q[x, y] = Q[y][x+ 10] = Q[x+ 10, y]. En general, Q[x, y] = Q[x+ a, y] donde a ∈ Q.

Observación. La hipótesis de que B es una Q álgebra es necesaria en el teorema anterior como

se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. Sean B = Z[x, t] = Z[2] y D = ∂
∂t + t ∂∂x una derivación de B. Además, D es

triangular ya que D(t) = ∂
∂t(t) + t ∂∂x(t) = 1 ∈ Z. Además, D(x) = ∂

∂t(x) + t ∂∂x(x) = t ∈ Z[y].

Por lo tanto, D es localmente nilpotente en este caso t es un slice de D, de la cual se conoce

ker(D) = Z[2x − t2], la prueba de este hecho requiere teoŕıa adicional no estudiada en este

trabajo, por ello no se presenta(Ver apéndice).

Sin embargo se puede notar que ker(D)[t] 6= Z[x, t] debido a que para x ∈ Z[x, t] se tiene que

x /∈ Z[2x− t2][t]. Ésto último se verifica utilizando igualdad de polinomios.

Corolario 2. Sean B una Q-álgebra, D ∈ LND(B) y A = ker(D). Si s ∈ B es tal que

D(s) = α 6= 0 y D′(s) 6= 0, entonces Bα = Aα[s]. En este caso Bα y Aα son los anillos localizados

S−1B y S−1A por S = {1, α, α2, ...}.

Demostración. Sean s ∈ B un slice de D y D(s) = α ∈ B\{0}. Se tiene que el conjunto

S = {1, α, α2, ...} ⊆ B, por construcción S es un conjunto multiplicativamente cerrado. Por el

Teorema 10 S−1D ∈ LND(S−1B) y ker(S−1D) = S−1A.

Como s/1 ∈ S−1B, entonces (S−1D)(s/1) = D(s)/1 = α/1 ∈ (S−1A)∗. Por el Corolario1 se

tiene que Bα = S−1B = (S−1A)[s] donde α = D(s).
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Capı́tulo 3
EL PROBLEMA DE EXTENDIBILIDAD

El principal objetivo de este capitulo es presentar una aplicación de la teoŕıa de las derivaciones

localmente nilpotentes definida en el anillo de polinomios al problema de extendibilidad, dicha

aplicación fue tomada de el art́ıculo Locally Nilpotent Automorphism and the jacobian conjecture

progress in Mathematics publicado por Arno Van den Essen, de la revista JOURNAL OF PURE

AND APPLIED ALGEBRA en la que se muestra que si F1, ..., Fn−1 ∈ C[X], la n − 1- upla

(F1, ..., Fn−1) es extendible si y solo si existe una derivación jacobiana D definida en C[x1, ..., xn]

que posee un Slice y tal que Ker(D) = C[F1, ..., Fn−1]. Aśı, una solución al problema del Slice

implica una solución al problema de extendiblidad.

Definición 19. Sean f1, ..., fn−1 ∈ C[x1, ..., xn]. Se dice que la n − 1 upla (f1, ..., fn−1) es

extendible si existe un polinomio fn ∈ C[x1, ..., xn] tal que C[f1, ..., fn−1, fn] = C[x1, ..., xn].

Lema 5. Sean f1, ..., fn−1 ∈ C[x1, ..., xn] = C[n]. Si f = (f1, ..., fn−1) es extendible, entonces la

derivada jacobiana ∆f es una derivación localmente nilpotente, Ker(∆f ) = C[f1, ..., fn−1], ∆f

tiene un slice s y C[x1, ..., xn] = C[f1, ..., fn−1, s]

Demostración. Sean f1, ..., fn−1 ∈ C[x1, ..., xn] = C[n]. Si f = (f1, ..., fn−1) es extendible, en-

tonces existe gn ∈ C[x1, ..., xn] tal que C[x1, ..., xn] = C[f1, ..., fn−1, gn]. Aśı para xi con i ∈

1, 2, . . . , n existe Gi ∈ C[x1, ..., xn] = C[f1, ..., fn−1, gn] = C[n] tal que xi = Gi(f1, ..., fn−1, gn).
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Por la regla de la cadena se tiene que

∂

∂xi
(xj) =

n−1∑
i=1

∂

∂ti
(Gi)

∂

∂xi
(fi) +

∂

∂tn
(Gn)

∂

∂xn
(gn)

=

 1, si i = j

0, si i 6= j.

Luego, si se considera el determinante de la matriz jacobiana J(f) con f = (x1, x2, . . . , xn), se

tiene que

1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

. . .

0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂
∂x1

(x1)
∂
∂x2

(x1) · · · ∂
∂xn

(x1)

∂
∂x1

(x2)
∂
∂x2

(x2) · · · ∂
∂xn

(x2)
...

. . .

∂
∂x1

(xn) ∂
∂x2

(xn) · · · ∂
∂xn

(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂
∂t1

(G1)
∂
∂t1

(G1) · · · ∂
∂t1

(G1)

∂
∂t2

(G2)
∂
∂t2

(G2) · · · ∂
∂t2

(G2)
...

. . .

∂
∂tn

(Gn) ∂
∂tn

(Gn) · · · ∂
∂tn

(Gn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂
∂x1

(f1)
∂
∂x2

(f1) · · · ∂
∂xn

(f1)

∂
∂x1

(f2)
∂
∂x2

(f2) · · · ∂
∂xn

(f2)
...

. . .

∂
∂x1

(gn) ∂
∂x2

(gn) · · · ∂
∂xn

(gn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= p(x1, ..., xn)q(x1, ..., xn)

De ah́ı que q = ∆f (gn) ∈ C. Sea q(x1, ..., xn) = k. Aśı ∆f (gn) = k. Si se asigna fn = k−1gn

entonces ∆f (k−1gn) = 1. Además, ∆f (fi) = 0 para i ∈ {1, 2, . . . , n − 1} de donde se concluye

que ∆f es localmente nilpotente de C[n] y fn es un slice.

Por otro lado, haciendo uso del Teorema 6, ∆f = ∂
∂f1

∆f (f1)+ ∂
∂f2

∆f (f2)+ . . .+ ∂
∂fn−1

∆f (fn−1)+

∂
∂fn

∆f (fn) = ∂
∂fn

y por tanto Ker(∆f ) = C[f1, . . . , fn]).
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Ejemplo 11. Sea f1 = x − y ∈ C[x, y]. Luego f1 es extendible, ya que existe un polinomio

f2 = 2x− y ∈ C[x, y] tal que C[x, y] = C[f1, f2], en efecto

x = −(x− y) + (2x+ y).

y = 2(x− y)− (2x− y).

por otra parte se tiene

∆f1(f2) =

∣∣∣∣∣∣
∂
∂x(f1)

∂
∂y (f1)

∂
∂x(f2)

∂
∂y (f2)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ 1 −1

2 1

∣∣∣∣∣∣ = 1− (−2) = 3

Ahora, si se toma f2 = 1
3(2x + y), se tiene ∆f1(f2) = 1. Aśı ∆f1 es una derivación localmente

nilpotente, f2 es un slice de ∆f1 y ker(∆f1) = C[x− y].

Observación. Por el Teorema 13 se tiene que para B = C[x1, ..., xn], si D ∈ LND(B) tiene

un slice s ∈ B entonces B = A[s] = A[1] donde A = ker(D) y D = d
ds : A[s]→ A[s].

Por el Lema 5 y la observación anterior se tiene el principal resultado de este trabajo

Teorema 14. Sea f1, ..., fn−1 ∈ C[x1, ..., xn] y f = (f1, ..., fn−1). Entonces (f1, ..., fn−1) es

extendible si y solo si ∆f es una derivación localmente nilpotente en C[x1, ..., xn] que tiene un

slice s y C[x1, ..., xn]D = C[f1, ..., fn−1].

Aśı se concluye que una solución al problema de extendibilidad implica una solución al problema

de extendibilidad y viceversa.
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Apéndice A
En este apéndice se presenta la demostración del Ejemplo 3 en la sección 2.3, la cual fue realizada

por Ph. Daniel Daigle profesor de la Universidad de Ottawa Canada.
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