APLICACIONES DE LA TEORIiA DE SEMIGRUPOS EN ECUACIONES
DISPERSIVAS LINEALES Y LA ECUACION DEL CALOR PARA EL
CASO DE UNA BARRA FINITA

Néstor Daniel Racines Carabali

Universidad del Cauca
Facultad de Ciencias Naturales, Exactas y de la Educacion
Departamento de Matematicas
Programa de Matematicas
Popayan
2014



APLICACIONES DE LA TEORIiA DE SEMIGRUPOS EN ECUACIONES
DISPERSIVAS LINEALES Y LA ECUACION DEL CALOR PARA EL
CASO DE UNA BARRA FINITA

Néstor Daniel Racines Carabali

Trabajo de Grado
En modalidad de Seminario de Grado, presentado como requisito parcial

para optar al titulo de Matematico

Directora

Dra. Aida Patricia Gonzalez N.

Universidad del Cauca
Facultad de Ciencias Naturales, Exactas y de la Educacion
Departamento de Matematicas
Programa de Matematicas
Popayan
2014



Nota de aceptacion

Directora:
Dra. Aida Patricia Gonzalez N.
Jurado:
Dr. Ramiro Miguel Acevedo
Jurado:

Dr. Willy Will Sierra

Fecha de sustentacién: Popayan, 31 de Marzo de 2014.



Dedicado a mi madre Milbia Fanny y a mi abuelita Estanislada.

Gracias a sus esfuerzos logré llegar a este peldano.



Agradecimientos

La realizacion de este trabajo no hubiese sido posible sin la participacion de mi directora
Aida Patricia Gonzdlez. Su gran apoyo y todo su conocimiento fueron vitales para guiar
mis ideas en el desarrollo de esta labor. Su orientacion y rigurosidad fueron claves para
el buen trabajo realizado. También expreso mis agradecimientos a los docentes Ramiro
Acevedo y Willy Sierra por su participacion activa en el desarrollo de este trabajo. De
ellos tres destaco su disponibilidad y paciencia. Sin duda alguna, con ellos se ha

enriquecido mi conocimiento.



Indice general

Indice general
Introduccion

1. Preliminares
1.1. Operadores Lineales . . . . . . . . . .. ...
1.2. Introduccién a la teoria de semigrupos . . . . . . .. .. ... ... ...
1.2.1. Cy-semigrupos de contracciones . . . . . . . . . .. .. ... ....
1.2.2. Cy-semigrupos en espacios de Hilbert. . . . . . . . . ... ... ...

1.2.3. Semigrupos de contraccion en espacios de Hilbert . . . . . . . . ..

2. Ecuaciéon del Calor, caso barra finita
2.1. Conducciéon de calor en una barra . . . . . . . . .. ... ... ... ...
2.2. Formulacién matematica del problema de conduccién de calor . . . . . ..

2.3. Cp-semigrupo asociado a la ecuacion del calor, caso barra finita . . . . . .

3. Ecuaciones dispersivas lineales
3.1. Ecuaciones en derivadas parciales de evolucién . . . . . . . . ... ... ..
3.2. Ecuaciones de evolucion dispersivas . . . . . . . . . ...

3.3. Relacién de dispersion y semigrupos . . . . . . . ... ..o



INDICE GENERAL

4. La ecuacién de onda
4.1. Problema de Cauchy y relacién de dispersion . . . . . . . .. ... ... ..

4.2. Semigrupo asociado al operador deonda . . . . . ... ..o
Apéndices
A. Integral de Bochner
B. Funciones absolutamente continuas
C. Espacios de Sébolev
D. Ecuaciones elipticas de segundo orden

Bibliografia

60
60
62

63

64

70

72

74

80



Introduccion

El trabajo «Aplicaciones de la teoria de semigrupos en ecuaciones dispersivas lineales
y la ecuacion del calor para el caso de una barra finita», realizado en la modalidad de
seminario de grado por el estudiante Néstor Daniel Racines Carabali bajo la direccién
de la Dra. Aida Patricia Gonzalez N. y como requisito para la obtencién del titulo de

Matemaético que otorga la Universidad del Cauca.

El eje principal es la aplicacién de algunos tépicos de la teoria de semigrupos en las
ecuaciones dispersivas lineales. En ese orden de ideas se realiza una revisién de esta teoria

y se muestran algunos resultados importantes en ella.

A nivel de motivacion, se parte del hecho de que si f es una funcién continua de valor
real en [0,00) que satisface f(0) = 1 y la propiedad de semigrupo f(t+s) = f(t)f(s) para
t,s > 0, entonces hay un nimero real a tal que f(t) = e para t > 0, siendo ésta la unica
funcién que cumple con tales propiedades. El niimero a puede ser calculado directamente

por la formula

-1 a*
S AL (1)

Esta observacion es importante porque ella conecta a f con el problema de valor inicial

(2)



En particular, u(t) = f(t)z es la solucién para (2). Reciprocamente, dado el problema

de valor inicial (2) hay varias formas para construir la solucién directamente. Las tres

férmulas
o n ¢ n + —-n
ta n ta z ta z
e’ = —a", e“=1lm (14+—-a) , e€“=1lim (1——a 3

son conocidas del calculo elemental como validas.

Gracias a esta motivacion, en el primer capitulo de este documento se estudiara la defi-
nicién de Cy-semigrupo en espacios de Banach o en otros espacios como los de Hilbert y se
presentaran algunas de sus propiedades importantes. En el capitulo dos se mostrara como
ilustracién especifica el estudio de la ecuacién del calor, caso dominio acotado, a través de
Co-semigrupos definidos en espacios de Hilbert. En el capitulo tres se presentan algunas
caracteristicas principales de las ecuaciones dispersivas lineales y en el capitulo cuatro se
estudia la ecuacién de onda como un caso particular de las ecuaciones dipersivas lineales
de segundo orden en la variable temporal y se muestra el semigrupo asociado a esta im-

portante ecuacion diferencial utilizando la teoria de los operadores maximales disipativos.



Capitulo 1

Preliminares

A continuaciéon se presentan algunas definiciones y varios resultados relacionados con

operadores lineales y teoria de semigrupos.

1.1. Operadores Lineales

Definicién 1.1.1. Sean X y Y espacios de Banach y A: D(A) C X — Y un operador

lineal con D(A) siendo su dominio.
(a) A es un operador acotado en D(A) si existe C > 0 tal que:
[Azlly < Cllzllx VYo e D(A);
de lo contrario se dice que A es no acotado.

(b) A es un operador densamente definido si D(A) = X.

(c) A es un operador cerrado si para toda sucesion {x,} C D(A) tal que r, — = y

Az, — y cuando n — oo, se tiene que x € D(A) y Az = y.

10
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Definicién 1.1.2. Sean X y Y espacios de Banach y A : X — Y un operador lineal y
acotado. Se define la norma de A como

Ax
) = sup 1221

< +o00. (1.1)
wt0x |17l x

La norma definida anteriormente satisface las siguientes propiedades:

Si A y B son operadores lineales y acotados y x € X, entonces
= |AB| < [|A][]|B]
= [|Az] < [|A] ||

= Si A = B se tiene que ||A%|| < ||A]]>. En general, | A¥|| < |A||* (para k = 2,3...)

donde A* indica la composicién de A consigo mismo k-veces.

1.2. Introduccion a la teoria de semigrupos

En adelante, a menos que se diga lo contrario, X denotarda un espacio de Banach

arbitrario.

Definicién 1.2.1. Sea T' = {T'(t)},5, una familia de operadores lineales y acotados de X

en X. Se dice que T es un Cy-semigrupo si se satisfacen las condiciones
(a) T(0) =1 (I es el operador identidad en X ),
(b) T(t+s)=T(t)T(s) parat, s> 0 (la propiedad de semigrupo),
(¢) para cada x € X fijo, t — T(t)x es continua de [0,00) en X (la propiedad Cy).

Si ademds,

(d) |T(t)|] <1 para todo t > 0 (propiedad de contraccidon),
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se dice que T es un Cy-semigrupo de contracciones.

Observacion 1.2.1. FEl prefijo Cy hace referencia a la continuidad del semigrupo en
= 0. Por otra parte, la expresion T(t)T(s) en la sequnda propiedad se entiende como
la composicion de los operadores T(t) y T(s) y la tercera propiedad indica que para cada

x € X fijo, el operador T(t)x es continuo con respecto a t.

Observaciéon 1.2.2. Mediante algunas modificaciones y bajo ciertas condiciones se hace
posible transformar un Cy-semigrupo en un Cy-semigrupo de contracciones y asi, en tal
caso, se puede asumir que el Cy-semigrupo es un Cy-semigrupo de contracciones. Cuando
tales condiciones de transformacion no se tienen, a partir del Cy-semigrupo original se
puede construir uno nuevo que satisface ser Cy-semigrupo de contracciones. Mds adelante

se mostrard como se hace.

Definicién 1.2.2. Sea T un Cy-semigrupo en X. El generador infinitesimal de T es el

operador A con D(A) C X definido por

Ar = lim M

D(A 1.2
Jm h para todo x € D(A), (1.2)

con D(A) siendo el conjunto de los © € X tales que este limite existe.

Por ejemplo, si A es un operador lineal y acotado entonces
X in
_ tA Y opn
T(t) =e _Zn!A . t>0,
n=0

es el Cy-semigrupo cuyo generador es A. Este semigrupo es el tinico cuyo generador in-
finitesimal es un operador acotado (ver [8], Teorema 1.2). Sin embargo, en la literatura
se puede encontrar que las aplicaciones més importantes surgen de Cy-semigrupos cuyos
generadores son no acotados tal como se vera mas adelante al estudiar el semigrupo de la

ecuacién del calor (caso barra finita) y el de la ecuacién de onda.
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Teorema 1.2.1. Sea {T'(t)},., un Cy-semigrupo en X. Entonces existen constantes

M >1yw >0 tales que:
|T(t)|| < Me™, para todo t > 0. (1.3)

Demostracion. Ver [8], Teorema 2.2.

Observacion 1.2.3. Puesto que
el = l[Zzf| < [z} V2 e X,
entonces ||I]| > 1. Ast, tomando t =0 en (1.3), se sigue que
< =T < M,
lo que justifica que M > 1.

Observacion 1.2.4. La propiedad de semigrupo mds la propiedad de Cy implican que

D(A) es siempre denso en X y que T satisface

%T(t)x =AT(t)z, t>0, T(0)z=x¢€ D(A). (1.4)
En particular, T(t)x € D(A) six € D(A).

Para entender un poco mas estds afirmaciones, veamos los siguientes resultados.
Teorema 1.2.2. Sean T un Cy-semigrupo en X y A su generador infinitesimal. Para

xz € D(A) se cumple que

T(t)z € CY([0,00); X) N C([0,00); D(A))  y  (T(t)x) = AT(t)x = T(t) Ax.
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Demostracion. Sea x € D(A).
(T(h) — I) T(t) Th)Tt)x—Tt)x Th+t)e—-T)x TET(h)z—T(t)x

h - h - h - h

T(h)x —
=T(t) (%) — T(t)Az, cuando h — 0%, por definicién de A.
Luego, T'(t)xz € D(A) para todo x € D(A). Ademés AT (t)x = T(t)Ax = DTT(t)z.
Por otro lado, para t, h > 0 tales que t — h > 0 se tiene

T(t)xr —T(t— h)x T(h)x —x
Tt gy (T r)

En consecuencia,

Tz = Z(t —MT A =T — 0 (% _ Ag;) +(T(t — h) — T(t)) Ax.
Asi,
HT(W - Z(t — My ag| < HT(t —h) (% - Ax) '+||(T(t —h) = T()) Al
Pero, dado que h > 0 y usando el Teorema 1.2.1, se sigue que
T(t—h) (% —Ax) ' < Me % — Az|| = 0 cuando h — 0%,
Ademas,
(Tt = h) = T@)Az| = |T(t — h)Az — T(t)Az|

<T@ = W)l | Az = T (h) Az

)
= [|T(t — h)Ax — T(t — h)T(h)Az||
)
< Me™ ||T(h)Axr — Az|| — 0,cuando h — 0.

Asi, D™T(t)x = T(t)Az = DTT(t)z ! y por lo tanto

d
—(T(t)) = AT(t)z = T(t)Ax.

1D~ significa derivada por izquierda y DV significa derivada por derecha
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De esta manera se muestra que T'(t)z es diferenciable de [0,00) con valores en X. Por
otro lado como la aplicacion ¢ — T'(t)x es continua de [0,00) en X, también lo es en

D(A). Esto completa la demostracién del teorema. O

Observacién 1.2.5. Si {T'(t)},., es un Cy-semigrupo con generador infinitesimal A,
entonces por el teorema anterior u(t) = T(t)uy define una solucion para el problema de
valor inicial

W (t) = Au(t), con t>0

u(0) = uyp,

siempre que uy € D(A) (ver [3], seccion 4.2). Esto muestra que existe una estrecha re-
lacion entre los semigrupos de operadores y las ecuaciones diferenciales. Para probar la
unicidad, si v(t) es otra solucion se define w(s) = T(t — s)v(s). Entonces

%gz_AT@_sw@y+T@—@Amg:o.

Asi, w es constante y esto implica que w(t) = w(0) de donde v(t) = T (t)ug = u(t).

A continuacién se mostrara que un generador infinitesimal es cerrado y densamente
definido. Para ello se hard uso de las integrales de Bochner (ver Apéndice A). Dado h > 0,

se verifica
1 t+h 1 t+h
E/ (T(1) = T(t)xdr = E/ T(t)xdr —T(t)x.
¢ ¢

Lema 1.2.1. Para todo x € X, se tiene la igualdad

Demostracion.

Hl[ﬂﬁTWMdT—T@M

:H%[H%ﬂﬂx—T@@dr
1

§E1‘|WWW—T@MMW
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Como T'(6)T(t)x — T(t)x cuando § — 07, entonces para cada € > 0 existe d*(e) > 0 tal
que |6 < §* implica ||T'(6)T'(t)x — T(t)x| < e. Es decir, ||T(t 4+ §)x — T'(t)z|| < € siempre
que 0 < § < 0*. Haciendo 6* = hy 7 =1+ se tiene que 0 < 7—1t =0 < h, lo que es

equivalente a |7 — t| < h. Con h suficientemente pequeno se llega a que
IT(r)z = T(t)z| <e

de donde

1

t+h
HE/ T(T)xdr —T(t)z|| < e.
¢

Significa que

lim =0

h—0t

t+h
% /t T(r)zdr — T(t)a

y asi se obtiene el resultado. O

Teorema 1.2.3. Sea A el generador infinitesimal de un Co-semigrupo {T'(t)},, en X.

Entonces para todo x € X

/OtT(T)x dre D(A) y A (/Ot T(r)z dT) = T(t)a — x.

Demostracion. Sea h > 0. Asi,

(=1 ['rioiie -

{ /0 t(T(T + h)z — T(r)x) df}

[/OtT(T+h)xdT—/0tT(T)xdT] .

S= >
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Luego, haciendo el cambio de variable y = 7 + h se tiene

Gﬁ%i)KTth:%UfZ@ﬂ@—A%ﬁmm}
:%{[jTﬁndT+LﬂhTﬁndr—lfTﬁndT—[TTﬁndﬁ
%{lﬂﬁTWMdT—ZfTﬁndﬁ.

Por el Lema 1.2.1

1 t+h 1 h
Hm—/ Tﬁﬂ&—ﬁm—/YWMM:T@WJWW:ﬂm%L
t 0

h—0+ h—07+
de donde
T(h)—1 t
lim (L) / T(r)xdr < oo,
h—0 h 0
es decir,

/%VWMGDmy

Ademas, por la definicién de generador infinitesimal

A([?Nﬂxﬁ):Tﬁn—x.

Corolario 1.2.1. Si A es el generador infinitesimal de un Co-semigrupo {T'(t)},5,, en-

O

tonces A es cerrado y densamente definido.

Demostracion. Sea x € X. Entonces, por Teorema 1.2.3 se tiene que

/h T(r)xdr € D(A)

y ademas por el Lema 1.2.1

%/0 T(r)xdr — T(0)x = x.
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De otra manera, haciendo h = %

1/n
Yp = —/ T(r)xdr - T(0)x =2 cuando n — oo.
0

1

n
Asi entonces, se tiene que para cada z € X existe una sucesién de puntos de D(A) que
converge a z. Por lo tanto D(A) es denso en X.

Probemos ahora que A es un operador cerrado. Supongamos que {z,},.,+ € D(A) es

tal que x, — z* en X y que Az,, — y en X. Se debe mostrar que z* € D(A) y que Az* = y.

Obsérve que

Ademas, como

integrando respecto a t se tiene

h d h
/ —T(t)x, dt = / T(t)Ax, dt
o dt 0

y asi,
h
T(h)x, —T(0)x, = / T(t)Az, dt
0
de donde,
T(h)z* — z* T — 1 [h
Th)a” =2 _ g T = _ oy L M0 g, ar
h n—oo h n—oo 0

Como Az, — y se sigue que

" T(h)z* — z*
m ————— =
h—0t h h—0+ h
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Esto es, z* € D(A) y Az* =y, con lo cual finaliza la prueba. n

Teorema 1.2.4. Si dos Co-semigrupos {Ti(t)},5o ¥ {12(t) },>¢ tienen el mismo generador

infinitesimal A, entonces ellos son idénticos.
Demostracion. Para cada @ € D(A) definase la funcién F': [0,¢] — X dada por
F(s) =Ti(t — s)Ts(s)x.

Luego, usando el Teorema 1.2.2, se puede afirmar que

dF(s)
ds

= —ATi(t — s)Ta(s)x + T1(t — s)ATz(s)z =0

lo cual permite concluir que la funcién F es constante, y asi F'(t) = F(0). Luego, parat > 0
se tiene T (t — t)T5(t)x = T1(t)T5(0)x. Esto significa que T7(0)T5(t)x = T1(t)12(0)z. O lo
que es lo mismo, Ty(t)x = T1(t)z. Ademds, como D(A) es denso en X, Tr(t)x = Ti(t)x
para todo z € X y para todo t > 0. Lo que demuestra que Ti(t) = T»(t) para todo
t>0. O

El siguiente corolario establece una relacion entre el operador exponencial y los semigru-

pos.

Corolario 1.2.2. Si {T(t)},5, es un Cy-semigrupo cuyo generador infinitesimal A es

acotado, entonces T(t) = e'4.

Demostracion. Dado que A es un operador lineal acotado entonces la familia {etA} >0 S
un Cy-semigrupo cuyo generador infinitesimal es el operador A. De esta manera, los Cy-
semigrupos {T'(t)},50 ¥ {etA} 1> tienen el mismo generador infinitesimal. Por el teorema

anterior se tiene que T'(t) = e para todo t > 0. O
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1.2.1. Cjy-semigrupos de contracciones

Tal como se mencioné anteriormente, en algunos casos es posible transformar un Cjy-

semigrupo en un Cy-semigrupo de contracciones. Considérese el siguiente lema:

Lema 1.2.2. Sea {T'(t)},., un Co-semigrupo que satisface | T(t)| < M (M > 1). Se
define
|| = sup || T(t)z|. (1.5)
>0

Entonces
[z]| <z < M ||z (1.6)

y se tiene que || es una nueva norma en X la cual es equivalente a la norma original ||-|.

Ademds se tiene que
T(t)2| = sup [|T(s)T(t)z| < sup|[T(s)z]| = || (1.7)
s>0 s>0
y asi T'(t) es un Cy-semigrupo de contracciones con la nueva norma |-| con la cual se ha
dotado al espacio X.

Demostracion. 1) Veamos que en efecto |-| define una norma en X.

i) Seax € X
|z = sup | T(t)z| = 0
>0

dado que ||| es una norma en X.
ii) Supongamos que |z| = 0. Entonces,

0 = sup [|T(t)«|
t>0

Asi que ||T(t)z|| = 0 para todo t > 0. Luego, como ||-|| es una norma, se tiene
que ||T'(t)x|| = 0 si solo si T'(t)x = 0x. Como T'(t) es un operador lineal para

cada t > 0, en particular para t = 0 se verifica que x = Oy.
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iii) Sean z, y € X.
|z +y| = sup [T(t)(z + y)|| = sup |T(t)z + T(t)y|
>0 >0

< sup(([T'(t)x[| + 1T ()yl])
>0

< sup ||T(t)x[| + sup [ T'(£)y]|
>0 >0

= [z + [yl

iv) Sean «v un escalar y z € X.
|| = sup [|T()(ax)|| = sup [[oT'(t)x]]
>0 >0
= sup |a| || T'(t)z]]
>0
= |afsup || T'(t)x||
>0
= [o [l
2) Probemos que || < |-/ < M ||
En primer lugar
[zl = T (0)z|| < sup | T(t)z| = |z
>0
En segundo lugar

2| = sup [|[T'(t)z| < sup [|T(®)| || < sup M ||z[| = M |||
>0 £>0 >0

3) Probemos que T'(t) sigue siendo un Cy-semigrupo con la nueva norma. En efecto,
de la Definicién 1.2.1 las propiedades a) y b) se satisfacen inmediatamente dado que

no se ha modificado la familia de operadores. Mientras tanto, la propiedad c) se
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satisface de la siguiente manera:

Sea x € X. Asi, por la ecuacién (1.6)
[T(t)r — [ < M| T({t)z — |,

pero | T(t)x — x| — 0 cuando ¢ | 0. Es decir, T(t)z — z cuando ¢t | 0 con la

norma |-|.

4) Probemos la desigualdad dada en la ecuacion (1.7).

Por la definicién de ||, se tiene que para todo ¢t > 0
T (t)x| = sup [T(s)T(t)|-
Por otra parte,

sup [[T(s)T ()| = sup 1T (s + t)xl| = sup 1T (7)x|| < sup 1T (7)x|| = ||

s>0

y se concluye

T(t)x] < ||

5) Finalmente veamos que T'(t) es un Cy-semigrupo de contracciones con la norma |-|.

Por definicion se tiene que

IT(t)| == su T(t)z]

z#0x |l’|

y por la ecuacién (1.7) |T'(t)x| < |z|. Asi se deduce que

T(t
|T(t)] := sup [T®a| < sup J] =1
z#£0x ’$‘ z#0x ‘33"

]

Observacién 1.2.6. Para el caso en que {T(t)},5, sea en general un Co-semigrupo en X,

por el Teorema 1.3 existen constantes M yw tales que ||T(t)|| < Me™. Se puede construir
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el Co-semigrupo S(t) = e ™T(t) el cual cumple que ||S(t)]| < M y en consecuencia
serd un Cy-semigrupo de contracciones con la norma definida en (1.5). Ademds A es el

generador infinitesimal de T(t) si y sélo si A —wl es el generador infinitesimal de S(t).

Teorema 1.2.5. (Hille-Yosida) Un operador lineal no acotado A en un espacio de
Banach X es el generador infinitesimal de un semigrupo contractivo si y solo si se cumplen

las tres condiciones

1. A es cerrado,

2. A es densamente definido,

> =

3. para todo A > 0, (A — A)_l es un operador lineal acotado y ||(/\] — A)_1H <

Demostracion. Ver [3], seccién 4.4. O

1.2.2. (Cjy-semigrupos en espacios de Hilbert.

El estudio de Cy-semigrupos realizado en espacios de Banach se puede desarrollar més
detalladamente en espacios de Hilbert. Por ejemplo, supdéngase que H es un espacio de
Hilbert con producto interno denotado por (-, ) y que {e,};° es una sucesién ortonormal
completa ? en H. Supéngase ademds que {\,}}” es una sucesién decreciente de niimeros
reales. Para cada t > 0y z € H se define el siguiente operador en H:

S(t)z = Z ez, e,) en. (1.8)

n=1

2La sucesién {e, }]° es ortonormal completa (u ortonormal total) si cumple las propiedades:
a)

(emsen) =0 si m#n

(em,en)y=1 si m=n

b) Para todo z € H, z = Z (z,€n) €n

n=1
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Lema 1.2.3. Para cada t > 0 el operador S(t) definido por la ecuacion (1.8) es un
operador lineal y acotado en H, con ||S(t)|] < M, y la familia {S(t)},5, define un

Co-semigrupo en H.

Demostracion. Sean t, s > 0, 21, 29 € H y aq, as escalares.

1) S(t) es un operador lineal. En efecto

S(t) (alzl + 05222) = Z BA"t <04121 + Qip29, 6n> €n

n=1

— Z ernt ({an21,€n) + (22, e,)) en
n=1

o0 o0
— Z et a2y, €,) e + Z et (2o, €,) €4
n=1 n=1

[o¢] o0
= Z et (21, en) en + Z e (2, en) €n
n=1 n=1

= 0415(t)21 + CYQS(t)ZQ.

2) S(t) es un operador acotado. Por una parte,

HZH2 = <27Z> = <Z <Z’ en) €n, <Z7€m> em>

=1

= Z (z,en) (z,€n) (€n, €n)

[e.9]

=3 lze)
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Ademas,

1S@)z]” = (S(t) =

—
8
Q]
>
3
N
[
3
('b
s
1[0
Q]
>
i

n=1

Z 2t (2 en) (2, en) (en, en)
= Z et |(z, en)|2
n=1
o
< 2t Z |<Z, €n>|2
n=1

= et 2]

y asi se tiene que
IS(@)2] < ™ |2l

Luego,

15(@)=]]
15| = sup
o ||l
e |2]]
< sup

=on 2]
)\11‘/'

=€

3) La familia {S(t)},5, define un Cp-semigrupo en H.

(a)

oo

0)z = Ze)‘"(o) (z,en) en (z,en) en
n=1

n=1

S(t)S(s)z = Z e (S(s)z, en) en.

n=1

25
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Pero,
(S(s)z,en) = < S (2, em) em,en>
m=1
N
o 7 AmS
— <Nh—r>nooz_1€ (z,em) em,en>
N
S Am S
_]\}gnoo<zle (z,em) em,en>
N

— 1t Am S

= Jim 306 Gz (o)
y €omo

N .
0 si N <n
S (2 ) (em, en) =
—’ e (z,e,) si N >n,
entonces,
N
lim M5 (2, em) {em, en) = M5 (2, e,) .
N—oo —

En consecuencia se muestra que

S(t)S(s)z = Z etntetns
n=1

(z,€n) €, = Z ) (2 en) e, = S(t + 5)z.
n=1

(c¢) Finalmente, veamos que ym S(t)z = z. En efecto, dado z € Hy S(t)z € H

—0

1S(t)z — 2| =

2

D oo
Z ernt (z,en) €n — Z (z,en) en
n=1

n=1
~ 2
Z(e“t —1)(z,en)e
n=1

Do =1 [z el

n=1
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Denotemos a,(t) = (e*t — 1)2|(z, e,)|?. Entonces, si t € [0, t]
0 < an(t) < 2P +1) [(z,e,)]* < J|(z,en)| (1.9)

donde,

20N £ 1) si) >0
4 si )\1 < 0.

J:

Asi pues, a,(t) < J|[(z,e.)|* v Z J|{z,en)|? = J ||z||°. Usando este hecho y el
n=1
Test M de Weierstrass (ver [1], seccién 2.2) se tiene que

Zan(t) = Z(e/\nt - 1>2 (2, en>|2

converge uniforme y absolutamente en [0, #o].

Asi entonces, por la convergencia uniforme,

[e.e]

; . 2: . Ant _ 1)\2 2
i 15(0)z = 21 = fim 3 (6™ = 1)* (z,e0)

N
=l lim Y (e = 1)*[(z, e,) |

t—0 N—o0
n=1

N

S f Ant 12 2
= lim. 11133(6 "= 1)z, )]
n=

N
= lim > 0[(z,e,)|”
n=1

N—oo

=0

y se prueba lo que se queria.
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Después de demostrar el lema anterior, se hace preciso pensar en el generador in-
finitesimal del Cy-semigrupo {S(t)},~,- Recurriendo a la Definicién 1.2.2 el generador

infinitesimal A estd dado por la expresion

S(t)z — et
As— 1fm SWE—2 €
t—0+ t t—0+

(z,en) en.

n=1
Asumiendo que se tienen todas las condiciones para intercambiar los limites en la serie

entonces,

Ant

, et —1
Az = lim
1t—>0+

<Z, €n> €n = Z /\n <27 €n> €n
n=1

n=
que es equivalente a

Az = iS(t)z] = Z An (2, €n) €
dt e =

y asi se define el operador A en D(A) C H por
Az = Z)\n (z,en)en, Yz € D(A), (1.10)
n=1
donde

D(A) = {z €H: Z)\n (z,en) €, existe en H} :
n=1

De esta manera la familia {S(t)},., define un Cy-semigrupo y su generador infinitesimal
es el operador definido por la ecuacién (1.10).
En particular, dado el operador A definido por la ecuacién (1.10) y dado z € H, una

solucién u:[0,00) — H para el problema de valor inicial
u'(t) = Au(t), t>0, u(0)=z, (1.11)

es u(t) = S(t)z, donde S estd definido por la ecuacién (1.8).
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1.2.3. Semigrupos de contraccién en espacios de Hilbert

Al igual que en la seccién anterior, asumiremos que H es un espacio de Hilbert con
producto interno denotado por (-, -). Los resultados aqui mostrados serén de vital impor-

tancia para el posterior estudio del semigrupo asociado a la ecuacién de onda.

Definicién 1.2.3. (Operador Disipativo y Operador Mazimal Disipativo) Un operador

A:D(A) C H— H, lineal y no acotado se dice que es un operador disipativo si
(Au,u) <0 para todo u € D(A).

Si ademds, el operador I — A es sobreyectivo, es decir el rango R(I — A) = H, se dice que

A es un operador maximal disipativo.

Lema 1.2.4. Si A es el generador de un semigrupo de contracciones {S(t)},5, en H,

entonces A es un operador mazimal disipativo.

Demostracién. Como {S(t)},5, es un semigrupo de contracciones, entonces por la Defi-
niciéon 1.2.1

|S(t)|| <1 paratodo t >0,

lo que implica que
[1S(@)ull < ull - (1.12)

Siu € D(A) entonces
(S(tu — u,u) = (S(t)u,u) — (u,u)

pero, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
(S(tyu,u) = (u,u) < |[SE)ull [Jull = ul
y por la ecuaciéon (1.12)

IS @)l lull = lul* < flull® = ful* =0,
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es decir,

(S(u — u,u) <0.

1
Luego, multiplicando por i pasando al limite cuando ¢ — 0 llegamos a:

0> h’m<w,u>

t—0

- <h’m Sltju-u u>
t—0 t
= (Au,u),

por definicién de generador infinitesimal. Asi se muestra que A es un operador disipativo.
Ademés por el teorema de Hille-Yosida (Teorema 1.2.5), R(I — A) = H dado que I — A

es un operador invertible. En consecuencia, A es un operador maximal disipativo. O

Observacion 1.2.7. La palabra mazimal en la anterior definicion se debe a que si A es
disipativo y ademds R(I — A) = H, A es mazximal en el sentido en que no existe otro

operador lineal B con las mismas propiedades y tal que B sea una extension de A.

Definicién 1.2.4. Si A es un operador lineal, no necesariamente acotado, en H, el con-

Junto resolvente de A p(A) es el conjunto de todos los nimeros reales para los cuales

A — A es un operador invertible, esto es, (\[ — A)™*

H.

es un operador lineal y acotado en

Esta definicién es importante para la demostracion del siguiente teorema:
Teorema 1.2.6. Sea A maximal disipativo. Entonces,

1. A es cerrado,
2. A es densamente definido,
3. para cada X > 0, A\ — A es invertible y

I =47 <

>
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Demostracion. Paso 1. Sea v € H tal que (u,v) = 0 para todo u € D(A). Como
R(I — A) = H, existe w € D(A) tal que w — Aw = v. Tomando el producto interno entre
vy w, se tiene que

0= (v,w) = Jwl* — (Aw,w) > |Ju].

Asi, w = 0 lo cual implica que v = 0. Por lo tanto, D(A) es denso en H (para méas detalles,
ver [4] Lema 3.3-7) y en consecuencia A es densamente definido.

Paso 2. Ahora, sean v € H y u € D(A) tal que u — Au = v. Tal u € D(A) es tinico dado
que si existe u; tal que uy — Auy = v = u — Au, entonces (u; —u) — A(ug —u) = 0. Luego
0= ((ug —u) — A(uy —u),uy —u) = |jug —ul® = (A(uy —u),uy —u) > |lug —ul]® de lo
cual se deduce que u; = u. La unicidad de u implica que el operador I — A es inyectivo y

por la sobreyectividad se tiene que I — A es un operador biyectivo en H. Ademas,
ul> < flull® = (Au, u) = (v,u) < |jv|||ju]. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)
Asi, [Ju]] < |Jv]| y la aplicacién
v—ru

es un operador lineal con norma menor o igual a 1. Claramente u = (I — A)~'v por la

biyectividad del operador I — A. Asi
(1 —A)7 <1

Paso 3. Considérese u,, € D(A) tal que u, — vy Au, — v, cuando n — oo. Como
(I — A)u, = u, — Au,, entonces u,, = (I — A)~(u, — Au,). Pasando al limite se tiene que
u=(I—-A)"(u—v),dedonde u € D(A)y (I — A)u =u—v, es decir,u — Au=u—1v o
v = Au. Luego, A es cerrado.

Paso 4. Sea A = {\ > 0|R(\] — A) = H}

» A # () dado que por hipdtesis R(I — A) = H. Es decir A =1 € A.
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= A es abierto. En efecto, sea A € A. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene

que:
[Au — Aul| full = [{(Au — Au, u)]
> (\u — Au,u)
= (A\u, u) — (Au, u)
= AJull® = (Au, u)
> Aul®
de donde,

A = A)ull = Ajul - Vu e D(A)

y como R(A] — A) = H, se tiene que A € p(A) el cual es abierto (ver [11], capitulo
VIII, seccién 1, teorema 1). Entonces se puede hallar una vecindad de A en p(A). La
interseccién de esa vecindad con la recta real estd contenida en A, lo cual significa

que 36 > 0 tal que (A — §, A+ J) C A y en consecuencia A es abierto.

= A es cerrado en (0,00). Sea {\,} C A tal que A, — X € (0,00). Demostremos que
A € A. Paracadav € H yn € N existe u,, € D(A) tal que \,u,, — Au,, = v. Luego,

Vn €N,
1
el < 5w = Al = I <

para alguna constante C' > 0.
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Ademas,
1
Hun - um“ < )\_ H)‘m(un - um) - A(un - um)”
1
=1 A (U, — ) — At — Um) — (A — M) tn + (A — A ||

1
= — [[Amtn — Aty — Aty + Aty — Aty + Aty + (A — )|

Am
= )\i Il — A)uyy — (A — Aty + (A — M) ||
1
= N lv — v+ (A — An)us||
1
= E [(Am — An)un|

1
= E ’)‘m - A ||un”
< C1 A — Al

para alguna constante C; > 0. Como {\,} es de Cauchy, también lo es {u,} y por
tanto u, — u para algin v € H. De alli, Au,, = Au—v y como A es cerrado entonces
u € D(A)y ademas (A — A)u = v. Se concluye que A € A. Finalmente, como (0, c0)
es conexo, se tiene que A = (0,00). Asi se prueba que YA > 0 el operador A\ — A
es sobreyectivo y més aun, utilizando un argumento similar al utilizado en el paso

2, se puede mostrar que VA > 0 el operador AI — A es biyectivo e invertible con

1 1
Jor - a7 < 5

]

Observacion 1.2.8. FEl anterior teorema en conjunto con el teorema de Hille-Yosida
(Teorema 1.2.5), permiten concluir que todos los operadores mazimales disipativos son
generadores de semigrupos de contraccion. La ventaja del anterior resultado es que para
demostrar que A genera un Cy-semigrupo de contracciones basta con mostrar que A es

mazximal disipativo.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 34

Tal como se mencioné en la Seccion 1.2, un semigrupo es una familia de operadores
lineales y acotados {T'()},., que satisfacen determinadas propiedades las cuales también
pueden ser verificadas para algunas familias uni-paramétricas definidas en toda la recta

real. En este caso se hablara de grupos y no de semigrupos. Veamos la siguiente definicién.

Definicién 1.2.5. Una familia uni-paramétrica {T(t)} de operadores lineales aco-

—oo<t<oo

tados en un espacio de Banach X es un grupo de operadores acotados si satisface las

condiciones
(@) T(0) = 1,
(b) T(t+s)=T(t)T(s) para —oo < t,s < o0,
(c) 11;1%T(t)l’ =z para todo x € X.

Esta definicion y el siguiente teorema seran importantes para el estudio del semigrupo

de la ecuacién de onda en el capitulo 4 de este documento.

Teorema 1.2.7. Sean H un espacio de Hilbert y A : D(A) C H — H tal que A y
—A son operadores maximales disipativos. Entonces A y —A juntos generan un grupo de

1sometrias.

Demostracion. Como Ay —A son maximales disipativos, entonces se verifica que (Au, u) =
(—Au,u) = 0 para todo u € D(A). Sean ug € D(A) y u(t) la solucién de
du(t
u) _
dt (1.13)

Entonces se tiene que

1d
ST, lu(®)]]* = (Au(t), u(t)) = 0.
Por lo tanto, |lu(t)|| = [[uo|| para todo t > 0, ésto es, si {ST()},5, es el semigrupo de

contraccién generado por A, entonces || ST (¢)ug|| = ||uo|| para todo ¢ > 0, con ug € D(A).
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Pero como D(A) es denso en H entonces tenemos que para todo u € H existe {u,} C D(A)
tal que u,, — u cuando n — oco. Por lo tanto || ST (¢)u,|| = ||u.|| y pasando al limite se tiene
que ||S*(t)ul| = [|ul| y asi cada S*(t) es una isometria en H. Similarmente si {S7(¢)},5,
es el semigrupo de contraccién generado por — A, entonces S~ () es también una isometria
para cada t > 0.
Ahora, retomando el problema (1.13), para cada t € [0, o] sea u(t) = u(ty — t). Entonces
en [0, to] se tiene
du(t) du(ty —t)

— = - — —Aulty — 1) = —Ad(h), o

a(0) = ulto) = S*(to)uo.

Por unicidad de la solucién para problemas de valor inicial, se llega a que
a(t) = S (t)S™ (to)uo.
En particular,
?j(to) = S_(t0)5+(t0>U07
pero
Asi, para cada uy € D(A)
ST (to)S+ (to)Uo = Ug-

Como D(A) es denso en H, esto es cierto para todo ug € H. Similarmente se puede
determinar que

ST (to)S™ (to)uo = uo,
para todo ug € H.
Si se define
ST(t) sit>0
S7(—t) sit<O,
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entonces (S(t))™" = S(—t) y asi {S(t)},cg es ahora un grupo de isometrias. En efecto,

(a) En primer lugar, S(0) = S*(0) = I dado que {S*(#)},, es un semigrupo de con-

traccion.
(b) En segundo lugar,

o Sit,s>0,S(t+s)=SH(t+s)=S()S"(s) = S(t)S(s)

e Sit,s<0,S(t+s)=S(—t—s)=S5(—t)S(=s) = S(t)S(s)

e Sit>0>syt+s>0,St+s)=ST(t+5)ST(=)S"(—s) =ST(t)S™(—s) =
S(t)S(s)

e Sit>0>syt+s<0,S(t+s)=5T(t+5)ST(=s)S"(=s) =5T(t)S (—s) =
S(t)5(s)
Es decir, S(t + s) = S(t)S(s) para —oco < t,s < 0.

(c¢) Finalmente, si u € H

e lim S(t)u =1lim S™(t)u = w.

t—0+ t—0
o lim S(t)u=1UmS (—t)u = u.
=0~ -0

Es decir, yr% S(t)u = u para todo u € H.
—

De esta manera se verifican las condiciones de la Definicién 1.2.5. Ademas, por las condi-

ciones (a) y (b), se tiene que
I=5(0)=S(@t—t)=S(t)S(-1).

De donde (S(t))~' = S(—t). O



Capitulo 2

Ecuacién del Calor, caso barra finita

2.1. Conduccion de calor en una barra

Considérese una barra finita de longitud L, cuya seccién transversal tiene area A*,
hecha de un material uniforme conductor del calor. Supéngase que la superficie lateral de
la barra esté aislada térmicamente de modo que no se permite el paso de calor a través
de las extremidades de la barra. La uniformidad del material y el aislamiento térmico
lateral implican que el flujo de calor ocurre solamente en direccién longitudinal y, por
tanto, se tiene un problema de conduccién de calor en una dimension. Mas precisamente,
las variables fisicas son constantes en cada seccién transversal, pudiendo variar de una

seccion a otra.

La ley de enfriamiento de Fourier afirma lo siguiente: Considere dos placas P, y P
de areas iguales a A* mantenidas a temperaturas constantes 77 y T5. Si se colocan para-
lelamente a una distancia d una de la otra, habra paso de calor de la mas caliente a la
mas fria y la cantidad de calor por unidad de tiempo, transferida de una placa a otra,

esta dada por

37
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kA* Ty — T
d )

donde k es la conductividad térmica del material entre las placas.

Q- (2.1)

ZA

Y

Represéntese por u(x,t) la temperatura de un punto de abcisa = en el tiempo ¢. La
temperatura es independiente de las coordenadas espaciales y y z. Témense dos seccio-
nes transversales de la barra localizadas en = y en x + d. Para aplicar la ley de Fourier,
imaginese esas secciones como las placas P; y P, anteriores. Mientras tanto surge una difi-
cultad porque las temperaturas en estas secciones varian con el tiempo y en consecuencia
no son constantes como requiere la ley de Fourier. Para superar tal dificultad, se introduce
un gran flujo de calor a través de una seccion x, en un instante t, lo que sera hecho del
siguiente modo: fijese el tiempo ¢ en (2.1), hdgase Ty = u(x +d,t) y Ty = u(z,t) y pésese
al limite cuando d tiende a cero. Tal limite serd kA* |u,(x,t)|. Se define entonces el flujo

de calor en la direccién positiva del eje  como una funcién ¢(z,t) dada por

q(z,t) = —kA uy(z,t) (2.2)
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El signo menos en (2.2) es justificado de la siguiente manera: si la temperatura u crece
con x, u, sera positivo; mas, como el calor fluird a la izquierda, ¢ debera ser negativo. Por
otro lado, si u decrece con x, u, sera negativo; mas, como el calor fluird hacia la derecha,
q deberd ser positivo.

Fijese ahora un elemento de la barra entre z¢ y xo + § y véase cudl es la cantidad de
calor (q) que alli entra, en el periodo de tiempo ente ty y ¢ty + 7. Usando el flujo de calor
q(z,t), se puede ver que

to+7 to+T1
q= / q(zo, t)dt — / q(zo + 6, t)dt,

to to

osea,

to+71

‘= / Rl (20 + 6, £) — (o, £)] A*dL. (2.3)
to

Por otro lado, se sabe que el calor especifico de una sustancia es la cantidad de calor

necesaria para elevar en 1°C' la temperatura de un gramo de tal sustancia. Por tanto ¢

puede ser también escrito como

to+1 pro+o
q= / / cug(x, t)dtpA*de, (2.4)
to xo

donde p es la densidad de la sustancia.

Usando el teorema fundamental del célculo en (2.3) e igualando con la expresién dada en

(2.4), se obtiene

to+7 zo+0 to+T7 x40
/ / kg, (z, t)dxdt, = / / cpui(z, t)dzdt. (2.5)
to T to zo

Como la expresién anterior es valida para todo ty > 0, todo 2o < x < L y todo 7,6 > 0,
se concluye que

kg, (z,t) = cpuy(x,t),
es decir,

ur(z,t) = Kugy(z,t), (2.6)
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donde K = k/(cp) es la difusividad térmica. La ecuacion (2.6) es llamada la ecuacién del
calor y es la ley de la variacién de la temperatura u(z,t) en una barra uniforme con una
superficie lateral aislada térmicamente. En la siguiente seccién se presentara el problema
de valores iniciales y de frontera asociado a estd importante ecuacién diferencial (ver méas

detalles en [1], capitulo 1).

2.2. Formulacion matematica del problema de con-

duccién de calor

Represéntese por R la regién del plano (x,t) determinada por 0 <z < Lyt >0y
por R la unién de R con su frontera que estd formada por las semirectas {x = 0,¢ > 0}
y {z = L,t > 0} y por el segmento {0 <z < L,t = 0}. El problema de la conduccién del
calor consiste en encontrar una funcién de valor real u(x,t) definida en R que satisfaga el

PVIF

u(@,0) = f(z), 0<z<lL, (2.7)
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0,
donde la constante K y la funcién f : [0, L] — R son dadas.

El método de Fourier aplicado a la ecuacion del calor consiste en usar separacién de

variables y producir soluciones u(x,t) de la forma
u(w, 1) = F@)G(2), (25)

haciendo una serie de raciocinios informales sin preocuparse por la justificacion de cada
paso. Una vez identificado el candidato, se procede a probar rigurosamente que en realidad

es la solucion del problema.
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Sustituyendo (2.8) en la ecuacién del calor, se obtiene

F(x)G'(t) = KF"(2)G(t) (2.9)
o de otra manera, e @)
1 G'(t F"(x

KGEt) Fz) (2.10

Por supuesto, para pasar de (2.9) a (2.10) se asume que G(t) y F(x) no se anulan.
Observe que el lado izquierdo de (2.10) es una funcién que depende sélo de t y el lado
derecho es una funcion de x. Luego, para que estas funciones sean iguales deberan ser

independientes de = y t. Esto quiere decir que

F'(z) 1 G'(t)
Fo) =0 y €0 =0, (2.11)

donde o es un parametro independiente de z y de t.
La primera ecuacién, en (2.11) indica que F' debe satisfacer la ecuacién diferencial ordi-
naria

F"(x) —oF(z) =0, para O0<z <L, (2.12)
y como u(0,t) = u(L,t) = 0, la funcién F' debe satisfacer también las condiciones
F(0) = F(L) =0, (2.13)

porque como u(0,t) = F(0)G(t) = 0 para todo t > 0, se sigue que si F'(0) # 0 entonces
G =0y por tanto u = 0 sera solucion de la ecuacién del calor y satisface las condiciones
de frontera pero no satisface la condicién inicial u(x,0) = f(x), a menos que f = 0.

Ahora, se procede en el sentido de ver cuales son los valores de o que conducen a soluciones
F del problema dado en (2.12)-(2.13). Es claro que el interés se centra en hallar soluciones

F' que no sean idénticamente nulas. Se tienen tres posibilidades para o las cuales son:

i) Si o > 0, la solucion general de (2.12) es de la forma

F(z) = ¢,V + cpeV7",
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ii)

iii)

Por tanto, si tal F' satisface (2.13), el par de constantes c¢;, ¢ deberd ser solucién
del sistema

Cl+02:O,

cle‘/EL + cze‘/EL =0.

La tnica solucion a este sistema es ¢; = ¢o = 0. Esto implica que F' = 0, lo cual no

es interesante.
Si o0 =0, la solucién general de (2.12) es de la forma
F(z) = 1z + ¢,
y para satisfacer las condiciones en (2.13) debe ocurrir que
co =0
ciL+cy =0,
lo que implica que ¢; = co = 0 y por tanto se tiene de nuevo que F' = 0.
Si 0 < 0 se hace el cambio 0 = —\? y la solucién general de (2.12) es de la forma
F(x) = ¢1 cos Az + cosen Ax.
Para que tal F' satisfaga (2.13), se debe tener que
=0
caysen AL = 0.

Como no es de interés co = 0 entonces sen AL = 0, lo que implica que AL = nx con

n es un numero entero no nulo (n = +1,42,...). Los valores de —o = A\? donde

2 __
X =
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son llamados los valores propios o autovalores del problema dado en (2.12)-(2.13),
y las funciones
nmwx

Fo(z) = sen ==
(x) = sen 7

son llamadas las funciones propias o autofunciones. No hay necesidad de considerar
los valores negativos de A, pues eso conduciria a una autofunciéon que difiere apenas

en un signo menos de otra obtenida para un A, positivo.

Observe ahora que la segunda ecuacién diferencial ordinaria en (2.11) tiene por solucién
general a

G(t) = ce” .
Luego, para cadan =1,2,3,..., se tiene una funcién

Y

_n2.2 2 nmtx
U (2,1) = e ™ KU/ gen

la cual satisface el PVIF (2.7). La dificultad estd en que siendo

un(x,0) = sen @,

L
u,(z,t) serd soluciéon del PVIF (2.7) si la funcién dada f(z) tiene la forma

nmx

f(z) =sen -

Usando el principio de superposicion: «Si u(z,t) y v(x,t) son soluciones del PVIF (2.7),

entonces cualquier funcion de la forma
au(x,t) + bu(z,t),

donde a y b son constantes, serd también solucién del PVIF (2.7) y en general se cumple
para cualquier combinacion lineal de soluctones». Si la funcion f se puede expresar como

una serie de la forma

ad nmtx
f(ﬂ?) - ;Cnsen A
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entonces el candidato solucién del PVIF (2.7) en tal caso estard dado por

= Z Cpe T YL gen n_zx (2.14)

n=1
Por lo tanto, esta expresion sugiere que en la escogencia de los ¢, éstos deben ser los

coeficientes de Fourier de la funcién f, definida en [0, L] y extendida al resto de R de

modo impar y periédica de periodo 2L. De esta manera,

/ () sen —d:z:

Definicién 2.2.1. Una funcion f : R — R es seccionalmente continua si ella tien un
nidmero finito de discontinuidades (todas de primera especie) en cualquier intervalo acota-
do. En otras palabras, dados a < b, existen a < a; < --- < a, < b tales que [ es continua
en cada intervalo abierto (aj,aj41), j=1,...,n— 1 y existen los limites laterales

lm f(z) v lm f(2)

m—m x—mj_

Definicién 2.2.2 (Solucién del PVIF (2.7) en el sentido I). Una funcién u: R — R es
una solucion del PVIF (2.7) si ella es continua en R, tiene derivadas parciales w; Y gy

en R y satisface las tres relaciones en (2.7).

Definicién 2.2.3 (Solucién del PVIF (2.7) en el sentido II). Una funcién u : R — R
es una solucion del PVIF (2.7), si

up = Ky, en R,
uw(0,t) =u(L,t)=0, t>0 y

lim u(x,t)go(m)dx:/o f(x)p(x)de, (2.15)

t—0t 0

para toda funcion ¢ seccionalmente continua en [0, L]. (Ver [1], Seccion 4.1).
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Observacién 2.2.1. La condicion (2.15) en la definicion anterior quiere decir que la
condicion inicial es satisfecha en sentido medio, dado que es mds propio hablar de tem-
peratura media en una vecindad V' del punto x, a hablar propiamente de la temperatura

en el punto x.

Teorema 2.2.1. Si f € L?*(0, L), entonces la expresion (2.14) define una funcién en R
que es solucion del PVIF(2.7) en el sentido II.

Demostracion. Ver [1], Teorema 4.1. O

2.3. (Cjy-semigrupo asociado a la ecuacién del calor,
caso barra finita

A continuacién se muestra un ejemplo de aplicacion de la teoria de Cy-semigrupos
estudiada en espacios de Hilbert, a partir de la familia de operadores definida por la
ecuacién (1.8). Supongamos que H = L*(0,7), para z € [0,7] e,(z) = %sen(nx)
¥y A, = —n?. Entonces para cada z € L*(0,7) y t > 0, el operador S(t)z en L*(0, )
estd definido en [0,7] por la expresion

[S(t)z] (z) = i [z /ﬂ 2(p) sen(np)dp] et sen(nx) (ver ecuacion (1.8)).
0

v
n=1

El Teorema 2.2.1 permite concluir que v(x,t) = [S(t)z](x) es una solucién en el sentido

IT de la ecuacién del calor con K =1y L =, es decir,

(

Ve (, 1) = vge(z, 1), t>0, 0<z<m,

¢ v(0,t) =v(m,t) =0, t>0, (2.16)
lim v(x, t)p(r)dr = /o z(z)p(z)de,

t—0t 0

\
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para toda funcién ¢ seccionalmente continua en [0,7], teniendo en cuenta que z € L?(0, )
no necesariamente es continua.
Notese que si
[u(®)] (x) = [S()z] () = v(, 1),
entonces [u/(t)](z) corresponde a v;(z,t). En efecto,

fult )~ 0)@) (S D)) ~ (S0 )
h—0 h h—0 h
v(z,t+h) —v(x,t)

= lim
h—0

= vy(x,t).

Por otra parte, por la ecuacién (1.10) se tiene que

™

[Az](z) = f: —n? F /0 ") Sen(np)dp] sen(na) (2.17)

n=1

y escribiendo a z en serie de Fourier,
o0 2 T
z(z) = Z [—/ z(p) sen(np)dp] sen(nz).
0

Luego,

Z(x) = Z —n? {z /07r z(p) sen(np)dp} sen(nzx) (2.18)
y por (2.17) y (2.18) se tiene que
[Az](z) = 2"(x) paratodo zé€ D(A)

donde

D(A) D {z cL*(0,m):z en C? y 2(0)=z(7)= 0}.
Mediante un analisis mas cuidadoso se puede mostrar que

D(A) ={z € L*(0,7) : z, 2 € AC[0, 7], 2" € L*(0,7),2(0) = z(m) = 0}, (2.19)
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donde AC0, 7| denota el conjunto de funciones absolutamente continuas en [0, 7]. (Ver
Apéndice B).

En efecto, la primera contenencia se tiene por definicién de D(A):
D(A) > {z € L*(0,7) : z, 2 € AC[0,],2" € L*(0,7), 2(0) = z(m) =0} . (2.20)

Por otra parte, si z € D(A) entonces z” € L*(0, 7). Para que exista z” debe existir 2’. De
esta manera se tiene que z y 2z’ son derivables en casi toda parte y en consecuencia z y 2’
son absolutamente continuas (z, 2’ € AC|0, 7]). Ademas, por la condicién de frontera del

PVIF (2.16) se tiene que z(0) = z(w) = 0 y asi se concluye que

D(A) C {z € L*(0,7) : z, 2’ € AC[0,],2" € L*(0,7), 2(0) = z(m) = 0}, (2.21)
y a partir de (2.20) y (2.21) se tiene (2.19).

Observaciéon 2.3.1.

» Teniendo en cuenta que las condiciones de frontera en (2.16) son absorbidas dentro
del dominio de A, se puede ver que si u es una solucion de (1.11) [asi que u(t) €
D(A) parat > 0] yv(z,t) = [u(t)] (z), entonces v(-,t) € D(A) lo cual implica que las
condiciones de frontera en (2.16) son satisfechas. Por lo tanto, el problema de valores
iniciales y de frontera (2.16) corresponde a una ecuacion diferencial ordinaria del

tipo (1.11) en el espacio de Hilbert L*(0, 7).

» Por el Lema 1.2.3, se tiene que ||S(t)|| < eMt = et < 1, lo que significa que el
Co-semigrupo asociado a la ecuacion del calor, caso barra finita, es un Cy-semigrupo

de contracciones.
» FEn relacion con los Espacios de Sobolev, se puede mostrar que
D(A) = H*(0,7) N H}(0, ).

Para mds detalles, ver Apéndices B y C.



Capitulo 3

Ecuaciones dispersivas lineales

3.1. Ecuaciones en derivadas parciales de evolucién

La forma en la que las EDP se presentan habitualmente en el modelado de fenéme-
nos de la Ciencia y Tecnologia es precisamente la de modelos de evolucién en los que se
describe la dindmica a lo largo del tiempo de determinada cantidad o variable (también
a veces denominada estado) que puede representar objetos de lo més diversos que van
desde la posicion de un satélite en el espacio hasta la dindmica de un atomo, pasando por
el grado en que una enfermedad afecta a cierta poblacién. En otras palabras, los mode-
los dindmicos o de evolucién son los mas naturales en la medida que reproducen nuestra
propia concepcion del mundo: un espacio tri-dimensional que evoluciona y cambia en el

tiempo.

Cuando el estado o variable de un modelo o sistema de evolucion es finito-dimensional,
el modelo mas natural es un sistema de EDO, cuya dimension coincide precisamente con
el del nimero de parametros necesarios para describir dicho estado. Asi, por ejemplo,

para posicionar una particula en el espacio necesitamos de tres variables dependientes

48
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del tiempo y para describir su dindmica un sistema de tres ecuaciones diferenciales. Pero
en muchas ocasiones, como es el caso sistematicamente en el contexto de la Mecanica de
Medios Continuos, la variable de estado es infinito-dimensional. Esto ocurre por ejemplo
cuando se pretende describir la deformacion de cuerpos elasticos o la temperatura de un
cuerpo solido en los que la deformacion o temperatura de cada uno de los puntos de ese
medio continuo constituye una variable o incégnita del sistema. Los modelos matematicos

naturales en este caso son las EDP.

En la teoria clasica de EDP, éstas se clasifican en tres grandes grupos: elipticas, pa-

rabdlicas e hiperbodlicas. El modelo eliptico por excelencia involucra el operador de Laplace:

En este modelo la variable tiempo esta ausente. Es por eso que solo permite describir
estados estacionarios o de equilibrio. Las ecuaciones parabdlicas y las hiperbdlicas, repre-
sentadas respectivamente por la ecuacién del calor y la de onda, son los modelos clédsicos
en el contexto de las EDP de evolucién. Sus caracteristicas matematicas son bien distintas.
Mientras que la ecuacion del calor permite describir fenémenos altamente irreversibles en
tiempo en los que la informacién se propaga a velocidad infinita, la ecuacion de onda es
el prototipo de modelo de propagacién a velocidad finita y completamente reversible en

el tiempo.

El operador del calor es

8 — A,

de modo que al actuar sobre la funciéon u = u(z,t) que depende de la variable espacio-

tiempo, (x,t) € R? x (0, 00) tiene como resultado
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Sin embargo el operador de onda o de D “Alembert es de la forma

O=0-A (3.1)
y da lugar a
Du—[@Q—A}u—@—Au
o ot '

El operador del calor y el de onda se distinguen también por sus dambitos de apli-
cacién. Mientras que el primero es habitual en la dindmica de fluidos (a través de una
version mas sofisticada, el operador de Stokes) o en fenémenos de difusién (del calor, de
contaminantes, ... ), el operador de onda y sus variantes intervienen de forma sistematica
en elasticidad (frecuentemente a través de sistemas mds sofisticados, como el de Lamé,

por ejemplo) o en la propagaciéon de ondas acisticas o electromagnéticas (ecuaciones de

Maxwell).

En la Mecdnica de Medios Continuos se encuentran también otras ecuaciones, opera-
dores y modelos, pero en todos ellos, de una u otra manera, encontraremos siempre el
operador del calor, de onda o una variante muy proxima de los mismos. Frecuentemente
los modelos son mas sofisticados que una «simple» ecuacién aislada. Se trata a menudo de
sistemas acoplados de EDP en los que es habitual encontrar tanto componentes parabdli-
cos como hiperbdlicos; es el caso por ejemplo de las ecuaciones de la termoelasticidad. En
estos casos, si bien un buen conocimiento de los aspectos més relevantes de la ecuacion
del calor y de onda aisladamente puede no ser suficiente a causa de las interacciones de
los diferentes componentes, si que resulta indispensable. Por todo ello es natural e impor-
tante entender todos los aspectos matematicos fundamentales de estas dos piezas clave:
la ecuacion del calor y la de onda. Evidentemente esto es también cierto desde el punto

de vista del Anélisis y del Céalculo Numérico.
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Hasta ahora nos hemos referido sélo a las ecuaciones del calor y de onda en su expresion
mas sencilla: con coeficientes constantes. Estas ecuaciones, cuando modelan fenémenos en
medios heterogéneos (compuestos por materiales de diversa naturaleza) adoptan formas
mas complejas y se presentan con coeficientes variables, dependientes de la variable espa-

cial z, de la variable temporal £ o de ambas.

En la descripcion de un modelo de evolucién se requiere que en el tiempo ¢ el estado del
sistema dado pueda ser descrito iinicamente por un elemento del espacio X, asumiendo
que X es un espacio de Banach. Dado un estado inicial ug € X en el tiempo t = 0, se
denota el estado del sistema en el tiempo ¢ > 0 por u(t) = u(t; up). De esta manera, la

evoluciéon del sistema es determinada por la ecuacion de evolucion
u'(t) = F(u(t)), t>0, u(0)=u, (3.2)

donde F': D(F) — X, D(F) C X.

En (3.2) u € C'([0,00), X) y u(t) € D(F) para cada t > 0. Para permitir «muchos»
datos iniciales, se asume que D(F') es denso en X. La dependencia continua en el estado

inicial significa que la correspondencia
t — u(t,up)

es continua con la norma de X para cada t > 0. Se requiere que tal correspondencia sea

uniformemente continua en [0, ¢o] para cada to > 0.

3.2. Ecuaciones de evolucion dispersivas

Dentro del extenso reino de las ecuaciones de evolucion, se encuentran las llamadas

ecuaciones dispersivas. Fisicamente, dispersién significa que las ondas de diferentes fre-
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cuencias viajan a distintas velocidades. Una EDP lineal dispersiva con coeficientes cons-
tantes, toma la forma

dyult,z) = Lu(t, x); (3.3)

u(0, ) = up(x).
donde el campo u : R x R — V toma valores en un espacio de Hilbert de dimensién
finita y L es un operador diferencial anti-adjunto con coeficientes constantes en la variable

espacial, es decir,

Lu(z) == Z CaOgu(x)

lal<k
donde k > 1 es un entero (el orden del operador diferencial), v = (av,...,aq) € Z% el
espacio de todos los multi-indices, con |a| := a3 + - -+ + a4 menor que o igual a k, 9% es

la derivada parcial
o \™" a \™
8? = JE— PR -
0xy 0xg4
y los ¢, € End(V)! y no dependen de la variable x. El operador L también puede ser

escrito como L = ih(D), donde D es el operador frecuencia

D= lV = <16x1,...,18xd>
1 1 i

v h: R4 — End(V) es el polinomio

B(E) =higr, - €a) = D i lealt €3, (3.4)

o] <k

denominado relacion de dispersion de la ecuacién (3.3). En la seccién siguiente se mos-
trara en detalle la importancia de la relacion de dispersion en la clasificacion de ecuaciones
diferenciales parciales como dispersivas o no dispersivas y su vinculo con la teoria de se-

migrupos.

!Espacio de transformaciones lineales de V en V.
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Por definicion, un operador L es anti-adjunto si:
(Lu,v),, = — (u, Lv),, ,

para todas las funciones test u, v. Esto es equivalente a pedir que los coeficientes del
polinomio h sean auto-adjuntos. Por eso en el caso escalar, se requiere que h sea de valor
real.

Dos ejemplos importantes de EDP lineales dispersivas son la ecuacién de Schrodinger y

la ecuacién de Onda. Por una parte la ecuacién de Schrodinger descrita en los términos

10 + iAu = 0;
2m (3.5)
u(0,z) = up(x)

donde u : RxR?Y — V es un campo complejo y A es el operador de Laplace. La constante
de Planck A > 0 y la masa m > 0 son constantes fijas.
Para escribir (3.5) en la forma (3.3) considérese: V = L*(R?), u(t) = u(t,-) € V para cada
teRy L(u) = is-Au.

Por otra parte se tiene la ecuacién de onda

(0%u
W—Au:o en [0,400) x €,

u(0,7) = f(z) en Q, (3.6)

Oru(0,z) = g(x) en L,

u(t,z) =0 en [0,400) x 00

\

donde u : R x Q — H}(Q)? x L?(£2), con © un subconjunto abierto y acotado de R? (de

. U Ny .
clase C*). Haciendo v = e la ecuacion se puede reescribir en la forma

ou
— =v=0-u+v
5 (3.7)

2Vea la definicién de los espacios Hg () en el Apéndice C
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Luego, el sistema se puede ver como

Do)
v Au+0-v A o] \w

y Hamando U(t) = (u(t),v(t))" la forma (3.3) de la ecuacién de onda es

donde

con

actuando como

(-0 0- )

Se puede mostrar que L es un operador anti-adjunto. En efecto, en el espacio de Hilbert

V = H}(Q) x L*(Q) se define el producto interno

(u,v) = / Vuy - Vuy +/u2v2, (3.11)
Q Q

donde u = (uy,u2)T, v = (vy,v9)7 estdn en V.

Luego, si u,v € D(L) entonces

= (5() )

:<<Aul) ( >>
_ /Q Yy - Ty + /Q vy
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Usando la férmula de Green (ver [3], Teorema 2.7.5), se tiene que

/UQAul = — / Vs - Vuy +/ U2%;
Q Q o OV
8u1

pero / vy—— = 0 dado que vy € H}(Q).
a0 ov

De la misma forma se puede mostrar que

/ VUQ : VUl = —/UQAvl.
Q Q

(Lu,v) = — /Qvul-vuﬁ/gu?ml)
() (a)
== () ()

Asi se muestra que efectivamente el operador L es anti-adjunto.

Luego,

3.3. Relacién de dispersion y semigrupos

Como se indicé en la seccién anterior, el operador L en la ecuacién (3.3) puede es-
cribirse como L = ih(D) donde el polinomio h representa la relacién de dispersion de la
EDP. Veremos un método practico para calcular h sabiendo que la ecuacién diferencial
parcial lineal con coeficientes constantes de la forma

P(%,%,...,%) u(t,z) =0, (3.12)
donde P es un polinomio, admite soluciones de tipo onda plana de la forma

u(t,r) = Age'@tee) si £ eR, (3.13)

u(t,r) = Age’@+¢s)  si ¢ € R? (cond>2),
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donde Ag es la amplitud, £ es el niimero de onda y w es la frecuencia angular.
Para cada &, no todos los valores de w pueden ser tomados. Por ello, las EDP imponen
una relacion entre £ y w
w = w(§),

la cual es equivalente al polinomio h descrito en la ecuacién (3.4). En general, cada niimero
de onda corresponde a m frecuencias w, donde m es el orden de la ecuacion diferencial con
respecto a t y es por eso que w = w(§) es llamada una relacién mas que una funcién. Para
la mayoria de los propdsitos es apropiado restringir la atencion en valores de & reales, en
cuyo caso w puede ser real o complejo dependiendo de la EDP. La onda (3.13) decrece

siIm w > 0y crece si Im w < 0. Se dice que un problema de propagacion de ondas es

dispersivo si w(§) es real y la velocidad de grupo, para el caso unidimensional o

dg
Vew(€) para dimensiones superiores, no es constante. En los demds casos el problema es
no dispersivo.

0
Asi, cuando la solucién (3.13) se sustituye en la ecuacién diferencial (3.12), cada —

ot

produce un factor iw y cada £ produce un factor i§;. De esta manera la relacion de
’I .
j
dispersion sera

P (iw, i€y, ... i) =0 (3.14)

y se tiene una correspondencia directa entre la ecuacion diferencial y la relacién de dis-
persion ast:

= 1§, (3.15)
donde ademas

— & (ig)F. (3.16)

Se puede prescindir de la ecuacion una vez que se conoce la relacion de dispersion y
también se puede construir la ecuacion a partir de la relacion de dispersion. Para ilustrarlo,
encontremos la relacién de dispersién para cada una de las siguientes ecuaciones teniendo

en cuenta que las soluciones son del tipo (3.13).
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a)

U + Clgyy = 0.

Al calcular las derivadas parciales se obtiene

uy = Age’ @) (1) = iw Age @) =

Uy = Aoei(wt+£x) (z§)3 _ _i£3A06i(wt+£x) — —i£3u.

Luego, sustituyendo en la ecuacién diferencial se tiene que
Up + Cllgyy = TWU — i02§3u = (iw — ic2§3) u = 0.

La relacién de dispersion es w — ¢262 = 0. Es decir,

w(§) = ¢,
Para la ecuacién de onda
Ut — AU = O,
se tiene
Uy = Aoei(wt+£-x) (Z-w)Q _ _w2Aoei(wt+£-x) _ _w2u’
Au = DA = — [ A’ ) = — ¢ u.

Luego, sustituyendo en la ecuacién diferencial
Uy — Au = —wu + [ u= (—w? + |¢°) u = 0.
La relacién de dispersién es
~w?+ e[ =0,
de donde
w(§) = £ ¢

Es decir, se tienen dos familias de soluciones:

u(t,z) = AgelEHHED) vyt z) = AgeEl=E),
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Ahora, veamos que es posible determinar la ecuacion diferencial a partir de su relacién de

dispersién.

a) Stw+al — =0
Multiplicando por i
iw 4 i —iBEd =0,
(iw) + a(i€) + B(i€)* = 0.
Por (3.15) y (3.16), se tiene que

3
(1) + ali€) + )’ = St out §5

Luego, la ecuacién diferencial correspondiente es

Uy + Uy + By, = 0.

b) Ahora, siw —i|¢]* =0
Multiplicando por :

iw — i ‘6’2 =0,
iw— (=€) =0.
Por (3.18) se sabe que Au = — |£|* u. Luego, se tiene que
0
(1)~ (~ 16 = £u— D

y la ecuacién diferencial asociada a la relacién de dispersién indicada es la ecuacién
del calor

ug — Au = 0.

De esta manera se verifica la importancia de la relacién de dispersion en el estudio de

ecuaciones diferenciales parciales y mas precisamente en la clasificacién de éstas como
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dispersivas o no dispersivas. Aun sin ser dispersiva, una ecuacién diferencial parcial li-
neal tiene relacién de dispersion como en el caso de la ecuacién del calor la cual no es

dispersiva teniendo en cuenta que su relacién de dispersion w(€) = i |£]” no es de valor real.

Veamos ahora la relacion entre la teoria de semigrupos y la relacion de dispersion para
ecuaciones dispersivas de la forma (3.3). Para ello restrinjamos la atencién al espacio de
Schwartz S, (R?) y consideremos inicialmente ecuaciones escalares, es decir, la relacién

de dispersién h(€) es de valor real. Si u € C};,.8,(R x R?)? es una solucién clésica para

loc

(3.3), entonces tomando transformada de Fourier en (3.3)

—_ —

Oru(t)(€) = ih(§)u(t)(E) (3.20)
y la tnica solucién de esta ecuacion es
u(t)(€) = e Oio(€). (3.21)

Como h(€) es real y iy es Schwartz, la funcién &y (€) es también Schwartz para todo

t € R. Podemos aplicar transformada de Fourier inversa para obtener la solucion
u(t,z) = / e MOy () de (3.22)
R4

y considerando que la solucién de (3.3) es de la forma u(t, z) = elug(x) = e™Plyy(x)

entonces la solucién de (3.3) es

e ug () ::/ )+t (€)de. (3.23)
Rd

Este operador lineal esta definido incialmente para funciones Schwartz, pero puede exten-
derse por argumentos de densidad a otros espacios como los espacios de Lebesgue o mas
generalmente a los espacios de Sébolev pudiendo mostrar ademés que la familia {etL} >0
representa un Cy-semigrupo.

3Espacio de las funciones Schwartz respecto a la, variable espacial, que son continuamente diferenciables
respecto a la variable temporal con primera derivada acotada esencialmente sobre subconjuntos compactos

de R.



Capitulo 4

La ecuacion de onda

4.1. Problema de Cauchy y relacion de dispersion

La ecuacién de onda es el ejemplo méas simple de una ecuacion hiperbélica y dispersiva
de segundo orden. Si x € R? representa la variable espacial y ¢ la variable temporal, esta
ecuacién puede modelar ondas en cuerdas vibrantes cuando d = 1, ondas en la superficie
del agua cuando d = 2 y ondas en 6ptica o acustica cuando d = 3. El PVIF para la

ecuacion de onda se escribe como

( 5%u
w—AUIO en (O,+OO)XQ,

u(0,2) = f(z) en €,
Owu(0,2) = g(z) en €,

u(t,z) =0 en [0,+00) x 02

\
donde © C R? es un dominio acotado y f y ¢ son respectivamente el desplazamiento y la

velocidad iniciales.

En las secciones 3.2 y 3.3 se mostrd que ésta es una ecuacién dispersiva de la forma (3.3)
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w()-(0)0-() e

L: (H*(Q) N H(Q)) x Hy(Q) — Hy(Q) x L*(Q)

con

donde

es un operador antiadjunto dado que si u,v € D(L) entonces

= (2(").(2))
~((2)(1)

y usando la féormula de Green (ver [3], Teorema 2.7.5), se tiene que

Vu1 va—i-/ugAvl)
Q

) (Am>>
)

Luv

La relacién de dispersion para esta ecuacion es w(§) = £ €| y se calculd sustituyendo en
la ecuacién diferencial la solucién tipo onda plana u(t,z) = Ape'@HET) - Ahora se mos-

trara la aplicacién de la teoria de semigrupos a esta importante ecuacién diferencial.
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4.2. Semigrupo asociado al operador de onda

Sea V = H}(Q) x L*(2). V es un espacio de Hilbert si est4 equipado con el producto

interno
(u,v) = / Vu; - Vo +/u21)2, (4.3)
Q Q

donde u = (uy,uz), v = (v1,vy) estdn en V.

Si se denota por v a — entonces se tiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

ot

de primer orden para u y v:

ou

— —v =0,

gt (4.4)
90 A=

ot

Se define el operador no acotado A : D(A) C V — V como

Au = ig (:j):(:u),u:(u,v)TeD(A),

D(A) = (H*(Q) N Hy()) x Hy ().

Lema 4.2.1. A es un operador maximal disipativo y en consecuencia el generador infi-

nitesimal de un semigrupo de contracciones.

Demostracion. El hecho de que A sea un operador anti-adjunto garantiza que tanto A

como —A sean disipativos en el sentido de la Definicién 1.2.3. En efecto, como
(Au,v) = — (u, Av),

para u,v € D(A), entonces (Au,u) = — (u, Au) = — (Au,u) dado que V es un espacio
de Hilbert real. De ahi que
(Au,u) =0
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y en consecuencia A es un operador disipativo. Para comprobar que el operador A verifica

la condicién de maximalidad se debe mostrar que para todo par (hy, hy)T € V la ecuacién

(I-A) (Z) = (Z;) (4.5)

tiene por lo menos una solucién, con (u,v)T € D(A). Por la forma del operador A, la

ecuacion anterior puede escribirse como el sistema de dos ecuaciones
u—v=nhy; v—Au=hy;

u € H*(Q) N HY(Q);v € HY(Q).

Sumando las dos ecuaciones se tiene
u— Au = h1 + h2

y como hy + hy € L*(Q), existe un unico u € H?(Q) N H () que satisface la igual-
dad u — Au = h; + hy (ver Apéndice D). Entonces, existe v = u — h; € H}(Q2). Con
esto se muestra que dado h = (hy, hy)T € V| existe un tinico u = (u,v)’ € D(A) tal
que (I — A)u = h lo cual significa que R(I — A) = V y en consecuencia A es maximal
disipativo. De la misma manera se puede demostrar que —A también es maximal disipa-
tivo. Luego, A y —A generan un grupo de isometrias (ver Teorema 1.2.7). En particular,
por la Observacién 1.2.8, el operador A es el generador infinitesimal de un semigrupo de

contracciones {71'(t . Asi, existe una tnica solucién u = (u, v)? € V para la ecuacién
>0 ) )

iu = Au, t>0,
dt (4.6)
U(O) =y € D(A),

con u satisfaciendo (4.1). O



Apéndice A
Integral de Bochner

Definicién A.0.1. Una funcion vectorial f : R — X se dice débilmente medible si para

todo elemento del espacio dual, F' € X', la funcion F(f(s)) es Lebesque medible.

Definicién A.0.2. Una funcion vectorial f : R — X se dice simple si f(J;) = x;,

t = 1,...,n, donde los x; son constantes no nulas y los J; son intervalos disjuntos de

medida Lebesgue finita, con f(s) =0 en R\ U J;.
i=1

Observe que tal funciéon es de la forma

f= mixu,
=1

Se puede notar que la representacion de una funcion simple es tnica.

Definicién A.0.3. Una funcion vectorial f : R — X se dice medible si existe una sucesion
de funciones simples { f,} que convergen a f en casi todo punto, es decir, im f,(s) = f(s)
n—oo

para casi todo s € R

Note que toda funcién simple es medible.
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Definicién A.0.4. Una funcion vectorial f : R — X se dice separadamente valuada si
su rango {f(s) : s € R} es separable y se dird casi separadamente valuada si ezxiste una
familia J de subconjuntos Lebesque medibles de medida nula tal que {f(s):s € R\ J} es

separable.

Teorema A.0.1. (Teorema de Pettis) Una funcion vectorial f : R — X es medible si y

solo si es débilmente medible y casi separadamente valuada.

Demostracion. Esta demostracion aparece con todo detalle en el capitulo V, seccion 4 de

11]. O

Definicién A.0.5. (Integral de Bochner) Se llama integral-Bochner de una funcion simple

f= Z%‘X@ a
i=1

/R f(s)ds = Zf;xz-mui),

siendo m la medida Lebesque en R. Iqualmente para todo subconjunto B de R Lebesqgue

medible,
/ f(s)ds := Zar:lm((]Z N B),
B i=1

Lo interesante es extender esta definicién de manera consistente para funciones medibles.

Definicién A.0.6. Una funcion vectorial f : R — X se dice integrable-Bochner si existe

una sucesion de funciones simples {f,} tales que:

i) lim f,(s) = f(s) en casi todo punto, es decir, f es medible.
n—oo

i) Jim [ 17(5) = £u(s)] = 0
n—oo R
En tal caso,

/f(s)ds = lim | f.(s)ds

n—oo

Igualmente para cualquier subconjunto Lebesque medible B.
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Para ver la consistencia de esta definicion, tenemos que ver que el limite anterior existe y

no depende de la sucesion de funciones simples que aproxima a la funcién. Como la funciéon

f es medible, entonces para cada n € N, la funciéon f — f,, es medible ya que se aproxima

pOr { fm — fn}men sSucesién de funciones simples, luego la demostracién del Teorema de

Pettis que aparece en [11] nos dice que || f(s) — fu(s)]| es medible, luego la integral en

i1) tiene sentido. Para ver que /f(s)ds existe, tenemos que probar que {/ fn(s)ds}
R

R
converge en X. Usando que X es completo, veamos que es sucesion de Cauchy:

An@w—én@m

Am@—n@m
SAJ%@®—&@M%
géM@Mw#@thAW@%—ﬁ@Ww

Usando el hecho de que la suma de funciones simples es también una funcion, usando la
desigualdad triangular de la norma y luego tomando limites, se obtiene lo que se queria.

Ademas el limite no depende de la sucesiéon tomada.

Teorema A.0.2. Una funcion vectorial f : R — X medible es Bochner integrable si y

sdlo si ||f(s)|| es Lebesque integrable.

Demostracion. Supongamos que f es integrable-Bochner, luego existe una sucesion de

funciones simples {f,} que aproximan a fy

lim [ [|f(s)ds — fu(s)||ds = 0.
R

n—oo

Se sabe por la demostracion del Teorema de Pettis que || f(s)|| es Lebesgue medible por
ser f medible. Como || f(s)|| < [[fa(S)| + 1/ (s) = fu(s)|l ¥ || fn(s)]| son integrables se tiene

que:

AW@WBSAM$N®+AW@—h®M&
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Luego, tomando limite, como el segundo sumando tiende a cero basta ver que / | fn(s)] ds
R

es convergente. Como

[1s@lds= [ ds

< / 1 £a() ) = 1 ic(5)]1] ds

< [ 1806 = £l ds
< [ 1) = s@lds+ [ 1) = fls)lds

Tomando limites, se obtiene que es una sucesiéon de Cauchy en consecuencia convergente.
Inversamente, supongamos que || f(s)|| es Lebesgue integrable y que f es medible. Luego
sea {f,} sucesién de funciones simples que aproximan a f. Se define una nueva sucesién

de funciones como sigue:

gn(s) = fuls) si fa(s)ll < NFGS)I (14270,
0 sio () > 1) (1+271).

Entonces las g, cumplen que

In(3)

lgn(s)II < LF ()Nl (1 +277) -

Veamos primero que estas funciones aproximan a f. Como

Ul = 151 < 17(5) = Fuls)] 0
cuando n — oo, se tiene que ||fa(s)|| — [|f(s)]. Luego para n suficientemente grande,
52 < £ (1+271), s decir g,(s) = fu(s). As.

T [1£() = 9u(s)] = lim 1) = fu(s)] = 0.

Ademas como para n suficientemente grande

17(s) = gu()II < L ()1 + llgn(s)]
= 17 ()N + [17n ()]
< (2+27) £l
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y || f(s)]| es Lebesgue integrable. Aplicando el Lema de Fatou se obtiene que

lHm [ ||f(s) — gn(s)| ds =0,
n—oo R
luego f(s) es Bochner integrable. O

Corolario A.0.1. Sean T € L(X,Y), con X y Y espacios de Banach, y f : R — X
integrable-Bochner. Entonces Tf : R — X es Bochner integrable y

/RTf(s)ds:T/Rf(s)ds.

Teorema A.0.3. (Teorema fundamental del cdlculo integral) Sea f : R — X una funcion
¢
Bochner integrable y sea F(t) := / f(s)ds. Entonces F es diferenciable en casi todo punto
F = f ’
yro=17J.

Demostracion. Como f es Bochner integrable entonces existe una sucesion { f,,} de fun-

ciones simples tales que lim f,(s) = f(s) en casi todo punto y
n—oo

T [ 1) = f(e)lds =0,

Sea h > 0,
1 t+h 1 t+h
I+ [ reas=rw| < ¢ [ - snas

<o [ M= folds+ g [ IR - Rolds
+alt) = 70

Veamos como se comporta cada uno de los tres sumandos cuando h — 0. El primero, como
| f(s) — fu(s)|| es Lebesgue integrable, aplicando el Teorema Fundamental del Calculo

Integral se tiene que éste tiende a || f(t) — fu(t)||. El segundo, como || f.(s) — fn(t)| es
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Lebesgue integrable en un entorno de ¢ por ser { f,,} funciones simples, aplicando el mismo

teorema se obtiene que este segundo sumando tiende a cero. Asi,

lim
h—0

[ s s <210 - s e

lo cual tiende a cero cuando n — oo en casi todo punto y se tiene lo que se queria. Es

decir,
1

lim —
h—0 h

[ s = s



Apéndice B
Funciones absolutamente continuas

Definicién B.0.7. Una funcion f : [a,b] — R se llama absolutamente continua si para
todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que para toda familia {(a;,b;)} de intervalos disjuntos en

[a,b] tales que >, (b; — a;) < 0 se cumple la desigualdad

Z 1£(b) — fla)] < e.

Teorema B.0.4. Sea f una funcion absolutamente continua en [a,b]. Entonces f es deri-

vable en casi toda parte en (a,b), su derivada f' es integrable sobre [a,b] y
b
[ r=1- r@.
Demostracion. Ver [9], Capitulo 6, Teorema 10. O
Corolario B.0.2. Sea f una funcion absolutamente continua en [a,b]. Entonces
f@) =@+ [ 1.

Demostracion. Supongamos que f es absolutamente continua en [a, b]. Luego, para todo

x € (a,b] se tiene que f es absolutamente continua en [a, x| y por el teorema anterior se
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verifica que
| r=@)- 1),
de donde a
f@) = @)+ [ 1
a [

Definicién B.0.8. Se dice que f es la integral indefinida de una funcion g sobre |a,b], si

g es Lebesgue integrable sobre [a,b] y

f(x):f(a)—k/zg Va € [a, b].

Teorema B.0.5. Una funcién f en [a,b] es absolutamente continua en [a,b] si y solo si

es una integral indefinida en [a,b].
Demostracion. Ver [9], Capitulo 6, Teorema 11. O

Observacion B.0.1. El conjunto de funciones absolutamente continuas estd contenido
en el conjunto de funciones continuas y no al contrario. Por ejemplo, existe la «funcion
de Cantor» la cual es continua pero no es absolutamente continua. (Ver [9], Capitulo 6,

Seccion 6.4)



Apéndice C
Espacios de Sébolev

Sean 2 un conjunto abierto en R? y 92 su frontera.

Definicién C.0.9. Sea m > 0 un entero y sea 1 < p < oo. El espacio de Sobolev
W™P es definido por:

WmP(Q) = {u € LP(Q)| D € LP(QY), para todo|a| < m}. (C.1)

En otras palabras, W™P(2) es la coleccién de todas las funciones en LP(2) tales que sus
derivadas, en sentido de distribucién, hasta de orden m estdn también en LP(€2). En ese
sentido, D se define como:

olal
TR
W™P(Q) es un espacio vectorial y tal espacio estd dotado de la norma:

el pe = D I1D%ull oy (C.3)

lal<m

D* (ver [3], seccién 1.3). (C.2)

o0, equivalentemente, para 1 < p < oo,

1/p 1/p

lilyo = [ 3 / Do | = [ St | (C.4)

|| <m |o|<m
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Notacion:
» Para el caso en que p = 2, tales espacios son denotados por H™(£2). Asi,
H™(Q) = W™2(Q) (C.5)
y para u € H™(S2), se denota su norma por ||ull,, , en lugar de |[ul],,, , -

» Se puede considerar el espacio LP(£2) como un caso especial de las clases de Sébolev,

haciendo m = 0. Es decir, LP(Q) = WP(Q).
» Se definen los espacios Wy () como:
WP(Q) = {u e W™P(Q)|Du =0 en 0Q paratodo |a]<m—1}. (C.6)
Asf entonces, HJ'(Q) = WJ™*(Q).

Los espacios H™(f2) tienen un producto interno definido por:
(u,v) = Z /DO‘UDO‘U, para u,v € H™(Q). (C.7)
jal<m 7€
Este producto interno produce la norma dada por la férmula (C.4) cuando p = 2.
Teorema C.0.6. Sea 2 C R un conjunto abierto, sea u : 2 — R y sea 1 < p < oo.

Entonces u € WYP(Q) si y sélo si u admite una representacion absolutamente continua

u:Q — R tal que u y su derivada cldsica u' pertenecen a LP(S).

(Este terorema indica que toda funcién de LP(£2) absolutamente continua es también un
elemento de W?(2) mientras que todo elemento de W'?(Q) tiene una funcién represen-

tante en LP(€)) que es absolutamente continua.)

Demostracion. Ver [5], Teorema 7.13. O



Apéndice D

Ecuaciones elipticas de segundo

orden

En este apéndice se estudia la soluciéon de ecuaciones diferenciales parciales de segundo
orden elipticas sujetas a condiciones de frontera. Entre las distintas técnicas utilizadas se

encuentra los métodos de energia dentro de los espacios de Sobolev.

Se estudiard principalmente el problema de valores en la frontera:

Lu=f en Q, D.1)

u=0 en 01,
donde €2 es un subconjunto abierto y acotado de R? y u : Q — R es desconocida, u = u(x).
Aqui, f: Q2 — R estda dada y L denota un operador diferencial parcial de segundo orden

que tiene alguna de las dos formas siguientes:
d d

Lu=—) (a"(2)ug,)e, + > _V'(x)ts, + c(2)u, (D.2)

ij=1 i=1
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d d
Lu= =" a(2)uze, + Y b(@)us, +clo)u, (D.3)
t,j=1 i=1
donde los coeficientes a”, b, ¢ (i,j = 1,...,d) son funciones dadas.

Se dice que la EDP Lu = f estd en forma divergente si L esta dado por la forma
(D.2) y en forma no divergente si L estd dado por (D.3). La condicién u = 0 en 02 en

(D.1) es llamada condicion de frontera de Dirichlet.

Definicién D.0.10. Se dice que el operador diferencial parcial L es eliptico si existe una
constante 8 > 0 tal que:
d
> al(@)&g > 0, (D-4)
ij=1
para casi todo x € Q y todo £ € RY.
Elipticidad significa que para cada punto z € Q, la matriz simétrica M (z) = ((a¥(x)))

es definida positiva, con el menor de sus valores propios siendo mayor o igual a 6.

Asumiendo que:

a’, b’ ce L), (1,5 =1,...,d), (D.5)

fer*) (D.6)
y suponiendo que u es una soluciéon suave, multipliquemos la EDP Lu = f por una

funcion test v € C°(Q2) (funciones de C'™ con soporte compacto), y después de aplicar

integracién por partes sobre {2 se obtiene:
d

d
/ (Z aijuxivmj + Z by, v + cuv) dr = / fudx. (D.7)
Q — Q

ij=1
El término en la frontera se anula dado que v = 0 en 0€2. Por aproximacion se encuentra
que la misma identidad se tiene con la funcién test v reemplazada por alguna v € Hg (),

v la identidad resultante tiene sentido sélo si u € Hp ().
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Definicién D.0.11. (i) La forma bilineal B[-,-| asociada con la forma divergente para

el operador L definida por (D.2) es:

d d
Blu,v] := / (Z aug, vy, + Zbiuxiv + cuv) dx (D.8)
@ i=1

ij=1

para u,v € H}(Q).

(ii) Se dice que u € H () es una solucion débil del problema de valores en la frontera
(D.1) si
Blu,v] = (f,v) (D.9)

para toda v € H}(Q), donde {,) denota el producto interno en L*(Q).

Observacion D.0.2. Cuando el problema tiene condiciones de frontera no nulas, se puede
transformar adecuadamente en uno de tal forma. Supongamos que O es C* yu € HY(Q)
es una solucion débil del problema

Lu=f en €,
(D.10)

u=g en OS.
Esto significa que u = g en 02 en el sentido traza y ademds la identidad (D.9) se tiene
para toda v € Hy (). Para que esto sea posible es necesario que g sea la traza de alguna
funcion de H*(QY), digamos w. Asi entonces, i := u—w estd en H}(Q) y es una solucidn
débil de problema de valores en la frontera:
Li=f en

(D.11)
u=0 en 0f,

donde f = f — Lw.

Asumiendo que H es un espacio de Hilbert con norma ||-|| y producto interno (-, -), se

menciona el siguiente teorema:
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Teorema D.0.7. (Teorema de Lax-Milgram). Asuma que
B:HxH—=R

es una correspondencia bilineal, para la cual existen constantes o, 3 > 0 tales que

(i)

|Blu, v]| < allul [lo]|  (u,v e H)

(i)
Bllul® < Blu,u] (u € H).

Finalmente, sea f : H — R un funcional lineal y acotado en H. Entonces existe un

unico elemento u € H tal que
Blu,o] = (f,0) (D.12)
para toda v € H, donde (f,v) denota el valor de f actuando sobre v.

Demostracion. Ver [2], Seccién 6.2, Teorema 1. O

Retomando la forma bilineal definida por la ecuacién (D.8), se trata de verificar las

hipotesis del Teorema de Lax-Milgram.

Teorema D.0.8. (Estimaciones de energia). Existen constantes o, > 0 y v > 0 tales

que

(i) |B [u, o] < eflull gy o) 101y 0
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3 5 2
(i) Blullgo) < Blu,u] + 7 [[ull2q)

para toda u,v € Hy(Q).
Demostracion. Ver [2], Seccién 6.2, Teorema 2. O

Se observa que si v > 0 entonces B |-, -] no precisamente satisface la hipdtesis del

Teorema de Lax-Milgram. El siguiente teorema de existencia permite considerar esa po-

sibilidad.

Teorema D.0.9. (Primer Teorema de ezistencia de soluciones débiles). Hay un nimero
v > 0 tal que para cada > 7y y cada f € L*(Q) existe una tinica solucién débilu € HL(Q)

del problema de valores en la frontera

Lu+pu=f en £,
(D.13)
u=0 en Of.
Demostracion. Ver [2], Seccién 6.2, Teorema 3. O

Para el caso de la ecuacién eliptica asociada a la ecuacién de onda (ver capitulo 4), el

operador L esta dado por la expresion
Lu = —Au+ u, (D.14)
es decir, los coeficientes a”(z), b'(x) y ¢(z) en las ecuaciones (D.2) y (D.3) son:

1 sii=j

a’(x) =
0 siij,

bi(z)=0Vi=1,...,dyc(z) =1.

Luego, la forma bilineal definida por la ecuacién (D.8) se expresa como

Blu, v] :/Q (éuv—l—uv) :/Qvuvw/ﬂuv: (1, ) (D.15)
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para u,v € Hg(Q).

De ahi resulta:

|B [u, v]| = [{u, )| < Jull gy 10130

Blu,u] = /QVuVu—I— /Quu = (u,u) = HUHES(Q)' (D.16)
En consecuencia se satisfacen las hipotesis del Teorema de Lax-Milgram con a = =1y
los resultados del Teorema D.0.8 se verifican con « = f =1y v = 0. Asi pues, para cada
i > =0 el Teorema D.0.9 garantiza la existencia de una unica solucién débil para la
ecuaciéon Lu+ pu = f con f € L*(Q). En particular para u = v =0y L dado por (D.14),

la ecuacién Lu = f tiene una tnica solucién débil u € H}(Q).
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