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Introduccion

La idea de superficie de Riemann surge a mediados del siglo XIX a partir de los esfuerzos de
Bernhard Riemann por extender el dominio de una funcién analitica. Sin embargo, el estudio de
las superficies de Riemann se desarrollé posteriormente de manera abstracta, como variedades
complejas independientes de las funciones que les dieron origen. En el estudio de las superficies
de Riemann interactian varias ramas de la matematica: geometria, algebra, anélisis y topologia
principalmente.

Como objetos abstractos, algunas supeficies de Riemann pueden tener la misma estructura y
esto ocurre cuando se puede establecer una biyeccion holomorfa entre ellas. Las biyecciones
holomorfas de una superficie de Riemann en si misma forman el grupo de automorfismos de
dicha superficie. A finales del siglo X1 X Shwarz mostré que el grupo de automorfismos de una
superficie de Riemann compacta con género g > 2 es finito. A partir de esto Hurwitz probd,
en 1893, que el orden de dicho grupo estéd acotado por 84(g — 1). Se ha probado ademés que
son infinitos los valores de g para los cuales se alcanza la cota de Hurwitz, aunque actualmente
solo se conocen dos superficies con esta caracteristica, la cuartica de Klein y la curva de Fricke-
Macbeath.

A partir de esto se han hecho importantes estudios tratando de resolver principalmente dos
problemas. El primero consiste en determinar el mayor orden posible para el grupo de automor-
fismos de una supeficie de género g > 2 dado y el segundo en encontrar el minimo género de una
superficie que tiene determinado grupo finito de automorfismos. Actualmente se tienen resulta-
dos para supeficies orientables y no orientables, y sobre ciertas familias de grupos: abelianos,
ciclicos, diédricos y ciertas clases de grupos metaciclicos, entre otros.

En este trabajo se estudia el grupo de automorfismos de las curvas proyectivas de Fermat, una

familia de superficies de Riemann compactas de género g > 2. Se prueba que el grupo de auto-
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VIII CAPITULO 0. INTRODUCCION

morfismos de la curva proyectiva de Fermat de grado n sobre C, es el producto semidirecto del
grupo simétrico S3 y la suma directa (Z,, X Zy).

Con el fin de probar lo anterior y proporcionar una base al lector interesado en continuar el
estudio sobre supeficies de Riemann y acciones sobre superficies de Riemann, este trabajo se
divide en tres capitulos. El primero es de caracter introductorio: se presentan nociones y resul-
tados fundamentales sobre superficies de Riemann y funciones entre superferficies de Riemann.
El segundo capitulo trata de acciones de grupo sobre superficies de Riemann y muestra como
el conjunto de clases de equivalencia dado por la accién de un grupo sobre una superficie de
Riemann, bajo ciertas condiciones, tiene estructura de superficie de Riemann. El tercer capitulo
estd dedicado al estudio de las curvas proyectivas de Fermat, sus propiedades geométricas: es-
tructura compleja, singularidades y género. Ademads se presenta una prueba grupo-tedrica de que
el grupo de automorfismos de la curva proyectiva de Fermat, en caracteristica cero, es isomorfo
al producto semidirecto (Z, x Z,) x Ss. Esta prueba estd basada en la presentada por Pavlos
Tzermias en su articulo The Group of Automorphisms of the Fermat Curve, Journal of Number

Theory 53, 1995.
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Capitulo

Preliminares

En este capitulo presentaremos definiciones y resultados basicos sobre superficies de Riemann y
acciones de grupo sobre dichas superficies.

Intuitivamente podemos considerar una superficie de Riemann como un espacio que localmente
luce como un conjunto abierto en el plano complejo. Antes de precisar este concepto recordemos

algunos conceptos bésicos sobre espacios topoldgicos

s Un homeomorfismo de espacios topolégicos es una biyeccién continua entre dos espacios
topoldgicos, cuya inversa también es continua. En este caso, los espacios topolégicos se

dicen homeomorfos.
= Un espacio topoldgico X es segundo contable si existe una base contable para su topologia.

= Se dice que un espacio topolégico X es Hausdorff si para cada par de puntos distintos p y

q de X existen entornos disjuntos U y V' (en X) de p y ¢ respectivamente.

1.1. Swuperficies de Riemann

El hecho de que un espacio topoldgico X luzca localmente como un abierto del plano complejo,

se deduce de los siguientes resultados y definiciones.
Definicion 1.1.1. Sea X un espacio topolégico.

i) Una carta compleja en X es un homeomorfismo ¢ : U — V', donde U es un abierto en X

y V un abierto en C.
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ii) Dos cartas en X, ¢; : Uy — Vi, i =1,2 se dicen compatibles si la composicion
prody " a(Ur NUs) — ¢1(Ur N Uo)

es holomorfa siempre que Uy NUs # (). En este caso, llamamos a T = ¢y o ¢2_1 funcion de

transicion.
Cuando ¢(p) = 0 para una carta ¢ en X, diremos que ¢ estd centrada en p € X.

Observacién 1.1.1. Dado que una aplicacién holomorfa y biyectiva tiene inversa holomorfa,

la funcion T = ¢ o ¢2_1 es holomorfa si y solo si T~' = ¢g 0 ¢1—1 también lo es.

Ejemplo 1.1.1. Sea X = R?. Para cada abierto U de X definimos la funcion continua

T . Y
(Z)U z,y)= +1
(®:9) L+ a2 4+y2 14 a2 42

con tnversa

oy (w) = <1R i(yliu)r 111?(;1;)0

continua, ya que para cualquier abierto U, ¢y(U) C A, donde A = {w € C: |w| < 1}. Asi ¢y
es una carta compleja en X = R? para cada abierto U de X.

En este caso, cualquier par de cartas son compatibles debido a que la funcion de transicion es
la funcion identidad.

Por otro lado, las funciones dadas por vy (z,y) = x+iy para cada abierto U de R?, son también
cartas complejas en X = R2.

Notemos que estas cartas en R? no son compatibles. En efecto, tomando las cartas ¢y, : Uy — V1,
Yy, : Uy = Vo donde, Uy, Uy son abiertos de R? tales que Uy NUs # () tenemos que la funcién
de transicion T = o ¢~ : (U NUs) — ¥(Uy NUs) estd dada por

I S

rw) =y (Reli) Inlo) ) _ Rew) )

1—fw|" 1= |w]
St w = x + iy, entonces

T(x +iy) = u(z,y) + iv(z,y),

donde
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z Y
u(z,y) = Yy uvr,y) = :
)= v e = s
De aqui
_ Ty _ Ty
Vy = Uy =

Yy Uy
NN N
y por tanto v, # —uy. Es decir, la funcion de transicion T' no verifica las ecuaciones de Cauchy

Riemann, por lo cual no es holomorfa en ¢p(Uy N Us).

Nuestro interés es que podamos cubrir un espacio topolégico X con cartas complejas compatibles.

Esta idea se precisa en la siguiente definicién.

Definicion 1.1.2. Un atlas complejo A sobre un espacio topoldgico X es una coleccion
A=Ay : Uy — Vuu}

de cartas complejas compatibles dos a dos tales que X = |J, 1 Ua-

De este modo se pueden establecer varios atlas sobre un mismo espacio topolégico X, los cuales

pueden determinar una misma estructura de acuerdo a la definicién que sigue.

Definicién 1.1.3. Dos atlas complejos A y B sobre un espacio topoldgico X son equivalentes si

toda carta de A es compatible con toda carta de B.

Segun esta definiciéon podemos afirmar que dos atlas complejos sobre un mismo espacio topolégi-
co X son equivalentes si y solo si, su unién es de nuevo un atlas complejo.
Por otra parte, considerando el conjunto de altas sobre un espacio topolégico X y la Observa-
cién podemos verificar que la relacién “ser equivalente” es una relacién de equivalencia
en el conjunto. Es claro que es reflexiva y simétrica, veamos que es transitiva.
Sean A = {¢q: Ay 2 Upsa €I}, B={yp:Bg — Vg8 J}y C={p,:Cy = Wy~ € K}
atlas complejos sobre X tales que A es equivalente con B y B es equivalente con C, ¢ : A1 — U
y ¢ :Cy — Wy cartas de A y C respectivamente, con 41 N C; # (). Como B es un atlas sobre
X entonces

o0

X =Upe;Bay AinCiC| B
i=1

o0

Luego A1 NCY = U(Al NCi)NB;y
i=1
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¢(A1 NCiN Bz)

s

¢(A1 N 01) =¢ <U(A1 N Cl) | Bz> =

i=1 i=1

Asi tenemos que si ¢ o ¢! es holomorfa en cada ¢(A; N Cy N B;), ¢ o ¢~ es holomorfa en
(;5(141 N Cl).

Ahora, para cada i la funciéon
po p 1 d(A1NCINB;) — (A NCLN By)

es holomorfa ya que

pogp = (poyp o (Yoo

y por hipétesis ¢ o ¢p~! es holomorfa (p € A,v; € B) al igual que ¢ o ¢~ ! (¢; € B,¢ € O).

Como ¢ y ¢ son cartas arbitrarias, concluimos que A y C son equivalentes.

Ahora, considerando el conjunto de altas sobre X y la relacién de orden parcial dada por la
contenencia, el Lema de Zorn garantiza que todo atlas estd contenido en un atlas maximal y de
este hecho se concluye que dos atlas son equivalentes si y solo si estdn contenidos en el mismo
atlas maximal. Asi cada atlas maximal representa la clase de equivalencia de todos los atlas

contenidos en él y cada representante de una clase de equivalencia determina un atlas maximal.

Ahora definamos lo que es una estructura compleja.

Definicion 1.1.4. Una estructura compleja sobre un espacio topoldgico X es un atlas maximal

sobre X, o equivalentemente, una clase de equivalencia de atlas complejos sobre X.

En la practica, para establecer una estructura compleja, no nos preocuparemos por encontrar

un atlas maximal, sera suficiente con exhibir un atlas para determinar una estructura compleja
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en un espacio topolégico X.
Con estos conceptos previos, definiremos ahora lo que es una superficie de Riemann, un concepto

fundamental para el desarrollo de este trabajo.

Definicién 1.1.5. (Superficie de Riemann). Una superficie de Riemann X es un espacio

topoldgico conexo, Hausdorff y sequndo contable que admite una estructura compleja.

Observacion 1.1.2. Toda superficie de Riemann es una superficie orientable, dado que en una
superficie de Riemann cualquier funcion de transicion tiene jacobiano positivo, pues se verifican

las ecuaciones de Cauchy Riemann por ser holomorfa.

Ejemplo 1.1.2. El plano complejo es una superficie de Riemann. En este caso un atlas estd dado
por la funcion identidad en cada abierto. Asi mismo, cada abierto del plano complejo es una
superficie de Riemann si se considera la topologia inducida de C y la restriccion de la funcion

identidad en cada caso.

Ejemplo 1.1.3. El plano complejo extendido C=cCu {o0} es una superficie de Riemann. En

este caso las cartas ¢ : C\ {oo} — C dada por la identidad y ¢3 : C\ {0} = C dada por

IR
bo(z) = 2 si z # 00

0 siz=o0

forman un atlas, ya que la funcion de transicion

¢20¢7" 1 C\ {0} — C\ {0}

1
Z =
z

es holomorfa en C\ {0}.

Ejemplo 1.1.4. La esfera S* = {(z,y,2) € R3 : 22 + 4> + 22 = 1} es conera ya que el
hemisferio superior es la imagen continua del circulo x*> + vy*> < 1 a través de la funcion
fi(z,y) \/— y el hemisferio inferior a través de fo(x,y) \/7 Es-
tas partes conezas tienen en comain el circulo % +y* = 1, luego su unidn es conexa.

S? es Hausdorff por ser subespacio de R? que es Hausdorff. Ademds es sequndo contable, tenien-
do en cuenta la topologia inducida de R® que es sequndo contable.

Considerando las funciones ®1 y o, dadas de la siguiente manera.

®q: 52\ {(0,0,1)} — C definida por la proyeccién estereogrdfica desde (0,0, 1)
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x .y
1—z+zl—z

(131(337:%2) =

con 1nversa

1

= T 2Re(w). 26m(w), e 1)

;! (w)
y @2 : 52\ {(0,0,-1)} — C, la proyeccién estereogrdfica desde (0,0, —1)

1+ 2z ll—}—z

(I)Z(xvyv Z) =

con inversa

1

—1 o
% )= T

(2R€(w)7 _QIm(w)v 1- |w|2)}
tenemos que estas cartas son compatibles, puesto que la composicion

@10 @yt @(S%\ {(0,0,£1)}) — ¢1(5%\ {(0,0,£1)})

1
w = —
w

es holomorfa en ®5(S?\ {(0,0,41)}) = C\ {0}. Asi &1 y ®y forman un atlas complejo sobre

S? y por tanto S? es una superficie de Riemann.

Hasta ahora, partimos de un espacio topolégico Hausdorff, conexo y segundo contable donde
establecemos una estructura compleja, sin embargo podemos obtener una topologia para el

espacio a partir de un atlas dado.

Proposicién 1.1.1. Sean {U,}aer un cubrimiento de X, ¢q : Uy — Vi, una biyeccion, donde
Va es un abierto de C. Entonces la siguiente definicion de abierto determina una topologia para

cada U, : U C U, es abierto si y solo si ¢po(U) es abierto en V.

Demostracién. Dado U,, es claro que () es un abierto y U, lo es por la biyectividad de ¢,,
¢a(Uy) =V, es abierto en C.

Sea {Wp}ges una coleccién de abiertos en Uy. Como ¢a(Uges Wp) = Uges ¢a(Wps) vy cada
$a(Wp) es abierto en C, se tiene que (Jgc; Wp es abierto en Ul,.

Ahora, sea {W;}"_; una coleccién finita de abiertos en U,.

Por la inyectividad de ¢, se tiene ¢, (ﬂ VVZ> = ﬂ ¢a(W;) lo cual es un abierto en C y por
i=1 i=1

n
tanto ﬂ W; es un abierto en U,,. [ |
i=1
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De este modo podemos dotar a X de una topologia definiendo abierto como sigue.

Definicion 1.1.6. U es abierto en X si y solo si U NU, es un abierto en U, para todo o € 1,
equivalentemente, U es un abierto en X si y solo si o (U NUy) es un abierto en V, para cada

o€l

Notemos que los U, son abiertos y el conjunto A = {¢, : Uy — V4 } es un atlas complejo sobre

X. Ademaés si este cubrimiento es contable X serd segundo contable.

Observacion 1.1.3. Teniendo en cuenta lo anterior podemos establecer en un conjunto X
una estructura de superficie de Riemann sin tener previamente una topologia; partiendo de un
cubrimiento contable {Uq}acr, una coleccion de biyecciones A = {¢q : Uy — Vo} donde V,, es
un abierto en C y ¢o(Uy NUg) es un abierto de V, para cada o, B € I, (esto garantiza que las
®a son cartas complejas) verificando la compatibilidad de las cartas dos a dos para establecer un

atlas sobre X y por ultimo comprobando que X sea Hausdorff y conexo.

Ejemplo 1.1.5. Linea proyectiva compleja.
La linea proyectiva compleja CP' es el conjunto de clases de equivalencia dadas por la siguiente

relacion en C%\ {(0,0)}
(z1,w1) ~ (22, w2) < (21,w1) = A(2z2,w2), para algin X\ € C\ {0}.
En este caso, cada clase de equivalencia es el conjunto
(w55 = {0 \y) : (2,9) € C\ {(0,0)}, A € T\ {0}}.

Verifiquemos que CP' es una superficie de Riemann teniendo en cuenta la observacion anterior.

Sean
Up={lz:w] €CP': 2 #£0} y Uy ={[z:w] € CP':w # 0},
notemos que (CP! = Uy UU}). Ademds, considerando las funciones
po:Uo—=C y p1:U1 = C

dadas por:

g |w

eollz:wl) == y il wl)) =
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las cuales son biyectivas con inversas

cpal(az) =[l:2] y gofl(x) =[z:1].

Tenemos que po(Uy NUL) = o1 (Uy N UL) = C\ {0}, de donde Uy y Uy son abiertos en CP! por
la Definicién [1.1.6 La funcidn de transicion

Y10 cpal s po(UpNUL) = 01(Ug N UY)
definida por

@100y () = po([l : 2]) = %

es holomorfa ya que 0 ¢ po(UpNUy). Asi, las cartas son compatibles y el conjunto formado por
estas dos cartas es un atlas complejo sobre CP*.

Por otra parte, como Uy y Uy son conexos por ser homeomorfos a C y tienen interseccion no
vacia, su unidn es un conexo. Es decir CP' = Uy U U, es conezo.

Ahora, sean p,q € CP' con p # q. Sip,q € Ui, i = 0,1 podemos encontrar entornos disjuntos
de p y q ya que U; es Hausdorff. Supongamos entonces que p € Uy \ Uy y q € Uy \ Uy, luego
p=1[1:0],qg=1[0:1] y as, goal(D) Yy gofl(D) son entornos de p y q respectivamente, donde
D={weC:|w <1} (D es el disco unidad). Veamos que ¢y (D) Ny (D) = 0.
Supongamos que existe [s,r] € ¢y (D) N (D), entonces po([s,r]) € D y ¢1([s,r]) € D, lo
cual lleva a la contradiccion |r| < |s| y |s| < |r|. Por tanto CP' es Hausdorff.

Ademds, dado [z : y] € CP!, si |z| = max(|z], |y|), wo([z : y]) € D donde D es la adherencia
de D, en el otro caso p1([z,y]) € D. Esto es CP! = ;1 (D) U p; (D) y por la compacidad de

gp{l(D), i=0,1, CP' es compacto. Por tanto CP! es una superficie de Riemann compacta.
Ejemplo 1.1.6. Curva plana suave afin.
Definicién 1.1.7.
i) Una curva plana afin es el lugar geométrico X de los ceros en C? de un polinomio f(z,w) €
Clz, w].
it) El polinomio f(z,w) es no singular en un punto p € X si %(p) # 0 o bien g—j;(p) # 0.
Decimos que X asociado a f, es no singular en p si f es no singular en p y X es suave

(o no singular) si es no singular en cada uno de sus puntos.
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Para ver que una curva suave afin tiene estructura de superficie de Riemann, estableceremos

cartas complejas haciendo uso del siguiente teorema.

Teorema 1.1.1. (Teorema de la funcién implicita). Sean f(z,w) € Clz,w] un polinomio,
X ={(z,w) € C?: f(z,w) =0} y p = (20, w0) un punto de X. Sz ( ) # 0 entonces eziste
una funcion holomorfa g(z) definida en un entorno de zy tal que w = g(z) en un entorno de p

y ademds ¢’ = _%/STJ: en un entorno de zg.

Sea X la curva suave afin asociada al polinomio f(z,w) yp = (z0,wg) € X. Entonces %(p) #0

o bien 2L ()750

L) g—q{}(p) # 0, por el teorema de la funcion implicita, en un entorno U, de p, X luce como
la grdfica de una funcidn holomorfa g, es decir U, = {(z,9(2)) : z € V(20)}.
Sea ¢, : U, — V dada por ¢,(z,w) = z con inversa ¢ (z) = (z,g(x)). Tenemos que ¢,

es un homeomorfismo por ser una proyeccion.

8f(

» Sip es tal que 5 8f()

p) = 0 entonces # 0 (X es no singular) y de nuevo por el teorema
de la funcion implicita, en un entorno U, de p podemos establecer un homeomorfismo ¢,
dado por la proyeccion en la seqgunda componente.

Es claro que estos abiertos U, cubren a X, verifiguemos ahora la compatibilidad de las

cartas.
Sean Uy(p), Uy(q) entornos tales que U, N Uy # 0. Consideremos los siguientes casos:

v Si¢p y ¢q estan dadas por la proyeccion en la misma componente, la funcion de transicion

es la identidad.

s Fn este caso tomaremos cartas dadas por proyecciones distintas.

Sean ¢p(z,w) = z Yy Pg(z,w) = w. Entonces ¢p 0 ¢, (x) = dp(g(x),2) = g(x) la cual es

holomorfa por el teorema de la funcion implicita.

De ahi que en cualquier caso la funcion de transicion es holomorfa. Ademds X es Hausdorff
y sequndo contable por ser subespacio de C* y es conero cuando f es irreducible (Ver [8]) Por
tanto, si f es un polinomio no singular e irreducible, la curva suave afin X asociada a f es una

superficie de Riemann.
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Ejemplos mas interesantes de superficies de Riemann compactas son definidos en espacios pro-
yectivos. Por ello, a continuacion recordaremos la construccién del plano complejo proyectivo
CP? y algunos aspectos importantes.

n , U, se demnne la relacion de equilvalencla
En C3\ {(0,0,0)} se define la relacién d ivalenci
(#,y,2) ~ (a,b,¢) & (a,b,c) = A(z,y, z) para algin A € C\ {0}

donde (z,y, 2), (a,b,c) € C*\ {(0,0,0)}.

Asi, la clase de equivalencia de un punto (z,y, z) € C*\ {(0,0,0)} es el conjunto

[z:y: 2] ={(a,b,c) € C3\{(0,0,0)}: (a,b,c) ~ (x,y,2)}.

CP? es el conjunto de todas las clases de equivalencia.

Usando la proyeccién candnica
7:C3\ {(0,0,0)} — CP?
(z,y,2) = [z :y: 2]

dotamos a CP? de una topologia con la siguiente definicién de abierto.
U C CP? es abierto si y solo si 77 1(U) es abierto en C?\ {(0,0,0)}. Asi, 7 es continua, abierta

y CP? es Hausdorff. Ademas, es la unién de los abiertos
Up=Alz:y:2l:2#0}, Ur={lz:y:2]:y#0}, Ua={lz:y:2]:2#0},

los cuales son homeomorfos a C2. En efecto, existen los siguientes homeomorfismos:

» EnUp, do([x:y:2])= (%, ), con inversa ¢ ' (a,b) = [1:a: b].

» EnU;, é1([x:y:z2]) = <y’ Z), con inversa ¢7 ' (a,b) = [a: 1: ).

» EnUs, ¢o([z:y:2]) = (E, y), con inversa ¢ *(a,b) = [a: b : 1].
Por otra parte, CP? = qbal(K) U qﬁl_l(K) U ¢2_1(K), donde K es el compacto

K={(zw)eC: 2| <1A |w| <1}

En efecto, sea [z : y : 2] € CP?

i) Si |z| = maz{|z|,|y|,|#|} entonces
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ya que ‘%‘ <ly E‘ < 1. Bs decir, [z : y : 2] € ¢y *(K).
i) Sily| = maz{|z|, |yl |21}, [z:y:z] € o (K).
iii) Si|z| = max{|z|, |yl,|2|}, [x:y: 2] € gb;l(K)

Luego CP? es compacto.

Ahora, de modo similar a la curva afin, dotaremos de estructura compleja al lugar geométrico
de las raices de un polinomio, esta vez con variables en CP2.

Dado un polinomio F' € C|z,y, 2], el grado de cada término es la suma de los exponentes de sus
variables. Un polinomio F' € C|z,y, z| se dice homogéneo si cada término tiene el mismo grado

d y decimos que F' es de grado d. Por ejemplo, el grado de F(z,y, 2) = xyz — 523 + Txy? es 3.
Definicién 1.1.8. Un polinomio homogéneo F(x,y, z) € Clz,y, z| es no singular si el sistema
F =0F/0x =0F/0y =0F/0z=0

no tiene solucion en el plano proyectivo CP?o equivalentemente en C3.
Dado un polinomio homogéneo F € Clx,y,2] y [z : ¥y : 2] € CP? tenemos que
F(Nz:y:2])=MF([z:y:2)]),

luego F solo estd bien definido en X = {[z:y: 2] € CP?: F([z : y: z]) = 0}.

Por otro lado
mHX) = {(z,y,2) € C°\ {(0,0,0)} : F(z,y,2) =0} = F~'({0}).
Luego X es cerrado por la continuidad de F'.

Ejemplo 1.1.7. Curva proyectiva suave.

Sea F(x,y,z) € Clz : y: z] un polinomio homogéneo, no singular de grado d. Entonces

X={[z:y:2]€CP*: F([z:y:2]) =0}
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es una curva proyectiva suave. Notemos que X; = X NU;,i = 0,1,2 es una curva afin en C2,

en efecto,

Xo=A{lz:y:2]€Uy: F([x:y:2z]) =0}

{3 ecir(1L)=s(L2) -]

= {(a,b) € C*: f(a,b) = 0}.

Del mismo modo X1 y Xo son curvas afines.

Notemos ademds que si f es irreducible y no singular, X;, i = 0,1,2 es una superficie de
Riemann.

Ahora, veamos que la curva proyectiva X asociada a F tiene una estructura de superficie de

Riemann siempre que F' sea no singular. Para ello haremos uso de los siguientes lemas:

Lema 1.1.1. Sea F(z,y,z2) € Clz,y, z] un polinomio homogéneo de grado d. Entonces F es no

singular si y solo si cada X; es una curva plana suave afin en C2.
Demostracion. Ver [6, p.15].
Lema 1.1.2. Todo polinomio homogéneo no singular en Clx,y, z] es irreducible.

Ast, dado un polinomio homogéneo no singular F(x,y,z) y X el lugar geométrico de sus raices
en CP?, por los Lemas anteriores, cada X; es una curva suave afin cuyas cartas estin dadas
por las proyecciones como vimos anteriormente. Luego una carta en un punto [xg : Yo : z0] € Xo

0
cuando a—z(ao,bo) #0, es

¢0:X0—> (CZ — C

[:U:y:z]r—><g,i>r—>g,
x'x x

con 1nuersa

ot:C = C* =X

w = (w, g(w)) = [L:w: g(w)],

donde F[1:a :b] = f(a,b) y g es la funcién holomorfa que garantiza el teorema de la funcion

implicita.
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Cuando g(ao, bo) # 0, la aplicacion

da
¢1: X1 —C
[z:y:2]— %
con inversa
o1t :C— Xy

w— [1: g(w) : w]

es una carta en un entono de [xo : yo : zo]. Andlogamente se establecen las cartas en X1 y Xo.

Como los X; son superficies de Riemann, cualquier par de cartas en un mismo X; son compati-
x

bles. Mas atin, sean p = [zo : yo : 20] € U1 NUs, ¢2([x 1y : 2]) = — una carta en un entorno de
Yy

pen X1 y ¢1, como antes, una carta en un entorno de p en Xg. Entonces

do 0 d7Hw) = do([1: g(w) : w]) = ——

la cual es holomorfa ya que en un entorno de p, g(z0) = yo # 0 (p € X1). De la misma manera
se verifica la compatibilidad entre las otras posibles parejas. Ademds X es Hausdorff por ser un
subespacio de CP? y la conezidad se tiene por la conexidad de los X;. Por tanto, la curva plana
proyectiva asociada a un polinomio homogéneo no singular F es una superficie de Riemann

compacta.
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1.2. Funciones Holomorfas entre Superficies de Riemann

Una vez conocidos los objetos, es natural interesarse por la relacién entre ellos. En esta seccion

estudiaremos algunos resultados sobre funciones entre superficies de Riemann.

F

El grafico muestra que dada una funcién F' definida entre las superficies X y Y, la composi-
cién ¢g 0o F o gbl_l es una funcién de variable compleja, donde ¢; y ¢o son cartas en X y Y

respectivamente, lo cual motiva la siguiente definicion.

Definicion 1.2.1. Una funcion F : X — Y entre superficies de Riemann, es holomorfa en un
punto p € X si existen cartas ¢1 : Uy — Vi en X, conp € Uy y ¢ : Us — Vo en Y, con
F(p) € U, tales que ¢g 0 F o gbfl es holomorfa en ¢(p). Decimos que F es holomorfa en un
abierto W C X si lo es en cada punto de W. En particular, se dice que F' es holomorfa si lo es

en todo X.

La definicién anterior es independiente de las cartas ¢1 : Uy — Vi y ¢ : Us — V5 que se exhiban
para mostrar que una funciéon dada es holomorfa en un punto p € X. Esta independencia

estd garantizada por el siguiente lema.
Lema 1.2.1. Sean F: X —Y y G :Y — Z funciones entre superficies de Riemann.

i) F es holomorfa en p si y solo si para todo par de cartas ¢1 : Uy — Vi en X conp e Uy y

¢ : Uy — Vo en'Y con F(p) € Us se tiene que ¢2 0 F o gbl_l es holomorfa en ¢(p).

ii) Si F es holomorfa enp € X y G es holomorfa en F(p) € Y, entonces la composicion

GoF : X — Z es una funcion holomorfa en p € X.
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Demostracion.

i)

i)

Supongamos que F' es holomorfa en p € X. Luego, existen cartas ¢ : Uy — Vi con
p €Uy ¢g : Uy = Vo con F(p) € Us, tales que ¢ 0 F o qﬁl_l es holomorfa en ¢1(p).
Sean 1 : Ul — V{ conpe U] yps:Uj— Vjcon F(p)=q € U cartasen X y Y.
Entonces ¢1 o ¢! es holomorfa en ¢1(p) € p1(U; NU}) y como ¢g 0 F o ¢! es holomorfa

en ¢1(p) = (é1 O(pl_l)((pl (p)), se tiene que (g2 oFo¢1_1) o (¢ ogol_l) es holomorfa en ¢ (p).

Adems3s

(p20Fogit)o(d1opr")(p1(p) = ¢2(q) € ¢2(Ua NTY).

Como @2 0 ¢y ! es holomorfa en ¢s(q), entonces

proFopr! = (pro¢y")o(paoFodi )o(propr!)

es holomorfa en un entorno de p1(p).

La otra implicacién es inmediata.

Sean p € X, ¢1 : Uy — V7 una carta en X con p € Uy y ¢9 : Us — V5 una carta en Y con
q = F(p) € Uy tales que ¢z 0 F o ¢ es holomorfa en ¢1(p).

Como G es holomorfa en Y, por (a) existe ¢3 : Us — V3 en Z con G(q) € Us tal que
p30Go gb;l es holomorfa en ¢2(q). Luego
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¢3O(GOF)O¢1_1:(¢3OGO¢Q_1)O(¢20FO¢1_1)

es holomorfa en ¢1(p) ya que ¢30 G o ¢y 1 es holomorfa en

$2(q) = ¢2(F (p)) = (¢20 F 0 67 ") (1(p)).

Por tanto GG o F' es holomorfa en p. |

Observacién 1.2.1. En el mismo sentido de la Definicién diremos que una funcion F
entre superficies de Riemann es continua o C*. Asi, tenemos que si F' es una funcién holomorfa
entre superficies de Riemann, entonces F' es continua y C* por el resultado andlogo en funciones

de variable compleja.

Dos superficies de Riemann pueden tener la misma estructura, de acuerdo a la siguiente defini-
cién.

Definicién 1.2.2.

i) Un isomorfismo (o biholomorfismo) entre las superficies de Riemann X yY es una funcion

F: X —Y holomorfa y biyectiva.
ii) Dos superficies X y Y son isomorfas si y solo si existe un isomorfismo entre ellas.

iii) Un isomorfismo F : X — X de una superficie X en si misma es llamado un automorfismo

de X.
Observacién 1.2.2.

w Si F' es una funcion holomorfa e inyectiva entre superficies de Riemann entonces F' es un

isomorfismo entre X y F(X).

» Si F es una funcion holomorfa y biyectiva entre superficies de Riemann, entonces F'~!
es holomorfa. Esto se desprende del hecho de que una aplicacion de variable compleja

holomorfa y biyectiva tiene inversa holomorfa.

Ejemplo 1.2.1. CP! y C son superficies de Riemann isomorfas.

En efecto, la aplicacion

S
W
£
h

—
=

P(lz: wl) =

es un isomorfismo.
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» Dado w € C, si w = oo existe [1 : 0] € CP' tal que F([1:0]) = 0o y si w # oo existe
[w: 1] € CP! tal que F([w: 1]) = w. Luego F es sobreyectiva.

» Sean [a:b] #[1:0] y[c:d]#[1:0] tales que F([a : b]) = F([c: d]). Entonces

@_c
b d
ad =cd,

de donde [a : b] = [c:d] y asi F es inyectiva.

» Veamos ahora que F es holomorfa en CP'.

Sea p = [20 : wo] € CPY, sip # [1:0], entonces wg # 0 y tomando la carta ([ : y]) =

AR

en un entorno de p con inversa ¢y (w) = [w: 1] y la carta ¢1(z) = = en un entorno de

F(p) € C tenemos que
$1oFop!(2) = ¢1(Flz: 1]) = ¢1(2) = 2.

Luego F es holomorfa en p para este caso.
1
Sip=1[1:0], po([x:y]) = Y con inversa wo () = [1: w] es una carta en p y ¢o(z) = —
x z
es una carta en un entorno de F(p) = co. Luego

1
w

b20 F o g5 (w) = ¢a(F[L : w]) = b ( ) —w,

F es holomorfa en CP! y por tanto un isomorfismo entre CP* y C.

Ejemplo 1.2.2. 5% y CP! son isomorfos. La aplicacion F : CP* — S? dada por

1

— 7|z]2 Tl (2Re(w2),2]m(w2), |w|? — ]2\2)

[z : w]

es un isomorfismo entre estas superficies. Para verificar esto debemos tener en cuenta que pg y
©1 dadas como en el ejemplo anterior forman un atlas complejo sobre CP', mientras que ®; y
®y como en el Ejempldl.1.4 forman un atlas complejo sobre S?.

Ahora, dado p = [z9 : wg] € CPL, si 29 # 0 (p € Uy), po es una carta en un entorno de p,
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F(p) # (0,0,1) y &1 es una carta en un entorno de F(p). Ademds

P10 Fopyt(w)=o(F[1:w])

_ 3 2Re(w) 2Im(w) |w|?> -1
T w2 T (w2 T+ [w]?

= Re(w) + iIm(w)

= w.

Sizo=0,p=1[0:1], p1 es una carta en un entorno de p y F(p) = (0,0,1). Luego P2 es una

carta en un entorno de F(p) y

By 0 F ol (w) = O Flw : 1])

_ % 2Re(w) 2Im(w) 1— |wl|?
-2 \ar |w|2” 1+ |w|?” 1+ |w|?

= Re(w) — ilm(w)

=w.

Asi, F es holomorfa en CP'. Notemos ademds que la funcién inversa de F esta dada por

x Yy
— 1, (z,y, 0,0,—1
F71($’y7z): 142 Zl‘i‘Z (wyZ)%( )
[1 : O] y (.CC,y,Z) = (0505_1)

En conclusién tenemos que CP', S2 y C son superficies de Riemann isomorfas.

Observacion 1.2.3. Al conjunto de automorfismos de una superficie de Riemann X lo deno-

taremos por Aut(X). Este conjunto tiene estructura de grupo con la composicion de funciones.
Ejemplo 1.2.3. Los automorfismos de C como superficie de Riemann, son de la forma
F(z)=az+b a,beC cona#0.

Ejemplo 1.2.4. Los automorfismos de C estan dados por

az+b

F —
(2) cz+d

donde ad — bc # 0.

FEstas funciones son las transfomaciones de Mobius.
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Las funciones entre superficies de Riemann tienen propiedades andlogas a las que tienen las

funciones de variable compleja. Revisemos algunos resultados importantes.

Teorema 1.2.1. ( Teorema de la funcién abierta) Sea F : X — Y una funcion holomorfa

no constante entre superficies de Riemann. Entonces F es una funcion abierta.

Demostracion. Sean A un abierto en X, p € A, ¢ : U — C una carta en X conp € U y
¢ :V — Cunacartaen Y con ¢ = F(p) € V. Por la continuidad de F' existe un entorno U; C U
de p tal que F(Uy) C V.

Ahora, si consideramos el abierto conexo W = Uy N A, tenemos que ¢(W) es un abierto conexo.

Asi, podemos usar el teorema de la aplicacién abierta para una funcién de variable compleja
poFog¢p™t:9p(W)—=C

y se sigue que ¢ (F(¢~1(¢(W)))) = ¢ (F(W)) es un abierto del plano complejo, lo cual implica
que o L (p(F(W))) = F(W) es un entorno de ¢ contenido en F(A) y por tanto F(A) es un
abierto en Y. |

Teorema 1.2.2. (Teorema de la Identidad) Sean F', G : X — Y funciones holomorfas entre
superficies de Riemann. Si F' = G en un subconjunto S de X con un punto de acumulacion en

X, entonces F' = G.

Demostracion. Consideremos el conjunto
A={r € X :F =G en un entorno de z}.

Como F' y G son continuas y Y es Hausdorff, entonces A es cerrado.

Por otro lado, de la definicién de A se sigue que dado p € A, entonces existe un entorno U de p
donde F'y G coinciden. Luego, U C A y por tanto A es abierto en X. Asi, por la conexidad de
X es suficiente probar que A # () para obtener el resultado que buscamos.

Por hipétesis S tiene un punto de acumulacién p € X, es decir, existe una sucesién {x,} C S

de puntos distintos tal que lim Tn = p. Luego, por la continuidad de F' y G
n o0

0= lim (F — G)(z,) = lim F(x,)— lim G(z,) = F(p) — G(p)

n—00 n—00 n—00
Asf, F(p) = G(p) = ¢-
Ahora, sean ¢1 : U = C y ¢po : V — C cartas en X y Y respectivamente con p € U y ¢ € V. De
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nuevo por la continuidad de F'y G, existe un entorno U; C U de p tal que F(Uy), G(Uy) C V.

Luego
ppoFopyt g7 (U1) = C vy ¢ooGody': ¢ (U1) —C

son funciones holomorfas. Ademés ¢1(p) es un punto de acumulacién de
B={z€¢1(U1): pa0Fod; (2) =¢a0Gog; (2)}

ya que {¢1(zy)} C B converge a ¢1(p).

Por el teorema de la identidad para funciones de variable compleja tenemos que
YoFop l(z)=10Gop !(z) para todo z € ¢(Uy),

es decir, F(x) = G(z) para todo = € U;. Por tanto p € A y asi A # (). [ |

Teorema 1.2.3. Sea X una superficie de Riemann compacta y sea F' : X — Y wuna funcion

holomorfa no constante. Entonces Y es compacto y F es sobreyectiva.

Demostracion. Dado que X es compacto y abierto, entonces por la continuidad de F' y el Teo-
rema F(X) es también compacto y abierto. Luego F(X) es cerrado por ser compacto en
un espacio topolégico Hausdorff y de la conexidad de Y se sigue que F(X) =Y. |

Teorema 1.2.4. (Cardcter Discreto de las Imdgenes Inversas) Sea F' : X — Y una
funcion holomorfa no constante entre superficies de Riemann. Entonces para cada ¢ € Y, el

conjunto F~1({q}) es un subconjunto discreto de X.

Demostracion. Sea g € Y. Suponemos que existe p € X tal que F(p) = g ya que en caso
contrario F~1(q) = 0 y el resultado se tiene trivialmente.

Ahora, sean ¢ : Uy — Vi una carta centrada en p y ¢2 : Us — V5 una carta centrada en q.
Entonces h(z) = ¢2 o F o ¢7'(2) es una funcién holomorfa en cero. Luego existe un entorno
B de cero tal que h(z) # 0 para z € B\ {0}. Entonces para cualquier = € ¢7*(B) tal que
r # p tenemos F(x) # ¢ por la inyectividad de las cartas. Por tanto el conjunto F~({q}) es

discreto. |

Corolario 1.2.1. Sea F : X — Y wuna funcion holomorfa no constante entre superficies de

Riemann con X compacto. Entonces para cada q €Y, el conjunto F~*({q}) es finito.
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Teorema 1.2.5. (Teorema de la Forma Local) Sea f : X — Y una funcién holomorfa no
constante definida en un punto p € X. Entonces existe un unico entero m > 1 tal que para toda

carta ¢2 : Ug — Va en' Y centrada en F(p), existe una carta ¢1 : Uy — Vi en X centrada en p
tal que ga(F(¢; ' (2)) = 2™

Demostracion. Dada una carta ¢g : Uy — V3 centrada en ¢ = F(p), existe una carta ¢ : Uy — V)
centrada en p tal que T'(w) = ¢ 0 F o1h~! es holomorfa y su desarrollo en serie de Taylor en un

entorno de cero es de la forma

oo
i=m
con ¢y, # 0y m > 1yaqueT(0) =0. Asi T'(w) = w™h(w) donde h es una funcién holomorfa en
un entorno de cero y h(0) # 0. Ahora, por teorema de la existencia de la raiz n-ésima, existe un
entorno de cero y una funcién holomorfa g en dicho entorno tal que h(w) = g(w)™ y asi tenemos
que T'(w) = n(w)™ donde n(w) = wg(w) es una funcién holomorfa tal que 7’'(0) # 0. Entonces
por el teorema de la funcién inversa, existe un entorno U; de cero tal que n(w) es invertible y

asf la funcién ¢1 = n o1 es una carta centrada en p.

"

R

Definiendo z = n(w) como nueva coordenada tenemos que

$2(F(¢71))(2) = ¢2(F(~ (071 (2))))
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Definiciéon 1.2.3. Sea F : X — Y wuna funcidn holomorfa no constante entre superficies de
Riemann y p € X. La multiplicidad o indice de ramificacion de F' en p es el entero m tal que
existen cartas en entornos de p y F(p) tales que F' es localmente de la forma z — z™. Notaremos

la multiplicidad como Mult,(F).

Ejemplo 1.2.5. Sea f : C-C definida por

22 siz# oo

£() = |
00 siz=o00
Dado p € C, veamos cual es la multiplicidad de f en p.
Como p # oo, f(p) = p* # oo y las aplicaciones V1(z) = z — p y a(z) = z — p? son cartas

centradas en p y f(p) respectivamente. Asi

Yoo foi(z) =a(f(z+p))
=(z+p)° -’
=22+ 2zp.

de donde, Mult,(f) =2 sip=0 y Mult,(f) =1 si p #0.

1
En el caso p = 00 una carta es ¢2(z) = — y tenemos
z

b20 f o671 () = b2 <f C)) — 4, (;) _ 2

Esto implica que Mult,(f) =2 si p = oo.

Notemos que si una funcién holomorfa no constante entre superficies de Riemann tiene multi-
plicidad uno en un punto p, esta serd inyectiva en un entorno de p. Seran de nuestro interés los

puntos donde la multiplicidad de la funcién es mayor a uno, los cuales definimos a continuacion.

Definicion 1.2.4. Sean F : X — Y wuna funcion holomorfa entre superficies de Riemann y
p € X. Llamaremos a p un punto de ramificacion de F' si Mult,(F) > 2 y las imdgenes por F'

de estos puntos se denominardn puntos rama de F.

Proposicion 1.2.1. El conjunto de puntos de ramificacion de una funcion holomorfa no cons-

tante entre superficies de Riemann es discreto.
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Demostracion. Sean F': X — Y una funcién holomorfa no constante entre superficies de Rie-
mann y p € X un punto de ramificacién de F'. Por Teorema existen cartas ¢; : Uy — D

y ¢2: Uz — D, con D = {z € C: ||z]| < 1} centradas en p y F(p) respectivamente, tales que
T(2) = ¢a0Fop; (2) =2™ para algin m > 2.

Veamos que p es el inico punto de ramificaciéon de F' en ¢1_1(D) =U;.
Seat € o7 (D)\{p}. Al centrar las cartas en ¢ y F/(t) haciendo uso de las traslaciones p(z) = z—r

y 7(2) =z — r{’, con ro = ¢1(t) tenemos que

ToTop Yz)=7(T(z+ 1))

= 7((z+70)")

Luego Mult;(F) = 1 para todo t € ¢ (D) con t # p. ]

Una consecuencia importante de la proposicion anterior es que en una superficie de Riemann
compacta X el conjunto de puntos de ramificacién de una funcién holomorfa definida en X es

finito.

La siguiente proposicién muestra que la suma de las multiplicidades de una funcién holomorfa

en los puntos de una fibra es constante.

Proposicién 1.2.2. Sea F': X — Y una funcion holomorfa no constante entre superficies de
Riemann compactas. Entonces la suma
dy(F)= ) Multy(F).
pEF~1({y})

es igual para cada y €Y.
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Demostracion. Veamos que la aplicacion

g:Y = 7"

y = dy(F)

es localmente constante.
Dado y € Y, el conjunto de preimégenes de y es discreto y finito por la compacidad de X.

Sean x1, ¥, ...,1, € X tales que F~1({y}) = {z1,...,2,} y W un entorno de y tal que

donde los U; son disjuntos y x; € Us.
Ahora, por Teorema [1.2.5] existe una carta ¢ : W — ) centrada en y y existen cartas ¢;

centradas en x;, para ¢ = 1,...,n tales que
Ty(z) =¢oFod;'(z) = 2
para algunos e; € Z". Luego
dy(F)= > Multy(F) = i ei.
i=1

peF~({y})

Mostremos que dy(F') = d(F') para t en un entorno de y. Sea t € W \ {y}. Entonces

n

F({ty) c U

i=1
Por otra parte, podemos asumir que U; esta contenido en el dominio de ¢; y asi el tinico posible

punto de ramificacién de F' en U; es x; con multiplicidad e;. Luego en U; hay e; preimédgenes de

t con multiplicidad uno y se sigue que

n

d(F)= > Multy(F) =) e =dy(F).

geF-1({1}) i=i

Por tanto g es localmente constante y de la conexidad de Y se sigue que g es constante. |

Esta proposicién nos muestra una caracteristica de la aplicacién F', lo cual motiva la siguiente

definicion.

Definiciéon 1.2.5. Sea F : X — Y wuna funcion holomorfa no constante entre superficies de

Riemann compactas. El grado de F, denotado por deg(F'), es el entero d,(F) paray €Y.
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Observacion 1.2.4. Una funcion holomorfa entre superficies de Riemann compactas tiene gra-

do uno si y solo si es inyectiva.

1.3. Clasificacién Topologica

Teorema 1.3.1. Toda superficie compacta es homeomorfa a una esfera, a la suma conexa de

toros o a la suma conexa de planos proyectivos.

Demostracion. Ver [0, p. 9].

Como las superficies de Riemann son orientables, el teorema anterior nos indica que toda su-
peficie de Riemann compacta es homeomorfa a una esfera o a una suma conexa de toros. Asi,
identificamos las superficies de Riemann compactas por el ntimero g de huecos que presenten y

definimos este niimero g > 0 como el género de la superficie.

" _—

Por otra parte, el género de una superficie de Riemann compacta puede definirse también, en
términos de su caracteristica de Euler. Para definir esta ultima debemos considerar el concepto
de triangulacion.

Una triangulaciéon de una superficie compacta X es una descomposicién de X en subconjuntos

cerrados, cada uno homeomorfo a un tridngulo de R?. Precisemos este concepto.
Definicion 1.3.1. Sea X una superficie compacta. Una triangulacion de X estd dada por
» Una familia finita T = {T1,Ts,...,T,} de subconjuntos que cubren a X.

» Una familia finita S = {¢; : A = T;,1:1,2,...,n} de homeomorfismos donde
A={(z,y) eR?:2>0,y >0,z +y < 1}.

Las imdgenes de los vértices y lados de A bajo las aplicaciones p; se denominan vértices y lados
respectivamente y cada p;(A) = T; es un tridngulo de X. Ademds cada par de tridngulos T;, T}

con i # j son disjuntos o se intersectan en un vértice o un lado.
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En adelante nos apoyaremos en un resultado importante por el cual se garantiza que toda
superficie compacta tiene una triangulacién. En [9, p. 239] podemos encontrar una demostracién

de este hecho.

Definicion 1.3.2. Sean X una superficie de Riemann compacta y T una triangulacion de X

con v vértices, e lados y t tridngulos. La caracteristica de Euler de X se define como el entero
X(X)=v—e+t.

Si bien, la caracteristica de Euler se establece a partir de una triangulacién de la superficie, cabe
aclarar que la caracteristica de Euler de una superficie no depende de la triangulacion, esto es

un invariante (numérico) de la superficie.

Teorema 1.3.2. El nimero de Euler de una superficie de Riemann X es independiente de la

escogencia de la triangulacion de X.

Demostracion. Ver [0, pag 51].

Definicion 1.3.3. El género de una superficie de Riemann compacta X se define como

_2—x(X)

9(X) 5

el cual también es un invariante de la superficie.

1.4. Formula de Hurwitz

Terminaremos este capitulo con la presentacion de la férmula de Hurwitz, la cual proporciona
una importante relacién entre el grado de una funciéon holomorfa entre superfcies de Riemann
compactas F': X — Y y los géneros de las superficies X y Y. Para ello consideremos la siguiente

proposicién.

Proposicion 1.4.1. Sean F : X — Y una funcion holomorfa no constante entre superficies de

Riemann compactas con d = deg(F'), una triangulacion de Y

T=A{T,....,Ti}, S={¢;: A—T;; ¢; homomorfismoi=1,...,t}
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con t triangulos y e lados tal que los vértices en' Y son los puntos rama de F'. Entonces existe

una triangulacion en X con d - e lados y d - t tridngulos.

Demostracion. Sea q¢ € Y tal que ¢ no es un punto rama de F. Entonces ¢ € T; para algin

i=1,...,ty ¢ = p;(r) para algin r € A* donde

Ahora, como ¢ no es un punto rama, tiene d preimagenes de multiplicidad uno, es decir,
F~1({q}) = {p1,p2, ... ,pa}. Ademds, existe un entorno W de ¢ tal que F~1(W) = |JU;, donde

los U; son abiertos disjuntos tales que p; € U;, j=1,...,dy H; = F|Uj es inyectiva. Luego
wj:Hflogoi:A—)X

es un homeomorfismo y 1;(A) es un tridngulo de X. Asi, por cada tridngulo en Y, hay deg(F)

tridngulos en X. Andlogamente, por cada lado en Y hay deg(F') lados en X.

Sean T = {Tl,...,ftd} el conjunto de tridngulos en X y S = {Yp + A — Tk = 1,...td} el
conjunto de homomorfismos obtenidos a partir de la triangulacién en Y. Veamos que en efecto
los trigngulos Ty, k = 1,...td cubren a X. Si V es el conjunto de puntos de ramificacién en X,

tenemos que

td
X\Vc|JTk=H
k=1
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y como V es finito por la compacidad de X, X\ V es denso en X. Luego H es denso y cerrado en
X por ser unién finita de compactos, lo cual implica que X = H vy asf los tridngulos T}, cubren

a X. |

Teorema 1.4.1. (Férmula de Hurwitz)
Sea F: X — Y wuna funcion holomorfa no constante entre superficies de Riemann compactas.

FEntonces

29(X) — 2 = deg(F)(29(Y) —2) + Y [Mult,(F) —1].
peX
Demostracion. Como la superficie X es compacta, los puntos de ramificaciéon forman un conjunto

finito V'’. Entonces

D [Multy(F) — 1] = > [Mult,(F) - 1].

peX peV’

Ahora, sea T una triangulacién de Y con t tridngulos, e lados y v vértices, tal que estos tltimos
son los puntos rama de F'. Por la proposiciéon anterior tenemos que a través de F' obtenemos
una triangulacién de X con €' = e - deg(F) lados, t' =t - deg(F) tridngulos y donde los vértices
son las preimagenes de los vértices en Y.

Sea V el conjunto de vérticesen Y y g € V.

F{apl= > 1

peF~1({q})

=deg(F)+ Y [l — Multy(F)].
peF-1({g})

Luego el nimero de vértices v’ en X es

v = deg(F)+ > [L— Multy(F)]
g€V peF~1({a})
= deg(F)+ > > [1— Multy(F)]
g€V’ q€V peF~1({q})

=wv-deg(F) — Z [Mult,(F) — 1]
peV’
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y como x(X) =2 —2g(X) y x(X) =0 —¢€ +t se sigue que

29(X)—2=—v'+e -t

= —vdeg(F

+Z [Mul,(F)—1] +e-deg(F) —t-deg(F)
peV’

=deg(F)[-v+e—t]+ Z [Muly(F) — 1]

peV’

= deg(F)[—x(Y)] Y [Mul,(F) - 1]

= deg(F)

= deg(F)

peV’

V)= 2]+ ) [Muly(F

peV’

) =21+ > [Muly(F

peX
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Capitulo

Acciones de grupo

Ahora desarrollaremos el concepto de acciones de grupo sobre un conjunto, el cual es fundamental
para nuestro trabajo. Aunque nuestro interés estd especialmente en las acciones de grupo sobre

superficies de Riemann, enunciaremos algunos conceptos en forma general.

2.1. Acciones de Grupo en Superficies de Riemann

Definicion 2.1.1. Sea X un conjunto y G un grupo. Decimos que G actia en un conjunto X

st existe una aplicacion

GxX—=X

(9:p) = g-p
tal que
s ¢-p=p para todo p € X, donde e es el elemento neutro de G.
» (gh)-p=g-(h-p) para todo g,h € G, p € X.
FEsta aplicacion es llamada una accion (izquierda) de G en X.
Estas condiciones implican que para cada elemento g € G, la aplicacién
g: X=X

p—=g-p

31
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es una funcién biyectiva.
Asociados a una accién de un grupo G existen dos subgrupos importantes, que definimos a

continuacién.

Definicion 2.1.2. El estabilizador de un punto p € X es el subgrupo de G
Gp={9€G:g9-p=p}

también llamado subgrupo de isotropia de p.

Definicion 2.1.3. El nicleo o kernel de la accion de un grupo G en un conjunto X es el subgrupo

normal

K={g€eG:g-p=pparatodope X} = ﬂGpCG.
peX

Cuando el nicleo es trivial, la accion se denomina efectiva.

Toda accién induce una relacién de equivalencia ~ en X definida como sigue.
p1 ~ p2 siy solo si existe g € G tal que g - p; = po. Asi, se tiene una particién de X y definimos

el siguiente conjunto.

Definicion 2.1.4. Sea G un grupo que actia en un conjunto X. La drbita de un punto p € X

es la clase de equivalencia
pG={g-p:geG}CX.

Algunos resultados importantes sobre acciones de grupo se enuncian y demuestran a continua-

cién.
Lema 2.1.1. Sea G un grupo que actia sobre un conjunto X.

i) Los estabilizadores de puntos en una misma drbita son subgrupos conjugados. Es decir, si

q=g-p para algin g € G, entonces G4 = ngg_l.

ii) Si G es un grupo finito |G| = |G,||pG].

Demostracion.
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i) Sean p,q € X tales que ¢ = g - p para algin g € G y h € G,. Entonces

q="h-q
g-p=nh-(g-p)
p= (g 'hg) - p.

Asi g lhg =t e Gy, esto es h = gtg~! € ngg_1 y en consecuencia G, C ngg_l. La otra

contenencia se obtiene de modo similar.
ii) Sea ¢ : pG — G/G)p, dada por ¢(g - p) = gG, con p € X.

e Veamos que la aplicacion estd bien definida.
Sean g1,92 € G tales que g1 - p = g2 - p. Entonces gl_lgg € G, y se sigue que
gle = 92Gp-

e La aplicacién ¢ es inyectiva. En efecto, sean g1 - p, ¢o-p € pG tales que

¢(g1-p) =p(92 - p)

gle :ngp.
Entonces g2 = g1g para algin g € G y

g2-p=1(919)-p=91-(9-p) =91 p.

G
Asi, tenemos una biyeccién entre pG y G/G)p, lo cual implica |pG| = \‘G’] ya que G
P

es finito.

Proposicién 2.1.1. Sea G un grupo que actia en un conjunto X con nicleo K. Entonces el
grupo cociente G/K actia en X con nicleo trivial y las drbitas son iguales a las dadas por la

accion de G en X.

Demostracion. La accién de G/K en X estd definida como gK - p = g - p y no depende del

representante g. En efecto, sean g1, go € G tales que g1 K = g2 K, entonces g, lppe Ky

9K -p=gs-p= (9197 '902) p=01"((97"'92) 'p) =1 p=q K - p.
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Ahora, sea gK en el nicleo de la accién de G/K en X. Entonces gK - p = g - p = p para todo
p € X, luego g € K, esto es gK = eK y por tanto el niicleo de la accién es trivial.

Por dltimo tenemos que
pG/K={qe X :9gK -p=g-p=gq paraalgin gK € G/K} = pG.

Gracias a esta proposicion, podemos obtener una accién efectiva a partir de otra sin alterar las
orbitas generadas por la accién inicial. Por ello, en adelante supondremos que las acciones son

efectivas.

Definicion 2.1.5. Decimos que la accion de un grupo G en una superficie de Riemann X es
holomorfa o continua si para todo g € G, la biyeccion g : X — X dada por g(p) = g-p es

holomorfa o continua respectivamente.

En consecuencia, si la accién de un grupo G en una superficie de Riemann X es holomorfa, la
aplicacién g(p) = g - p con p € X es automorfismo para cada g € G. Luego G es isomomorfo a

algin subgrupo de Aut(X).

2.2. Espacio Cociente

El conjunto de orbitas generadas por la accién de G en una superficie de Riemann X que en
adelante denominaremos espacio cociente X /G, puede dotarse de una topologia haciendo uso de

la proyeccién natural

m: X = X/G
p—pG
y de la siguiente definicién de abierto.

U C X/G es abierto si y solo si 7~ }(U) es abierto en X. Esta definicién hace de 7 una aplicacién

continua.
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Lema 2.2.1. Si la accion de un grupo G en una superficie de Riemann X es continua, entonces

la aplicacion natural m: X — X/G es abierta.

1

Demostracion. Sea U C X un abierto. Como la accién es continua, g~!(p) = g~! - p es continua

para todo g € G. Es decir, g(p) = g - p es abierta para cada g € G y por tanto

geG

es abierto y esto implica que w(U) es un abierto de X/G. [ |

Veremos que bajo ciertas condiciones el espacio cociente X /G tiene estructura de superficie de
Riemann. Para ello consideramos algunos resultados que nos ayudaran a establecer un atlas

complejo sobre X/G.

Proposiciéon 2.2.1. Sea G un grupo actuando holomorfa y efectivamente en una superficie de

Riemann X y p un punto fijo en X. Si el estabilizador Gy, es finito entonces es ciclico.

Demostracion. Sea z una coordenada local centrada en p € X. Entonces para todo g € G,

podemos escribir
oo
9(z) = Zan(g)zn.
n=1

Como g es un automorfismo de X, a; # 0y ap = 0 ya que g(p) = p.

Consideremos ahora la aplicacion
al - Gp — C
g — ai(g)

y veamos que es un homomorfismo de grupos.

Si g, h € G, tenemos que

ai(g)ai(h)z + términos de orden superior

y por otro lado
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g(h(2)) = goh(z) =) _aj(goh)?,
j=1

de donde a1(gh) = ai(g)ai(h). Si mostramos que el homomorfismo a; es inyectivo, tendremos
que Gy, es isomorfo a un subgrupo finito de C* y por tanto debe ser ciclico.

Supongamos que el nicleo del homomorfismo a; no es trivial. Sean g # e en el nicleo de a1 y
m > 2 el exponente del primero de los términos de orden mayor que es distinto de cero en g(z).

Entonces

g(z) = z 4+ b2+ términos de orden superior donde b # 0

y por induccién tenemos que g(z)¥ = z 4 kbz™+ términos de orden superior.
Ahora, por la finitud de G, tenemos que g¥(2) es la funcién identidad para algin k € ZT. Es
decir kb = 0, lo que lleva a la contradiccién b = 0, de donde g = e y concluimos que a; es un

homomorfismo inyectivo de grupos. |

Como consecuencia de la proposicién anterior, todo sugbrupo estabilizador en una accién efectiva

y holomorfa de un grupo finito G' en una superficie de Riemann X es finito y ciclico.

Proposicién 2.2.2. Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente en una superficie
de Riemann X. Entonces los puntos de X con estabilizador no trivial forman un conjunto

discreto.

Demostracion. Supongamos por contradiccién que existe una sucesiéon {p,} en X que converge
a p € X tal que para cada p; existe g; # e en Gy,.

Como G es finito, por proposicién anterior cada G, es finito y podemos encontrar una subsuce-
sién {pg, } de {pn} donde cada elemento queda fijo por la accién del mismo g # e € G. Ahora,

por la continuidad de g
g(p) = lim g(pg,) = lim pg, =p
k—o00 k—o0

y como ¢ es un automorfismo de X, el teorema de la identidad garantiza que g es la funcién
identidad, lo cual es una contradiccién. Por tanto el conjunto de puntos con grupo estabilizador

no trivial no puede tener un punto de acumulacion. |
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De modo que, si G es un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente en una superficie
de Riemann compacta X, entonces X tendra un conjunto finito de puntos con estabilizador no

trivial.

Proposiciéon 2.2.3. Sean G un grupo finito que actia holomorfa y efectivamente en una super-

ficie de Riemann X y p € X. Entonces existe un entorno U de p tal que
a) U es invariante bajo el estabilizador Gy,. Es decir, g -w € U para todo g € Gp yu € U.
b) UN(g-U) =0 para todo g ¢ G,,.

¢) La aplicacion natural o : U/Gp, — X/G inducida por la que envia un punto de U a su

orbita, es un homeomorfismo sobre un subconjunto abierto X/G.
d) Ningin punto de U excepto p queda fijo bajo la accion de todo elemento de G,,.
Demostracion.

a) Sea A = G — Gp = {g1,...,9n}. Como X es Hausdorff, para cada i = 1,...,n existen
entornos V; de py W; de ¢; = g;-p con V;NW; = (). Ademas g; 1(Wl) es un entorno abierto

para cada i, ya que la accién de G en X es holomorfa y por ende continua. Ahora, sean

Ri=Vin(g;"W;), R=(\Ri v U= ()g R
i1 g€Gyp

Los R; son entornos abiertos de p al igual que R y U ya que g es abierta (la accién es

continua). Asi, g- U = U para todo g € G,,.

b) Observemos que R; N (g; - R;) C V; N W; =0, de donde
RN(gi-R)=0yUnN(g;-U)=10 paratodoi=1,..,n.

c) El conjunto U/G), esta bien definido ya que U es G, invariante. Veamos ahora que

e La aplicacién o : U/G, — X/G estd bien definida.
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Sean q1, g2 € U tales que ¢1G), = ¢2G,. Entonces ¢ = h - g2 con h € G, y asi

@G = (h- )G
={yeX:y=g9-(h-q), ge G}
={yeX:y=g1-q, g1 € G}

= @G.
e La aplicacion « es uno a uno.
Supongamos q1G = ¢2G con q1,q2 € U. Luego
G={9-q1:9€Gp}U{h-q1:h ¢ G} =qnGUqA
y de la misma manera
G = @G, U g2 A.

Por (a) y (b) tenemos que ¢1G y ¢2G son uniones disjuntas donde el primer conjunto

esta contenido en U y el segundo en el complemento de U, de donde ¢1G, = ¢2G).

e « es continua y abierta.

B

U U/G,

N,/
X/G

Sean W y V abiertos en X/G y U/G), respectivamente y ( la proyeccién natural de
U en U/G,. Entonces

a Y (W) =Bl (W) v a(V) =xlu(B~1(V))

son conjuntos abiertos ya que 3y 7|y son aplicaciones abiertas y continuas. Por tanto

a es un homeomorfismo sobre su imagen.

d) Basta con reducir U de modo que no contenga puntos con estabilizador no trivial, excepto

p. Esto es posible por Proposicién [2.2.2]
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Este resultado es determinante para establecer las cartas en el espacio cociente X/G.
Sea p € X/G la 6rbita de p € X. Por la Proposicién existe un entorno U de p invariante

por la accién de G, y el homeomorfismo o : U/G, — X/G.

» Si |Gp| =1 entonces ¢Gp = {q} paracadage Uy
a=7|y:U—W C X/G donde W es un entorno de p.

Reduciendo U si es necesario, podemos suponer que U es el dominio de una carta

p:U —V CCen Xy asi la composicion
p:poa bW =V

es una carta en X/G ya que ¢ y 7|y son homeomorfismos.

» |Gyl =m > 2.

Consideremos ¢ : U — V C C una carta centrada en p y la aplicacién h : U — C dada por

hg) =[] ¢(9-9)

9€Gp

Luego

T(z)=h(p~'(2) = [ vegor ()
9€Gyp
es una funcién holomorfa por ser producto de funciones holomorfas, lo que implica que h
es holomorfa en p y Mult,(h) = m = |G,| ya que la multiplicidad de cada g € G}, en p es
uno. Ademsds h es Gy, invariante. Esto significa que al componer con un elemento de G, h

no cambia. En efecto

hge(@) = [ ¢oalon(@) = ] #9(a)) = 1(q), gr € Gy.

9€Gp 9€Gp

Ahora, sea h : U/G, — C definida por h(qG,) = h(q), entonces tenemos que h = ho 3 y

como h y B son abiertas y continuas, h es también abierta y continua.
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U/G,—"m—

BT/

U
Veamos ahora que h es inyectiva. Sean qi, ¢z € U tales que

E(qup) = E(QQGP)
h(q1) = h(g2)

zZ1 = 292.

Como h es G, invariante, h™1({z1}) = {g-q1 : g € Gp} v |[h" ({z1})] = m. Luego,
g2 = g - q1 para algun g € G, es decir, 1G = ¢G y por tanto h es un homeomorfismo
sobre su imagen.

Por tltimo tenemos que ¢ = hoa~! es una carta en W C X/G.

-1

W= U/G,

Bt

C

De esta manera podemos establecer cartas complejas en X/G.

Teorema 2.2.1. Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente en una superficie de
Riemann X. Entonces la construccion de cartas dada anteriormente dota a X/G de estructura
de superficie de Riemann. Ademds si X es compacto, la aplicacion cociente m : X — X/G es

una funcién holomorfa de grado |G| y mult,(m) = |Gp| para cada p € X .

Demostracion. Las cartas dadas por la construccién anterior cubren a X/G. Debemos probar
que esta coleccién de cartas en un atlas complejo sobre X/G.

Como los puntos con estabilizadores no triviales forman un conjunto discreto, podemos suponer
que los dominios de las cartas contruidas en el caso m > 2 no se intersectan y asi cualquier par
de ellas son compatibles.

Si tomamos dos cartas ¢; : U; — Vj, i = 1,2 construidas para el caso m = 1 con U; N Us # 0

tenemos que
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¢i = ;o a~!:U; — V; con (p; cartas en X

y la funcién de transicion

$20 97" (2) = p2 097 (2)

es holomorfa.

Ahora, supongamos que ¢y : U, — Vi es una carta del caso m = 1 y P9 : Us — V5 es una carta
del caso m > 2 con U; N Us # (). Sean Uy y Us los abiertos usados en la construccién de las
cartas y @; : U; — C, i = 1,2 cartas centradas en p; y ps € X.

Si Uy y Us no se intersectan, consideramos una traslacién de Uy tal que U; NUs # (). Asi

7' = (proml) (2) =61 ()G

$2(qG) = hoa™(¢G) = h(gGp,) = h(g) = [] #2(9(a)),

9€Gp,

de donde

$20 67" (2) = dalpr (2)G) = [] w2090 (2)

9€Gp,

es holomorfa por ser producto de funciones holomorfas.

Por otra parte, tenemos que X /G es Hausdorff ya que X es Hausdorff y G es finito.

La conexidad de X/G se tiene pues X es conexo y 7 : X — X/G es continua y sobreyectiva.
Ademés X/G es compacto siempre que X lo sea y la aplicaciéon 7 es holomorfa debido a la

construccién de las cartas
= ¢y omopy(2) =z param = 1.
= pomop,(2) =hop,(z) param > 2.

En ambos casos la funcién es holomorfa y vemos que Mult,(m) = 1 cuando se tiene una carta en
un entorno de p que corresponde al caso m = 1 y Mult,(7) = Multy(h) = |Gp| cuando m > 2.

Es decir, Mult,(m) = |G,| para todo p € X.
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Finalmente

deg(m)= Y Multy(r)
per—1({aG})

= Z ’Gp’

pEQG

:’Gp| Z 1

pEqG
=|GpllpG|
=|G|.

Lema 2.2.2. Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente en una superficie de
Riemann compacta X con aplicacion cociente m : X — Y = X/G. Entonces para cada punto
rama y € Y existe un entero v > 2 tal que m— ({y}) tiene ezactamente |G|/r puntos de X y

cada preimagen tiene multiplicidad 7.

Demostracion. Sea y € Y un punto rama y 71 ({y}) = {x1,...zs} C X. Como los z; estan en

la misma drbita tienen grupos estabilizadores conjugados, con el mismo cardinal
r=|Gg,| = Multy,(m) > 2.

Luego
cl ¢

s= |7 y)| = |G| = Gl v para todo i =1, ..., s.
z;

Asi, al aplicar la férmula de Hurwitz a 7 : X — X/G obtenemos el siguiente resultado.

Lema 2.2.3. Formula de Riemann-Hurwitz.

Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente en una superficie de Riemann com-

pacta X con aplicacion cociente m: X —Y = X/G y {y1,...,yx} los puntos rama en'Y donde
G

ri es la multiplicidad de los 1G] puntos que viven en 71 ({y;}). Entonces
i

k
29(X) —2 = [G] |20(X/G) —2+ 3 (1 - 1) .

r
i=1 v
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Lema 2.2.4. Ver[6, p.80].
k
1
Sean k enteros r1,ra,...,TE conr; > 2 para cada i y R = Z <1 — ) FEntonces
: T
=1
a)
.
k=1 -cualquier r;
k =2 cualquier r1,r
R<2&k{r) = amer T,
k=3 {ri} ={2,2,r3} cualquier r30
| k=3 {r}=1{2,3,3},{2,3,4},{2,3,5}
b)
= ri} =1{2,3,6},{2,4,4},{3,3,3
fse ) = {ri} = (2.3,61,2,4.4), 3,33}
=4 {r}=1{2222}
. 1
¢) Si R > 2 entonces R > 25
Definicién 2.2.1. Sea 7 : X — Y = X/G la proyeccion canonica. El vector (9(Y );rm1,7r2,...,7k)

donde r; es la multiplicidad de los puntos que pertenecen a 7= ({y;}), con y; un punto rama, se

denomina vector de datos de ramificacion de G en X.

Definicién 2.2.2. Un arreglo (a1, aq,. ..

1 9g(y), b1, b2,

,bg(y),cl,CQ, oo

G es llamado un vector generador de tipo (g(Y );r1,72,...,7k) Si se satisface

a) G es generado por los elementos (ai, ...

b) |{ei) | =i
k k

c) H [ai,bi] | | ¢j =1
=i j=1

donde [a;, b;] = aibiaglbfl.

Cuando ¢(Y') = 0 el vector generador es simplemente (cq, ..

7ag(Y)7bl7' .-

7bg(Y)7cl7’ . '7Ck)

. ,Ck).

,ck) de elementos de

Ahora un teorema que garantiza la existencia de una superficie de Riemann con accién de un

grupo finito G bajo ciertas condiciones. Este resultado puede ser consultado en [2, p.239].
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Teorema 2.2.2. Teorema de la Existencia de Riemann

Un grupo finito G actia en la superficie X de género g, con vector de datos de ramificacion
(9(Y);r1,...,7%) siy solo si se satisface la formula de Riemann Hurwitz y G tiene vector gene-
rador (a1, ..., ag(yy, b1, -, bg(yys €1y vy Cr).

Terminaremos este capitulo con un resultado importante debido a Hurwitz. Este resultado nos
permite acotar el orden de un grupo finito que actia holomorfa y efectivamente sobre una

superficie de Riemann compacta con género mayor o igual que dos.

Teorema 2.2.3. (Teorema de Hurwitz)
Sea G un grupo finito actuando holomorfa y efectivamente sobre una superficie de Riemann

compacta X de género g > 2. Entonces
G| < 84(g —1).
Demostracion. A partir del Lema tenemos

2(g—1) =1|G|[29(X/G) — 2+ R], donde R = Z <1 — 1)

T
» Caso g(X/G)>1
Si R = 0, entonces (¢ — 1) = |G| [9(X/G) — 1] y tenemos que g(X/G) debe ser mayor o
igual a dos ya que g > 2. Asi

9—1=1Gg(X/G) =1] = |G].
Si R # 0, entonces R > 3 y [29(X/G) —2+ R] > 1, de donde
2(g —1) =G| [29(X/G) — 2+ R]
1
2%g- 1) 21 (c]
Ag—1) =|G].
» Caso g(X/G) = 0.

Tenemos entonces que 2(g — 1) = |G| [-2 + R] y como g > 2, R debe ser mayor que dos.

Luego por Lema anterior
1
R>2—
T 42

1
R—-2>—
42
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‘ [€]
yasi2(g—1)> 5.

De aqui que |G| < 84(g — 1) en cualquier caso. |
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Capitulo

Curvas Proyectivas de Fermat

La familia de curvas proyectivas de Fermat es el conjunto de curvas proyectivas suaves asociadas

a un polinomios homogéneo de la forma F(x,y,z) = 2" +y" + 2" € C[z, y, z].

3.1. Estructura Compleja
Sea F'(n) la curva proyectiva de Fermat de grado n
Fn)={z:y:2]€CP?: F(lx:y:z]) =a"+y" + 2" =0}.

Recordemos que CP? es la unién de los abiertos:

Uo={le:y:2] a0} Ur={le:y:2] [y #0}, Up={[w:y:2] |2 £0}
y consideremos las curvas afines X; = X N U; como en el Ejemplo Asi

Xo = {(a,b) € C?: f(a,b) =1+a" +b" =0}

y por la simetria de F', Xy, X1 y X5 estan asociadas al mismo plinomio f. Ademds, los homeo-

morfismos de U; en C? estan dados por:

w o([x iy z]) = (%, 2)’ con inversa ¢, ' (a,b) = [1 : a: b] en Up.
» Pi([rry:z]) = (;j, Z), con inversa ¢y *(a,b) = [a:1:b] en Uy.
» Ppo(fziy:z]) = (g, %), con inversa ¢ *(a,b) = [a:b: 1] en Us .

47
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Asi, establecemos cartas en un entorno de [z : yo : 20] € X; como sigue:

Sea (a;,b;) = ¢i([xo : yo : 20]). Entonces si b; # 0, by = {/—1 —a en un entorno de a; y si

bz‘ = 0, a;

\"/—17&0y a;

{/—1 — b} en un entorno de b;.

Asi, ua carta en un entorno de [z : Yo : 29] estd dada por:

SR :1:%:5- Z con inversa ¢; F(w) = [1:w: /=1 — w"] si by # 0.
" o 1%% Z con inversa ¢y ' (w) = [1: /=1 — w™ : w] si by = 0.
" 3 y 1: sy con inversa 13 H(w) = [w: 1: =1 — w"] si by # 0.
" Yy il; Z con inversa 1, H(w) = [{/—1 —w™ : 1 : w] si by = 0.
. 15 g o 1: g con inversa 5 ' (w) = [w: Y—1 —w" : 1] si by # 0.
" g ;%1 = con inversa ¢ H(w) = [¥/—1 —w™ : w : 1] si by = 0.

Como vimos en el Ejemplo estas cartas son compatibles dos a dos. De ahi que

A={4¢;, i=1,..,6} es un atlas complejo sobre F'(n).

Para determinar el género de F'(n), haremos uso de la formula de Hurwitz y de la aplicacién

7 : F(n) — CP! definida por 7([z :y: 2]) = [z : 2].

Veamos que

= 7 estd bien definida.

Sean (x,y,2) = A(2',y,2') con [z : y : 2] € F(n), entonces

[z y:2])=[x:2z]=":2]=x[":y : 7]
Ademés [0:1:0] ¢ F(n).

= 7 es holomorfa.

z

Sea p = [xo : yo : 20] € Xo C F(n). Entonces @o([z : 2]) = £ es una carta en un entorno

m(p) = [xo : 20] estd dada por . Si ¢; una carta en p, tenemos que



3.1. Estructura Compleja 49

(poo7ro¢1_1(w):<poo7r([1:w: Y—1—w"]) = po([1: V/-1—w"]) = /-1 —wn,

la cual es una funcién holomorfa en un entorno de 11 (p) y si ¥2 es una carta en un entorno

de p, entonces

Qoo oqﬁ;l(w) =goom([l: V=1—w":w])=wo([l:w]) =w
que es holomorfa. De la misma manera se verifica que 7 es holomorfa en X7 y Xo.

» grad(m) =n

Consideremos antes un resultado ttil que caracteriza los puntos de ramificacion de 7.

Proposicién 3.1.1. Sea X wuna curva proyectiva suave asociada a un polinomio ho-
mogéneo F(x,y,z) € Clz,y,z] tal que [0:1:0] ¢ X y
7 : X > CP! la aplicacion definida por n([x :y : 2]) = [x : 2]. Entonces p = [xo : yo : z0] €

X es un punto de ramificacion de 7 si y solo si %—5(1)) =0.

Demostracion. Como m(p) = [xg : 2] € CP! entonces ¢ # 0 0 29 # 0. Supongamos z # 0

y
b2(p) = (22,22 = (a2, b2).

Asi, p € Xo = X NUs (una curva suave afin asociada a f(a,b) = Fla:b:1])y
¢1([x : 2]) = £ — ag es una carta centrada en 7(p).

Ahora, si

of . OF
%(am b2) # 0 (equivalentemente a—y(p) #£0),

existe una funcién holomorfa g;(a) tal que g1(a) = b en un entorno de ag y
Uslz y: 2] = £ —ay con inversa 1/;5_1(111) =[w+ag2:gi(w+ag):1].
es una carta centrada en p. Luego
prom 0@5571(10) =prom([w+ag: gi(w+a): 1)) = p1([w+az: 1]) = w,

de donde p no es un punto de ramificacion de .

0
Si —f(ag, by) = 0, existe una funcién holomorfa gs tal que g2(b) = a en un entorno de by y

ob
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Yelr:y: 2] = 4 — by con inversa 15671(11)) = [ga(w + b2) : w+ by : 1].

es una carta centrada en p. De modo que

h(w) =g1omo 1/;6_1(71})

= ow([gg(w + bg) w4 by 1])
=41([g2(w + b2) : 1])

=go(w + be) — ay

y usando el teorema (de la funcién implicita)

__0f 0
~ "%/
wio)—— & 01

~ %(gz(bz)abz)
__9ofof

7@(0127 b2)

(g2(w + b2), w + b2)

=0

entonces p es un punto de ramificacién de 7.

El caso xg # 0 se verifica de manera analoga. |

Por tanto, los puntos de ramificacién de 7 en nuestro caso (X = F(n)) son de la forma
im(1+2k)

[1:0:wg] conwy =€ » ,k=0,...,n—1y[l:wg] son los puntos rama.

Seap=[a:b:c|] € X;, entonces m(p) = [a : ¢] y p no es un punto de ramificaciéon. Luego

7 a:d ={(a,bg,c) : b = —a" — ", k=0,...,n—1}

Z Mult,(m) = Z 1=n.

zem1a:(] zemaz(]

Por lo cual grad(m) = n.
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Notemos que n es la multiplicidad en los puntos de ramificacién de 7.

Ahora, de la férmula de Hurwitz tenemos

29(X) — 2 =n[2g(CP") — 2] + ) _ [Multy(r) — 1]

peX
n—1
k=0

n—1
29(X)—2=—2n+ [n—1]
k=0

29(X)—2=—-2n+n(n—-1)

29(X) =n? — 3n +2

(n—2)(n—-1)

9(X) =95

Asi, cuando n > 4 tenemos que g(F(n)) > 2 y por el Teorema de Hurwitz si G es un

grupo finito que actia holomorfa y efectivamente en F'(n), entonces

o <an (22200 )

|G| <42n(n — 3).

En particular, esta desigualdad se tiene cuando G = Aut(F(n)) ya que si g(F'(n)) > 2 el grupo
de automorfismos de F'(n) es finito (Ver [0, p.243]).

3.2. Grupo de Automorfismos de las Curvas Proyectivas de Fer-

mat.

En esta seccién estudiaremos el grupo de automorfismos de una curva proyectiva de Fermat F'(n)
de grado n > 4 y mostraremos que dicho grupo de automorfismos es isomorfo a (Z,, X Z;) x Ss.

Consideremos los siguientes ejemplos de automorfismos de F'(n)

Ejemplo 3.2.1. La aplicacion

p1: F(n) — F(n)

(X:Y:Z]—=[Y:X:Z]
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es un automorfismo de F(n). En efecto, sea p € F(n), sip € Xy, entonces una carta en p es Y
02, con P, j=1,...,6 como en . Si 1 es una carta en p, V3 es una carta en p1(p) y la

funcion
P30 p1 ozpl_l(w) =tYsop([l:w: Y-1—w?])=9s([w:1:Y-1—-w"])=w

es holomorfa.

Si 9 es una carta en p, entonces ¥4 es una carta en p1(p) y
a0 proy (w) =gaop([l: V=T —wm:w]) = ([T —w":1:w]) =w

es holomorfa.
1+2k

Ahora, sip ¢ Xo,p=1[0:e n

™ 1] para algin k =0,...,n—1. Asi p € X1 N Xy y una carta
en un entorno de p puede ser Vs, 4, Vs 0 Yg. Considerando la carta 3 en un entorno de p,

tenemos que 11 es una carta en p1(p) y la funcion de transicion
Proprostw)=trop(w:1: Y=1T—w]) = ([l:w: Y—1—w"])=w

es holomorfa. De la misma manera se verifica que la funcion de transicion es holomorfa en los

casos restantes. Ademds p1 = pfl.

Ejemplo 3.2.2. La aplicacion

p2: F(n) — F(n)
X:Y:Z]—=[Z:X:Y]
es un automorfismo de F(n). En efecto, sea p € F(n), sip € Xo C F(n) entonces {1 y a2 son

posibles cartas en un entorno de p. Si ¥y es una carta en un entorno de p, entonces ¥4 es una

carta en un entorno de pa2(p) y tenemos que
g0 pyohyHw) = by o pa([l:w: V=1 —w"]) = ha([V—=1 —w": 1:w]) = w.
Si o es una carta en un entorno de p entonces 13 es una carta en un entorno de pa(p) y
Y30 paothy Hw) =130 pa([1: /=1 —w:w])=s(fw:1: Y=1—w") =w.
En ambos casos la funcion es holomorfa.
Sip ¢ Xo entonces p € X1N Xy, de donde pa(p) € XoNXa y una carta en p puede ser s, 1y, s
o 'lﬂ(;.

Considerando 13 en un entorno de p, tenemos que la funcion de transicion



3.2. Grupo de Automorfismos de las Curvas Proyectivas de Fermat. 53

Y6 0 pa o3 H(w) = g o pa(fw: 1: Y—1 —wn]) = e([¥/—1 —w" :w: 1]) = w

es holomorfa. De manera andloga se verifica que la funcion de transicion es holomorfa en los

otros casos posibles. Luego py es holomorfa en F(n) al igual que

py' o F(n) — F(n)

(X:Y: Z]—[Y:Z:X]

Ejemplo 3.2.3. Sea p(n) el grupo de raices n-ésimas de la unidad en C con & una raiz n-ésima

primitiva de la unidad. Entonces

okj - F(n) = F(n)

(X :Y:Z]—[¢8X : €Y : Z]

es un un automorfismo de F(n) para 0 < k,7 <n — 1.
De hecho, sea p € X; C F(n) entonces oj(p) € X; con i =0,1,2 y tomamos la misma carta en

un entorno de p y oy;(p). De este modo tenemos
= Proap ot (w) =vroop([l:w: YV=T—wr]) =i ([¢F: Fw: Y=T—w]) =& Fw.
= Y oog;oty (W) =vrooy([l: /=T —wm:w)) = o[ : &FY/=T—w": w]) = £ Fw.
g 00 0y (w) =g o op([w:1: Y1 —w"]) = ¢s([¢Fw: & : =1 —wn]) = .
= a0y oyt (w) =aoo ([T —w": 1:w]) = (€8 VT —w": ¢ 1 w]) = Ew.
= 500k 0 %5 (w) = Y5 0 opy(fw s /=T —w™ : 1]) = vs([§hw : &Y/ —T—w" : 1]) = hw.
= 15 0 0k 0 P (w) = 6 0 og ([T —w™ s w i 1]) = e (€5 /=T —w™ : Fw : 1]) = Fw.

Como en cada caso obtenemos una funcion holomorfa y algjl =om conm=n—=k, l=n-—17j,

concluimos que los oy con 0 < k,j <n —1 son automorfismos de F(n).

Notemos que el grupo de automorfismos generado por p; y p2 de los Ejemplos y es
isomorfo a Ss.

Ademés el conjunto de automorfismos oy, es un grupo generado por

ow([X:Y: Z)=X:Y:Z] v oq([X:Y:Z])=[X:&Y : 7]
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y es isomorfo a (Z,, x Zy). Por ello en adelante identificaremos a (p1, p2) v (010, 001) por S3 y
(Zyp, x Zy,) respectivamente.
Ahora, sea H(n) el grupo generado por (Z, X Z,) y S3. Entonces
i) (Zyp, x Zy) <H(n). Esto es p(Zy X Zp)p~t C (Zyn, x Zy,) para cualquier p € H(n). En efecto,
sip=p;, 1=1,2
prociopr (XY 1 Z]) = proo([Y : X : Z]) = py([€" : €1X : Z]) = (91X : €Y : Z])
P00k 0 p3 (X 1Y Z)) = po((€FY €97 : X)) = (X : €4 £ £12)) = (e X : €Y+ Z)

conm=n—7j,12k—j(modn),0<1l<n-—1,de donde

plookjopfl, pQOO'ijpgl € (Zn X ZLy)

para cualquier oy; € (Zy, X Zy), lo cual implica que p(Zj, x Zn)p~t C (Zy, x Zy) cuando

p € Sg y para p € (Zy, x Zy) el resultado se tiene claramente.
ii) (Zn x Zyn) N S3 = {e} donde e es la funcién identidad.
iii) |H(n)| = 6n?.
De ahi que H(n) = (Zy, X Zp) % Ss.

Nuestro trabajo ahora consiste en probar que H(n) es el grupo de automorfismos de la curva

proyectiva de Fermat F(n).

Teorema 3.2.1. Sea F(n) la curva proyectiva de Fermat de grado n > 4 y G(n) el grupo de

automorfismos de F(n). Entonces

En adelante notaremos a G(n) y H(n) simplemente como G y H respectivamente.

Demostracion. Como H es un subgrupo del grupo finito G, |G| = 6n?m para algin entero
positivo m.
Sea Y = F(n)/G, la superficie cociente. Entonces considerando la aplicacién cociente

m:F(n) =Y yel Lema tenemos

2 (L=00=2) ,i

29(Y) —Hi <1 - :)]
n(n — 3) =6n’*m [29(1/) -2 +Zk; (1 — :)] ,
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donde r; es la multiplicidad de 7 en un elemento de la fibra del punto rama y; € Y. Notemos
k
1 1
que g(Y) = 0. En efecto, si g(Y') > 1, dado que R = Z (1 - ) >

= 5>
T 2
=1 v

n(n —3) > 6n?m [Ek: (1 - :)] > 3n%m.

i=1

Esto es n?2 — 3n > 3n2m, lo cual es una contradiccién. De aqui que n — 3 = 6nDm donde

k
1
_2+Z(1—m>] >0 ya quen > 4.
i=1

Luego R > 2 ysesigueque k >2y D > 4—12 por Lema Ademas si D > % entonces m = 1
y obtenemos G = H. Teniendo en cuenta el Teorema de Existencia de Riemann ,

D:

veamos para que vectores generadores del tipo (r1,...,7x) (definicién [2.2.2)) se tiene
1 1
— <D< —. 3.1
42 — < 12 (3.1)

Es decir, para que vectores generadores es posible que la afirmacién G = H sea falsa.

" Sik25,R2%ysesiguequeD2%>l—12.

» Sik =4, no es posible el vector (2,2,2,2) ya que R > 2y considerando el vector (2,2,2,74)

1 1
B e

N[ =
ol

con r4 > 3 tenemos D =

Luego D > % > 1—12 para un vector con cuatro entradas.

» Si k = 3, los vectores (2,2,73) con 73 > 2 no son posibles ya que R > 2. Luego no son
posibles vectores con mas de una entrada igual a dos.
11 _ 1

Por ello y dado que D =1 — = — = — -= consideremos los siguientes casos
T1 T2 T3

e Si(2,3,7r3), D = % — % y se satisface la desigualdad 1' siempre que 7 < r < 12.
Asi los posibles vectores permitidos son (2,3,7), (2,3,8), (2,3,9), (2,3,10), (2,3,11).
e Si(2,4,73), entonces D = i — % satisface la desigualdad 1} si 4 < rg < 6. Luego

(2,4,5) es un posible vector generador.

e Para (2,5,r3) conr325,D:%—%—%2%>%.
(2,3,7), (2,3,8), etc.), D=3 - L - L > 1,

Consideremos los casos (r1,72,73) con r; # 2,1 =1,2,3.
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e Para (3,3,3), D =0 lo cual no es posible ya que D > 0.

e Si(ry,ro,m3) conry >3, 70>3yrg>4,D>1-1 -1 -1 =21,

Ahora, usando la igualdad n — 3 = 6nDm obtenemos valores de n y m para cada vector. Para

(2,3,7) por ejemplo, D = ﬁ y asi

6nm

oS =T
7(n —3) =nm
n(7—m) = 21

de donde (n,m) = (7,4) o (n,m) = (21,6). De esta manera, obtenemos la siguiente tabla.

Vector | D (n,m) |G(n)|
(2,37) | & (7,4), (21,6) 1176, 15876
(2,3.8) | 54 | (4,1),(6,2),(12,3) | 96, 432, 2592
(2,3,9) | & (9,2) 972
(2,3,10) | &= (5,1),(15,2) 150, 2700
(2,3,11) | & (33,2) 13068
(2,4,5) | % (30,3) 16200

Es claro que en los casos con m =1, G = H.

Observacién 3.2.1.

i) Por Teorema de Existencia de Riemann dado un vector generador (ri,72,73)
existen elementos a,b,c € G tales que a™ =b2 =3 =1 ,abc=1y G = (a,b,c) ya que
en este caso g(Y) = 0.

it) Dado un grupo G, H < G y el conjunto Q = {zH : x € G}, con |Q] =[G : H] = m,
tenemos que el homomorfismo de representacion permutacional de G en las clases laterales

izquierdas de H estd dado por
¢:G— S,
g ¢g: 00—

xH — gxH
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donde K = ker(¢) < H y G/K es isomorfo a algin subgrupo de Sy, .

i11) Dados dos subgrupos A y B de un grupo finito G, si alguno es normal en G, AB < G y
ademds

_ 48|
|AN B|

AB|

Teniendo en cuenta lo anterior estudiaremos cada caso de la tabla con m # 1 y verificaremos

que no son posibles.

v (2,3,9), (n,m) = (9,2).
Por la observacién item i, G = (a,b,c € G : a®> =1 = ¢ = 1,abc = 1) y como
[G:H]=2,H<G. Luego H < ¢ >< G, H <b>< G y por la observacién [3.2.1] item iii
|H <c>|=9,|HnN(b)| = 3. Esto implica que a,b,c € H, lo cual no es posible.

» (2,3,11), (n,m) = (33,2).
Por la observacién [3.2.1) G = (a,b,c € G:a? = b3 = 't = 1,abc = 1) y [G : H] = 2 Luego
H<c><G, H<b><G,dedonde |[HN<b>|=3y |H <c>|=11y estollevaala

contradiccion a,b,c € H.

= (2,3,10), (n,m) = (15,2), |G| = 223352, |H| = 33522 .

En este caso G = (a,b,c € G:a? =0 =c®=1,abc=1) y H<G.

Sea S un 5—subgrupo de Sylow de G, |S| = 52. Como H <G, HS < G y por la observacién
item iii, tenemos que |H N S| = 5. Entonces S < H = (Z15 X Z15) x S3 y de la
misma manera tenemos que S < Zjs X Z15 < H. Luego (Z15 X Z15) contiene todos los
5—subgrupos de Sylow de G, y sabemos por el tercer teorema de Sylow que Zi5 X Zis
solo posee un 5—subgrupo de Sylow. Por tanto, S <G , |G/S| = 2233, [G/S: H/S] =2y
H/S<G/S.

Ahora, dado que el nimero de 3-subgrupo de Sylow es igual en H/S y G/S, hay un unico
3-subgrupo de Sylow en G/S y por el teorema de correspondencia existe M < G tal que
S C My |M|= 3352 Entonces M (a) < Gy a,b,c € M {(a), lo cual es una contradiccion.

= (2,3,8), (n,m) = (6,2), |G| = 3324, |[H| = 3323.
En este caso G = (a,b,c € G :a®> =b> = c® = 1,abc = 1) y dado que [G: H| =2, H I G

y todos los 3-subgrupos de Sylow estan contenidos en H.
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Sea P un 3—subgrupo de Sylow de G. Si P<G entonces b € Py P(a) < G cona,b,c € P{a)
lo cual es una contradicciéon. Luego P no es normal en G.

Por otro lado, (Zs x Zs3) < (Ze¢ x Ze¢) < L y (Z3 x Z3) es un subgrupo caracteristico de
(Zgx Zg), entonces (Zg x Z3)<H. Ademas, P(Z3xZ3) < H, de donde |PN(Z3xZ3)| = 3% y
asi (Z3 xZs) C P, donde P es un 3-subgrupo de Sylow de G cualquiera. Por tanto (Zsz x Z3)
es la interseccién de los 3-subgrupos de Sylow de G'y (Zs x Z3) < G.

Ahora, como (Zg X Zg) es abeliano, (Zg x Zg) C Cq(Zs x Z3) AG y (Ze % Zg) C (Ca(Zs x
Zs) N H) pero H = (Zg x Zg) x S3, lo cual implica que (Zg X Zg) = (Ca(K)NH) y
ast (Zg x Zg) 4 G. De modo que |G/(Zg x Zg)| = 2?3 y G/(Zg x Zg) tiene un subgrupo
normal de orden 3 o de orden 4. Es decir, G tiene un subgrupo normal N de orden 3322
o de orden 3%2%. En el primer caso b € N y asi G = N{a), en el segundo caso a,b € N y

asi N = G. En ambos casos llegamos a una contradiccién.

(2,4,5), (n,m) = (30,3), |G| = 32352, |H| = 332352

En este caso G = (a,b,c € G : a®> = b* = ¢® = 1,abc = 1) y considerando la representacién
permutacional de G en las clases laterales izquierdas de H, como en observacién (3.2.1
G/K debe ser isomorfo a algin subgrupo de S3. Luego |G/K]| es igual a 1,2,3 o 6 pero
descartamos |G/K| = 1,2 ya que |K| debe dividir a |H|.

Si|G/K| =3, H=K<G. Luego H(b) < G, H(c) < G(n) y dado que |[HN{c)| =5y
|H N (b)| = 4 tenemos que b,c € H, lo cual es una contradiccion.

Si |G/K| =6, |K|= 332252y |[K N {(c)| = 5. Luego K(a) < Gy a,b,c € K{a), lo cual no

es posible.

(2,3,7), (n,m) = (7,4), |G| = 237%3, |H| = 7?32.

Por la observacién G = {a,b,c € G:a®> =b> =c" = 1,abc = 1) y considerando
la representacion permutacional de G en las clases laterales izquierdas de H, como en la
observacién tenemos que G/ K es isomorfo a algin subgrupo de Sy, los cuales tienen
ordenes 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 y 24, pero solo son posibles |G/K| = 4,8,12,24, ya que K < H.
Si|G/K|=4,H = K<G. Luego H(b), H(c) < G y sesigue que a, b, c € H(n), (observacién
item iii) lo cual es una contradiccidn.

Si |G/K|=8,|K|=237 Asi, [KN{)| =3y |KnN{c)| =7, dedonde a,b,cc K < Hy

esto no es posible.
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Si |G/K| =12, |[K| =27y asf c € K. Luego a,b,c € K(a), lo cual no es posible .
Si |G/K| = 24, |[K| = 7% y tenemos que ¢ € K. Asi, a,b,c € K(a) < G y esto es una

contradiccién.

(2,3,7), (n,m) = (21,6), |G| = 223472, |H| = 337%2.

G = (a,b,c € G :a® = b> = ¢ = 1,abc = 1) y considerando la representacién permu-
tacional de GG en las clases laterales izquierdas de H, como en observacién G/K es
isomorfo a algiin subgruo de Sg, los cuales tienen ordenes 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 16,
18, 20, 24, 36, 48, 60, 72, 120, 360 y 720. Luego, estos son los valores que puede tomar
|G /K| pero solo son posibles 6, 12, 18 y 36 puesto que K < H.

Si |G/K| =6, K = H. Luego H(c) < G y por tanto |[H N (c)| = 7. Estoes c € H(n) y
asi a,b,c € H{a) < G, lo cual no es posible.

Si |G/K| =12, |[K| =337? y c € K. De ahi tenemos la contradiccién a, b, c € K{a).

Si |G/K| =18, |K|=327*2y c€ K. Luego K{a) < G tal que a,b,c € K{a), lo cual no es
posible.

Si |G/K| =36, |[K| =327 yc e K. Asf K(a) < Gy a,b,c € K(a), lo cual es una

contradiccién.

(2,3,8), (n,m) = (12,3), |G| = 3*25, |H| = 332°.

En este caso G = (a,b,c € G : a®> = b = ¢’ = 1,abc = 1) y considerando la representacién
permutacional de G en las clases laterales izquierdas de H, como en observacion |3.2.1
G/K es isomorfo a algun subgrupo de Ss. Asi, los posibles valores de |G/K| son 1,2,3 y
6, de los cuales descartamos |G/K|=1,2 ya que K < H.

Si|G/K| =3 entonces H =K <G, H(a) y H(c), de dondeH N (a)| =2y |[HN{(c)| = 8. Es
decir a,b,c € H, lo cual es una contradiccién. Entonces |G /K| = 6, de donde | K| = 3324,
G/K = S5 y por teorema de correspondencia existe L < G tal que L/K = Z3, |L| = 3*2*
y K<L.

Por otra parte, como (Z3 x Zs) es un subgrupo caracteristico de (Z12 X Z12) < H, entonces
(Zs x Z3) < H y (Z3 x Z3) < K.

Si P es un 3—subgrupo de Sylow de G entonces |P N (Z3 x Z3)| = 3% y asi (Z3 x Z3) C I,
donde I es la interseccién de los 3—subgrupos de Sylow de G. Luego |I| = 33 o |I| = 3% ya

que los subgrupos de Sylow de G (Z3 x Z3) < H no son normales.
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Si |I| = 3% entonces |G/I| = 2°3 y asf G/I tiene 1 0 3 2—subgrupos de Sylow. Si solo
hay un 2—subgrupo de Sylow de G/I, existe N < G tal que I C N y |[N| = 332° de
donde a,c € N. Esto es a,b,c € N, lo cual es una contradiccién. Entonces deben ser 3 los
2—subgrupos de Sylow de G/I.

Ahora, sea T' un 2—subgrupo de Sylow de G/I y Qr el conjunto de clases laterales izquier-
das de T"en G/I. Entonces considerando el homomorfismo de representacién permutacional

de G/I en las clases laterales izquierdas de T.

1/):G/I—>Sg
g '—>¢92QT—>QT

T — gxT

tenemos que (G/I) /ker(v) es isomorfo a algin subgrupo de Ss, pero la tinica posibilidad
es |ker(y)| = 2* ya que ker(y) < T. Asi, por teorema de correspondencia, existe M < G
tal que I < M y |M| = 2*33. Ademés

i) M < L. En efecto, dado que (M N L) I G, M NL| = 33230 |MNL|=3%2% En el
primer caso |G/(MNL)| =12y como L/(MNL)<G/(MNL)con|L/(MNL)|=6,
entonces G /(M N L) % Ay. Es decir, G/(M N L) es abeliano y existe S < G tal que
(MNL)<8S,|S| =323y |G/S| =4. Luego b € Sy asf a,b,c € S{a), lo cual no es
posible. Por tanto [M N L| = 3323 y M < L.

ii) M = K. En efecto, sea W = (M N K). Entonces dado que W <Gy M,K < L,
|W| = 322% o [W| = 332%. Si |W| = 3323 entonces |G/W| = 18 pero
G/W = (bW, cW : (bW)? = (cW)? =1, WbWeW = cbeW = (bW) 1) = S5

y esto no es posible. Luego |W| = 3324 y asf [W| = |K|=|M]|.

De i) y ii) tenemos que I < M = K<<H. Ademas (Z4xZ4)<H por ser normal caracteristico
en (Zi2 X Z12) < H. De ahi que K = [(Z4 X Z4) y K C Cy(Zy x Zy4), lo cual es una
contradiccién y concluimos que || = 32.

Por lo anterior (Zs x Z3) = I 9 G. Ademas (Zi2 X Z12) € Ca(I) <Gy Ce(I)NH =
(Z19 x Z12), de donde |Cq(I)| = 322% o |Cg(I)| = 332* ya que |G/H| = 3.

Si |Cq(I)| = 3%2%, |G/Cq(I)| = 18 lo cual no es posible para ningtin subgrupo de G como
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vimos en (ii). Luego |Cq(I)| = 322% y asi |[Cq(I) N L| = 2333 o |Co(I) N L| = 2433, En
el primer caso |G/(Cq(I) N L)| = 12 y ya vimos en (i) que este hecho no es posible para
ningin subgrupo de G, entonces |Cq(I) N L| = 233 y Ce(I) < L, lo cual implica que
ICa(I)N K| =2%32 y ast |G/(Cq(I) N K)| = 18, pero esto es una contradiccién. Por tanto

este caso no es posible.

Como los casos con m # 1 nos llevan a una contradiccién, tenemos que ninguno es posible. Con

lo cual queda demostrado el teorema.
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