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Introducción

La Teoŕıa de Números es un área de las Matemáticas especializada en la
busqueda de propiedades y relaciones entre números y conjuntos de números
enteros. Uno de los problemas favoritos de Paul Erdös, y que mejor ha des-
crito su gusto por la aritmética combinatoria, es el de los conjuntos de Sidon.

A principios de los años 30 del siglo XX, Simon Sidon, le preguntó a Erdös
sobre conjuntos de enteros positivos con todas las sumas de dos elementos
distintos; especificamente pregunta: ¿Cuál es el mayor tamaño de un conjun-
to de enteros no negativos, todos ellos menores que una cantidad dada, en el
cual todas las sumas de dos elementos del conjunto son distintas?. A partir
de entonces el mismo Erdös le asigna el nombre de Conjuntos Sidon a este
tipo de conjuntos.

Otro problema que surge en el mismo contexto aditivo de la Teoŕıa de Núme-
ros es el relacionado con la siguiente pregunta: ¿Cuál es el mayor tamaño de
un conjunto de números enteros no negativos que tiene la propiedad que
todas las sumas de dos de sus elementos sean distintas a los elementos del
conjunto original?. A este tipo de conjuntos se los llama conjuntos libres de
sumas.

En este trabajo nos interesamos en la intersección de los dos tipos de con-
juntos frente a la pregunta: ¿Cuál es el mayor tamaño de un conjunto de
números enteros no negativos que cumple con los dos conceptos anteriores?

Para responder esta pregunta recurrimos a las construcciones conocidas de
conjuntos de Sidon modulares para investigar sobre el máximo cardinal de
un subconjunto libre de sumas en cada una de ellas.
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En el primer caṕıtulo de este trabajo presentamos los conceptos y la no-
tación que se utilizan en el desarrollo del mismo.

En el segundo caṕıtulo consideramos de manera independiente los conjun-
tos libres de sumas módulo N y las funciones extremas relacionadas con ellos.

En el tercer caṕıtulo presentamos una breve descripción de las tres cons-
trucciones clásicas de conjuntos de Sidon modulares.

Finalmente en el caṕıtulo cuatro buscamos respuesta a la pregunta relaciona-
da con el máximo cardinal de un conjunto libre de sumas contenido en cada
uno de los tres tipos de conjuntos de Sidon modulares. Es en este caṕıtulo
donde se encuentran los resultados mas importantes de nuestro trabajo, que
podriamos resumirlos aśı:

Para toda potencia prima q, el máximo número de elementos que puede
tener un conjunto de Sidon y libre de sumas módulo q2 + q + 1 es q.

Para toda potencia prima q impar, el máximo número de elementos que
puede tener un conjunto de Sidon y libre de sumas módulo q2 − 1 es mayor
o igual que q−1

2
.

Para toda primo impar p, el máximo número de elementos que puede tener
un conjunto de Sidon y libre de sumas módulo p2−p es mayor o igual que p−1

2
.

Destacamos nuestras presentaciones como ponentes en los siguientes con-
gresos especializados:

ALTENCOA6-2014, Universidad de Nariño, 11-15 de Agosto de 2014,
San Juan de Pasto-Nariño.

V Encuentro Nacional de Matemáticas y Estad́ıstica, Universidad del
Tolima, 6-8 de Mayo de 2015, Ibague-Tolima.

XX Congreso Colombiano de Matemáticas, Universidad Nacional Sede
Manizales, 21 al 24 de Julio de 2015, Manizales-Caldas.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Sean (G,+) un grupo conmutativo, notado aditivamente, y A un subconjunto
de G. Se definen el conjunto suma y el conjunto diferencia de A, notados A+A
y A− A, respectivamente, como:

A+ A := {a+ b : a, b ∈ A};

A− A := {a− b : a, b ∈ A}.

Definición 1.1 (Conjunto Libre de Sumas). A es un conjunto libre de
sumas si la ecuación x+ y = z con x, y, z ∈ A no tiene solución en A.

Esto es equivalente a decir que la suma de dos elementos de A nunca está en
A, es decir:

(A+ A) ∩ A = ∅.

Observación 1.1 Un conjunto A es libre de diferencias si cumple que todas
las restas de dos elementos de A nunca estan en A, es decir

(A− A) ∩ A = ∅.
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A continuación se presentan algunos ejemplos de conjuntos libres de sumas.

Ejemplo 1.1 En (Z,+) el conjunto de los números impares es libre de su-
mas.

+ 1 3 5 7 9 11....
2 4 6 8 10 12 ....

6 8 10 12 14....
10 12 14 16....

14 16 18....
18 20....

22....

Ejemplo 1.2 En (Z,+) el conjunto de los cuadrados no es libre de sumas,
ya que si tomamos 9,16 y 25 esto nos da una solución a la ecuación x+y = z.

1 4 9 16 25 36....
2 5 10 17 26 37....

8 13 20 29 40....
18 25 34 45....

32 41 52....
50 61....

72....

Ejemplo 1.3 En (Z,+) el conjunto de las n-ésimas potencias positivas, con
n ≥ 3, es libre de sumas. (Último Teorema de Fermat).

Ejemplo 1.4 En (Z12,+) el conjunto A = {1, 3, 5, 7, 9, 11} es libre de sumas.

+(mód 12) 1 3 5 7 9 11
2 4 6 8 10 0

6 8 10 0 2
10 0 2 4

2 4 6
6 8

10

Notación 1.1 Sea A un conjunto finito cualquiera, en adelante se utiliza
|A| para denotar la cantidad de elementos que tiene el conjunto A, es decir
su cardinal.
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Definición 1.2 (Conjunto de Sidon). Sea A ⊆ G, A es un conjunto de
Sidon en G si todas las sumas de dos elementos de A son distintas (salvo
conmutatividad). Es decir, si para todo a, b, c, d ∈ A

a+ b = c+ d⇒ {a, b} = {c, d}.

Esto es también equivalente a requerir que para todo x ∈ G se tiene que:

|A ∩ (x− A)| ≤ 1,

donde

x− A = {x− a : a ∈ A}.

En efecto,

z ∈ A ∩ (x− A)⇔ z ∈ A ∧ z ∈ (x− A)

⇔ z = a ∧ z = x− b, para algunos a, b ∈ A.

⇔ x = a+ b, para algunos a, b ∈ A.

En el caso finito, A = {a1, a2, . . . , ak} es un conjunto de Sidon si y sólo si

|A+ A| =
(
k + 1

2

)
.

Nota 1.1 A = {a1, a2, . . . , ak} es conjunto Sidon si y sólo si

|A	 A| = 2

(
k

2

)
,

= k2 − k,

donde

A	 A =
{
a− a′

: a, a
′ ∈ A, a 6= a

′}
.

Es decir, A es conjunto de Sidon si y sólo si todas las diferencias de dos
elementos diferentes de A son distintas. Esto equivale a requerir que

a− b = c− d⇒ a = c y b = d,

para todo a, b, c, d ∈ A, a 6= b, c 6= d.
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A continuación se presentan algunos ejemplos de conjuntos de Sidon.

Ejemplo 1.5 En (Z,+) el conjunto de las potencias de 2 es un conjunto de
Sidon.

+ 2 4 8 16 32....
4 6 10 18 34....
6 8 12 20 36....

10 12 16 24 40....
18 20 24 32 48....
34 36 40 48 64....

Observación 1.2 En (Z+, ·) el conjunto de los primos es un conjunto de
Sidon.

• 2 3 5 7 11....
4 6 10 14 22....
6 9 15 21 33....

10 15 25 35 55....
14 21 35 49 77....
22 33 55 77 121....

Note que (Z+, ·) no es un grupo, aśı ser grupo no es condición indispensble
para definir un conjunto de Sidon.

Ejemplo 1.6 En (Z,+) el conjunto de los cuadrados no es un conjunto de
Sidon, porque 1 + 64 = 16 + 49.

1 16 25 36 49 64....
2 17 26 37 50 65...
17 32 41 52 65 80...
26 41 50 61 74 89...
37 52 61 72 85 100...
50 65 74 85 98 118...
65 80 89 100 118 128 ...

Note que si C denota el conjunto de los cuadrados perfectos

|C ∩ (65− C)|= 4
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Lema 1.1 Un conjunto A es libre de sumas si y sólo si es libre de diferencias,
esto es

(A+ A) ∩ A = ∅ ⇔ (A− A) ∩ A = ∅

Demostración.

(⇒) Supongamos que existe x ∈ (A− A) ∩ A

⇒ x ∈ (A− A) ∧ x ∈ A

⇒ x = a− b ∧ x ∈ A, para algunos a, b ∈ A

⇒ x+ b = a para algunos a, b ∈ A

lo cual es una contradición, ya que A es libre de sumas.

(⇐) Supongamos que existe x ∈ (A+ A) ∩ A

⇒ x ∈ (A+ A) ∧ x ∈ A

⇒ x = a+ b ∧ x ∈ A, para algunos a, b ∈ A

⇒ x− b = a para algunos a, b ∈ A

lo cual es una contradición, ya que A es libre de diferencias.

Corolario 1.1 Si 0 ∈ G y A ⊆ G libre de sumas, entonces 0 /∈ A.

Corolario 1.2 Todo subconjunto de un conjunto libre de sumas es libre de
sumas y de restas.
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El siguiente ejemplo muestra un conjunto A libre de restas.

Ejemplo 1.7 Sea A = {7, 11, 17, 19, 21, 23}

- 7 11 17 19 21 23
0 4 10 12 14 16

0 6 8 10 12
0 2 4 6

0 2 4
0 2

0

El siguiente conjunto es simultaneamente un conjunto de Sidon y un conjunto
libre de sumas módulo 57.

Ejemplo 1.8 Sea A = {1, 4, 12, 14, 30, 37, 52}

+(mód 57) 1 4 12 14 30 37 52
2 5 13 15 31 38 53

8 16 18 34 41 56
24 26 42 49 7

28 44 51 9
3 10 25

17 32
47
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Caṕıtulo 2

Conjuntos Libres de Sumas
módulo N

En este caṕıtulo presentamos las funciones extremas asociadas a los conjuntos
libres de sumas módulo N y algunos resultados asociados a estas funciones,
los cuales nos permitirán construir conjuntos libres de sumas modulares.

2.1. Conceptos fundamentales

En este trabajo nos dedicamos al caso en el cual el grupo ambiente son los
enteros módulo N:

ZN := {0, 1, 2, . . . N − 1},

con las operaciones usuales módulo N.

Mediante LS (ZN) denotamos la familia de los conjuntos libres de sumas
módulo N, esto es:

LS (ZN) := {A ⊆ ZN : A es un conjunto libre de sumas}.

Definición 2.1 (Función maximal). La función maximal para los con-
juntos libres de sumas esta definida por:

LS (N) := máx {|A| : A ∈ LS (ZN)}.
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Aśı, LS (N) es el máximo número de elementos que puede tener un conjunto
libre de sumas módulo N .

Definición 2.2 (Función mı́nima). La función mı́nima de los conjuntos
libre de sumas esta definida por:

GL (k) := mı́n {N ∈ N : existe A ∈ LS (ZN) , |A| = k}.

Aśı, GL (k) es el mı́nimo módulo para el cual existe un conjunto libre se
sumas módulo N con k elementos.

2.2. Resultados Importantes

Teorema 2.1 Para todo N ∈ N, el máximo número de elementos que tiene
un conjunto libre de sumas módulo 2N es igual a N ; esto es

LS (2N) = N .

Demostración.

Primero probamos que LS (2N) ≥ N , presentando una construcción general.

El conjunto de residuos impares módulo 2N :

A = {1, 3, 5, . . . 2N − 1} ⊆ Z2N ;

claramente es libre de sumas módulo 2N y tiene exactamente |A| = N ele-
mentos; luego

LS (2N) ≥ N. (2.1)

Ahora, probemos que LS (2N) ≤ N .

Si suponemos que LS (2N) > N , entonces existe un conjunto A ⊆ Z2N libre
de sumas, y tal que

|A| > N ;

aśı, también se tiene que

|A+ A| > N .
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Por tanto

|(A+ A) ∪ A| = |A+ A|+ |A| − |(A+ A) ∩ A|
> N +N − 0 = 2N.

Lo cual es una contradicción, ya que no puede haber un conjunto con más
de 2N elementos en Z2N ;

en consecuencia

LS (2N) ≤ N. (2.2)

De (2.1) y (2.2) se tiene que

LS (2N) = N .

El siguiente ejemplo ilustra un conjunto A que cumple con las condiciones
del teorema anterior.

Ejemplo 2.1 Sea A = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17} ⊆ Z18

+(mód 18) 1 3 5 7 9 11 13 15 17
2 4 6 8 10 12 14 16 0

6 8 10 12 14 16 0 2
10 12 14 16 0 2 4

14 16 0 2 4 6
0 2 4 6 8

4 6 8 10
8 10 12

12 14
16

Corolario 2.1 Sea k ∈ N. El mı́nimo módulo para el cual existe un conjunto
libre de sumas con k elementos es 2k, esto es

GL (k) = 2k.
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Demostración.

Se puede ver fácilmente del Teorema 2.1 que

GL (k) ≤ 2k. (2.3)

Ahora supongamos que GL (k) < 2k. Esto es, existe N ∈ N y A ∈ LS (ZN)
tal que

|A| = k y k < N < 2k;

luego se tiene que:

|A+ A| ≥ k,

Por tanto

|(A+ A) ∪ A| = |A+ A|+ |A| − |(A+ A) ∩ A|
≥ k + k − 0 = 2k > N.

Esto es una contradicción, ya que no puede haber un conjunto con más de
N elementos en ZN . En consecuencia

GL (k) ≥ 2k. (2.4)

De (2.3) y (2.4) se tiene que

GL (k) = 2k.

Notación 2.1 Sea N un número real cualquiera, en adelante se utiliza bAc
para denotar la parte entera de N .

Teorema 2.2 Para todo N ∈ N, el máximo número de elementos de un

conjunto libre de sumas módulo N es mayor o igual que

⌊
N

3

⌋
, esto es:

LS (N) ≥
⌊
N

3

⌋
, para todo N ∈ N.
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Demostración.

Por el teorema anterior el resultado es válido para todo N par. Suponga-
mos que N es impar y consideremos sus posibles restos módulo 6.

Caso 1: Si N ≡ 1 (mód 6), es decir N = 7, 13, 19, 25, 31, . . .;
Sea k =

⌊
N
6

⌋
= N−1

6
; aśı N = 6k + 1.

Caso 2: Si N ≡ 3 (mód 6), es decir N = 3, 9, 15, 21, 27, . . .;
Sea k =

⌊
N
6

⌋
= N−3

6
; aśı N = 6k + 3.

Caso 3: Si N ≡ 5 (mód 6), es decir N = 5, 11, 17, 23, 29, . . .;
Sea k =

⌊
N
6

⌋
= N−5

6
; aśı N = 6k + 5.

En todos los casos, sean:

A1 = {2i− 1 : i = 1, 2, 3, .., k} ,
A2 = {N − (2i− 1) : i = 1, 2, ..., k} ;

probemos que A = A1 ∪ A2 es libre de sumas, esto es

(A+ A) ∩ A = ∅.

Observemos que:

A+ A = (A1 + A1) ∪ (A1 + A2) ∪ (A2 + A2) ,

además:

(A+ A) ∩ A = [(A1 + A1) ∪ (A1 + A2) ∪ (A2 + A2)] ∩ [A1 ∪ A2]

= [(A1 + A1) ∩ A1] ∪ [(A1 + A1) ∩ A2] ∪ [(A1 + A2) ∩ A1]

∪ [(A1 + A2) ∩ A2] ∪ [(A2 + A2) ∩ A1] ∪ [(A2 + A2) ∩ A2]

Ahora probemos que

(A1 + A1) ∩ A1 = ∅, (A1 + A1) ∩ A2 = ∅,
(A1 + A2) ∩ A1 = ∅, (A1 + A2) ∩ A2 = ∅,
(A2 + A2) ∩ A1 = ∅, (A2 + A2) ∩ A2 = ∅.
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Si (A1 + A1) ∩ A1 6= ∅, entonces existen i, j, l ∈ {1, 2, 3, ..., k}, tal que:

(2i− 1) + (2j − 1) ≡ 2l − 1 (mód N)

luego N divide a 2i+ 2j − 2l − 1, que no es posible por que

0 < |2i+ 2j − 2l − 1| < N .

Por lo tanto (A1 + A1) ∩ A1 = ∅.

Si (A1 + A1) ∩ A2 6= ∅, entonces existen i, j, l ∈ {1, 2, 3, ..., k}, tal que:

(2i− 1) + (2j − 1) ≡ N − (2l − 1) (mód N)

luego N divide a 2i+ 2j + 2l − 3, que no es posible por que

0 < |2i+ 2j + 2l − 3| < N .

Por lo tanto (A1 + A1) ∩ A2 = ∅.

Si (A1 + A2) ∩ A1 6= ∅, entonces existen i, j, l ∈ {1, 2, 3, ..., k}, tal que:

(2i− 1) + (N − (2l − 1)) ≡ 2j − 1 (mód N)

luego N divide a 2i− 2j − 2l + 1, que no es posible por que

0 < |2i− 2j − 2l + 1| < N .

Por lo tanto (A1 + A2) ∩ A1 = ∅.

Si (A1 + A2) ∩ A2 6= ∅, entonces existen i, j, l ∈ {1, 2, 3, ..., k}, tal que:

(2i− 1) + (N − (2j − 1)) ≡ N − 2l + 1 (mód N)
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luego N divide a 2i− 2j + 2l − 1, que no es posible por que

0 < |2i− 2j + 2l − 1| < N .

Por lo tanto (A1 + A2) ∩ A2 = ∅.

Si (A2 + A2) ∩ A1 6= ∅, entonces existen i, j, l ∈ {1, 2, 3, ..., k}, tal que:

(N − (2i− 1)) + (N − (2j − 1)) ≡ 2l − 1 (mód N)

luego N divide a −2i− 2j − 2l + 3, que no es posible por que

0 < |−2i− 2j − 2l + 3| < N .

Por lo tanto (A2 + A2) ∩ A1 = ∅.

Si (A2 + A2) ∩ A2 6= ∅, entonces existen i, j, l ∈ {1, 2, 3, ..., k}, tal que:

(N − (2i− 1)) + (N − (2j − 1)) ≡ N − 2l + 1 (mód N)

luego N divide a −2i− 2j + 2l + 1, que no es posible por que

0 < |−2i− 2j + 2l + 1| < N .

Por lo tanto (A2 + A2) ∩ A2 = ∅.
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El siguiente ejemplo ilustra un conjunto libre de sumas que se ha construido
a partir del Teorema 2.2.

Ejemplo 2.2 Sea N=25, entonces

⌊
N

3

⌋
= 8, se toman los primeros cuatro

impares {1, 3, 5, 7} y los otros cuatro son el complemento {24, 22, 20, 18}.

1 3 5 7 18 20 22 24
2 4 6 8 19 21 23 0

6 8 10 21 23 0 2
10 12 23 0 2 4

14 0 2 4 6
11 13 15 17

15 17 19
19 21

23
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Caṕıtulo 3

Construcciones clásicas de
conjuntos de Sidon módulo N

En este caṕıtulo presentamos las tres construcciones clásicas de conjuntos
de Sidon módulo N maximales para módulos de la forma q2 + q + 1, q2 − 1,
p2 − p, donde p es un primo y q una potencia prima (ver [1] , [2] y [5]).

Teorema 3.1 (Construcción de Bose) Sean q una potencia prima y θ
un elemento primitivo del campo finito con q2 elementos, Fq2. El conjunto

B = {a ∈ {1, 2, . . . q2 − 1} : θa − θ ∈ Fq}

es un conjunto de Sidon módulo q2 − 1 con q elementos.

Demostración.

Es claro que B tiene q elementos, porque

θa − θ = θb − θ, con a, b ∈ {1, 2, 3, . . . q2 − 1},

es válido, si y solo si, a = b.

Probemos que B es un conjunto de Sidon módulo q2 − 1. Supongamos que
para a, b, c, d ∈ B tenemos:

a+ b ≡ c+ d (mód q2 − 1).
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Entonces, en Fq2 ,

θa+b = θc+d,

θaθb = θcθd. (3.1)

Por definición de B, existen α, β, γ, δ ∈ Fq tales que

θa = θ + α, θb = θ + β, θc = θ + γ, θd = θ + δ.

Reemplazando en (3.1):

(θ + α) (θ + β) = (θ + γ) (θ + δ) ,

de donde

θ2 + (α + β) θ + αβ = θ2 + (γ + δ) θ + γδ,

y aśı

(α + β − (γ + δ))θ + (αβ − γδ) = 0.

Note que

α + β − (γ + δ) , αβ − γδ ∈ Fq.

Como θ es de grado 2 sobre Fq, esto es posible solo si

α + β = γ + δ y αβ = γδ;

se sigue que:

{α, β} = {γ, δ},

luego {
θa, θb

}
=
{
θc, θd

}
,

y de aqúı,

{a, b} = {c, d}.
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Observación 3.1 Notemos que

B = {logθ (θ + x) : x ∈ Fq},

donde logθ es la función logaritmo discreto definida como

logθ : F∗q2 = 〈θ〉 −→ Zq2−1
θk −→ k.

El conjunto B en esta forma, se utiliza en el caṕıtulo 4 para la construcción
de conjuntos de Sidon libres de sumas.

Teorema 3.2 (Construcción de Ruzsa) Sean p un primo y α una raiz
pŕımitiva módulo p. Si para cada i con 1 ≤ i ≤ p− 1, Xi es la única solución
módulo p(p− 1) del sistema de dos congruencias{

Xi ≡ i (mód p− 1) ,

Xi ≡ αi (mód p) ,

entonces el conjunto

R := {X1, X2, ..., Xp−1},

es un conjunto de Sidon módulo p (p− 1), con p− 1 elementos.

Demostración.

Por la primera congruencia del sistema, claramente el conjunto R tiene p− 1
elementos. Probemos ahora que R es un conjunto de Sidon módulo p (p− 1).
Supongamos que existen i, j, k, l con 1 ≤ i, j, k, l ≤ p− 1 tales que

Xi +Xj ≡ Xk +Xl (mód p (p− 1)).

Entonces

Xi +Xj ≡ Xk +Xl (mód p− 1) y

Xi +Xj ≡ Xk +Xl (mód p) .
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Luego, por definición,

i+ j ≡ k + l (mód p− 1) y (3.2)

αi + αj ≡ αk + αl (mód p) . (3.3)

Ahora, de (3.2):

αi+j ≡ αk+l (mód p)⇔ αiαj ≡ αkαl (mód p) . (3.4)

De (3.3) y (3.4)

αi + αj ≡ αk + αl (mód p),
αiαj ≡ αkαl (mód p).

Como Zp es un campo, tenemos que:

{αi, αj} =
{
αk, αl

}
,

luego

{i, j} = {k, j},

y aśı

{Xi, Xj} = {Xk, Xl}.

Teorema 3.3 (Construcción de Singer) Sean q una potencia prima y θ
un elemento primitivo del campo finito con q3 elementos, Fq3. El conjunto

S = {0} ∪ {logθ (θ + x) (mód q2 + q + 1) : x ∈ Fq},

es un conjunto de Sidon módulo q2 + q + 1 con q + 1 elementos.

Nota 3.1 La prueba de este resultado se hace en el caṕıtulo siguiente.

Observación 3.2 En este caso la función logaritmo discreto se define como

logθ : F∗q3 = 〈θ〉 −→ Zq3−1
θk −→ k.

Esta función se utiliza en el caṕıtulo 4 para la demostración del Teorema 4.1.
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Caṕıtulo 4

Conjuntos de Sidon Libres de
Sumas Módulo N

4.1. Conceptos fundamentales

Mediante S (ZN) denotamos la familia de los conjuntos de Sidon módulo N,
es decir en el grupo (ZN ,+):

S (ZN) := {A ⊆ ZN : A es conjunto de Sidon}.

Definición 4.1 (Función maximal) La función maximal para los conjun-
tos de Sidon libres de sumas módulo N es:

SLS (N) := máx {|A| : A ∈ S (ZN) ∩ LS (ZN)}.

Aśı SLS (N) es el máximo número de elementos que puede tener un conjunto
de Sidon libre de sumas en (ZN ,+).

Definición 4.2 (Función mı́nima) La función mı́nima para los conjuntos
de Sidon libres de sumas módulo N esta dada por:

GSL (k) := mı́n {N ∈ N : existe A ∈ S (ZN) ∩ LS (ZN) , |A| = k}.

Aśı GSL (k) es el mı́nimo módulo para el cual existe un conjunto de Sidon
libre de sumas módulo N con k elementos.
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4.2. Resultados Importantes

Como se observará en la prueba del siguiente teorema, la construcción de
conjuntos de Sidon debida a Singer del caṕıtulo anterior, sin el cero, nos pro-
porciona un conjunto de Sidon libre de sumas maximal.

Teorema 4.1 Sea q una potencia prima, entonces

SLS (q2 + q + 1) = q.

Demostración.

Sean q una potencia prima y θ un elemento primitivo de Fq3 . Sabemos que θ
es un generador del grupo multiplicativo de Fq3 , el cual mediante el logaritmo
discreto es isomorfo a Zq3−1, es decir:

〈θ〉 = F∗q3 ∼= Zq3−1;

mientras que 〈
θq

2+q+1
〉

= F∗q ∼= Zq−1.

Sea S el siguiente conjunto:

S =: {logθ (θ + x) (mód q2 + q + 1) : x ∈ Fq}.

Probemos que S es un conjunto de Sidon. En efecto, supongamos que existen
ai ∈ S, i = 1, 2, 3, 4; tales que

a1 + a2 ≡ a3 + a4 (mód q2 + q + 1).

Por definición de S existen xi ∈ Fq, i = 1, 2, 3, 4, tales que:

ai ≡ logθ (θ + xi) (mód q2 + q + 1).

Luego

logθ (θ + x1) + logθ (θ + x2) ≡ logθ (θ + x3) + logθ (θ + x4)
(
mód q2 + q + 1

)
,

de donde

logθ ((θ + x1) (θ + x2)) ≡ logθ ((θ + x3) (θ + x4))
(
mód q2 + q + 1

)
.
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De ah́ı que

logθ

(
(θ+x1)(θ+x2)
(θ+x3)(θ+x4)

)
≡ 0 (mód q2 + q + 1),

esto es, existe t ∈ Z tal que

logθ

(
(θ+x1)(θ+x2)
(θ+x3)(θ+x4)

)
= t (q2 + q + 1);

entonces en Fq3 ;
(θ+x1)(θ+x2)
(θ+x3)(θ+x4)

= θt(q
2+q+1),

y aśı:

Y = (θ+x1)(θ+x2)
(θ+x3)(θ+x4)

∈ F∗q.

De donde,

θ2 + (x1 + x2) θ + x1x2 = Y (θ2 + (x3 + x4) θ + x3x4),

(1− Y ) θ2 + (x1 + x2 − Y x3 − Y x4) θ + (x1x2 − Y x3x4) = 0.

Como los coeficiente de la ecuación anterior estan en Fq y el grado de θ sobre
Fq es 3, se tiene que:

Y = 1, x1 + x2 = x3 + x4, x1x2 = x3x4,

entonces

{x1, x2} = {x3, x4} ,

aśı

{θ + x1, θ + x2} = {θ + x3, θ + x4} ,

luego

{logθ (θ + x1) , logθ (θ + x2)} = {logθ (θ + x3) , logθ (θ + x4)} ,

en consecuencia

{a1, a2} = {a3, a4} .

Por lo tanto S es un conjunto de Sidon.
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Ahora, probemos que S es un conjunto libre de sumas, es decir que:

(S + S) ∩ S = ∅.

Supongamos que existen a1, a2, a3 ∈ S, tal que

a1 + a2 ≡ a3 (mód q2 + q + 1).

Entonces, por definición de S, existen x1, x2, x3 ∈ Fq tales que:

logθ (θ + x1) + logθ (θ + x2) ≡ logθ (θ + x3) (mód q2 + q + 1),

logθ

(
(θ+x1)(θ+x2)

(θ+x3)

)
≡ 0 (mód q2 + q + 1).

Luego, para algún t ∈ Z, se tiene que:

logθ

(
(θ+x1)(θ+x2)

(θ+x3)

)
= t (q2 + q + 1),

y, como antes:

(θ+x1)(θ+x2)
(θ+x3)

= θt(q
2+q+1).

Sea

Z = (θ+x1)(θ+x2)
(θ+x3)

∈ F∗q;

y aśı:

θ2 + (x1 + x2) θ + x1x2 = Z (θ + x3),

θ2 + (x1 + x2 − Z) θ + x1x2 − Zx3 = 0;

aśı θ satisface un polinomio mónico no nulo de grado 2 sobre Fq, que no es
posible. Por lo tanto S es un conjunto libre de sumas.

Probemos que S tiene q elementos. Si existen x1, x2 ∈ Fq, tales que

logθ (θ + x1) ≡ logθ (θ + x2) (mód q2 + q + 1),

entonces

logθ

(
(θ+x1)
(θ+x2)

)
≡ 0 (mód q2 + q + 1),

entonces para algún entero t

logθ

(
(θ+x1)
(θ+x2)

)
= t (q2 + q + 1),
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luego,

(θ+x1)
(θ+x2)

= θt(q
2+q+1),

Sea

W = (θ+x1)
(θ+x2)

∈ F∗q;

aśı

(1−W ) θ + x1 −Wx2 = 0.

Como el grado de θ sobre Fq es 3, se tiene que:

W = 1, x1 = x2.

Observación 4.1 Para la prueba del Teorema 3.3, notemos que

S0 = S ∪ {0},

y

S0 + S0 = {0} ∪ S ∪ (S + S).

Como S es un conjunto de Sidon libre de sumas módulo q2 + q + 1 con q
elementos, de esta última ecuación se sigue que S0 es un conjunto de Sidon
módulo q2 + q + 1 con q + 1 elementos.

El siguiente ejemplo muestra un conjunto de Sidon libre de sumas módulo
57 con 7 elementos que se ha construido a partir del Teorema 4.1.

Ejemplo 4.1 Sea q = 7, q2 + q + 1 = 57, S = {1, 4, 12, 14, 30, 37, 52}

1 4 12 14 30 37 52
2 5 13 15 31 38 53

8 16 18 34 41 56
24 26 42 49 7

28 54 4 9
3 10 25

17 32
47
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En el ejemplo que se muestra a continuación se observa que al añadir el
elemento 0 al conjunto S del ejemplo anterior no se tiene un conjunto libre
de sumas, aunque si un conjunto de Sidon tipo Singer.

Ejemplo 4.2

0 1 4 12 14 30 37 52
0 1 4 12 14 30 37 52

2 5 13 15 31 38 53
8 16 18 34 41 56

24 26 42 49 7
28 54 4 9

3 10 25
17 32

47

El siguiente teorema muestra que los conjuntos de Sidon obtenidos con la
construcción de Ruzsa no se comportan tan bien como en el caso de los con-
juntos de Sidon obtenidos con la construcción de Singer.

Teorema 4.2 Sean p un primo impar y R el conjunto de Sidon módulo
p (p− 1) obtenido en la construcción de Ruzsa. Entonces

|(R +R) ∩R| = p− 1

2
.

Demostración.

Supongamos que existen Xi, Xj, Xk ∈ R, 1 ≤ i, j, k ≤ p− 1 tales que

Xi +Xj ≡ Xk (mód p (p− 1)).

Por definición de R, si α es una ráız primitiva móduo p, tenemos que:

αi + αj ≡ αk (mód p) , y (4.1)

i+ j ≡ k (mód p− 1) .

αiαj = αi+j ≡ αk (mód p) . (4.2)
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Por lo tanto por (4.1) y (4.2)

αi + αj ≡ αiαj (mód p).

Sean a = αi y b = αj, aśı entonces contar los elementos en (R +R)∩R es lo
mismo que contar las soluciones de

a+ b = ab, en F∗p. (4.3)

Es fácil ver que a, b 6= 1. También que la única solución de (4.3) con a = b es
(a, b) = (2, 2).
Ahora el número de soluciones para (4.3) es el número de valores de a con
3 ≤ a ≤ p− 1, esto es p− 3, además (a, b) y (b, a) se cuentan como una sola

solución cuando a 6= b, entonces hay
p− 3

2
soluciones distintas con a 6= b.

En total tenemos:

p− 3

2
+ 1 =

p− 1

2
soluciones.

Luego

|(R +R) ∩R| = p− 1

2
.

Esto nos dice que para obtener un conjunto de Sidon libre de sumas módulo
p (p− 1) hay que quitar los elementos de la intersección (R +R)∩R que son
p− 1

2
elementos.

A continución se muestra un ejemplo de un conjunto de Sidon tipo Ruzsa en
el cual se resaltan los elementos que son comunes entre el conjunto de Sidon
tipo Ruzsa y su conjunto suma asociado.
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Ejemplo 4.3 Sea p=13, α = 2 y módulo 156

10 16 57 59 90 99 115 134 144 145 149 152
20 26 67 69 100 109 125 144 154 155 3 6

32 73 75 106 115 131 150 4 5 9 12
114 116 147 0 16 35 45 46 50 53

118 149 2 18 37 47 48 52 55
24 33 49 68 78 79 83 86

42 58 77 87 88 92 95
74 93 103 104 108 111

112 122 123 127 130
132 133 137 140

134 138 141
142 145

148

Observación 4.2 Aśı necesitamos quitar los números (resaltados) en el ejem-
plo 4.3 para obtener un conjunto de Sidon libre de sumas, lo cual se puede
observar en el ejemplo que se muestra a continuación.

Ejemplo 4.4 .

10 57 59 90 99 152
20 67 69 100 109 6

114 116 147 0 53
118 149 2 55

24 33 86
42 95

148

Recordemos que se quiere encontrar un conjunto de Sidon libre de sumas
con el mayor número de elementos posible. El Teorema 4.2 nos dice que se
deben quitar la mitad de los elementos del conjunto de Sidon tipo Ruzsa para
obtener un conjunto de Sidon libre de sumas, pero al hacer algunas pruebas
con algunos conjuntos de Sidon tipo Ruzsa se observa que no es necesario
quitar tantos elementos, lo que da paso a la siguiente conjetura.

Conjetura 1.
Sea p un número primo y R un conjunto de Sidon tipo Ruzsa con p− 1
elementos, entonces para obtener un conjunto de Sidon libre de sumas es

suficiente quitar
⌊p

4

⌋
elementos.
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El siguiente ejemplo toma el conjunto de Sidon tipo Ruzsa del ejemplo 4.3
para observar que se cumple la conjetura 1.

Ejemplo 4.5 Sea p=13, entonces
⌊p

4

⌋
=3. Se quitarán los elementos {115, 134, 149}

y se obtiene un conjunto Sidon libre de sumas.

10 16 57 59 90 99 144 145 152
20 26 67 69 100 109 154 155 6

32 73 75 106 115 4 5 12
114 116 147 0 45 46 53

118 149 2 47 48 55
24 33 78 79 86

42 87 88 95
132 133 140

134 141
148

Para el caso de la construcción del conjunto de Sidon tipo Bose, tenemos:

Problema 1. Sea B un conjunto tipo Bose y q una potencia prima,
entonces

|(B +B) ∩B| = q + 1

2
.

A continución se muestran en los ejemplos 4.6 y 4.8 conjuntos de Sidon tipo
Bose en los cuales se resaltan los elementos que son comunes entre el conjunto
de Sidon tipo Bose y su conjunto suma asociado.

Ejemplo 4.6 Sea q = 11 y módulo 120.

1 22 45 56 62 71 75 76 78 103 113
2 23 46 57 63 72 76 77 79 104 114

44 67 78 84 93 97 98 100 5 15
90 101 107 116 0 1 3 28 38

112 118 7 11 12 14 39 49
4 13 17 18 20 45 55

22 26 27 29 54 64
30 31 33 58 68

32 34 59 69
36 61 71

86 96
106
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Observación 4.3 Aśı necesitamos quitar los números (resaltados) para ob-
tener un conjunto de Sidon libre de sumas, lo cual se observa en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 4.7 .

56 62 75 103 113
112 118 11 39 49

4 17 45 55
30 58 68

86 96
106

Ejemplo 4.8 Sea q = 9 y módulo 80.

1 22 36 37 44 49 53 55 78
2 23 37 38 45 50 54 56 79

44 58 59 66 71 75 77 20
72 73 0 5 9 11 34

74 1 6 10 12 35
8 13 17 19 42

18 22 24 47
26 28 51

30 53
76

Observación 4.4 Aśı necesitamos quitar los números (subrayados) para ob-
tener un conjunto de Sidon libre de sumas, lo cual se observa en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 4.9 .

36 49 55 78
72 5 11 34

18 24 47
30 53

76
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Aunque el Problema 1 nos dice que hay que quitar
q + 1

2
elementos, para

obtener un conjunto de Sidon libre de sumas, observando algunos conjuntos
de Sidon tipo Bose se observa que no es necesario retirar tantos elementos,
por lo que se obtiene la siguiente conjetura.

Conjetura 2.

Sea q una potencia prima y B un conjunto de Sidon tipo Bose con q ele-

mentos, entonces es suficiente dejar

⌊
3 (q − 1)

4

⌋
elementos para obtener un

conjunto de Sidon libre de sumas.

Ejemplo 4.10 Aśı del ejemplo 4.8 con q = 9 y

⌊
3 (q − 1)

4

⌋
=6. Se quitarán

los elementos {1, 22, 53} y se obtiene un conjunto Sidon libre de sumas.

36 37 44 49 55 78
72 73 0 5 11 34

74 1 6 12 35
8 13 19 42

18 24 47
30 53

76
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Conclusiones

En esta sección destacamos los resultados más importantes obtenidos durante
el desarrollo de este trabajo de grado.

En el caṕıtulo 2 demostramos que el máximo número de elementos que
puede tener un conjunto libre de sumas módulo 2N es igual a N ; es
decir,

LS (2N) = N .

Mientras que para todo N impar probamos que tal número máximal
es mayor o igual que N

3
, queda la pregunta

¿ ĺım
N→∞

[
LS (N)

N

]
existe ?

En el caṕıtulo 4 probamos que:
Para toda potencia prima q, el máximo número de elementos que puede
tener un conjunto de Sidon tipo Singer y libre de sumas módulo q2+q+1
es q; es decir,

SLS (q2 + q + 1) = q.

Para toda primo impar p, el máximo número de elementos que puede
tener un conjunto de Sidon tipo Ruzsa y libre de sumas módulo p2− p
es mayor o igual que p−1

2
.
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SLS (p2 − p) ≥ p− 1

2
.

Resta probar que para toda potencia prima q impar, el máximo número
de elementos que puede tener un conjunto de Sidon tipo Bose y libre
de sumas módulo q2 − 1 es mayor o igual que q−1

2
.

SLS (q2 − 1) ≥ q − 1

2
.

Además conjeturamos que:

SLS (p2 − p) ≥ 3 (p− 1)

4
,

y

SLS (q2 − 1) ≥
[

3 (q − 1)

4

]
.

Queda por responder la existencia o no de los siguientes ĺımites

ĺım
p→∞

[
SLS (p2 − p)

p

]

ĺım
q→∞

[
SLS (q2 − 1)

q

]
Se diseñaron algoritmos para apoyar la busqueda de ejemplos en el estudio
de las funciones extremas LS (N) y SLS (N). Con su ayuda identificamos
el ejemplo que nos permitio probar los teoremas del caṕıtulo 2 y las cotas
inferiores para SLS (p2 − p) y SLS (q2 + q + 1).
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Apéndice A

Algoritmos

Los algoritmos que se presentan en este trabajo son un apoyo para analizar
el comportamiento de las funciones extremas.

Algoritmo A.1 Determina si el conjunto A es libre de sumas módulo m.

sinsum := proc(A,m)
begin
if (map(A+ A, mod,m) intersect A) = {} then 1 else 0;
end if;
end proc;

Ejemplo A.1 Sea A = {1, 3, 4, 7, 8} un conjunto no libre de sumas mód 9 y
A = {1, 3, 7, 12} un conjunto libre de sumas mód 19.

Figura A.1: A es libre de sumas módulo m.
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Algoritmo A.2 Produce un conjunto libre de sumas módulo N con k ele-
mentos, si existe.

LSNk := proc(N, k)
local Zn, L, G, A;
begin
Zn := {$0..N − 1}
G := combinat :: subsets :: generator(Zn, k);L := [ ] ;
while ((A := G()) <> FAIL and L = [ ]) do
if (sinsum(A,N) = 1) then L := [op(L), A];
end if;
end while;
L;
end proc;

Ejemplo A.2 Si el conjunto existe nos dará un conjunto libre de sumas con
k elementos, si no existe nos dará [ ].

Figura A.2: Conjunto libre de sumas con k elementos
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Algoritmo A.3 Calcula un conjunto libre de sumas módulo N con k ele-
mentos que tiene a S como subconjunto.

LSNks := proc(N, k, S)
local Zn, L, G, A;
begin
Zn := {$0..N − 1} minus S; k := k − nops(S);
G := combinat :: subsets :: generator(Zn, k); L := [ ] ;
while ((A := G()) <> FAIL and L = [ ]) do
A := A union S; if (sinsum(A,N) = 1) then L := [op(L), A];
end if;
end while;
L;
end proc;

Ejemplo A.3 Si el conjunto existe nos dará un conjunto libre de sumas con
k elementos que contiene a S como subconjunto, si no existe nos dará [ ].

Figura A.3: Conjunto libre de sumas con S como subconjunto
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Algoritmo A.4 Dados un conjunto A y un entero positivo m, determinar
si A es conjunto de Sidon módulo m.

esb2mod := proc(A,m)
local S,k;
begin
S := map(A+ A, mod,m); k := nops(A);
if nops(S) = k ∗ (k + 1)/2 then 1 else 0;
end if;
end proc;

Ejemplo A.4 Si A es Sidon módulo m entonces nos dara 1, si no 0.

Figura A.4: A Conjunto Sidon

Algoritmo A.5 Construcción de conjuntos de Sidon tipo Bose: q = pr.
(Para Sidon h = 2) .

boseh := proc(p, r, h)
local F, t, B, q, q1, s, i;
begin
F := Dom :: GaloisF ield(p, r ∗ h);
t := F :: randomPrimitive();
B := {1} ; q := pr; q1 := q − 1; s := (qh − 1)/q1;
for i from 1 to q1 do
B := {op(B), F :: ln(t+ tˆ(i ∗ s), t)} ;
end for;
end proc;
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Ejemplo A.5 Nos proporciona conjuntos de Sidon tipo Bose.

Figura A.5: Conjuntos de Sidon tipo Bose

Algoritmo A.6 Construcción de conjunto de Sidon tipo Singer: q = pr.
(Para Sidon h = 2) .

singerh := proc(p, r, h)
local q,N,S;
begin
q := pr;N := (qˆ(h+ 1)− 1)/(q − 1);
S := map(boseh(p, r, h+ 1), mod, N);
S := Sunion {0} ;
end proc;
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Ejemplo A.6 Nos proporciona conjuntos de Sidon tipo Singer.

Figura A.6: Conjuntos de Sidon tipo Singer

Algoritmo A.7 Construcción de conjuntos Sidon tipo Ruzsa. Datos: p pri-
mo, r ráız primitiva módulo p, f cualquiera no cero, u unidad mód p− 1.

ruzsa := proc(p, r, f, u)
local p1,m,A;
begin
p1 := p− 1;m := p ∗ p1;A := {} ;
for i from 1 to p1 do
A := {op(A), (p ∗ f ∗ i− u ∗ p1 ∗ (rˆ i))mod m} ;
end for;
end proc;
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Ejemplo A.7 Nos proporciona conjuntos de Sidon tipo Ruzsa.

Figura A.7: Conjuntos de Sidon tipo Ruzsa

Algoritmo A.8 Calcula el primer conjunto de Sidon libre de sumas módulo
m con k elementos, si existe.

primslsmodmk := proc(k,m)
local Zm, L, G, A;
begin
Zm := {$0..m− 1} ;G := combinat :: subsets :: generator(Zm, k);L := [ ];
while ((A := G( )) <> FAIL and L = [ ]) do
if (esb2mod(A,m) = 1 and sinsum(A,m) = 1) then L := [op(L), A];
end if;
end while;
L;
end proc;
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Ejemplo A.8 Si el conjunto con k elementos existe con el módulo m dado,
se mostrará, sino existe se mostrará [ ].

Figura A.8: Conjuntos de Sidon libres de Sumas
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Apéndice B

Un Resultado General

El siguiente teorema muestra un resultado general sobre conjuntos libres de
sumas, en el sentido que todo conjunto finito de enteros no cero contiene una
tercera parte que es libre de sumas. Especificamente:

Teorema B.1 (ver [4]) Si B es un conjunto con m enteros distintos de cero
entonces contiene un subconjunto A libre de sumas con cardinal

|A| > m

3
.

Demostración. Sean B = {b1, b2, ..., bm} un conjunto de m enteros distintos
de cero y p = 3k + 2 un primo con la propiedad que: p > 1 + máx B. Por
lo tanto para todo bi se tiene un residuo diferente módulo p y este residuo
nunca es cero. En el grupo ciclico Zp cuyos elementos son 0, 1, 2, 3, ..., 3k+ 1,
podemos observar que el siguiente conjunto es libre de sumas:

C = {k + 1, k + 2, ..., 2k + 1},

por que:

C +C = {2k + 2, ..., 4k + 2} ≡ {0, 1, ..., k, 2k + 2, 2k + 3, ..., 3k + 1} (mód p)

Además C es un conjunto grande en Zp:

|C| = k + 1 > 1
3

(3k + 2).
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Ahora, si se escoge al azar un número entero x (1 ≤ x ≤ p), de acuerdo con
la distribución uniforme en el conjunto {1, 2, ..., p− 1} y se define di por
di ≡ xbi (mód p), podemos ver que si x recorre desde 1 hasta p− 1 entonces
di también, porque bi es primo relativo con p. Por lo tanto la probabilidad
que C contiene di es exactamente:

|C|
p− 1

=
k + 1

3k + 1
>

1

3
.

Además el número esperado de elementos bi tal que di ∈ C es mayor que m
3

.
Por lo tanto existe x, (1 ≤ x ≤ p), tal que:

|{xb1, xb2, ..., xbm} ∩ C| > m
3

.

Y denotemos los correspondiente bi como bi1 , bi2 , ..., bik donde k > m
3

.
Como C es un conjunto libre de sumas entonces xbil + xbit 6≡ xbis (mód p)
para todo 1 ≤ l, s, t ≤ k, y encontramos un subconjunto libre de sumas de B

con cardinal mayor que
m

3
.
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[2] C. Alexis Gómez R. y Carlos A. Trujillo S., “Una nueva construc-
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