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Resumen

Esta intervencion pedagdgica dio lugar a la implementacion y uso del método para la solucién de
problemas planteado por Allan Schoenfeld acompafiado de secuencias didacticas, con el fin de
generar habilidades para la demostracion en los estudiantes del curso conjuntos numéricos ofertado
enel segundo periodo académico del 2022 en la Universidad del auca. EI promedio de estudiantes
que participaron en las asesorias es cinco. Las técnicas y herramientas usadas para la recoleccion
de datos fueron: observaciéon constante del practicante, registro fotogréfico, resaltar que los
registros de cada sesién fueron anotados en un diario de campo. La estrategia metodoldgica fue
dada mediante la implementacion de guias donde de abarcaban las teméticas centrales al curso, con
el interés de atender todas las dificultades presentadas por parte de los estudiantes. Finalmente, las
dificultades fueron solventadas con el método para la solucion de problemas propuesto por Allan

Schoenfeld, lo que quiere decir, que se logré generar habilidades para la demostracion.
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Introduccion

En este documento se sistematiza la Practica Pedagdgica, cuya intervencion en el aula fue
mediada por el método para la solucién de problemas planteado por Allan Schoenfeld
acompariado de secuencias didacticas, con el fin de generar habilidades para la demostracion. La
practica pedagdgica se desarrollo en la Universidad del Cauca, principalmente con estudiantes de
cuarto semestre pertenecientes al programa de Licenciatura en Matematicas, en el curso de

conjuntos numeéricos.

El método para la solucidn de problemas planteado por Allan Schoenfeld otorga recursos y
heuristicas que permiten generar un mejor desempefio a quien se enfrenta a resolver un problema
0 una demostracion; permitiéndole reconocer una forma distinta a la tradicional, de iniciar,
desarrollar y finalizar estos procesos. Por su parte, las secuencias didacticas ayudan al docente a
tener una mejor organizacion, planeacion y ejecucion de las actividades a desarrollar en clase;
ademas, destacan la importancia de tener en cuenta la opinidn del estudiante y sus conocimientos
previos, lo cual facilita que estos vayan evolucionando al punto de generar nuevos

conocimientos.

Vale la pena aclarar, que con esta Practica Pedagdgica no se pretende “ensefiar” a demostrar,
sino desarrollar las competencias y habilidades para que los y las estudiantes logren entender las
demostraciones, y sobre todo que logren realizarlas pruebas de manera independiente haciendo

uso correcto de las reglas de la I6gica y los conceptos matematicos pertinentes.

En el contenido de este documento se resaltan dos partes:



¢+ la primera tiene que ver con informacidn necesaria para fundamentar la planeacion y la
ejecucion de la Practica Docente.

% Lasegunda, y talvez la mas importante en el proceso de formacion docente, tiene que
ver con la reconstruccion histérica y analisis critico; en esta parte estan plasmadas las
experiencias, dificultades, reflexiones y aprendizajes que proporcionan la practica

docente.



1. Presentacion

1.1 Descripcion de la institucion

La fase de intervencion en el aula se desarrollé en la Universidad del Cauca. Esta es una
institucion de educacion superior de caracter publico, creada el 24 de abril de 1827 por Francisco

de Paula Santander.

Su mision es un proyecto cultural que tiene un compromiso vital y permanente con el
desarrollo social, mediante la educacion de personas criticas, responsables, creativas, con

integridad ética, y en armonia con el entorno (Universidad del Cauca, 2022).

“La Universidad del Cauca, fiel a su lema "Posteris Lvmen Moritvrvs Edat" (Quién ha de
morir deje su luz a la posteridad), tiene un compromiso historico, vital y permanente con la
construccion de una sociedad equitativa y justa en la formacién de un ser humano integral, ético y

solidario” (Universidad del Cauca, 2022).

1.2 Poblaciéon

La practica pedagdgica se llevo a cabo durante el segundo periodo académico del 2022, en los
cursos de Conjuntos Numéricos ofertados por el Programa de Licenciatura en Matematicas y el
Programa de Matematicas, los grupos estaban conformados por 32 y 27 estudiantes,
respectivamente, cuyas edades oscilaban entre los 19 y 24 afios. EI nimero de estudiantes que
eran repitentes en este curso era de 9 y 12, respectivamente. Teniendo en cuenta la opinion de
algunos docentes del departamento de matematicas, es posible resaltar, que este curso siempre ha
sido problematico por su alto nivel de formalizacion, pero con la ensefianza asistida por
computador, implementada durante la pandemia, fue notorio que se agudizaron mas las

dificultades para los estudiantes al momento de culminar con éxito este curso, el cual tienen un



primer acercamiento a un sistema axiomatico formal, que les exige altos niveles de

generalizacion y abstraccion, donde todo gira alrededor de la demostracion.

De acuerdo con el Aconsejable de los Programas esta asignatura se cursa en cuarto semestre;
su objetivo general es: Reflexionar sobre la teoria inherente a dos conceptos béasicos de las
matematicas: relacion y numero, en un ambiente l16gico deductivo. Ademas, busca motivar el
gusto por la claridad y sencillez en la exposicion de argumentos (demostraciones), sin dejar a un
lado el rigor y la sintesis. (Universidad del Cauca, 2017) La asignatura dirigida a estudiantes de
licenciatura en matematicas estuvo a cargo de los profesores Jose Luis Herrera 'y Freddy William
Bustos Rengifo, mientras que la asignatura dirigida a los estudiantes de matematicas estuvo a

cargo del profesor Carlos Andrés Martos Ojeda.

Inicialmente se trabajo con estudiantes de ambos grupos, sin embargo, durante el desarrollo de
la practica docente, los estudiantes pertenecientes al programa de matematicas dejaron de

participar en el espacio de estudio ofrecido.

1.3 Tematica

Las tematicas principales del curso son: Teoria axiomatica de Conjuntos, Relaciones de Orden
y de Equivalencia, Funciones y Conjuntos Numéricos. En todas estas tematicas se hace énfasis en
una construccion de argumentos que se sintetizan en la correspondiente demostracion de los
teoremas y proposiciones. Por esto la practica docente se desarroll6 en torno a la demostracion,
donde se guio el proceso de ensefianza-aprendizaje mediante el método de solucidn de problemas
propuesto Allan Schoenfeld, acompafiado de secuencias didacticas, lo que permitié analizar a
profundidad algunos de los principales teoremas del curso y sus correspondientes
demostraciones; con el fin de contribuir a la comprension y estructuracién de las ideas plasmadas

en una demostracion. También se brind6 pautas a los y las estudiantes para que pudieran elaborar



sus propias demostraciones de proposiciones que requerian de una demostracion que se considera

sencilla para el nivel de los estudiantes.

2. Planteamiento del problema

Historicamente el curso de Conjuntos Numéricos, que hace parte de los cursos basicos de la
malla curricular de los Programas de Matematicas y Licenciatura en Matematicas, ha presentado
altos indices de repitencia. Segun la apreciacion de algunos docentes que han orientado el curso,
esto podria deberse a que es el primer curso formal al que se enfrentan los y las estudiantes.
Unido a lo anterior, el curso frecuentemente es dictado de forma tradicional, método que no ha
tenido los mejores resultados en el ambito educativo, puesto que carece de herramientas
didacticas que podrian ser de gran ayuda para el aprendizaje de los estudiantes y no permite que
los estudiantes experimenten el proceso de argumentacion de manera detallada, lo cual podria

contribuir en el aprendizaje de manera significativa.

Por otro lado, es necesario resaltar algunas problematicas que estan muy presentes en el aula,
y que a su vez estan relacionadas con la demostracion, una de ellas radica en que los estudiantes
dificilmente pueden transitar entre una escritura en lenguaje natural y una escritura formal. El
curso de Conjuntos Numeéricos, requiere del manejo de la escritura simbdlica formal, lo cual
genera dificultades en el aprendizaje del estudiante, pues uno de los obstaculos presentes en el
aula y que en muchos casos no es considerado por parte del profesor, es la diferencia entre el
lenguaje utilizado por el profesor y el estudiante, usados para escribir la solucion de un problema

0 demostracién.

En el aula podemos diferenciar entre, el lenguaje del estudiante (cotidiano), el lenguaje del

profesor, el cual se aproxima a un lenguaje formal, y el lenguaje de las matematicas; la transicion



que debe hacer el estudiante para lograr acercarse a un lenguaje casi formal, es muy dispendiosa,

puesto que no se le brinda una estrategia o ayuda didactica para hacer dicha transicion.

Un factor que se suma a la problematica es la poca importancia que le da el estudiante a
entender e interpretar el enunciado de un teorema, siendo dicho enunciado vital para poder
empezar a organizar las ideas o estrategias que surgen de primer momento, para empezar un
camino hacia la demostracion. A pesar de que la demostracion, requiere de las herramientas de la
I6gica, esta Gltima no brinda informacion para determinar el camino a seguir en una
demostracidn, tampoco da pautas para establecer las conexiones necesarias entre axiomas
definiciones y teoremas que conlleven a la conclusion del teorema; ante esto, cuando el
estudiante se enfrenta a una demostracion se siente frustrado y con muy pocas ideas para empezar
un bosquejo de la demostracion, pues para ello se requiere una gran dosis de intuicién, y en los
cursos tradicionales a los estudiantes no se les brinda herramientas para transitar entre lo intuitivo

y lo formal.

Otro factor que incide en la problematica del aprendizaje, es el poco tiempo que dispone el
profesor para desarrollar sus clases y lograr los objetivos del curso; esto dificulta la comunicacion
entre estudiante y profesor, por lo cual el profesor no le puede brindar el debido acompafiamiento
al estudiante, dejandole la via que lo lleva a acercarse al texto guia para intentar fortalecer su
aprendizaje, ese acercamiento podria generar en algunos estudiantes, inconvenientes de
aprendizaje debido a los vacios conceptuales no reflexionados en clase, generando finalmente

sentimientos de frustracion a la hora de comprender los elemento tedricos pertenecientes al curso.

Algunos resultados de la investigacion realizada por Barragan y Gomez (2011), plantean que
la demostracién como contenido tematico no es siempre una problematica asumida por los

docentes en forma sistematica, sino en algunos casos de manera intuitiva, los docentes



diferencian entre demostrar y ensefiar a demostrar, siendo esto tltimo muy poco implementado
en el aula, es por ello que los investigadores hacen una reflexion y se abre una brecha muy
importante dentro de la educacion matematica, pues muestra que la demostracion, concepto

central en la matematica como ciencia, no lo es dentro de la ensefianza, a pesar de uso constante.

Podriamos afirmar que muchos docentes de matematicas ni siquiera establecen la diferencia
entre reproducir una demostracion en el tablero y ensefiar a demostrar, ellos asumen que el
estudiante debe aprender viendo, sin hacer un mayor esfuerzo por argumentarle al estudiante sus

procedimientos.

Es por ello, que la intervencion en el aula, se desarrollé mediante el uso y aplicabilidad del
método para la solucion de problemas planteado por Allan Schoenfeld acompafiado de secuencias
didacticas, lo cual llevé a los estudiantes a un contexto donde interactuaron con el practicante, y a
su vez se crearon grupos de trabajo, donde los estudiantes libremente interactuaron e
intercambiaron sus ideas. Finalmente, se disefid todo un andamiaje para que los estudiantes
pudieran generar habilidades para comprender y estructurar una demostracién, que generaron

resultados satisfactorios en el proceso de aprendizaje del estudiante.

3 Antecedentes

A continuacion, se describen un par de investigaciones relacionadas con las funciones de la
demostracion en el aula de matematicas, ademas se menciona una investigacion que describe

relaciones entre la resolucion de problemas y la demostracién.

Crespo y Christiane (2003) en su investigacion “Las Funciones de la Demostracion en el Aula
de Matematica” la cual se desarrolla en la universidad de Buenos Aires (Argentina), con

estudiantes y docentes del profesorado en matematicas, se plantean el objetivo general de analizar



las concepciones de los docentes acerca de las ideas matematicas y su influencia en la practica

docente.

Dicha investigacion se apoya en diversas investigaciones de la matematica educativa que
sefialan que el docente de matematicas ensefia esta disciplina de acuerdo con sus ideas acerca de
la matematica (Ibafiez y Ortega, 1997). Estas investigaciones indican que, si un profesor piensa
que el caracter deductivo de la matematica es su esencia, en sus clases pondra un gran peso en las
demostraciones. Si, por el contrario, piensa que la matematica es un conjunto de formulas y
algoritmos aplicables a diversas situaciones, entonces el alumno se ejercitara para adquirir fluidez

€n Su uso.

La investigacion se desarrolla en dos etapas: en la primera se indaga acerca de las
concepciones de los docentes y estudiantes del ultimo afio de la carrera de profesorado en
matematicas acerca de la matematica, su ensefianza y algunos conceptos claves en la manera de
abordar la tarea docente. La siguiente etapa, se centra en el concepto de demostracion, su
presentacion en el aula como problema y un estudio histérico — epistemolégico; con la finalidad

de conocer la evolucidon del concepto de demostracion y sus implicaciones cognitivas.

Algunos resultados de la investigacion, validan la concepcion de que la demostracién como
contenido tematico no es siempre una problematica asumida por los docentes en forma
sistematica, sino en algunos casos de manera intuitiva. Como se dijo antes, los docentes
diferencian la idea de demostrar y la de ensefiar a demostrar, siendo esto ultimo muy poco
implementado en el aula, es por ello que los investigadores Crespo y Christiane (2003) hacen una
reflexion y muestran una brecha muy importante dentro de la educacion matematica educativa,
pues evidencian que la demostracion, concepto central en la matematica como ciencia, no lo es

dentro de la ensefanza.



En el articulo también se mencionan diferentes conceptos vinculados con la demostracion, los
cuales surgen al tener en cuenta que la demostracion no es un concepto que pueda ser ensefiado y
transmitido del mismo modo en un aula que en un ambiente cientifico, es por ello que en la
practica llevada a cabo en el aula se usan términos equivalentes como: explicacion,
argumentacion, prueba y demostracion , lo cual induce a un obstaculo epistemolégico pues

impide entender la conceptualizacion de sus ideas.

Al abordar el termino demostrar, (Balacheff, 1982) utiliza el termino explicacion como idea
primitiva de la cual se derivan las pruebas y demostraciones. Una prueba se compone de
explicaciones aceptadas por una comunidad, para que una explicacién sea una prueba debe ser

reconocida por alguien con razon suficiente en el correspondiente marco discursivo.

Tanto (Blacheff, 1982) como (Duval, 1992) utilizan el término demostracion con significados
similares, como una secuencia de enunciados organizados segun reglas determinadas. El
concepto de demostracion también esta muy ligado al de verdad. Para Duval (1992) el objetivo
de una demostracion es la verdad y, por tanto, obedece a criterios de validez, mientras que la
argumentacion se propone lograr la conviccion del otro o de si mismo, obedeciendo a criterios de
pertinencia. Las demostraciones son pruebas que se han codificado, pero algunos pasos pueden

no estar explicitos.

Una de las funciones de la demostracién matematica se basa en un proceso validativo que
siguen los matematicos para justificar las propiedades de sus teorias, el modelo actual dominante
de demostracion, dentro de la institucion matematica, es la demostracion logica formal. No
obstante, esa no es la tnica ni la mas importante. Autores como (Villiers, 1993) presentan
modelos en los que se evidencian mas funciones de la demostracion como: verificacion o

conviccion, explicacion, sistematizacion, descubrimiento o creacion y comunicacion.



Penagos et al. (2021) en su investigacion Caracterizando Relaciones entre la Resolucion de
Problemas y la Demostracion en Algebra Abstracta, la cual se desarrolla en el Programa de
Licenciatura en Matematicas de la Universidad Surcolombiana de Neiva en el periodo 2020-2,
con estudiantes del programa mencionado, donde se dio respuesta a la pregunta: ;Como son las
relaciones entre la resolucion de problema y la demostracion en algebra abstracta, manifestada

por profesores de matematica en formacion?

Para el desarrollo de la investigacion se implementaron seis actividades didacticas y dos
encuestas semiestructuradas; como complemento para triangular la informacion se tomoé la
opinidn a los docentes y finalmente se aplico a los estudiantes una encuesta de satisfaccion. Para
el andlisis de datos se tuvo en cuenta la teoria de la dualidad, necesidad y razonamiento repetitivo
de Harel y Sowder. Se disefiaron, validaron e implementaron un sistema de seis actividades
didécticas, en las que se pidio a los estudiantes, que demuestren teoremas o que resuelvan

problemas de algebra abstracta. sin decirles si es o uno o lo otro

Un objetivo transversal de las actividades fue analizar la argumentacion escrita y verbal (a
través de entrevistas) de los estudiantes al resolver problemas y demostrar teoremas sobre
algunos de los temas de algebra abstracta estudiados en el curso: métodos de demostracion,
operaciones binarias, grupos y subgrupos, grupos ciclicos, clases laterales y homomorfismo de
grupos. En cada actividad se especificaba el tema, los objetivos, los materiales necesarios
contaban con un encabezamiento, el tiempo aproximado de duracidn y al final se formulaban los

problemas teoremas que debian resolver.

Las entrevistas permitieron concluir que: es irrelevante que en la actividad se pida demostrar

un teorema o resolver un problema, pues la mayoria de los estudiantes coinciden en que el



proceso de solucion guarda estrecha relacion y que ambas actividades estan vinculadas y que en

cuanto al esfuerzo mental no encuentran diferencias significativas.

En la investigacion también se concluye que, tanto al resolver problemas como al demostrar
teoremas se encuentran patrones iguales en el abordaje, el uso de representaciones, los procesos
de solucion, justificacion y verificacion. El analisis de datos permite afirmar que la demostracion
matematica es una actividad de resolucion de problemas y quienes son exitosos resolviendo

problemas utilizan técnicas similares cuando hacen demostraciones.

Confirmando asi que, desde el contexto del algebra abstracta, la resolucién de problemas y la
demostracion de teoremas se superponen, ya que esta Ultima es un subconjunto de la primera, una
consecuencia y que la literatura sobre resolucion de problemas permite describir aspectos de la

demostracion matematica como lo propone Savic (2015).

4 Objetivos

4.1 Objetivo general

» Incentivar en los estudiantes el desarrollo de habilidades para la demostracién,

mediante el método para la solucion de problemas de Allan Schoenfeld

4.2 Objetivos especificos
o ldentificar las dificultades que se le presentan a los estudiantes al interpretar el
desarrollo de una demostracion.

e Desarrollar habilidades a partir de las heuristicas planteadas en el método de solucion

de problemas de Allan Schoenfeld.
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e Resaltar la importancia de tener el control ante la demostracién de una proposicion,

mediante el método de solucion de problemas planteado por Allan Schoenfeld.

5 Justificacion

El curso de Conjuntos Numericos es orientado bajo el modelo de ensefianza tradicional, dicho
modelo se basa en la trasmision y recepcion de informacion, el profesor es el trasmisor y el
estudiante el receptor; este Ultimo solo se centra en escuchar y ver como el docente replica una
demostracion sin poder participar de su construccion, es asi como el estudiante se convierte en un
receptor pasivo de contenido, obligado a limitar sus procesos de aprendizaje, quedandole como
unico recurso el uso de la memoria y la autodisciplina, los cuales con mucho esfuerzo podrian

brindarle ayuda para la comprension de teoremas y sus respectivas demostraciones.

Los inconvenientes a los que se enfrenta el estudiante en el curso de Conjuntos Numeéricos, en
el que prima la construccién de argumentos que se sintetizan en la correspondiente demostracion
de los teoremas y proposiciones, estan relacionados con la no comprension de las

demostraciones, lo cual repercuta en su construccion de conocimiento.

Lo antes mencionado es reconocido por algunos profesores de la Universidad del cauca que
han orientado cursos donde la demostracion es el eje central de las tematicas pertenecientes al
curso; resaltan que para poder hacer una demostracion es necesario adquirir ciertos niveles de
abstraccién e intuicidn; también mencionan que el modelo tradicional genera en los estudiantes
vacios tedricos y conceptuales que se ven reflejados en cursos posteriores; es por ello que se

trabajo con el método de solucion de problemas planteado por Allan Schoenfeld acompariado de
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secuencias didacticas, lo cual se convierte en una invitacion a los y las estudiantes a reflexionar

sobre dicho método y su utilidad en el desarrollo de una demostracion matematica

La razon del por qué se hizo un intento de generar habilidades para la demostracion con el
método de solucion de problemas planteado por Allan Schoenfeld, acompafiado de secuencias
didécticas, es porque permitiria al profesor reflexionar sobre la manera como es guiado el curso
en interés y en los estudiantes brindaria recursos que contribuyen a entender los elementos

heuristicos que se convierten en una herramienta para enfrentarse a la prueba de una proposicion.

Por otra parte, se ha visto en investigaciones como la de Penagos et al., (2021), que existe una
relacion entre un problema matematico y la demostracion de un teorema, teniendo en cuenta sus
respectivas soluciones. Es por ello que en este trabajo de intervencidn en el aula se hizo uso del
método de solucién de problemas planteado por Schoenfeld, para ser implementado en el

desarrollo de las demostraciones del curso de interés.

Por su parte, para Savic (2015) la demostracién matematica y la solucion de problemas se
superponen. Al revisar la literatura sobre resolucion de problemas se pueden describir aspectos de
la demostracidn, ya que la ultima es una consecuencia de la solucién de problemas. Este autor
plantea tres fases: planificar, ejecutar y verificar; ademas de la fase de orientacion incluida en la

planificacion.

Cabe considerar que, Selden (2013) afirma que al hacer demostraciones deben tenerse en
cuenta dos aspectos: la parte retdrica formal o marco de la prueba y la parte centrada en el
problema. La primera depende de la interpretacidn, los preconceptos y la légica para entender la
formulacién. La parte centrada en el problema tiene que ver con la teoria de solucion de

problemas en el sentido de Schoenfeld.



12

Finalmente, al mostrar a los y las estudiantes un camino distinto para empezar, desarrollar y
concluir una demostracidn; se pone ante ellos una oportunidad que les permite reflexionar sobre
la manera de argumentar y entender los diferentes conceptos que les brinda la teoria de conjuntos
(teoremas, axiomas Yy corolarios, entre otros). Cambiando asi la forma de ver las matematicas,
pues las matematicas en el aula son presentadas por parte del docente como matematicas
acabadas, y no se permite exponer ante los estudiantes todas las dificultades que incluso el

profesor pudo tener en la demostracion de un teorema o proposicion.

6. Marco teodrico

6.1 La heuristica

Alan Shoenfeld dice que las heuristicas o estrategias heuristicas son reglas para tener éxito en
la resolucion de problemas, que a su vez ayudan a comprender mejor el problema o hacer
progresos hacia su solucion. Alan Schoenfeld (1985), reconoce que las estrategias heuristicas
presentadas por Polya (1945) son muy generales, por lo cual desarrolla una estrategia que se

divide en cinco fases y una serie de métodos heuristicos.

Lo que pretende Schoenfeld con el planteamiento de sus métodos heuristicos es que los
estudiantes, ademas de tener unos métodos heuristicos para afrontar un problema, sepan cuando y
dénde implementar cada método heuristico, en este sentido es de gran importancia resaltar que
Schoenfeld, entiende que el proceso de resolucion de problemas no es lineal, es asi como supone

caminos en zigzag y marchas hacia atras y hacia adelante.

A continuacion, se describiran 3 recursos o métodos heuristicos planteados por Schoenfeld

para la resolucion de problemas los cuales guiaran el desarrollo de la intervencion en el aula; es
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necesario resaltar que el cuarto factor planteado por Schoenfeld no sera tenido en cuenta puesto

que para los objetivos que se quieren lograr no haria un mayor aporte.

6.2 Factores de la resolucién de problemas Schoenfeld

Schoenfeld realiz6 experiencias con estudiantes y profesores en las que les proponia

problemas a resolver. Los problemas eran suficientemente dificiles siguiendo las ideas de Polya.

Schoenfeld veia como actuaba cada uno los grupos durante la solucion de problemas; por
ejemplo, ponia a los estudiantes a trabajar en parejas e iba anotando todo lo que hacian durante el

proceso de trabajo.

Al final de todas las experiencias, Schoenfeld llega a la conclusién de que cuando se quiere
trabajar con solucién de problemas como una estrategia didactica, se deben tener en cuenta
situaciones mas alla de las puras heuristicas; de lo contrario no funciona, no tanto porque las
heuristicas no sirvan, sino porque hay que tomar en cuenta otros factores como los descritos a

continuacion.

6.2.1 Recursos

Lo primero que Schoenfeld sefial6 en la categoria de los recursos son los Conocimientos
Previos que posee el individuo como: conceptos, formulas, algoritmos, y en general, todas las
nociones que se consideren necesarias saber para enfrentarse a un determinado problema. El
docente debe cerciorarse de que los estudiantes, en efecto posean estos recursos; pues son
indispensables para iniciar el proceso y asi ayudar al estudiante a mejorar la interpretacion de

cualquier recurso que no esteé claro.

Otro asunto es el de las Circunstancias Estereotipicas, que Schoenfeld dice que provocan

respuestas estereotipicas. Esto se ve reflejado cuando al estudiante se le propone resolver un
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problema en el cual él ya ha tenido un cierto nivel de experticia y el proceso de resolucion se da
de manera casi automatica, pero no es tenido en cuenta cualquier otro topico con el que €l se

pueda encontrar.

Finalmente se tienen en cuenta los Recursos Defectuosos, que hacen referencia a una formula
o procedimiento mal aprendido o que el estudiante cree que se usa en alguna situacion, pero

resulta que no es asi.

6.2.2 Heuristicas
Schoenfeld dice que hay una problemaética con las heuristicas en el trabajo de Polya y es que,
por ejemplo, Polya propone como heuristica dibujar diagramas, pero Schoenfeld dice que no en

todo problema se puede dar este tipo de heuristica especifica.

En general, el problema con las heuristicas tal como son planteadas por Polya, segun
Schoenfeld, es que son muy generales, por eso no pueden ser implementadas, para ello habria que

conocerlas, saber cdmo usarlas y tener la habilidad para hacerlo.

Schoenfeld (1985) por medio de los métodos heuristicos pretende que los estudiantes no solo
tengan un repertorio de heuristicas para resolver un problema, sino que, al mismo tiempo, sepa
cuando implementar cada uno de estos métodos heuristicos, es asi como propone caminos en
zigzag y marchas hacia atras y hacia adelante. A continuacion, se describiran las cinco fases.

Propuestas por Schoenfeld

Primera fase: Analisis.

En esta fase se realiza por parte del estudiante la comprensidn del problema, se tiene en cuenta
la informacion suministrada para resaltar datos e incognitas, se puede replantear el problema si es

necesario, para hacerlo mas facil, pero sin perder la finalidad inicial
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Algunas heuristicas importantes son:

e Realizar una figura, diagrama o esquema, en caso donde sea posible
e Examinar casos especiales, por medio de valores especiales para ejemplificar el
problema, explorar los casos limites para probar las diferentes posibilidades o verificar

si existe algun algoritmo o patrén inductivo en dicho problema.
Segunda fase: Disefio.

Esta segunda fase tiene como objetivo controlar el proceso que se va a llevar a cabo para
resolver el problema, por medio de la creacion de un plan, sobre el modo en que se va a proceder
y asegurarse que los calculos que se van a desarrollar no se ejecuten de modo prematuro, en esta

fase no se sugieren heuristicas especificas.
Tercera fase: Exploracion.

Esta fase se da cuando se presentan dificultades a la hora de resolver el problema y no se tiene
un plan claro que pueda llevar a la solucion directamente. Dentro de esta fase se plantean las

siguientes heuristicas:

e Examinar problemas equivalentes, por medio de la sustitucién de las condiciones por
otras similares, la recombinacién de los elementos del problema de distintos modos,
introduciendo elementos auxiliares o replanteando el problema.

e Examinar problemas ligeramente modificados, por medio de la eleccion de sub-
objetivos (para la satisfaccion parcial de condiciones), descomponiendo el problema en
casos Y estudiando caso por caso.

e Examinar problemas ampliamente modificados, por medio de la construccién de

problemas andlogos con menos variables, mantener fijas todas las variables menos una,
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para determinar el efecto que posee esta variable dentro del problemas, explorar casos
limites o utilizar otros problemas afines que tengan parecida forma, datos o

conclusiones.

Cuarta fase: Realizacion.

En esta fase se procede a realizar todas las operaciones que se tomaron en cuenta en la
segunda fase, como parte del plan para resolver el problema planteado. El resultado de la

realizacion es una solucidn provisional o definitiva al problema que se esta resolviendo.

Quinta fase: Verificacion.

En esta Gltima fase se encuentran dos tipos de verificacion: verificacion de la solucion de
forma especifica y verificacion de los criterios de la solucion a nivel general. Para el primer tipo

de verificacion es necesario plantearse los siguientes cuestionamientos:

e ;Utiliza todos los datos pertinentes para el desarrollo de la solucion?

e (Esté la solucién acorde con predicciones o estimaciones razonables?

Ademas, se debe tener en cuenta si la solucion resiste a ensayos de simetria, analisis

dimensional o cambio de escala

Respecto al segundo tipo de verificacion, verificacion de los criterios de la solucion a nivel

general, es pertinente preguntarse lo siguiente:

e (Es posible obtener la solucion por otro medio?
e Puede quedar concretada en casos particulares?
e (Es posible reducir a resultados conocidos?

e (Es posible utilizar para generar algo ya conocido?
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Esta quinta fase permitira al estudiante verificar que el desarrollo elaborado para dar solucién
de un problema es valido y en ese mismo sentido poder dar finalidad a la solucion del problema,
pero en el caso de que el desarrollo elaborado no cumpla alguno de los tipos de verificacion, el
estudiante debera retroceder y ubicarse en las cuatro fases anteriores para poder superar la falla

presentada en su solucion del problema.

Es de resaltar que el objetivo principal de esta quinta fase consiste en controlar la solucion del

problema, a nivel general y especifico por medio de las heuristicas antes mencionadas.

6.2.3 Control

El control se refiere a como un estudiante controla su trabajo, debe saber si el camino que
escogio para la solucion de un problema esté funcionando o lo lleva a un callejon sin salida; es
decir, es menester que el estudiante se dé cuenta a tiempo de cuando retroceder e intentar de
nuevo por otra via. Debe reconocer su forma de razonar ante una determinada situacion, entonces
en el caso de las acciones, tenemos acciones que se deben llevar acabo para adquirir el control de

la situacion cuando se esté resolviendo un problema.

Por eso, es importante que el estudiante que esta resolviendo un problema tenga la habilidad
para monitorear y evaluar el proceso que esta elaborando o va a elaborar para la solucién del
problema. Schoenfeld sefiala que se debe tener un conocimiento de si mismo, pues el estudiante
debe saber ¢qué es capaz de hacer? y ;con qué conocimientos cuenta?, lo anterior contribuye a
que el estudiante pueda conocerse y adquiera el control ante la forma de reaccionar y resolver

problemas.

Algunas acciones que involucran el control segin Schoenfeld (como se cit6 en Barrantes,

2006) son:
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Entendimiento: la idea es tener claridad acerca de lo que trata un problema antes de
empezar a resolverlo, es decir entender bien el enunciado de un problema, sin importar
el nimero de veces que se tenga que leerlo.

Consideracion de varias formas posibles de solucion y escoger una especifica, o sea
hacer un disefio.

Monitorear el proceso y decidir cuando abandonar un camino no exitoso y tomar uno
nuevo.

Llevar a cabo ese disefio que se hizo, estar dispuesto a cambiarlo en un momento
oportuno

Revisar el proceso de resolucion

En ese mismo sentido, Schoenfeld citado por (Barrantes, 2006) propone algunas actividades

que pueden desarrollar habilidades en las personas para tener el control ante la resolucion de un

problema:

El docente debe tomar las equivocaciones como modelo; es decir poner un problemay
tratar de resolverlo y aungue sepa la solucion debe escoger una estrategia que no lo
Ileve a un camino esperado y ver en qué momento decide que esa estrategia no lo lleva
a ninguna parte y optar por otra estrategia.

El profesor debe resolver problemas como modelo y posteriormente, discutir las
posibles soluciones con el grupo para que cada estudiante aporte ideas.

También propone que se resuelvan problemas en pequefios grupos, en un ambiente de
trabajo colaborativo, esto para potenciar el desarrollo de habilidades relacionadas con
la solucion de problemas y para que asi cada estudiante pueda aprender sobre la forma

en que los demas controlan su trabajo.
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e Se propone tomar videos durante las actividades de resolucion de problemas. El video
luego se comparte con los estudiantes para que vean qué es lo que han hecho en el
desarrollo de la solucion, porque en general, resuelven un problemay, al final, se les

olvida qué fue lo que hicieron.

6.3 Explicar, Probar y Demostrar

(Balacheff et al., 2000) afirma que los verbos explicar, probar y demostrar son considerados
frecuentemente como sinénimos en la practica de la ensefianza de las matematicas. Lo que
pretende con esta distincion es que la demostracidn tenga sentido, pues debe ser presentada ante
el estudiante como una herramienta eficaz y confiable para establecer la validez de una
proposicion. A continuacidn, se presentan algunas de las definiciones que €l ha establecido para

explicar, probar y demostrar.

6.3.1 Explicar

La explicacion se sitta al nivel del sujeto locutor, estableciendo y garantizando la validez de
una proposicién, se arraiga a sus conocimientos y en lo que constituye su racionalidad, es decir,
sus propias reglas de decision de la verdad. Ademas, cuando la explicacion se expresa en un
discurso, ésta pretende hacer inteligible a los espectadores la verdad de la proposicion ya

adquirida por el locutor.

“Esta (la explicacion) tiene como proposito establecer en el interlocutor un
sistema de objetos caracterizados por una cierta homogeneidad. Estos objetos
se encuentran, se armonizan y en su finalidad determinan la organizacion de

una explicacion que se orienta hacia el descubrimiento de un nuevo saber”
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Miéville, (1981. Pag. 12). La base de la explicacion es esencialmente la lengua

natural.

6.3.2 Probar

Cuando una explicacion es reconocida y aceptada, para disefiarla conviene disponer de un
término que permita marcar su distincion del sujeto locutor. En matematicas el término
demostracion no es el mas conveniente debido a que su acepcion es muy especifica, por esto se

selecciona el término prueba.

El paso de la explicacion a la prueba hace referencia a un proceso social por el cual un
discurso que asegura la validez de una proposicién cambia de posicion siendo aceptada por una
comunidad. Pero esta posicion puede evolucionar simultdneamente con el avance de los saberes
en los cuales se apoya. En conclusion, una prueba puede ser aceptada por una comunidad, pero

también puede ser rechazada por otra.

6.3.3 demostrar

El tipo de prueba dominante en matematicas tiene una forma particular. Se trata de una serie
de enunciados que se organizan siguiendo un conjunto bien definido de reglas logicas. De aqui en
adelante se llama demostraciones a ese tipo de pruebas. Lo que caracteriza las demostraciones
como género del discurso en su forma estrictamente codificada. Mas aun, este rigor formal debe

ser matizado a la luz de la préactica

Hilbert (1962) define una demostracion de la siguiente forma: una demostracién consiste en
una sucesion de formulas que, o bien son axiomas o bien son teoremas, o se han obtenido de estas

mediante inferencias admisibles.
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6.4 Secuencia didactica

Las secuencias didacticas son un ejercicio y un posible modelo que se propone al docente
interesado en explorar nuevas formas de ensefiar las matematicas. Esta vision del aprendizaje
sostiene que los estudiantes deben tener experiencias que les permitan dar sentido y significado a
los diferentes aspectos del mundo. Si bien tener experiencias de primera mano es importante,
todos los estudiantes necesitan desarrollar las habilidades que se usan en los procesos de
construccidn del saber, que rescatan la indagacion como la solucion de problemas tales como

preguntar, predecir, observar, interpretar, comunicar y reflexionar (Oicata y Castro, 2013).

Es asi como la secuencia did4ctica sitla las competencias comunicativas como un componente
trasversal necesario para la construccion y perfeccionamiento de las competencias matematicas.
Todas estas realidades son posibles si se organizan y si facilitan didlogos en el aula, estimulando
el compartir y validar conocimientos para lograr comprensiones. De esta manera, las secuencias
dan a los estudiantes la oportunidad de expresarse en sus propias palabras, de escribir sus propias
opiniones, hipétesis y conclusiones, a través de un proceso colaborativo y libre que les aumente

la confianza en si mismos y su autonomia como aprendices.

En el mismo orden de ideas , la solucion de problemas requiere de habilidades de ensefianza
que modifiquen las relaciones del aula para que los estudiantes se conviertan en aprendices mas
independientes, que desarrollan sus propios conocimientos y comprensiones mientras el docente
asume un rol alin mas protagoénico que el que usualmente ha tenido, pues es ahora el responsable

de hacer que los aprendizajes sean inevitables (Oicata y Castro, 2013).

Desde esta mirada las secuencias didacticas estan construidas bajo dos pilares: una situacion
problema que orienta cada una de las preguntas durante cada semana de planeacion (8 semanas) y

el contenido tematico que se desarrolla (Ojeda & Miguez, 2013). La situacién problema se
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expone en la primera semana para que no solo los estudiantes se contextualicen con ella, sino
para que el docente pueda determinar los conceptos que estén en juego Yy las preguntas que tendra

que contestar.

6.4.1 Etapas de una secuencia didactica

Las secuencias didacticas presentan una estructura que se asemeja a la de una clase, la cual se
desarrolla en los siguientes tres momentos: inicio, desarrollo y cierre. Para organizar dicha
estructura, es necesario pensar en la seleccion y secuencia de los contenidos, los objetivos de
aprendizaje, las tareas y actividades con sus tiempos, y los modos de evaluar. De esta manera, las
secuencias de clase establecen no solo un orden en los contenidos y tiempos de trabajo, sino

también un orden l6gico para estudiantes y docentes (Laguzzi y Simén, 2018).

Inicio:

En estas actividades el docente propone dinamismos como: un dialogo, debate, lluvia de ideas
que permitan al estudiante recordar conocimientos previos, buscando, que le sirvan como punto
de partida para desarrollar los contenidos tematicos Rodriguez , (2014). Lo anterior corresponde a
actividades diagnosticas que sirven como punto de partida para construir y reconstruir
significados conceptuales. Es de resaltar que, pese a las actividades propuestas por el docente, no
se sabe si las estrategias y actividades tratadas con los estudiantes son suficientes, y si van a
funcionar. Por ello, es de suma importancia que el docente realice las primeras intervenciones.
Como el seguimiento que le permite estar al tanto en los procesos de aprendizaje los cuales
pueden desarrollarse a través de conflictos cognitivos que obligan al estudiante a cuestionar sus

conocimientos, replantear su analisis, interpretacidn y explicacién del contenido de estudio.
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A su vez, es necesario revisar el impacto y funcionalidad de las actividades iniciales, asi como
las necesidades e intereses de los alumnos, pues es aqui cuando comienzan a ajustarse los
aprendizajes los cuales pueden ser: conceptuales, procedimentales y actitudinales. El alumno es
el protagonista, por eso, sera él quien haga el desarrollo de la temética a través de diversas
estrategias que facilita el docente. Rodriguez, (2014) plantea que para lleva a cabo el inicio de la
secuencia didactica se deben tener en cuenta las siguientes actividades y su respectiva

implementacion.

e Actividades para implementar en el inicio de una clase:

1. Utilizar recursos que permitan un éptimo desarrollo de la clase teniendo en cuenta las
tecnologias de la informacién y de la comunicacion, puesto que contribuiran a
contextualizar y vivenciar de manera remota la tematica que se quiera abordar.

2. Identificar, recuperar saberes y conocimientos previos que tiene cada alumno con
relacion a los nuevos contenidos de aprendizaje, esto permitira que la construccion de
conceptos se realicé con una carga de significado partiendo de sus presaberes y
vivencias previas.

3. Establecer un vinculo entre lo que el alumno ya conoce y los nuevos contenidos, dado
a que le facilitard comprender los conceptos nuevos articulados a su contexto. Es
decir, la teoria y la praxis no estrian separadas, sino que la construccion del concepto
tendria una carga de significado que parte de la articulacion vivencial y de contexto.

4. Probar un conflicto cognitivo y promover la actividad mental para que se establezcan
relaciones entre los nuevos contenidos y los conocimientos previos.

5. Realizar un trabajo de equipo que promueva a la resolucion de problemas desde el

trabajo cooperativo y colaborativo, donde se espera que cada estudiante asuma su
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responsabilidad frente a la construccion y solucién de problemas, partiendo del

encuentro respetuoso de lluvia de ideas por los pares y concretar la posible solucion.

Desarrollo

Una vez realizada la retroalimentacion de los conocimientos previos, se da inicio a la etapa de
desarrollo, haciendo la introduccion de nuevos conceptos mediante actividades, aqui el proceso
de aprendizaje depende de la capacidad o habilidad del docente a la hora de introducir un nuevo
concepto pero es el alumno quien hard el desarrollo de la tematica a traves de diversas estrategias
que le facilite el docente, uno de los puntos clave para este momento de la secuencia didactica es
que cuando los contenidos sean complejos el profesor debe implementar estrategias
metodoldgicas y didacticas que le permitan al estudiante poder superar tal nivel de complejidad
Rodriguez, (2014). Por esto, es pertinente la busqueda de informacién y la explicacion de las

actividades., que permitan el desarrollo de la clase como las siguientes:

1. Partir de una contextualizacion en la que el docente de un acercamiento al concepto
que va a abarcar, entablando un dialogo con el fin de relacionar conceptos previos que
tienen los estudiantes con relacion al concepto propuesto para trabajar en clase.

2. Elaborar el concepto nuevo a partir de presaberes, aclaracion de dudas, y aportes bien
estructurados por conocimientos de los estudiantes, para cargar de sentido y
significado la construccién del nuevo aprendizaje.

3. Elestudiante debe demostrar la funcion del concepto desde aportes generales y las
conclusiones obtenidas del trabajo realizado.

4. Comparar los conocimientos previos con los nuevos, es decir realizar un contraste

entre los aprendizajes construidos para esclarecer sus semejanzas y diferencias.
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Cierre
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Incluir nuevas estrategias, que le permitan recurrir a métodos que conecten sus

conocimientos para dar respuesta a los problemas que se le planteen.

La parte de la validacion es el complemento de la actividad inicial y de los aprendizajes

esperados, en esta etapa final se observa la determinacion de los criterios de desempefio, las

evidencias a través matrices o rubricas.

X/
L X4

X/
L X4

X/

L X4

X/
L X4

En el apartado de cierre culmina con la valoracion de los desempefios posibles que dan
cuenta del fortalecimiento de las competencias. Las evidencias son el reflejo de la
planificacion, también son la creatividad y la innovacion, asi como la intervencion que
tenga en los aprendizajes esperados que determinan el balance de logros y
oportunidades de mejorar retroalimentadas con actividades de evaluacion las cuales
dan cuenta de la comprensidn del concepto construido. Para ello, se plantea el
desarrollo de las siguientes actividades:

Discusion del grupo y los diferentes puntos de vista, lo que dara cuenta de la
diversidad de formas de concebir un nuevo concepto.

Elabora sintesis con relacién al aprendizaje esperado, partiendo de una
retroalimentacion que permite retomar preguntas o dudas de los alumnos.

Estimar el nivel de eficacia de la planificacion en tanto que permite llevar un esquema,

que puede variar segun el contexto, para el desarrollo eficaz de la clase.

7.Metodologia

La dindmica que guio el desarrollo de la intervencion en el aula se plantea de la siguiente

manera: en primer lugar, se hizo una busqueda y clasificacion de articulos académicos
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relacionados con la demostracion y entrevista realizada a profesores de la universidad del cauca
donde se identificaron problematicas relacionadas con el curso conjuntos numéricos que
posibilitaron identificar las dificultades que se le presentan a los estudiantes al interpretar el

desarrollo de una demostracion.

En un segundo lugar, se incentivo a los estudiantes a tener el control ante la demostracion de
una proposicion, haciendo uso del método planteado por Schoenfeld que pretende que los
estudiantes por medio de una serie actividades como: tener claridad acerca de lo que trata el
problema, resolver problemas grupos, tomar caminos erréneos y decidir en qué momento se debe
abandonar, considerar distintas formas posibles de solucidn y escoger una. Lo anterior,
contribuye a determinar en qué momento el estudiante debe retroceder y abandonar un camino

erroneo e intentar otra forma para demostrar una proposicion.

En el ultimo lugar, se evidenci6 que es importante resaltar a los estudiantes el papel que juega
la demostracién en la actividad matematica, puesto que, por lo general los estudiantes ven la
demostracion como algo innecesario porque admiten o dan por hecho que los teoremas son
verdaderos sin dar lugar a su respectiva argumentacién; ademas se les dificulta entender la

justificacién de una demostracion.

Se establecid en cada uno de los momentos mencionados demostraciones referentes a
teoremas centrales del curso, proposiciones y ejercicios propuestos por el docente a cargo del
curso, en ese mismo sentido se hizo uso de la teoria abarcada en el curso: definiciones, axiomas y

teoremas.

Cada demostracién se desarroll6 teniendo en cuenta el método planteado por Allan Schoenfeld

y las sesiones de clase fueron desarrolladas mediante secuencias didacticas, donde se hizo un
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constante seguimiento a los diferentes procesos de aprendizaje que mostraron los estudiantes en
cada sesion y a su vez se pudo hacer un analisis de los avances o retrocesos que tuvieron los

estudiantes en cada demostracion.

Las tematicas se desarrollaron en espacios de apoyo, las cuales se distribuyeron en 8 semanas.
El espacio de estudio se ofrecid los dias martes de 9pm- 11pm, el dia jueves de 9pm — 11pmy el
dia viernes de 2pm — 3 pm. De esta manera se trabajo de 4 a 6 horas por semana con los

estudiantes del curso Conjuntos Numéricos.

A continuacion, se mostrara la estructura de una guia en la cual se implementa tanto el método
de solucion de problemas como una secuencia didactica. Es de resaltar, que la Unica guia que se

implemento en el espacio de asesoria fue la primera.
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ANEXO # 1: PLANTILLA DE GUIA - TITULO DE LA GUIA

Universidad del Cauca

Licenciatura en Matematicas

Universidad Guia 1
del Cauca

Teoria axiomética de Conjuntos

(Introduccién)

Por: Alexis Santiago Martinez Silva

Frase inspiradora o pregunta que de sentido al esfuerzo que se haré en el desarrollo de

una Demostraciéon
Propdsito de la guia (objetivo)

Inicio, se tendra en cuenta todo lo relacionado con actividades que ayuden al estudiante a
tener presentes los conceptos, axiomas, definiciones y demas elementos formales matematicos

que le puedan ser de utilidad antes de empezar una demostracion

Desarrollo: en esta etapa se tendran en cuenta los disefios, planes o estrategias que tenga el
estudiante para empezar una demostracion, ademas se tendra en cuenta la heuristica de resolucion
de problemas de Alan Schoenfeld y en algunos casos se daran a conocer a los estudiantes

demostraciones y se trabajara a partir de su analisis

Podran conformar grupos, para hacer un proceso de aprendizaje cooperativo, en el aprendizaje

y desarrollo de una demostracion.
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Cierre: finalmente se pondran algunos problemas relacionados con la teoria vista en el

desarrollo de la guia.

Observaciones, al final de cada guia se haran un par de observaciones y criticas constructivas
las cuales seran compartidas con los estudiantes, con el propoésito de que la retroalimentacion sea
tenida en cuenta para futuras demostraciones.

8. Recuento historico y analisis

El disefio de las secuencias didacticas y sus correspondientes guias se apoyo en el marco
tedrico de esta sistematizacion, en la busqueda de articulos académicos como:(Penagos et al.,
2021), (Valbuena Duarte et al., 2018), entre otros relacionados con el tema y una entrevista
realizada a cuatro docentes del Departamento de Matematicas donde se indag6 sobre los

siguientes aspectos.
1: ¢ Cudl cree usted que es la forma méas adecuada para presentar un Teorema?
2: ¢ Qué estrategias utiliza para presentar un teorema?
3: ¢Como cree usted que se puede explicar un teorema?

4: ;Qué recomendaciones le daria usted a un estudiante, que se enfrenta a realizar su propia

demostracion?
5: ¢Cree usted que se puede hablar de la ensefianza de la demostracion?

6: ¢ Cree usted que hay una diferencia entre hacer una demostracién en clase y ensefiar una

demostracion?

7: ¢ Cual cree usted que es la forma més adecuada para explicar una demostracion?
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Los resultados de la entrevista realizada se tuvieron en cuenta para la intervencion en el aula 'y
en ese sentido poder hacer del aula un espacio ameno y colaborativo, donde el estudiante sea
participe de las construcciones pertenecientes a cada demostracion y pueda observar toda la
heuristica que se debe hacer para poder desarrollar la argumentacion, la cual da forma a una

demostracion matematica. A continuacion, se describiran las respuestas obtenidas:

En las tres primeras y séptima pregunta, se encuentra un comun denominador , dado que van
en el mismo sentido, en las respuestas a las preguntas, se considera que se debe en primer lugar
hacer una contextualizacion del teorema o proposicién a demostrar; es decir, considerar algunas
de sus implicaciones y relaciones con resultados anteriores; ademas, ir mostrando a los
estudiantes las heuristicas que se usan para lograr que sea participe de la construccion; en
segundo lugar, se recomienda que a partir de la teoria se vaya construyendo la demostracion de
un teorema sin necesidad de enunciar la palabra demostracion, ya que por lo general causa un una
reaccion sicoldgica negativa y esto genera un obstaculo de aprendizaje debido a la carga

conceptual y rigor matematico que implica desarrollar una demostracion.

Respecto a la pregunta cuatro, los profesores consideran que el estudiante debe tener muy
clara la teoria y conceptos que estén presentes en el teorema, también debe entender muy bien lo
que le cuenta el teorema y lo que le garantiza, ya cuando se tenga una buena idea empezar a
establecer conexiones con lo que se haya visto anteriormente en el curso, o en otros cursos donde
se hayan usado los mismos términos que se usan ahi, luego ya empezar lo que seria su propia
demostracion, si no se encuentra un camino, empezar a buscar apoyo en demostraciones similares

0 que estén ligeramente modificadas.

Respecto a la pregunta cinco, se llega a la conclusion de que no es conveniente hablar de la

ensefianza de la demostracion, dado que para hacer una demostracion se necesita establecer
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conexiones logicas entre conceptos y elementos que estén en la teoria estudiada en el curso,
sumado a eso la argumentacion realizada en una demostracion debe tener una estructura légica y
coherente donde en muchas lineas se ve presente la intuicion; no obstante se pueden emplear
metodologias en el aula para que los estudiantes puedan empezar a generar habilidades para la

demostracion.

Finalmente, en lo que concierne a la pregunta 6, indudablemente son varios los factores que no
permiten hacer un buen desarrollo de cada demostracidn o explicacion del teorema; es mas, a
veces solo se presenta el teorema y su demostracion queda relegada, puesto que el tiempo en el
aula es muy corto y los contenidos del curso son extensos, en cambio si se quiere explicar un
teorema por fuera del aula de clases se podrian implementar diferentes metodologias de
ensefianza para poder que los estudiantes ademas de convencerse de lo que cuenta y garantiza el

teorema, sean participes de su demostracion.

8.1 Resultados y analisis de la encuesta realizada

En esta sesion se haréd un recuento historico y analisis, resaltando momentos importantes
presentes en las demostraciones desarrolladas, con la intencion de hacer un analisis donde se
observe, desde la teoria propuesta por Allan Schoenfeld para la solucion de problemas, en qué
momento los estudiantes presentaron dificultades o mostraron un apropiamiento de dicho método
para solucionar problemas, también resaltar en que momentos los estudiantes lograron tener el

control de una demostracion.

En el inicio de la intervencidn se puso en accion una encuesta donde se plantearon algunas
preguntas en torno a las concepciones que tienen los y las estudiantes frente a las matematicas,

dichas preguntas fueron:
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e ;Cual fue la motivacién para estudiar matematicas?

e (Qué concepcion tenian de las matematicas antes de entrar a la carrera?

e ;Qué concepcion tienen ahora de las matematicas?

e Como las matematicas son Utiles para la vida cotidiana?

e ;Creen que las matematicas ayudan al mundo y a la comodidad del ser humano?
e ;Esposible que las matematicas se relacionen con otras areas de estudio?

e ;Cual matematico de la historia los ha impactado?

e (Quéramas o lineas de las matematicas has escuchado?

e (Cbomo la teoria de conjuntos se relaciona con las demas ramas de la matematica?

e (Cudl es el objetivo del curso conjuntos numéricos?

El desarrollo de esta encuesta fue muy enriquecedor tanto para los estudiantes como para
quien elaboro esta sistematizacion; se aclararon dudas respecto a la intervencion en el aula dado
que en un primer momento hubo una confusion y se afirmé que el espacio de intervencién en el
aula no era un espacio de asesorias, lo cual fue una mala interpretacion, en un segundo momento
se hizo una modificacion a la afirmacién del primer momento, pues lo que se queria dejar claro es
que el espacio de estudio si seria un espacio de asesoria , pero no se iban a invertir las horas de

intervencion para resolver tareas asignadas por los docentes a cargo de los cursos.

Por otro lado, se expuso el método de solucion de problemas planteado por Allan Schoenfeld,
el cual fue muy motivador para los estudiantes, ya que nunca habian escuchado de un método

para resolver problemas matematicos, en este caso demostrar proposiciones.

La anterior encuesta se propuso con la intencion de recolectar informacion acerca de las

concepciones que tienen los estudiantes de las matematicas y en particular del curso de interés;
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esta misma encuesta se propuso al terminar la etapa de intervencién, con la intension de comparar
las nuevas expectativas o concepciones que tiene los estudiantes después de haber avanzado en el

CUrso conjuntos numéericos.

Las respuestas proporcionadas por los estudiantes fueron muy parecidas, consideraban que las
matematicas son la base de todas las ciencias; la motivacion para estudiar matematicas habia sido
un profesor o profesora de matematicas quienes le habian hecho enamorarse de ellas; respecto a
las ramas de las matematicas las desconocian por completo en un primer momento, al finalizar la

intervencion ya habian consultado y lograron distinguir algunas ramas de las matematicas.

También se desconocia en un principio el objetivo del curso, lo que los conllevo llevo a
indagar acerca del antes mencionado, entendiendo que el curso giraria en torno a dos conceptos
importantes en matematicas: relacion y namero en un ambiente I6gico deductivo. Cabe resaltar
que es de suma importancia que el objetivo del curso debe ser socializado con los y las
estudiantes al empezar el curso, en tanto que orienta sobre la intencion del curso y su desarrollo,

permitiendo facilitar, potenciar y motivar al estudiante.

Respecto a las respuestas de la pregunta: ¢Cual fue la motivacion para estudiar matematicas?
los estudiantes coincidieron en que la motivacion para iniciar sus estudios en el programa de
Licenciatura en Matematicas, habia sido su profesor del colegio, quien con su forma de ensefiar
las matematicas los habia impactado. Leer estas respuestas puso en evidencia el importante papel
que juega el profesor en los estudiantes y fue un incentivo para redoblar los esfuerzos y buscar
mas herramientas didacticas, formas de explicar una demostracion e incluso proponer estrategias

para empezar a generar habilidades para la demostracion de una proposicion.
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Es necesario resaltar que es de suma importancia por parte del profesor motivar al estuante
antes de iniciar un proceso de ensefianza-aprendizaje, dado que esta ligado con la disposicion del
alumno y su interés en aprender, ademas la motivacion contribuye a desarrollar sus capacidades,
superar sus limitaciones para que en este mismo sentido el estudiante haga sus tareas por

satisfaccion propia, mas no por una calificacion.

Por lo antes mencionado, como futuros docentes deben innovar en el aula con nuevas
estrategias metodoldgicas dirigidas a la mayor poblacién estudiantil, para asi mismo poder
transmitir todos sus conocimientos y dejar expuesta la belleza de la matematica y por fin quitar la
barrera que hace pensar a algunas personas que las matematicas no son para toda clase de
personas, 0 que en muchos casos no logran ver su gran potencial, ni su contribucién en el

desarrollo de la humanidad.

Es necesario resaltar que, algunas reacciones y cuestionamientos que surgieron en esta

encuesta por parte de los estudiantes fueron los siguientes:

e ;por qué el profesor va pasando tan rapido de temas?

e ;por qué asume gue sabemos notaciones o conceptos los cuales no son claros?

El primer cuestionamiento se explicé desde un factor identificado en una de las probleméticas

descritas en el inicio de este documento, el factor tiempo.

Como es de saber el tiempo asignado para el desarrollo de un curso acttia como un factor
limitante que impide y elimina muchos de los intentos de desarrollar el curso con estrategias
pedagdgicas como: un repaso de conceptos previos, los cuales seran la base para entender
conceptos posteriores; videos ilustrativos o ejemplificadores de la teoria axiomatica, exposiciones

grupales o evaluaciones diferentes a la tradicional. Desafortunadamente por cuestiones de tiempo,
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el docente no puede dedicar algunas horas para hacer todo un proceso pedagogico que involucre
las anteriores estrategias que se podrian implementar en el aula, las cuales brindarian a los
estudiantes herramientas para mejorar su aprendizaje. Por lo tanto, la opcion que le queda al
profesor es, desarrollar el curso de forma tradicional, lo cual obliga al estudiante a remitirse al

libro guia para intentar solventar la mayoria de dificultades que se le presentan.

El segundo cuestionamiento no fue posible reflexionarlo, no obstante, en algunos momentos
los profesores no son especificos con la simbologia que se usara en el desarrollo del curso,
ademas pasan por alto que los y las estudiantes en cursos anteriores podrian haber usado otra
simbologia para referirse a un mismo elemento teorico, quedando finalmente los estudiantes con

una gran confusion la cual facilmente conlleva a un obstaculo en su aprendizaje.

8.2 Resultados y analisis de la Guia # 1 Teoria axiomatica de conjuntos (introduccién)

En la primera guia llamada Teoria Axiomatica de Conjuntos (introduccion) se espera que, al
recordar algunas propiedades, axiomas y definiciones vistas en clase, se pueda leer y entender
una proposicién donde se haga uso de los primeros axiomas de la teoria conjuntos, para

finalmente implementar el método de solucion de problemas planteado por Allan Schoenfeld.

En la guia (ver anexo 2) se escribieron algunas demostraciones tomadas del libro guia las
cuales sirvieron de insumo para el desarrollo de algunas demostracién, por otra parte , en las
asesorias se desarrollaron algunas demostraciones de proposiciones relacionadas con operaciones
entre conjuntos, las cuales fueron recomendadas por parte del docente a cargo del curso,
previamente a la demostracion se recordaron algunas definiciones y axiomas que estaban de
forma explicita en dichas proposiciones a demostrar; los estudiantes manifestaron que habian

olvidado algunos métodos de demostracion como la reduccion al absurdo y por contrareciproco,
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tampoco conocian una prueba clasica de unicidad y de existencia. Por esto fue necesario

recordarlo como sigue:

¢+ Meétodo de demostracion reduccion al absurdo: se debe probar H — T, lo que se hace
en este método de demostracion es negar H — T y usar su hegacion H » ~ T como
nuestra nueva hipotesis para final mente llegar a una contraccion de la formar » ~r en
general lo que se hace es usar la tautologia (H > T) @ (H*~T — r " ~r) El
anterior es un método I6gico de demostracion muy empleado en matematicas y que
consiste en demostrar que una proposicion matematica es verdadera probando que si
no lo fuera conduciria a una contradiccion.

+¢+ Para recordar cdmo se hace una demostracién por el método de contrareciproco se

tomo6 como ayuda el siguiente video:

https://www.youtube.com/watch?v=u5Fi3fHWscc&list=PLCY 1BPxILEJUN4VKkucVx

pJ24Ws2i9GpWE&index=5

X/

+¢+ Para las pruebas de existencia y unicidad fue necesario tomar como insumo el
siguiente video, el cual nos expone y ejemplifica una forma de como se podrian hacer
las pruebas ya mencionadas, a continuacion, se encuentra el link del video:

https://www.youtube.com/watch?v=xnCIXJHLwv0

Una vez recordados algunos axiomas y metodos de demostracion, se empez6 a implementar el
método para solucionar problemas de Allan Schoenfeld, el cual les fue de gran ayuda en cuanto a
como entender la proposicion, saber con qué recursos se cuentan, y empezar a ejecutar cada fase

que se propone como heuristicas para la solucion de un problema

Algunos estudiantes presentaron dificultades al momento de pasar de la fase de analisis a la

fase de realizacion, esto sucede porque a veces no es suficiente ver demostraciones de


https://www.youtube.com/watch?v=u5Fi3fHWscc&list=PLCY1BPxILEJUN4VkucVxpJ24Ws2i9GpWf&index=5
https://www.youtube.com/watch?v=u5Fi3fHWscc&list=PLCY1BPxILEJUN4VkucVxpJ24Ws2i9GpWf&index=5
https://www.youtube.com/watch?v=xnClXJHLwvo
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proposiciones similares a la que se quiere demostrar, pues para iniciar una demostracion no
solamente entran en juego los elementos tedricos explicitos en la proposicion sino tambiéen la
intuicion la cual no es estimulada en el proceso de ensefianza-aprendizaje, afortunadamente el
método de Schoenfeld brinda caminos en zigzag y marchas hacia adelante o hacia atras para
poder replantear la estrategia pensada y empezar la demostracion de la proposicion. A

continuacion, se enunciarad una proposicién a la cual nos enfrentamos con los y las estudiantes

» ACBSiysolosiANB=ASiyso6losiAUB=BSiysblosiA—B =0

Durante todo el desarrollo de la demostracidn, se implementaron heuristicas pertenecientes al
método de solucion de problemas de Allan Schoenfeld, ademas se tuvo en cuenta las
herramientas proporcionadas que corresponden a las secuencias didacticas, es por ello que en
primer lugar se indagd acerca de los conceptos, axiomas o0 teoremas con los que contaban los

estudiantes, los cuales son descritos como recursos en el método de solucion de problemas.

Posteriormente se empezd a hacer una interpretacion de la proposicion, con el fin de dar inicio
a la elaboracion de un plan para empezar la prueba, donde se tuvo en cuenta cada componente de

la proposicion ademas ver como se podria probar.

Varios estudiantes tenian confusiones y dudas acerca de codmo se podia empezar la prueba,
también en como probar una igualdad entre conjuntos, al parecer habian olvidado muchas
herramientas de demostracion vistas en el curso de légica y conjuntos; después de hacer un
pequerio recorrido y dar algunos consejos para empezar la prueba, con facilidad los estudiantes
recordaron muchas herramientas que les habia proporcionado su curso de Idgica y conjuntos, lo

cual les dio mas seguridad al momento de empezar la prueba.
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Se debe resaltar que los estudiantes avanzaron lentamente en la prueba, se hicieron grupos de
trabajo, donde interactuaban y compartian ideas las cuales fueron formando un plan para el
desarrollo de la prueba, es necesario mencionar que el trabajo cooperativo optimiza las horas de
trabajo, mejora la comunicacion, evitando una gran cantidad de errores y en ese mismo sentido se
enriquece la resolucién de problemas, puesto que se cuenta con distintos puntos de vista los

cuales dan forma e inicio a la prueba, haciendo mas ameno el espacio de trabajo.

lHustracion 1

En la anterior imagen se puede ver codmo hay varias dificultades al momento de empezar la
prueba, unade ellasesA € B — a € A aa € B, haciendo uso de los caminos en zig zag
marchas hacia adelante o hacia atrds como propone Allan Schoenfeld, se puede replantear la idea
que se pensaba usar para el desarrollo de la prueba, finalmente trabajando en equipo se logro
finalizar la prueba, la cual sirvio de insumo para probar las demas proposiciones pertenecientes a

operaciones entre conjuntos.



A continuacion, se muestra una prueba que fue elaborada por los estudiantes teniendo en

cuenta algunas pautas dadas en el desarrollo de la prueba.

llustracion 2

Cabe resaltar que el desarrollo de esta guia se trabajo con estudiantes de los dos cursos de
conjuntos numeéricos, por comodidad en adelante se denominaran el grupo 1y el grupo 2
respectivamente. Con el grupo 1 se siguid trabajando las 6 proposiciones propuestas por el

docente, los estudiantes dedicaron 3 sesiones a demostrar las siguientes proposiciones:

1. ASBNCsiysolosiASBY A cC.
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2. Existe un Gnico conjunto que no tiene elementos.

Al inicio de las sesiones dedicaron unos minutos a entender cada proposicién. Una vez
entendida empezaron a sacar en una hoja aparte todos los conceptos y definiciones que estaban
involucrados en la proposicién, para posteriormente ser usado en el desarrollo de la prueba,
seguidamente empezaron a reescribir la proposicion para poder que se entendiera en la forma mas

natural posible.

Respecto a la proposicion 2, se presentaron varias dificultades, habian olvidado algunos
elementos de la l6gica como la implicacion; elemento fundamental para poder dar luces al inicio
de la prueba, fue necesario hacer la tabla de verdad de la implicacion para que ellos estuvieran
realmente convencidos de que lo que se hacia en la prueba era valido, fueron varias las veces en
que los estudiantes se vieron obligados a retroceder en cuanto al desarrollo de la prueba, pues
muchas veces se les olvidaba a donde tenian que llegar para poder dar por terminada la prueba y

someterla a revision.

Por otro lado, los estudiantes del grupo 2 empezaron a trabajar con la siguiente proposicion

» ACBSiysolosiANB=ASiyso6losiAUB=BSiysblosiA—B =0

Antes de que empezaran la prueba, se hablé acerca del método planteado por Schoenfeld para
la solucién de problemas; se mencionaron las consideraciones que se deberian tener en cuenta
para la solucién de un problema segun lo planteado por Allan Schoenfeld, como también las
heuristicas propuestas en dicho método; a diferencia del primer grupo este grupo tenia méas dudas

acerca de como entender la proposicion y empezar a hacer la prueba.
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Una vez explicada la proposicién, se dio una idea para empezar la prueba y fue asi como los
estudiantes empezaron a desarrollar la prueba; algunas de las dificultades presentadas por los

estudiantes es empezar una prueba y ademas como poder hacer uso la hipdtesis.

El grupo 2 de estudiantes empez6 a trabajar junto al grupo 1 para poder dar solucion a la
proposicién, dado que los estudiantes del grupo 1 ya la habian hecho, uno de ellos tomo el
control y empez6 a explicar y a guiar a los estudiantes del grupo 2, a continuacion, se muestra un

primer intento de la demostracion por parte de los estudiantes del grupo 2, donde claramente se

cometen algunos errores en el desarrollo de la demostracion.

llustracion 3

En la anterior imagen se muestra como un estudiante intenta explicar una parte de la
demostracion de la proposicion 1, dado que surgié la siguiente pregunta: ;,como se podia

justificar las siguientes implicaciones légicas?

o [a€AIAN[A S B] - [a € A]Ala € B] - a € (ANB)



42

Para justificar lo anterior, se propuso observar la siguiente tabla de verdad realizada por un

estudiante.

llustracion 4

Posteriormente se propuso demostrar la proposicion 1 al grupo de estudiantes 1, Al principio
los estudiantes estaban teniendo dificultades como: interpretacion, uso de hipotesis y la no

comprension de axiomas involucrados en el problema a resolver.

Dadas unas ideas para poder empezar la prueba, los estudiantes avanzaron un poco, entre los
chicos resaltaba uno quien preguntaba constantemente y era el que mas motivado estaba por
hacer la prueba completa. Habia dificultad para definir el conjunto cuya existencia se garantizaba
por el axioma esquema de comprension; trabajamos con dicho chico y finalmente logré entender
la prueba, una vez entendi6 la prueba él fue el encargado de compartir la prueba con sus

compafieros, quienes finalmente no presentaron dificultades para entender la prueba.
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Al parecer entre los estudiantes existe una forma de comunicacion mas dinamica, la cual hace

que entre ellos puedan entenderse y avanzar de una forma mas rapida

Durante el inicio desarrollo y cierre de la sesion se pudo observar que los estudiantes
recorrieron cada fase y factor mencionado en el método de solucion de problemas planteado por
Schoenfeld, por ejemplo cuando intentaban empezar la prueba de la segunda proposicion, se
vieron obligados a saber con queé recursos contaban, es decir hicieron un analisis y empezaron a
sacar en hojas los conceptos y definiciones que debian tener presente para la prueba; cuando se
encontraban en el desarrollo de la prueba, en numerosas veces toco hacer marchas hacia atras

dado que por lo general se cometian errores

En el mismo sentido los estudiantes al llegar a una conclusion chequeaban que las hipotesis
hubieran sido usadas de forma correcta y que toda la argumentacion perteneciente a la prueba
tuviera sentido, para finalmente compartir la prueba con otros compareros. Cabe resaltar que el
trabajo en grupo es fundamental cuando se quiere mejorar el aprendizaje, dado que en el
momento donde interactdan los estudiantes sus aportes e ideas son cada vez mejores y en ese
sentido es mucho mas facil adquirir habilidades y entender el desarrollo de una demostracion, por
otro lado, el papel que juega el docente es mucho mas exigente dado que depende de él que los
estudiantes puedan avanzar o retroceder en los momentos que se pierda el horizonte de la

demostracion.

Respecto al grupo 1, su demostracion tuvo muy pocos momentos donde necesitaban ayuda
para avanzar o para verificar que habian hecho bien un procedimiento, gracias a que ya se habian
enfrentado a una proposicion donde deberian probar propiedades que involucraban operaciones

entre conjuntos, es por ello que ya reconocian la forma de llevar a cabo la prueba.
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Una vez terminada la sesién ambos grupos resaltan la importancia de tener en cuenta pautas
como: entender bien el problema, saber que elementos tedricos estan en juego, elaborar un plan,
hacer un disefio, explorar proposiciones similares que den alguna idea de cémo proceder y
finalmente revisar si la prueba esta bien elaborada lo cual concuerda mucho con el método de

solucion de problemas planteado por Schoenfeld.

Cabe resaltar que, al momento de terminar la demostracion, fue indispensable entrar a la fase
de verificacion propuesta por Schoenfeld, pues algunos estudiantes no estaban del todo
convencidos de la demostracion elaborada en el tablero. Una vez revisada la demostracion
teniendo en cuenta la fase de verificacion, los estudiantes se convencieron de que habian

realizado una buena demostracion.

8.3 Resultados y analisis de la Guia # 2 Relaciones y funciones

Esta guia (ver anexo 3) tuvo como objetivo hacer una distincion entre los conceptos de
relacion y funcién, ademas hacer un recorrido tedrico que permita a los y las estudiantes hacer
una mejor interpretacion de la teoria mediante pruebas de proposiciones donde se aplico el

método de solucién de problemas propuesto por Schoenfeld.

La guia hace un recorrido teérico para afianzar los recursos tedricos con los que los
estudiantes cuentan y ademas dar explicacion a algunos inconvenientes con los que se encuentren
los estudiantes al momento de estudiar la teoria. En esa direccidn, se propuso abordar los

siguientes ejercicios:

> SeaAd=1{1,234}y R={(11),(12),(22),3,3),3.2),(44)}iLarelacion

R reflexiva? Escribir la matriz de la relacion.
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» Considere en el conjunto de los enteros Z la relacion “menor o igual que”. Pruebe que
la relacion es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

» Considere en el conjunto de los enteros Z la relacion “menor que”. Pruebe que la
relacién es asimétrica y transitiva.

» En el conjunto de los enteros Z considere la relacion R definida como

(x Ry)siysolosi (xR y)espar 6 (impar).

Determine si la anterior relacion cumple la propiedad: reflexiva, simétrica, antisimétrica y

transitiva.

» Siranf < domg entonces dom(g o f) = domf.

Esta guia se desarroll6 con los estudiantes del grupo 1. EI primer inconveniente que
manifestaron los estudiantes estaba relacionado con la matriz de la relacién, la explicacion por

parte del profesor habia sido muy rapida y no habian entendido cémo construir dicha matriz.

El segundo inconveniente se dio por la confusion que presentaron los estudiantes al momento
de probar si la relacion R definida sobre el conjunto A era reflexiva. Ante dicha confusion se
resaltd que una relacion se define para elementos de un conjunto, es decir: Si (a,b) € R diremos
que a esté relacionado con b y lo notaremos por a R b; en ese mismo sentido se sugirio tener en
cuenta que para probar si una relacion es reflexiva, se debe hacer uso de la definicion de
reflexividad que consiste: Una relacion binaria R sobre un conjunto A se dice que es reflexiva,
cuando cada elemento de A esta relacionado consigo mismo. Es decir, R es reflexiva sobre el

conjunto A. Si, y solo si para cada elemento del conjunto A, esta relacionado con el mismo.
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Ahora bien, se presentaron 3 casos donde para probar la reflexividad, a los estudiantes se les
dificultaba pasar de la definicion de una relacion a la definicion de una relacion reflexiva, pues

debian verificar que cada elemento del conjunto estaba relacionado con el mismo (a R a).

Haciendo uso de los recursos, se pudo probar si la relacion era reflexiva, luego se escribio y
explico la matriz asociada a la relacion de la cual se extrajo la caracteristica que identifica a la
reflexividad de cualquier relacion, la cual cumple que: la diagonal principal de la matriz asociada

siempre estara compuesta por el niamero 1.
A lo que concierne al desarrollo de la prueba de las siguientes proposiciones

» considere en el conjunto de los enteros Z la relacion “menor o igual que” pruebe que
la relacion es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
» Considere en el conjunto de los enteros Z la relacion “menor que” pruebe que la

relacién es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

los estudiantes, presentaron dificultades al momento de probar la reflexividad de las relaciones
“menor que” y “menor o igual que”, dado que en el momento que los estudiantes empiezan a
probar la reflexividad hay una confusién porque para probar la reflexividad, se debe considerar

cada elemento del conjunto y verificar si dicho elemento esté relacionado con el mismo.

En ese mismo sentido, es sabido que en el conjunto de los enteros Z cualquier nUmero a = a
.Luego, por la relacion “menor o igual que” definida sobre el conjunto Z , al considerar dos
elementos arbitrarios a y b se obtienen dos condiciones: a = b 6 a < b de lo cual se deduce que
la relacion “menor o igual que” sobre el conjunto Z efectivamente es una relacion, puesto que se

cumple que a = b.
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Al momento de probar la reflexividad de la relacion “menor que ” definida sobre el conjunto
de los enteros Z , los estudiantes consideran un elemento arbitrario a de Z. Una vez realizado
esto, los estudiantes trabajan con dicho elemento mediante la relacion establecida “menor que ”
deduciendo que a < a . y concluyen que la anterior deduccion es falsa, pese a que sabian que
a < a no se daba en el conjunto sobre el que se definia la relacion. Esto es, que ningln elemento
en el conjunto de los enteros Z es menor que el mismo. Continuando con la prueba, los
estudiantes concluyen que la relacion es reflexiva (verdadera) incurriendo nuevamente en un
error. Finalmente se explicé el por qué su razonamiento estaba erréneo, sefialando que en el
conjunto donde se estaba definiendo la relacion, ningin elemento cumplia dicha condicion a <
a Y que por tal motivo al relacién no era reflexiva. Sefialando el momento en que se habia
perdido el control de la prueba y se habian olvidado las propiedades del conjunto sobre el que

esta definida la relacién.

En esta guia dos estudiantes piden permiso para salir al tablero a hacer las pruebas, una vez
realizadas comparten la prueba con los demas estudiantes, esto hace parte de la socializacion de
los resultados obtenidos. Es de recordar que las pruebas desarrolladas en cada sesion se hacen en
grupos, para que entre ellos puedan explicarse el porqué de cada paso, claro esta que cada prueba
tiene su acompafiamiento. En la imagen siguiente se puede observar como un estudiante prueba la
reflexividad de la relacion “menor que” definida en los enteros, pero su conclusion no es

coherente con el desarrollo de la demostracion.
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llustracion 5

Respecto a la prueba de la siguiente proposicion: en el conjunto de los enteros Z considere la
relacion R definida como: x R y siy so6lo si (x + y) es par 0 (impar). Determine si la anterior
relacion cumple la propiedad: reflexiva, simétrica, antisimétrica y transitiva. Los estudiantes
presentaron dificultades en la interpretacion de la proposicion, pues la condicién para que dos
elementos estuvieran relacionados era que el resultado de la suma (x + y) fuese par (impar), al

leer el impar entre paréntesis les causaba mucha confusion y no sabian con claridad que debian
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probar, pues lo que se pretendia era que se estudiaran dos casos en una relacion, un caso (x + y)

es par y el otro (x + y) es impar, es decir se debian verificar ambas relaciones por separado.

Un caso digno de analizar sucedié cuando los estudiantes debia probar que la relacion definida
sobre el conjunto anterior era reflexiva, para el caso (x + y) la cual debe dar como resultado par,
pues al considerar a un elemento x arbitrario del conjunto y hacer la suma de (x + x) para
verificar que la suma fuera par, los estudiantes escribian x + x = 2K con K € Z, lo cual causo
mucha confusion pues notoriamente tenian un procedimiento mal aprendido, lo cual se plantea en
el método de solucionar problemas como recursos defectuosos, los chichos venian
acostumbrados a que cuando se quiere hacer la representaciones andar de un numero par, sin
tener en cuenta que la suma x + x = 2x que tiene como resultado 2x, también se obtiene un

numero par.

Como es planteado por Schoenfeld, los recursos defectuosos que tienen los estudiantes deben
ser tratados por parte del docente, en esta sesion fue notorio un recurso defectuoso, al momento
de hacer la representacion de nimero par. Al identificarlo fue necesario hacer una pausa en el
desarrollo de la prueba para explicar el por qué lo que se estaba haciendo estaba mal, finalmente

el recurso defectuoso fue solventado

Cuando se quiso probar la transitividad, se habia tenido en cuenta la hipotesis: es decir “xRy”
y “yRz” sin embargo no lograron deducir “xRz” al momento tener la hipdtesis se perdio el
horizonte de la prueba, por eso fue necesario hacer marchas hacia atras y volver a leer la

definicion de una relacidn transitiva. A continuacion se adjunta la prueba realizada por los
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estudiantes.
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llustracion 6
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Por otra parte, también se estudiaron proposiciones pertenecientes a relaciones y funciones; se
proponia probar si una relacion era funcion, hallar composicién de funciones y probar si una

funcién era invertible.

La primera proposicion a probar fue tomada del libro (Hernandez, 2003) en este proceso no se
presentd mayor inconveniente por los estudiantes, solo fue necesario recordar algunos elementos
teoricos y facilmente pudieron avanzar en el desarrollo de la prueba. Pero no por ser una prueba
que presentd menores inconvenientes, significa que su prueba fue rapida, por el contrario, se
tardaron bastante tiempo en terminar la prueba, puesto que una estudiante no le quedaba del todo
claro, como se hacia la composicion de la funcidn consigo misma y fue necesario revisarla por lo

menos dos veces. Finalmente, todos llegaron a estar de acuerdo con la prueba.

A continuacion se adjunta la ilustracion 6 que fue tomada del libro (Hernandez, 2003),
resaltando que uno de los primeros inconvenientes fue interpretar lo que se queria demostrar;
algunos autores omiten la importancia de plantear una pregunta de forma especifica, que dé inicio
a pensar en las formas de dar una respuesta, lo cual conduce a hacer malas interpretaciones como
cuando se queria estudiar la demostracién de la proposicion , es por eso que el docente a cargo
del curso debe dar importancia a hacer su propia transposicién didactica y en ese mismo sentido

analizar la forma de como hace dicha transposicidn el texto guia.
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Ejemplo 4.38 Sea f = {(I ;15-} T E RH {U}} f es una funcion. En efecto,
a1 (a.b) € f v (a,c) € f. entonces b = = y ¢ = . asi, b = ¢. La notacion
sual para esta funcion es f(z) = - f es una funcmn desde el conjunto de los

numeros reales, pero no en el conjunto de los nimeros reales pues 0 ¢ dom f.

Esta es una funcion en A = R! {U} = domf y hacia el conjunto de los
numf:rc».; rﬁalﬁa SiC={zeR0<z <1} entonces f(C)={z€R:2>1}
y f! ={z€R:2< -1V z>1}. La composicion f f es la relacion:

fof ={(z,2):3yparael cual (z,y) € f, (v.2) € f}
:{[.,):Elyparaelcualx#ﬁ.,y:ﬁ._z:ﬁg}
={(z,z):2#0, z=2};

asi, fo f(x)= 2*_ Note que f o f es una funcién: esto no es un accidente.

lustracién 7
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La segunda y tercera proposicién a demostrar fueron las siguientes:

e Considere la siguiente relacionen R, g = {(x% + xz) |x € R— {0}} ¢ g es funcion ?

e Considere la siguiente relacionen R, f = {(x,2*) | x € R —{0}} ¢, f es funcion ?

llustracion 8

Lo escrito en el tablero fue la prueba realizada por dos estudiantes del curso conjuntos
numéricos, que con ayuda de los demas comparieros pudieron llegar a verificar que ambas

relaciones eran funciones.

Al trabajar con pruebas correspondientes a relaciones y funciones, se abre la posibilidad de
hacer mas notorio lo plantado en el método de solucion de problemas de Schoenfeld, pues
menciona que una de las heuristicas para tener en cuenta al momento de desarrollar una prueba,
es la parte de asociar una gréafica a la prueba. fue necesario en varias ocasiones hacer diagramas,

los cuales representan en cierta parte un comportamiento de una funcion, en ese mismo sentido se
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puede apreciar los elementos en el conjunto de llegada, ademas es insumo para analizar cuéles

son los conjuntos de llegada y de partida de una funcién inversa.

En el desarrollo de esta guia se hizo énfasis en un teorema, el cual sera abarcado en la
siguiente pagina, que trata del dominio de la composicion de dos funciones, también se reviso el
corolario 4.40. que sigue del antes mencionado teorema y su respectiva prueba propuesta en
(Hrbacek & Jech, 1999). A demas trabajamos con funciones, donde se desarrollaron tareas como:
hallar composicion de funciones, probar que las relaciones son invertibles y analizar si dos

funcione son compatibles.

Al momento de revisar el teorema 4.39 del libro guia, que abarca el dominio de la
composicion de funciones, surgieron dudas cerca de: como podria interpretar este teorema de una
forma gréfica; es mas, fue necesario hacer un esquema que representara la composicion de

funciones, dicha gréfica fue fundamental para entender el teorema.

Ahora bien, una vez entendido el teorema que relaciona el dominio de la composicion de dos
funciones, se interpretd el corolario posterior al teorema principal, donde nuevamente la grafica
empleada para entender que era una composicion de funciones fue transversal para poder

empezar a hacer un plan para realizar la prueba del corolario.

Para la prueba del corolario, se hizo un trabajo cooperativo con los estudiantes que asistieron a
la asesoria, es por ello que los estudiantes tomaron sus diferentes posturas frente a la prueba,
donde resaltaba el interés en entender y ser participes de la argumentacion, pues es de resaltar que
las demostraciones en matematicas se muestran de una forma depurada en los textos guia, es por
ello que se hicieron varias paradas donde se debia reflexionar y entender la justificacion linea a

linea de la prueba.
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Teorema 4.39 Sean f y ¢ funciones. Enfonces g o f es una funcion. go f
estd definida en 51y sdlo si f estd definida en 3 y g estd definida en f(z),
e3 decir, domgo f :domfﬂf‘l(dmn )

llustracion 9

Corolario 4.40 Siranf Cdomg. entonces domgo f =domf.

lustracién 10

lustracién 11
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El siguiente esquema se us6 para la interpretacion de la composicion de dos funciones

Composicion de Funciones

llustracién 12

Caleulo de (go f){a)

lustracién 13
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A continuacion, se mostraran algunos ejercicios propuestos y una parte de la prueba realizada

por parte de un estudiante perteneciente al curso conjuntos numéricos.

llustracion 15
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llustracion 14
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Las proposiciones que se desarrollaron por parte del estudiante perteneciente al curso
conjuntos numeéricos fueron de gran ayuda para algunos estudiantes que asistian por primeray
segunda vez al espacio de asesoria, el estudiante quien hizo la prueba fue quien explicé a sus
compafieros como proceder a probar cada item. En un momento necesitd ayuda para aclarar por
qué se podian hacer algunas afirmaciones, insistiendo en que la parte tedrica era la que brindaba

las herramientas necesarias para hacer deducciones.

En el desarrollo de esta guia tambien se trabajaron algunas consultas de los estudiantes dado
que en clases anteriores el docente a cargo del curso les habia propuesto algunas tareas
relacionadas con funciones y algunas de sus propiedades. Fue asi, como se empezd a abarcar la

siguiente proposicion y su respectiva demostracion.

llustracién 16
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Para empezar a abarcar esta prueba, fue necesario hacer uso de los recursos tedricos con los
que contaban los estudiantes, para posteriormente poder volver a leer el enunciado de la

proposicion y hacer una mejor interpretacion.

Luego, un estudiante del curso empez0 a hacer la prueba, en su desarrollo se dio cuenta que
tenia algunas ideas confusas, cuando los demas estudiantes se percataron de dicha situacion
empezaron a guiarlo para que pudiera empezar a desarrollar la prueba. Fue gracias al trabajo

cooperativo que se logro avanzar en la prueba.

Seguidamente, se queria probar la segunda condicion en la proposicién, fue aqui donde se
encontrd un inconveniente porque la idea que tenian los estudiantes para iniciar la prueba habia
surgido a raiz de la visualizacion de una gréfica de conjuntos, pero no era suficiente para dar por
terminada la prueba, por eso, fue necesario volver a la definicion de relacion. Al realizar la
revision tedrica surgié una idea que se relacionaba con la idea inicial, pero en términos de

relaciones, lo cual dio lugar a la terminacion de la prueba.

De la anterior situacion se resalta como la légica y la intuicidn juegan un papel importante en
la actividad matematica, al momento de enfrentarse a una prueba. Por un lado, la légica nos
permite desglosar una idea en operaciones basicas y poderla plasmar e ir desarrollando la prueba.
Por otro lado, se cuenta con la intuicion, la cual es una facultad que permite ver de lejos a donde
debemos llegar en una prueba, convirtiéndose en la facultad que permite optar por el camino mas

corto. Respecto a la légica y la intuicion Poincaré (1964) afirma que

“El analisis puro pone a nuestra disposicion una multitud de
procedimientos cuya infalibilidad garantiza; se abre a nosotros de mil maneras

diferentes que podemos emprender con toda confianza; estamos seguros de



60

satisfacerlas sin que haya ningun obstaculo, pero, de todas estas formas, ¢.cual
de ellas nos llevara mas rapidamente a nuestra meta? ¢Quién nos dira cual
elegir? Necesitamos una facultad que nos haga ver el final desde lejos, y la
intuicion es esta facultad. Es necesario explorar para la eleccion de la ruta;

ello no es menos importante que la tarea de quien, tras su rastro, desea saber

por qué tal ruta fue la elegida” (Pags. 15-16).

Finalmente, se culmino la prueba y los estudiantes con esta ultima asesoria antes del primer
parcial ya se sentian preparados, no obstante, llegaron algunos estudiantes nuevos, y las dudas
que tenian eran respecto a definiciones y a pruebas que el docente habia realizado en el aula, los
estudiantes que siempre habian asistido a las asesorias fueron los encargados de explicar dichas
pruebas, pues como era de esperar ya se habian leido, interpretado y entendido, lo cual les facilito
solventar las dudas que tenian sus compafieros, en el desarrollo de las asesorias, se verifico
durante el desarrollo de las asesoria, que los estudiantes se habian convencido que una forma de
saber que se habia entendido un concepto y la forma de proceder ante una prueba era poder

explicarle a otra persona el procedimiento.

8.4 Resultados y analisis de la Guia # 3 Relaciones de equivalencia y orden

El objetivo de esta guia (ver anexo 4) esta relacionado con identificar y proponer una solucion
a la mayoria de las diferentes problematicas que los estudiantes se encuentren en el desarrollo de
la teoria perteneciente a relaciones de equivalencia y orden, cabe resaltar que para logar lo
anterior se hicieron pruebas de proposiciones donde se aplicara el método de solucién de

problemas propuesto por Allan Schoenfeld.

Al inicio de la guia se hablo de los temas que se iban a abarcar como también de su influencia

en la teoria de conjuntos, como es de esperar los y las estudiantes ya tenian en hojas de



61

cuadernillo los temas centrales que se habian abarcado hasta el momento en las clases orientadas

por parte del profesor a cargo del curso, lo cual nos ahorro tiempo.

Se puede ver como los estudiantes empiezan a volver habito lo propuesto por Allan
Schoenfeld en la parte de los recursos, pues el autor menciona que el profesor debe saber con qué
recursos cuenta el estudiante; en este caso los recursos vendrian formando parte de todos los
conceptos teoricos, algebraicos y herramientas logicas con las que cuenta el estudiante para

enfrentarse a la demostracion de una proposicién

Schoenfeld, también menciona que los estudiantes deben saber con qué recursos teéricos
cuentan, es por ello que los mismos estudiantes empiezan usar la estrategia de sacar en hojas de
cuadernillo los conceptos tedricos, como también algunas demostraciones realizadas en clase por
el docente; lo anterior es para ellos mismos darse cuenta cdmo es que al momento de ir
construyendo una demostracion la parte tedrica nos es de gran ayuda para aclarar algunos pasos
que en algunas ocasiones no son del todo claros o que es necesario volver a interpretar un
concepto o teorema que se esté usando en el desarrollo de la prueba. A continuacion, se adjunta

una imagen con los apuntes tomados por los estudiantes.



lustracién 17
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Seguidamente se hizo una lectura de los temas centrales, que tenian los estudiantes en sus
hojas, esto para verificar que habian copiado bien la definicion, teoremas y demas elementos
teoricos. La intencidn era saber cudles eran los inconvenientes que presentaban los estudiantes
con relacion a sus interpretaciones de definicidn, teorema o lema, frente a eso encontramos que
los estudiantes habian copiado mal la definicién de clase de equivalencia, por eso fue necesario

hacer la respectiva correccion.

A continuacion, se adjunta la proposicion a demostrar, el desarrollo de la demostracion fue
llevada a cabo en gran parte por los estudiantes, claro esta que en numerosos momentos fue
necesaria la intervencion por parte del practicante y el acompafiamiento dado antes, durante y

después de empezar la demostracion.

llustracién 18
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llustracién 19

llustracién 20

Los estudiantes presentan un dificultan cuando hay cambios de representacion del elemento de

un conjunto, esto sucedi6 cuando se empezé a probar que la relacion dada era de equivalencia,
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pues se debe probar que la relacion debe cumplir tres requisitos: debe ser reflexiva, simétrica 'y

transitiva. Para probar cada uno de los requisitos es pertinente resaltar las siguientes definiciones:

Reflexividad

Una relacién binaria R sobre un conjunto A se dice que es reflexiva, cuando cada elemento de
A esté relacionado consigo mismo.

Es decir,

R es reflexiva si y solo si paratodoa (a € A = aR a)

Cuando los estudiantes empezaron a probar que la relacion era reflexiva, no les era facil ver
que un elemento de la relacion que se deseaba probar era una pareja ordenada (a, b) llevandolos
a un estado de confusion, pues al ver la definicion de reflexividad, iniciaron tomando como
elemento del conjunto a a R a o incluso como después de hacer una observacion acerca del
conjunto que se estaba considerando, intentaron trabajar con la pareja (a, a) lo cual era la misma
consideracién inicial y por tanto no servia para nuestra prueba, pues el elemento que debiamos

tomar era de la forma ((a, b), (a, b)).

Se identificaron dos causas de la anterior dificultad presentada por los estudiantes. La primera
puede ser vista desde la falta de interpretar un concepto, es notable como los estudiantes no
identifican como son los elementos del conjunto Z x Z sobre el que se esta trabajando y no le es
facil ver en qué términos quedan las definiciones si se cambia el conjunto donde se define dicha
relacion. Y la segunda viene dada por un problema con la notacion que induce al estuante a un
error por lo tanto el estudiante debi6 hacer la diferencia entre (a,a) puede ser un elemento de

Zx7ZoqueaRa.
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Al momento de empezar a probar la simetria, ya no se present6 el mismo inconveniente con la
escogencia de dos elementos del conjunto, pero se concluyo lo siguiente: “por lo tanto es

simétrica, ya que la relacion es reflexiva”

Fue necesario resaltar que la afirmacidn anterior no era a lo que se deseaba llegar, y que
tampoco una relacion reflexiva implicaria que fuera simétrica; podemos ver como las heuristicas
planteadas por Allan Schoenfeld son realmente necesarias, dado que siempre entraremos en una
fase de verificacion, donde miraremos si llegamos mediante razonamientos 16gicos a nuestra

tesis, lo cual no se obtuvo en esta prueba de simetria

Un error cometido y que no fue resaltado por parte de quien elabora esta sistematizacion, fue
que en el momento en que se sacan las clases de equivalencia, lo que se encuentra es un conjunto,
donde sus elementos deben ir encerrados por corchetes, y en este caso no fueron usados

corchetes.

Cabe resaltar que en esta demostracion fue necesario hacer un analisis minucioso, al cual se le
dedicaron dos sesiones para poder reflexionar y entender la demostracion, el anterior analisis se
hizo de esa manera porque pertenecia a un tema central del curso. Ademas, las proposiciones que
se dejaban de tarea tenian la misma estructura, entonces para poder avanzar mas rapido cuando
nos enfrentarnos a otra proposicién de este tipo, ya podiamos avanzar mas rapido; para finalizar,
en un espacio extra los y las estudiantes solicitaron una nueva explicacion de esta prueba, donde
satisfactoriamente los asistentes aclararon todas sus dudas y se sentian preparados para el

segundo parcial del curso.

Proposicion.

Enel conjunto A ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} se considera la relacion
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aR b si,y solosia—b esmaltiplo de 3

Probar que la relacion es de equivalencia, hallar las clases de equivalencia y el conjunto

cociente

Gracias al esfuerzo y el interés por los estudiantes al querer entender bien la proposicién
trabajada en el inicio de la guia, la prueba de la proposicion fue mucho mas facil de abarcar. El
unico inconveniente ocurrié cuando se hallaron las clases de equivalencia, dado que no habian
tenido en cuenta el lema que determina que la union de las clases de equivalencia es igual a el
conjunto inicial, y que la interseccion entre las clases de equivalencia es vacia, al reflexionar
sobre el anterior lema se dieron cuenta que existian Unicamente tres clases de equivalencia,

descartando finalmente otras clases equivalencia pensadas.

A continuacion, se adjunta una imagen del anterior caso:
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llustracion 22

En esta tercera guia los estudiantes lograron superar la mayoria de inconvenientes que se les
presentd en el momento de realizar la prueba, pues gracias a la implementacion del método
planteado por Allan Schoenfeld se logré superar la mayoria de obstaculos presentes, a su vez
identificaron la importancia de que exista una relacion de equivalencia en un conjunto, en tanto
que al inicio de esta tltima guia lo estudiantes no sabian dar respuesta a los siguientes
interrogantes: de donde salian las clases de equivalencia, por qué se puede hacer el conjunto
cociente y como se cumplian todas las propiedades pertenecientes a relaciones de equivalencia en

un conjunto y sus implicaciones.
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Conclusiones

1. Los resultados de esta sistematizacion ponen en evidencia que el método para la
solucion de problemas planteado por Allan Schoenfeld acompafiado de secuencias
didacticas contribuye de forma significativa a los futuros docentes que quieran cambiar
el modelo tradicional de ensefianza y poner en el aula herramientas didacticas que
tengan en cuenta la comunicacion, la opinion y el proceso de ensefianza — aprendizaje
con los y las estudiantes.

2. Con la implementacion y desarrollo de las guias se pudo evidenciar un numero de
dificultades presentadas por los estudiantes al momento de enfrentarse a una prueba o
incluso al momento de empezar a estudiar e intentar interpretar conceptos
pertenecientes a la teoria de conjuntos. Cabe resaltar que muchas de las dificultades
presentadas fueron solventadas con el método propuesto por Allan Schoenfeld y el
constante acompariamiento por parte del practicante.

3. Es de gran importancia resaltar que la motivacion juega un papel muy importante
dentro del aula, dado que otorga al estudiante confianza en él mismo y a su vez genera
una mejor comunicacion con el docente; el cual puede hacer un mejor uso del método
para la solucién de problemas planteado por Allan Schoenfeld, haciendo que el
estudiante pueda solventar dificultades en el desarrollo de una prueba y finalmente las
pueda convertir en habilidades que le sean Utiles al momento de enfrentarse a otra
prueba.

4. En el trabajo de inmersion en el aula, se logré mejorar la forma de proceder ante la
prueba de una proposicion, gracias a que se tuvo en cuenta cada uno de los recursos

propuestos en el metodo propuesto por Allan Schoenfeld para la solucion de
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problemas, lo cual llevo a los y las estudiantes a tener en cuenta algunos aspectos
como: el contexto en el que se enuncia una proposicion, dar importancia al enunciado,
relacionar elementos tedricos involucrados con la proposicion, estar dispuestos a
cambiar el plan que se ha disefiado para llevar a cabo el desarrollo de la prueba. Lo
antes mencionado, contribuye a que el estudiante tenga un mejor control al momento
de llevar a cabo el desarrollo de una prueba.

5. Se recomienda a los y las estudiantes interesados en desarrollar su practica docente en
la Universidad del Cauca, tener en cuenta que el grado de dificultad es mayor, dado
que los conceptos que se desarrollan durante la intervencion requieren un tratamiento
pedagdgico y didactico, que conserve el rigor y formalidad de las matematicas.
Ademas, se deben tener en cuenta que la poblacion es diversa, lo que implica
implementar estrategias didacticas para poder hacer del proceso de intervencion, un
espacio ameno Y colaborativo. Finalmente, las experiencias que quedan al enfrentar a

este tipo de poblacion son enriquecedoras y motivadoras en el proceso de ensefianza.
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Anexo #1 Encuesta Introductoria

Licenciatura en Matematicas N
Departamento de Matematicas Ry

Por: Alexis Santiago Martinez Silva Universidad
del Cauca

5

ANEXO # :ENCUESTA - CONCEPCION DE LAS MATEMATICAS

“Las matematicas no conocen razas o limites geograficos. Para las matematicas, el

mundo cultural es un pais”. — (David Hilbert)

Antes de empezar una aventura matematica, la cual requiere entusiasmo y esfuerzo para
recoger frutos, me gustaria conocer algunos pensamientos u opiniones que ustedes tengan de las
matematicas, es por ello que se indagara respecto a algunos tépicos que puedan dar claridad y

sentido al mundo de las matematicas, para finalmente poder disfrutar de su belleza infinita.
¢ Cual fue la motivacion para estudiar matematicas?
¢ Qué concepcion tenian de las matematicas antes de entrar a la carrera?
¢ Qué concepcion tienen ahora de las matematicas?
¢Como las matematicas son Utiles para la vida cotidiana?
¢Creen que las matematicas ayudan al mundo y a la comodidad del ser humano?
¢ Es posible que las matematicas se relacionen con otras areas de estudio?
¢ Cual matematico de la historia los ha impactado?

Ahora intentemos dar respuesta a algunas preguntas acerca de la teoria de conjuntos
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¢ Qué estudia la teoria de conjuntos?

¢ Qué ramas de la matematica has escuchado?

¢Como la teoria de conjuntos se relaciona con las demas ramas de la matematica?

¢ Cual es la base de la matematica moderna?

¢Cual es el objetivo del curso conjuntos numéricos?

Ahora en grupos intentemos dar respuesta a las anteriores preguntas, intentando en lo posible

Ilegar a un acuerdo.

Consulta: a continuacion, se dejaran algunas consultas con la intencion de ir dirigiéndonos al

curso de interés

¢ Qué estudia la teoria de conjuntos?

¢Quién fue Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor y cudles fueron sus aportes a la teoria de

conjuntos?
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Anexo #2: GUIA 1 - Teorfa aximatica de conjuntos (Introduccion)
Licenciatura en Matematicas

Departamento de Matematicas
Por: Alexis Santiago Martinez Silva

Universidad
del Cauca

“Las matematicas son la creacion mas bella y poderosa del espiritu humano.”

Stefan Banach

Propdsito de la guia (objetivo): recordar algunas propiedades, axiomas y definiciones vistas
hasta ahora en clases, en ese mismo sentido poder leer y entender el enunciado de un problema
donde se haga uso de la teoria axiomatica de conjuntos, para finalmente poder mostrar las

heuristicas que se utilizan en el desarrollo de una prueba.

Inicio

Iniciaremos la sesion haciendo una breve descripcion y recoleccion de opiniones acerca de los
temas vistos en clase, con el fin de afianzar la teoria axiomatica de conjuntos ya vista, mediante

videos, mesa redonda, graficos o ejemplos. Cualquier idea sera valida y tenida en cuenta para

futuras demostraciones o reflexiones.
Algunos elementos de la teoria de conjuntos para tener en cuenta:
Axioma de existencia: Existe un conjunto que no tiene elementos.

Axioma de extension: Si todo elemento de X es un elemento de Y, y todo elemento de Y es un

elemento de X, entonces X =Y.
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Axioma esquema de comprension: Sea P(x) una propiedad de x. Para cualquier conjunto A

hay un conjunto B tal que x € B si, y s6lo si x € A y.P(X)

Definicion. A es un subconjunto de B si cualquier elemento de A pertenece a B. En otras
palabras, A es un subconjunto de B si, para todo x, X € A implica que x € B. Escribiremos A €

B 0 B 2 A para denotar que A es subconjunto de B.

En el cierre de esta primera etapa se aclararan dudas acerca conceptos, definiciones, axiomas,

y se daran ejemplos para poder afianzar o aclarar la nocion o idea que de ello se tenga.

Actividad 1. construiremos un “conjunto” en el que sera mas dificil ponerse de acuerdo en un

criterio que permita definir bien el conjunto.

Se cuenta que en un lejano poblado de un antiguo emirato habia un barbero llamado As-
Samet, ducho en afeitar cabezas y barbas, maestro en escamondar sanguijuelas. Un dia el Emir,
dandose cuenta de la escasez de barberos en el Emirato, dio 6rdenes de que todos los barberos del
Emirato sélo afeitaran a aquellas personas que no pudieran hacerlo por si mismas (todas las
personas en este pueblo tienen que ser afeitadas, ya sea por el barbero o por ellas mismas). Un

cierto dia el barbero fue llamado a afeitar al Emir y le conté a éste su problema.

— En mi pueblo soy el Unico barbero. Si me afeito, entonces puedo afeitarme por mi mismoy,
por lo tanto, no deberia afeitarme el barbero de mi pueblo jque soy yo! Pero si no me afeito, lo
debe hacer un barbero por mi jpero no hay alli mas barbero que yo! EI Emir penso que tales

razonamientos eran muy profundos.
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Consideremos como P(X) la propiedad “el habitante x del pueblo no se afeita a si mismo (y,
por tanto, es afeitado por el barbero)”. Sea b el barbero. La cuestion es: ;b tiene o no la
propiedad?, es decir, ¢ P(b)se verifica o no? Si b tiene la propiedad, entonces b no se afeita a si
mismo y es afeitado por el barbero. Pero b es el barbero, asi que se afeita a si mismo. Esto
significa que b no tiene la propiedad. Si b no tiene la propiedad, entonces b se afeita a si mismo
y, por lo tanto, no es afeitado por el barbero. Como b es el barbero, entonces b no se afeita a si
mismo, asi que tiene la propiedad. En conclusion, no sabemos si b tiene o no la propiedad, pues
la propiedad P(b)es cierta y falsa a la vez, es una paradoja, frecuentemente conocida como la

paradoja del barbero (Hrbacek & Jech, 1999).

Actividad 2. Hagamos una lluvia de ideas para dar luz a una prueba de la siguiente

proposicion
Proposicion: Hay un Unico conjunto que no tiene elementos

Prueba: Asumamos que A y B no tiene elementos. Entonces todo elemento de A es un
elemento de B (puesto que A no tiene elementos la proposicion “a € A = a € B”es
automaticamente cierta). Similarmente, todo elemento de B es un elemento de A. Por el Axioma
de Extension concluimos que A =B. g

Desarrollo: a continuacion, se presenta un ejercicio el cual sera abarcado mediante el método
de resolucidn de problemas planteado por Allan Schoenfeld y el trabajo cooperativo que realicen

los estudiantes.
Pruebe que

A C BsiysolosiAN B = AsiysolosiAUB = BsiysolosiA— B = 0
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Parada 1. Iniciaremos haciendo un breve recorrido de conceptos de los cuales se espera que el
estudiante ya haya estudiado, es decir pondremos en juego todos los recursos como definiciones,

teoremas, axiomas, ... etc. que el estudiante posea para poder empezar a entender la proposicion

Parada 2. Ahora tendremos en cuenta lo que denomina Schoenfeld Heuristicas, con las cuales
se pretende que el estudiante pueda y sepa en donde usar cada una de ellas, es asi como
empezariamos a hacer un analisis al problema, esto con el fin de ir interpretandolo cada vez

mejor.

Seguidamente, pasamos a la fase de exploracién, donde mediante la busqueda de problemas
ligeramente modificados, o que tengan algo en comun, podamos tener una idea de como ir

elaborando un plan para probar la proposicién.

Una vez tenida una buena idea de cémo atacar la proposicién, podemos ejecutar el plan que se
tiene hasta el momento, una vez llevado a cabo el plan, podemos pasar a la fase final de
verificacion donde se pondra a prueba la respuesta obtenida, es decir ver si resiste ensayos y

examinar si cumple los criterios a nivel especifico y general.

Cabe resaltar que podemos hacer marchas hacia adelante o hacia atras en las mencionadas

fases ya que las pruebas por lo general no salen en un primer intento

Parada 3:

En el caso en que se tenga una idea y se halla empezado a ejecutar el plan para el desarrollo
de la demostracion, es necesario saber en qué momento el plan elaborado nos lleva o0 no por un
buen camino, es por ello que se debe tener clara la teoria, pues si al aplicarla no conseguimos
Ilegar a lo que se desea, se debe tomar el control de la situacion y empezar a intentar de nuevo la

demostracion.
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A continuacion, se mostrara una prueba, de la cual podriamos hacer uso en algin momento
///Primero probemos que A € B si, y s6lo si AN B = A. Supongamos que A € B, note que AN
BC A estaclaroyaquea€ANB=>a€Aya€B=a€A.

Para probar que A € An B bajo el supuesto que A € B, note que

[aEA] A[ACS B] = [a€A]a[a€B] =2 a€AnBporlotanto ACB=ANnB=A.
Paraverque ANB=A=AC B, noteque A=ANB=>ACS ANB=[AC A]A[AS B] = ACB.
Para ver que AC B = A U B = B miremos que BS A U B se cumple. Por lo tanto, solo
tenemos que mostrar que A U BC B, pero esto es cierto por que

[a€EAUB/A[ACB]=> [a€Ava€EB]alaeA=>a€EB]=a€EB

La direccion A U B = B= AC B se mantiene porque A UB=B=>AUBSB=>ACB

A € B = A- B = @ se cumple por definicién de diferencia de conjuntos A-B: ={x € A | x & B}
por esta definicion, si A € B y a€A, entonces a € B, lo que contradice la condicién a € B, por
lo tanto

A - B =0 cuando A C B. Para probar A - B= @ = A C B neguemos el antecedente,
supongamos que

B S A, entonces existena € Ay a € B ya que B es un subconjunto propio de A, lo que
significa que

A-B#0 g

Cierre: A continuacion, se propondran algunas proposiciones, donde en una préxima seccion
se puedan revisar algunas ideas de su prueba y en ese mismo sentido poder discutir algunas
opiniones que surjan frente a las heuristicas usadas. Ademas, podremos discutir acerca de una de

sus soluciones.

Pruebe que A BNCsiysolosiASByACC
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Pruebe que A-B= (AUB)-B=A-(ANB)

Pruebe que (BUC) S Asiyso6losiBSAYCCA

Pruebeque ANB=A-(A-B)

Pruebeque A- (B-C)=(A-B)u(An ()

Pruebe que A =BsiysélosiAAB=@

Observaciones, al final de cada guia se haran un par de observaciones y criticas constructivas
las cuales seran compartidas con los estudiantes, con el &nimo de que lo compartido sea tenido en

cuenta para futuras demostraciones.
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Anexo#3: Guia 2 - Relacionesy Funciones

Licenciatura en Matematicas
Departamento de Matematicas
Por: Alexis Santiago Martinez Silva

5 )E;; e “17\',[
Universidad
del Cauca

“En matematicas, el arte de proponer una pregunta debe tener mayor valor que resolverla.”

Georg Cantor

Propdsito de la guia (objetivo): esta guia tiene como objetivo hacer una distincion entre los
conceptos relacion y funcién, ademas hacer un recorrido teérico que permita a los y las
estudiantes hacer una mejor interpretacion de la teoria, cabe resaltar que para logar lo anterior se
haran demostraciones de proposiciones donde se aplicara el método de solucion de problemas

propuesto por Allan Schoenfeld.

Inicio

Iniciaremos la sesion haciendo una breve descripcion y recoleccion de opiniones acerca de los
temas vistos en clase, con el fin de afianzar la teoria de relaciones y funciones, mediante videos,
mesa redonda, graficos o ejemplo. Ademas, se recordaran algunas demostraciones realizadas en la
guia N°1, lo anterior para tener en cuenta algunas formas de proceder ante la prueba de una

proposicién, cabe resaltar que cualquier idea dentro del aula sera valida y tenida en cuenta para

futuras demostraciones o reflexiones en el aula.

A continuacion, enunciaremos algunos elementos de la teoria de conjuntos previamente vista

en clase, la cual sera tenida en cuenta para realizar demostraciones

Relaciones
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Empleando parejas ordenadas, intuitivamente podemos pensar que una relacion (binaria) R es
una proposicion tal que, para cada par ordenado (a, b), uno puede determinar cuando a esta en
relacién R con b o cuando no lo esta. Parece factible que toda relacion debe determinar de
manera unica al conjunto de aquellas parejas ordenadas en las cuales la primera coordenada
mantiene esta relacion con la segunda. Si conocemos la relacion, conocemos el conjunto y, mejor
aun, si conocemos el conjunto, conocemos la relacion. En otras palabras, las relaciones pueden
ser representadas como el conjunto de todos los pares ordenados de objetos mutuamente
relacionados. Por ejemplo, el conjunto de todos los pares ordenados consistente de un nimero
real y su raiz puede ser llamado la relacion raiz cuadrada. Notese aqui la importancia de

considerar pares ordenados y no sélo pares no ordenados.

Quiza no sepamos lo que es una relacién, pero sabemos lo que es un conjunto y las
consideraciones precedentes establecen una estrecha conexion entre relaciones y conjuntos. El
estudio preciso de las relaciones en la teoria de conjuntos saca provecho de esta conexion
heuristica; lo mas facil de hacer es definir una relacion como el conjunto de parejas ordenadas

gue determina.

Definicion: Se define el par ordenado de elementos de a 'y b como:

(a,b) = {{a}, {a, b}}

Si a # b (a, b) tiene dos elementos, un conjunto unitario {a} y un par no ordenado {a, b}.
Encontramos la primera coordenada mirando el elemento de {a} la segunda coordenada es
entonces el otro elemento de {a, b}. Si a = b entonces {a, a} = {{a},{a, a}} = {{a}} tiene un
unico elemento, en cualquier caso parece obvio que ambas coordenadas pueden ser Unicamente

“leidas” del conjunto (a, b) precisemos esta afirmacion en el siguiente teorema
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Teorema
{a,b} ={a",b’}siysdlosia=a"yb=0>b"
Definicion
Un conjunto R es una relacion binaria si todos sus elementos son pares ordenados si(x, y) €
R , escribimos xRy.
Definicion
Sea R una relacion binaria

a) El conjunto de todos los x que estan en la relacién R con algun y, se llama el dominio de R
y se denota por domR = {x| existe y tal que xRy}, domR es el conjunto de todas las
primeras coordenadas de parejas ordenadas en R

b) EIl conjunto de tolos los y tal que para algun x en la relacion R con y es llamado el ranR,
denotado por ranR = {y| existe x tal que xRy}, ranR es el conjunto de todos los
segundas coordenadas de pares ordenados en R

c) Elconjunto domR U ranR es llamado el campo de R y es denotado por fiel R

d) Sifiel R € X, decimos que R es una relacion en X o que Res una relacion entre elementos

de X

Definicién

Sea R y S una relacién binaria, la composicién de R y S es la relacion

RO S ={(x,z)| existe y para el cual (x,y) € Ry (y,z) € S}

Definicion
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La relacidn de pertenecia en un conjunto A es definida como
€s={(a,b)|a€A,rb€EAA a€EDb}
La relacién de identidad del conjunto A es definida como
Idy ={(a,b)|a € A,nbEAra=Db}
Definicion
Sean Ay B conjuntos, el conjunto de todos los pares ordenados cuya primera coordenada

pertenece a Ay cuya segunda coordenada pertenece a B se llama producto cartesiano de Ay B,

y se denota AXB en otras palabras
AXB ={(a,b)|a€ Ay b € B}
Definicién
Una relacion f es llamada funcion si (a,b) € f y (a,c) € f implicaque b = ¢ para
cualesquiera.a , b y c.

En otras palabras, una relacion f es una funcion si y solo si para todo a € domf existe
exactamente un b tal que (a, b) € f. Este Gnico b es llamado valor de f en a y es ususalmente

denotado por f(a) si f es una funcion con domf = A y ranf < B entonces
f={(a f(a)) talquea € A}
Teorema

Sean f y g funciones entonces g o f es una funcion. g o f esta definida en xsi y solo si f esta

definida en x y g esta definida en f(x), es decir domg o f = domf n f~1(domg)

Corolario
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Siranf < domg entonces domg o f = domf

Lo que se logrd hacer con este reencuentro tedrico fue impulsar a los y las estudiantes a
entrarse en el mundo de las relaciones y funciones, las cuales son de suma importancia en el
curso conjuntos numericos. En el cierre de esta primera etapa se aclararan en la mayor parte
dudas acerca de conceptos, definiciones, axiomas, y se daran ejemplos para poder afianzar o
aclarar la nocién o idea que de ello se tenga.

- 1 . .
Ejemplo Sea f = {(x x—z) :XER \{0}}. ¢f esuna funcién?. En efecto, si (a,b) €f y
1 1 , . -z
(a,c) €f, entonces b = = Yyc=—;asi, b = c. La notacion usual para esta funciones  f(x) =
1 .y . , :
= f es una funcién desde el conjunto de los numeros reales, pero no en el conjunto de los

nameros reales pues 0 ¢ domf. Esta es una funcion en A = R \{0} = dom f y hacia el conjunto

de los nimeros reales. Si C = {x ER : 0 < x < 1}, entonces

f(O)={x€ER:x=>1}yf(C)={xER:x < —1vx =1} Lacomposicionfofes la

relacion:
fof ={(xz):dyparaelcual (x,y)Ef,(y,2) € f}

1 1
= {(x,z).E[ypara elcualx # 0,y ==z —?}

={(x,2):x # 0,z = x*};

asi,f o f(x) = x*. Note que f o fes una funcion.

Desarrollo
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a continuacion, se presenta un ejercicio el cual sera abarcado mediante el método de
resolucion de problemas planteado por Allan Schoenfeld y el trabajo cooperativo que realicen los

estudiantes.
Actividad 1

En Esta actividad se pondra en juego elementos teodricos pertenecientes al concepto relacion,
para posteriormente realizar pruebas y verificar si una relacion es: reflexiva, simétrica,

antisimétrica y transitiva. En ese mismo sentido, se propuso probar las siguientes 5
proposiciones:

» seaA=1{1,2,3,4}y R={(1,1),(1,2),(2,2),(3,3),(3,2),(4,4)} (Es reflexiva?
Escribir la matriz de la relacion.

» considere en el conjunto de los enteros Z las relaciones “menor o igual que” pruebe
que la relacion es reflexiva, antisimetrica y transitiva.

» Considera la relacion “menor que” en el delos enteros Z pruebe que la relacion es
asimétrica y transitiva

» Ene | conjunto de los enteros Z considere la relacion R definida como
x Ry siysolosi (x +y)es par 6 (impar)

Determine si la anterior relacion cumple las siguientes propiedades: reflexiva, simétrica,

antisimétrica y transitiva
» Siranf < domg entonces domg o f = domf

Para la demostracion de estas tres proposiciones, procederemos considerando los 3 factores

gue como lo plantea Schoenfeld se deben tener en cuenta para la solucion de un problema, es por
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ello que para hacer notorio cada factor se haran 3 paradas la cuales daran sentido a cada factor

propuesto, los factores propuestos son: recursos, heuristicas y control

Parada 1. (recursos)

Iniciaremos haciendo un breve recorrido de conceptos de los cuales se espera que el
estudiante ya haya por lo menos visto en clase, es decir pondremos en juego todos los recursos
que el estudiante posea para poder empezar a entender la proposicion y empezar a tener en cuenta
la teoria inmersa en ella, es por ello que se tendran en cuenta recursos como: definiciones,

teoremas, axiomas, ... etc.

Parada 2. (heuristicas)

Ahora tendremos en cuenta lo que denomina Schoenfeld Heuristicas, con las cuales se
pretende que el estudiante pueda y sepa en donde usar cada una de ellas, es asi como
empezariamos a ahondar en cada una de las cinco fases propuestas en las heuristicas planteadas

por Schoenfeld

Fasel. (Analisis) Lo que se propone es hacer un andlisis al problema, esto con el fin de ir
interpretandolo cada vez mejor, es por ello que en esta primera fase se dedicaran unos minutos
para entender la proposicion y que en ese mismo sentido se puedan hacer preguntas referentes a

las notaciones o conceptos involucrados en la proposicion.

Fase 2. (Disefio) en esta fase lo que se quiere es controlar el proceso que se va a llevar a cabo
para resolver el problema, por medio de la creacion de un plan, sobre el modo en que se va a
proceder y asegurarse que los calculos que se van a desarrollar no se ejecuten de modo

prematuro, en esta fase no se sugieren heuristicas especificas.
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Fase 3. (exploracidn). Seguidamente, pasamos a la fase de exploracion, donde proponen
heuristicas como: la busqueda de proposiciones ligeramente modificadas, buscar proposiciones
que tengan algo en comun con la proposicion a demostrar, con la intencion de lograr tener una

idea de como ir elaborando un plan para demostrar la proposicion

Fase 4. (Realizacion) Una vez tenida una buena idea de como atacar la proposicion, podemos
ejecutar el plan que se tiene hasta el momento, donde debemos asegurarnos de usar bien la

hipétesis y llegar por medio de la argumentacion a lo que se pide probar.

Fase 5 (verificacion) ahora en la fase final de verificacion es donde se pondra a prueba la
demostracion construida, es decir ver si la demostracion realizada resiste ensayos y examinar si

cumple los criterios a nivel especifico y general.

Cabe resaltar que podemos hacer marchas hacia adelante o hacia atras en las mencionadas

fases ya que las pruebas por lo general no salen en un primer intento.
Parada 3 (Control

En el caso en que se tenga una idea y se halla empezado a ejecutar el plan para el desarrollo de
la demostracién, es necesario saber en qué momento el plan elaborado nos lleva o no por un buen
camino, es por ello que se debe tener clara la teoria, pues si al aplicarla no conseguimos llegar a
lo que se desea, se debe tomar el control de la situacion y empezar a intentar de nuevo la

demostracion.

A continuacion, se propondra una forma de realizar la demostracion de las siguientes

proposiciones

» considere en el conjunto de los enteros Z las relaciones “menor o igual que” pruebe

que la relacion es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
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» Considera la relacion “menor que” en el delos enteros Z pruebe que la relacion es

asimetrica y transitiva

Prueba:
Sean a y b dos enteros cualesquiera. Entonces,

a<beb—a =0
o0 lo que es igual

a<beob-—a€lZj
Es decir,

a<beo3dk€Zi:b—a=k
Veamos si esta relacion cumple las condiciones exigidas.
Reflexividad. En efecto, sea a elegido arbitrariamente en el conjunto de los enteros. Entonces,
a=a-a—a=00 €Zf »a<a

Antisimétria. Sean a y b dos enteros cualesquiera. Entonces,

a<b o Ik, €Zf:b—a =k,
y - kl =_k2,C0nk1yk1 enZJ - kl =k1 =0
bSa<—>3k2 EZJ:a_b:kz

Por lo tanto,
b—a=0ya—-b=0

Es decir,
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y, consecuentemente, la relacion “menor o igual que” es antisimétrica.

Transitividad. En efecto, si a, b y ¢ son tres nimeros enteros cualesquiera. Entonces,

a<b o 3k, €Zf:b—a =k
y > b—a+c—b=ky +k, conk,yk, enZs
b<c e 3k, €Zf:c—a =k,

sc—a=kk=k +k, €Zf
—>a<c
Es decir, la relacion es transitiva.
Por lo tanto, la relacion “menor o igual que” es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
Prueba:
Sean a y b dos enteros cualesquiera. Entonces,
a<beb—a >0
o lo que es igual
a<beb—a €zt
Es decir,
a<beo3dkezt:b—a =k
Veamos si esta relacion cumple las condiciones exigidas.
Asimetria. En efecto, si a y b son dos nimeros enteros cualesquiera.

a<b o3k ezt:b—a=k
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—3dkezt:a—-b =—k
—a—-b ¢ z*
—a—b #k; Vk € z*
—b<a
Por lo tanto, la relacién propuesta es asimétrica.

Transitividad. En efecto, si a, b y c son tres niUmeros enteros cualesquiera. Entonces,

a<b o Ak, €zt:b—a =k,
y > b—a+c—b=ky +k, conk;yk, enz*
b<c e 3k, €zt:c—a =k,

s>c—a=kk=k +k, €z*
-a<c
Es decir, la relacion es transitiva
Por lo tanto, la relacién “menor que” cumple las propiedades enunciadas.

Cierre: A continuacién, se propondran algunas proposiciones, donde en una préxima seccion se
puedan revisar algunas ideas de su prueba y en ese mismo sentido poder discutir algunas

opiniones que surjan frente a las heuristicas usadas. Ademas, podremos discutir acerca de una de

sus soluciones.

Proposicion 1. Considere la siguiente relacion g = { (x, §+ xz) tal que x € R — {0}}

pruebe si es 0 no funcion.
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Proposicion 2. Considere la siguiente relacion g = { (x, 2%)tal que x € R — {0}} pruebe si

es 0 no funcion.

Anexo #4: Guia 3 - Relaciones de equivalencia y Orden

Licenciatura en Matematicas
Departamento de Matematicas
Por: Alexis Santiago Martinez Silva

Universidad
del Cauca

“Las matematicas consisten en probar lo mas obvio de la manera menos obvia.”

George Pdlya

Proposito de la guia (objetivo): el objetivo de esta guia esta relacionado con identificar y
proponer una solucién a la mayoria de las diferentes problematicas que los estudiantes se
encuentren en el desarrollo de la teoria pereciente a relaciones de equivalencia y orden, cabe
resaltar que para logar lo anterior se haran demostraciones de proposiciones donde se aplicara el

método de solucién de problemas propuesto por Allan Schoenfeld.

Inicio

Iniciaremos la sesidn haciendo una breve descripcion y recoleccion de opiniones acerca de los
temas vistos en clase, con el fin de afianzar la teoria perteneciente a relaciones de equivalencia y
orden, mediante videos, mesa redonda, graficos o ejemplos, ademas se recordaran algunas
demostraciones realizadas en las guias anteriores, lo anterior para recordar algunas formas de

proceder ante la demostracidn de una proposicion, cabe resaltar que cualquier idea dentro del aula

sera valida y tenida en cuenta para futuras demostraciones o reflexiones en el aula.

A continuacion, enunciaremos algunos elementos de la teoria de conjuntos previamente vista

en clase, la cual sera tenida en cuenta para realizar demostraciones.
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Relaciones de equivalencia

En esta seccidn abordaremos dos importantes conceptos. Las nociones de relacion de

Equivalencia, de clases de equivalencia y orden, que fueron primeramente estudiadas en su plena

generalidad por Frege

Definicién

Sea R una relacion en A.

(@) R es llamada reflexiva en A, si paratodo a € A, aRa

(b) Res llamada simétrica en A, si paratodo a, b € A, aRb implica bRa

(c) R es llamada transitiva en A, si paratodo a, b, c € A, aRb y bRc implica aRc.

Definicién

Una relacion R se llama de equivalencia en A, si es reflexiva simétrica y transitiva en A.

Generalmente una relacion de equivalencia en A se denota por E, 2, =,~,0 ~. Cuando dos
elementos a, b € A satisfacen aEb se dice que a es E- equivalente a b 0 que a es equivalente a b
maodulo E. Observe que si E es una relacion de equivalencia en A entonces el dominio de E es
igual a A; en efecto, la reflexividad implica que para cualquier a € A, (a, a) € E, es decir, a €
domE. Por otro lado, como E es una relacion en A, entonces E € A x A, por lo que domE < A.

Por lo tanto, domE = A.

Definicion

Sea E una equivalencia en Ay sea a € A. La clase de equivalencia de a modulo E es el

conjunto
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[a] ={x €A : xEa}.

Obsérvese que efectivamente lo que hemos llamado clase de equivalencia de a, es un
conjunto. Por el peso de la tradicién histdrica llamamos clase a [a], aqui el término clase es
diferente al usado en la Convencién 2.5. Es conveniente también notar que para todo a € A, [a] #

@, pues al menos a € [a].

Cuando se trabaja con varias relaciones en un mismo conjunto A, es preferible emplear la

notacion E, para denotar la clase de equivalencia de a modulo E
Lema Sean E una equivalenciaen Ay a, b € A.
(a) a es equivalente a b mddulo E si y solo si [a] = [b].
(b) a no es equivalente a b médulo E si y sélo si [a] N [b] = @.
Demostracién:

(a) Supongase que aEb. Sea x € [a], entonces xEa. y aEb.. Por la transitividad de E, xEb., lo

que significa x € [b]. Similarmente x € [b] implica x € [a]. Asi, [a] = [b].

(b) Supongamos que no ocurre aEb, y que existe x € [a] N [b]. Entonces xEa y xEb, y en

virtud de la reflexividad y transitividad de E, aEb.. Esto contradice el supuesto.

Por ultimo, supongamos que [a] N [b] = @. Si ocurriera aEb., entonces a € [b]. Pero a € [a],

lo que contradice la relacion [a] N [b]J= 0. =
Definicion
Una familia de conjuntos F no vacios se llama particion de A si:

(a) Los conjuntos que forman F son ajenos dos a dos, es decir, C, D € Fy C # D implica
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CNnD=0¢

(b) La union de F es A, es decir, A=U F.

Definicién

Sea E una relacion de equivalencia en A. La familia de todas las clases de equivalencia

maodulo E es denotada por A/IE 'y

A/E = {[a]:a € A}.

Usualmente a A/E se le llama conjunto cociente de A por la relacion E.

Orden parcial y total

Una relacién de orden se dice que es total cunado los elementos del conjunto sobre el que esta
definida son comparables por dicha relacion. En caso contrario, es decir, si existen elementos no
comparables, diremos que la relacién definida es de orden parcial. Asi pues, dada la relacién de

orden <, diremos

<esdeordentotal < Va,b €A(a <b Vb<a

< esdeordenparcial << Ja,b €A:(a £b Ab<a

Lo que se logro hacer con este reencuentro tedrico fue impulsar a los y las estudiantes a
entrarse en el mundo de las relaciones y funciones, las cuales son de suma importancia en el
curso conjuntos numéricos. En el cierre de esta primera etapa se aclararan en la mayor parte
dudas acerca de conceptos, definiciones, axiomas, y se daran ejemplos para poder afianzar o

aclarar la nocién o idea que de ello se tenga.

Desarrollo
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a continuacion, se presenta un ejercicio el cual sera abarcado mediante el método de
resolucion de problemas planteado por Allan Schoenfeld y el trabajo cooperativo que realicen los

estudiantes.
Actividad 1

En Esta actividad se pondra en juego elementos tedricos pertenecientes a relacion de
equivalencia y orden, para posteriormente realizar pruebas y verificar si una relacion es:
reflexiva, simétrica, antisimétrica y transitiva. En ese mismo sentido, se propuso probar las

siguientes 4 proposiciones:
Proposicion.

SeaAd=1{1,23,4}y R={(1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (34), (43), (3,3), (44)}

Ver si R es de equivalencia.
Proposicion.
Determine el conjunto cociente A/R siendo R la relacion de la proposicién anterior
Proposicion.
Sea el conjunto Z* x Z* y considere en él la relacion
(a,b)R(c,d) @ a+d=b+c
Cualesquiera que sean (a,b) y (c,d) de Z* x Z*

(@) Probar que la relacion propuesta es de equivalencia.
(b) Hallar las clases de equivalencia.

(c) Obtener el conjunto cociente.
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(d) Escribir el conjunto cociente que se obtiene en el caso de que la relacion se defina en el

conjunto A X A siendo A ={1,2,3,4,5}
Proposicion.
Enel conjunto A ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} se considera la relacion
aR b si,ysdlo sia— b esmultiplo de 3
Probar que es de equivalencia, hallar las clases de equivalencia y el conjunto cociente

Proposicion.

Sobre el conjunto  Z* x Z* se define la relacion,

(a,b)R(c,d) <> ab = bc

(@) Probar que la relacion propuesta es de equivalencia.
(b) Hallar las clases de equivalencia.

(c) Obtener el conjunto cociente.
Proposicion.

Probar que la relacion de orden “menor o igual” definida en el conjunto Z de los nUmeros

enteros es total.

Para la demostracion de las anteriores proposiciones, procederemos considerando los 3 factores
que como lo plantea Schoenfeld se deben tener en cuenta para la solucion de un problema, es por
ello que para hacer notorio cada factor se haran 3 paradas la cuales daran sentido a cada factor

propuesto, los factores propuestos son: recursos, heuristicas y control
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Parada 1. (recursos)

Iniciaremos haciendo un breve recorrido de conceptos de los cuales se espera que el
estudiante ya haya por lo menos visto en clase, es decir pondremos en juego todos los recursos
que el estudiante posea para poder empezar a entender la proposicion y empezar a tener en cuenta
la teoria inmersa en ella, es por ello que se tendran en cuenta recursos como: definiciones,

teoremas, axiomas, ... etc.

Parada 2. (heuristicas)

Ahora tendremos en cuenta lo que denomina Schoenfeld Heuristicas, con las cuales se
pretende que el estudiante pueda y sepa en donde usar cada una de ellas, es asi como
empezariamos a ahondar en cada una de las cinco fases propuestas en las heuristicas planteadas

por Schoenfeld

Fase 1. (Analisis) Lo que se propone es hacer un analisis al problema, esto con el fin de ir
interpretandolo cada vez mejor, es por ello que en esta primera fase se dedicaran unos minutos
para entender la proposicion y que en ese mismo sentido se puedan hacer preguntas referentes a

las notaciones o conceptos involucrados en la proposicion.

Fase 2. (Disefio) en esta fase lo que se quiere es controlar el proceso que se va a llevar a cabo
para resolver el problema, por medio de la creacion de un plan, sobre el modo en que se va a
proceder y asegurarse que los calculos que se van a desarrollar no se ejecuten de modo

prematuro, en esta fase no se sugieren heuristicas especificas.

Fase 3. (exploracidn). Seguidamente, pasamos a la fase de exploracion, donde mediante la

busqueda de proposiciones ligeramente modificados, 0 que tengan algo en comun, con la
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proposicion a demostrar, se logre tener una idea de como ir elaborando un plan para demostrar la

proposicion.

Fase 4. (Realizacion) Una vez tenida una buena idea de como atacar la proposicion, podemos

ejecutar el plan que se tiene hasta el momento, una vez llevado a cabo el plan,

Fase 5 (verificacion) ahora en la fase final de verificacion es donde se pondra a prueba la
demostracion construida, es decir ver si la demostracion realizada resiste ensayos y examinar si

cumple los criterios a nivel especifico y general.

Cabe resaltar que podemos hacer marchas hacia adelante o hacia atras en las mencionadas

fases ya que las pruebas por lo general no salen en un primer intento.

Parada 3 (Control):

En el caso en que se tenga una idea y se halla empezado a ejecutar el plan para el desarrollo de
la demostracién, es necesario saber en qué momento el plan elaborado nos lleva o no por un buen
camino, es por ello que se debe tener clara la teoria, pues si al aplicarla no conseguimos llegar a
lo que se desea, se debe tomar el control de la situacion y empezar a intentar de nuevo la

demostracion.

A continuacion, se propondra una forma de realizar la demostracion de la siguiente

proposicion

Proposicion.

Probar que la relacion de orden “menor o igual” definida en el conjunto Z de los numeros

enteros es total.

Prueba:
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En efecto, sean a y b dos enteros cualesquiera, veamos quea < b o b < a , es decir todo los

nUmeros enteros son comparables por la relacion.

Como a y b estan arbitrariamente elegidos, puede ocurrir que sean iguales o distintos. Pues
bien
a=bV a¥b —a=bVv b—a #0
«—a=bVv b—a ezt-{0}
«—a=bV b—a€z Uzt

dk €z :b—a =k
«—a=byvVv vV
3k €zt: b—a =k

a—b=—-k,con—k €z
<—>a=bv{ \%
b—a=kcon k €zt
b<a
<—>a=bv{ \Y
a<b

\Y

a=bvb<a
«—>
a=bva<b

b<a
<—>a:bv{ \Y
a<b

Por lo tanto, la relacion de orden “menor o igual” definida en el conjunto de los nimeros
enteros es total. Cierre: A continuacion, se propondran algunas proposiciones, donde en una
proxima seccidn se puedan revisar algunas ideas de su prueba y en ese mismo sentido poder
discutir algunas opiniones que surjan frente a las heuristicas usadas. Ademas, podremos discutir

acerca de una de sus soluciones.
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