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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales parciales de evolucion, surgen no sélo de campos de las ma-
tematicas, sino también de otras ramas de la ciencia como la fisica, la mecinica v la
ciencia de los materiales. Por ejemplo, las ecnaciones de Navier-Stokes v Euler que surgen
de la mecdnica de fuidos, las ecuaciones de reaccion-difusion no lineales que surgen de
las ciencias bioldgicas v del estudio del fenémeno de la transferencia de calor, las ecua-
ciones no lineales de Klein-Gordon y las ecuaciones no lineales de Schrodinger que nacen
de la mecanica endntica, son ecuaciones especiales de este tipo. En particular, ecuaciones
diferenciales parciales no lineales son usadas para modelar la evolucion de ondas de agua
de gran elongacion y pequena amplitud. Es conocido que estas ecuaciones o sistemas de
ecuaciones no lineales relacionados con modelos de ondas de agua son derivados del “pro-
blema completo de ondas de agua” (full problemn of water waves) mediante un proceso
de aproximacion y bajo la imposicion de algunas restricciones para los pardametros que

afectan la propagacion de las ondas (ver Crapper [6]).

Joseph Boussinesq en investigaciones realizadas entre 1871 v 1877, las cuales incluyen
sit tesis doctoral, dio los primeros pasos para entender el fendmeno de la propagacién
de ondas en un fluido. Este fisico-matemitico probé que bajo algunas consideraciones

especiales, la situacion se puede modelar mediante la ecnacidn diferencial no lineal,
2
U — Uyy + Ugppr + (U7 ) e = 0,

donde u(f, x) representa la elevacion superficial de la onda. Ademis, demostrd matemiiti-
camente la existencia de ondas viajeras con velocidad ¢ > 0, es decir, mostré la existencia
de soluciones de la forma

u(t,z) = v(r —ct).
En las siguientes referencias se pueden encontrar diferentes estudios sobre esta ecuacion:
Bona-Sachs [2], Clarkson [5], Hirota [8], Kalantarov-Ladyvzhenskaya [10], Lai-Wu [12],
Linares- Scialom [13], Linares [15], Liu [16].

Los matematicos Diederik Johannes Korteweg v Gustav de Vries en 1895 presentaron



¢l modelo uno-dimensional més simple para ondas de agua de pequena amplitud v gran
elongacion, en el caso de ausencia de tension superficial. Este modelo se conoce como la
ecuacion Korteweg-de Vries (KdV) (ver [7], [11], [21]) la cual posee soluciones de onda

viajera. El modelo KdV tiene la forma
Uy — Uty + Upyy = 0,

v las soluciones de onda viajera u(t, x) = ¢'(x — et) (con velocidad de onda ¢ > 0) son de

la forma v(x) = Asech*(Bx), con Ay B constantes apropiadas.

Hoy en dia se conocen diversos modelos uno-dimensionales de ecuaciones diferenciales que
deseriben la evolucion de ondas en un fluido en términos de la elevacion superficial de la
onda bajo diferentes consideraciones, entre los cuales destacamos, ademds de la eccuacién

Korteweg-de Vries v la ecuacion Boussinesq, la ecuacion Benjamin-Bona-Mahony (ver [1])
Uy = Ugpp + Uy + utty = 0,
v la ecnacién Camassa-Holm (ver [4]),
My — Ugpp + Uy + Sty — U, Uy — Ullyy, = 0.
Ademads, la ecuacion Benney-Luke (ver [17])
Doy — Prr + P e — bPpprr + P Ppr + 20,9, =0,

se destaca como un modelo en términes de la velocidad potencial, En todos estos modelos
se ha probado la existencia de soluciones de onda solitaria, v se ha establecido la existencia

de soluciones para el problema de Cauchy.

En el trabajo [18], G. Schueider v C. Eugene mostraron que el fendmeno de la evolucién
de una onda de agua en presencia de tension superficial se puede modelar con la signiente

ecuacion tipo Boussinesq
, — {2
Bee = Upy = Upppy + Plprry 4 Uprrre = (0 ),"- (1)

done p es el pardmetro relacionado con la tension superficial.
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Ahora bien, cuando se estudia una ecuacién diferencial relacionada con un modelo fisico es
importante mostrar la existencia vy unicidad de solucién para el problema de valor inicial
asociado, asi como es importante mostrar la existencia de soluciones especiales como las
denominadas soluciones de onda viajera. En este sentido, en el articulo [20] S. Wang v H.

Xue consideraron el problema de valor inicial asociado con la eenacion generalizada

Mgy — Upy — Upgpt + Mlrgzr + Uprratt = (f(“))_uv (2)
con las condiciones iniciales
w(0,x) = p(x) w0, x) = y(x), r€ER, (3)

donde f(u) = Blul’, g > 0. 3 > 0 (3 es un pardmetro que depende de la profundidad del
fluido v de la velocidad de la onda) v p > 1. Ellos demostraron la existencia y unicidad de
solucién para el problema de valor inicial (2) - (3) con condiciones iniciales en el espacio
de Sobolev H® para 1 < s < p. Aqui H* = H*(R) es el espacio de Sobolev usual de orden

s definido con respecto a la norma

1/2
lelly = ( Jas l:n*'msn’ds)

donde @ es la transformada de Fourier de w en la variable espacial z,

(&) = 5‘; ‘L e~ (r) der.

En el trabajo [3], M. Bruzén estudid la existencia de soluciones de onda viajera para el
modelo (1), En este trabajo de grado consideramos el estudio del problema de Cauchy
periadico para la ecuacidon de tipo Boussinesq (1) en el caso especial de ¢ = 1 (para
el método que usaremos no es relevante el valor de pu). Especificamente, estudiamos la
existencia v la unicidad de la solucién local del problema de valor inicial asociado a la
ecuacion

a
Wgp = Ugy = Upypp + Uppgr + Uprreny = (".),,1 (4)

con las condiciones iniciales
w0, x) = up(x), w0, z) = vy(z). (5)

7



donde uy ¥ 1y son funciones periédicas, que por comodidad consideramos de periodo 27,
Especificamente consideramos ug v vy en el espacio de Sobolev periddico de orden s,

H.|-m, 7], definido con respecto a la norma

WSz, = (211’ Z(l - Iklz)'lf(kﬂ")
keZ

172

-~

donde f(k) es el coeliciente de Fourier de f (ver Definicion 1.1 v Definicién 2.5).
Notemos que la ecuacion (4) se puede eseribir en la forma equivalente
Ouu — (1 - 9 +0:)-|(l — R Pu=(1-9+ i)’:)—'(?f(u?).

donde el operador (I — @2 + @) " se le puede dar sentido via serie de Fourier para fun-

ciones peridgdicas. Entonees la ecuacion en consideracion se puede eseribir de la forma
Opu = M(u) 4 F(u), (6)
donde M es el operador lineal definido por
M{u) = A" (1 = 0%, A(u) = (I =& + ) (u),
v F corresponde a la parte no lineal,
F(u) = A9 (u?).

Ahora, realizando la sustitucion v = dyu, vemos que el problema de Cauchy (4) - (5) es

equivalente al signiente sistema de ecuaciones

Ou=v
(7)
v = M(u) + Flu).
con las condiciones iniciales
u(0.x) = uglz). v(0,2) = vy(z). (8)

Es conocido del Principio de Dubamel que si S(t){ug, tp) es la solucién en t del problema

lineal asociado con (7).

du =,
S = M(u), (9)

u(0,z) = uplz), v(0,z) = volx),
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entonces el problema de Cauchy (7) - (8) puede reformularse por medio de la ecunacion

integral ‘
(u(t), v(t)) = St up. vg) + [) S(t — 7)H(u(T)) d7, (10)

donde H(u(7)) = (0, F(u(7))) v S(t) es ¢l semigrupo asociado con el problema lineal (9),
Ahora, supongamos que existen dos espacios de Banach Y — X, donde la inclusion es
continua, tales que M y F son funciones continuas. Supongamos ademds que para cada

(. vg) € Y existe un nimero real 7' > 0 y una vinica funcion
(u,v) € C([0.T].Y)

que satisface la ecuacidn integral (10). Ademas, supongamos que la aplicacion dato so-
lucién (ug, vp) — (u.v) es continua de Y en (Y[0.7],Y). En este caso diremos que el
problema de Cauchy posee solucidn local en Y. Si T puede elegirse arbitrariamente gran-
de. el problema de Cauchy se dice que posee solucidn global en Y. Recordemos que si £
es un espacio de Banach entonces C{[0.7]. £ ) denota el espacio de funciones continuas

definidas en [0, 77 con valores en E.

En este trabajo mostraremos la existencia de soluciones locales para el sistema de ecuacio-
nes (7) con las condiciones iniciales (8) en un espacio de Banach de funciones periodicas,

Para esto notamaos que si definimos, en un espacio adecuado, el operador @ :

Blu(t), v(t)) = S(t)(ug, vo) + /:S(f — 1) H(u{T))dr,

entonces mostrar la existencia de soluciones para esta ecnacion integral (10) es equivalente

a mostrar la existencia de un punto fijo para el operador @.

Este trabajo de grado se desarrollé en la modalidad trabajo de investigacion. adscrito al
proyecto de investigacion “Controlabilidad interna para una ecuacién Boussinesq genera-
lizada”, provecto inscrito en Vicerrectoria de Investigaciones de la Universidad del Cauca
con el eddigo 1L.D. 5846, v estd dividido en los siguientes tres capitulos: Series de Fourier,
donde estudiamos algunas propiedades de la serie y la transformada de Fourier de una

funcién continua periédica; usamos como referencia entre otros el texto [9] de R. lorio.



Espacios de Sobolev periddicos, donde estudiamos este tipo de espacios desde el punto
de vista de las funciones generalizadas; agui usamos como referencia ol texto [14] de F.
linares. Existencia de soluciones periddicas, donde mostramos que el problema de Canchy
periddico asociado a la ecuacion (4) con condiciones iniciales (5) tiene soluciones locales
de tipo periddico. Para esto atilizamos un estimativo bilineal en especifico lamado Ley

multiplicativa de Sobolev (ver Teorema 3.4) v el Teorema de punto fijo de Banach (ver

Teorema 3.1).
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1. Serie de Fourier

En este capitulo estudiamos algunas propiedades de la transformada y de la serie de Fou-
rier de una funcién continua v periédica con periodo 27. Denotamaes por C, |7, 7], n € N,
la coleecion de todas las funciones [ : R = C de clase C" que son 27— periddicas.
En ¢l caso n = 0 simplemente escribimos Cy[—m, 7], también nsaremos la notacion
P = Cl==, 7| para el conjunto de las funciones infinitamente diferenciables periddicas

con periodo 27, Asumiremos familiar la teoria bésica de los espacios (7 y LF en C.

Definicién 1.1. La transformada de Fourter de una funcion f € C..[—7, 7| se define

como la sucesion compleja f = ( f {k))xez dada por
flk) = X /’r flz)e * dx
T )

Los mimeros f(k) se denominan los cocficientes de la serie de Fourier de [ y la serie

3 rez f (k)™ se dice que es la serie de Fourier generada por f.

El objetivo principal de este capitulo es mostrar bajo que condiciones la serie de Fourier

generada por f converge uniformemente a f. Primero tenemos los siguientes resultados.

Teorema 1.1. La aplicacién F : f — fque envia [ en su transformada de Fourier f €s

una aplicacién lineal continua de (C,.,r[- r. =) L'i—!-wl) en (C).

Demostracion. La linealidad de la aplicacién se sigue de las propiedades de linealidad
de la integral. Ahora,

701 < 5= [ 1@ de = 31l e V€ Z.

Por tanto, obtenemos que

- -~ 1
I llesicy = Ske“lz)U(k)l < '2;"1"1,'1-..,1-

Asi, F es una transformacion lineal continua. 1l
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Teorema 1.2. Si f € Cp.l—7, 7], entonces la serie 3, | J(k)|? converge. Ademds, se
satisface la destqualdad de Bessel,

- e ' -
DRI < = Mo mmpe
téz -t
y la propiedad de Riemman-Lebesque,
lim f(k) = 0. (1.1)

1kl =00

Demostracion. Primero introducimos las funciones:
Qu(r) =", r€R, ke Z.

Entonces dado que

"

0. i JF£k
(s ) 121w} = / si j#

et dp =
2r, st j=k

tenemos que

0<||r- 5 fws

k=-n -l
=(f= X Fmoes- 3 Flom)
ke-n kwen i Tt
= fl35em = 2% D IF RN
k=—n

Por tanto, para enalquier n € Z°,

Sw= D0 TP < ooy

k=-n

De ahi que (S,) 5. es una sucesion creciente y acotada, por tanto, es convergente, Asi,

la serie 3, o |f(k)|2 converge v satisface que
_— . l "

2R < I Wi

keZ
Entonces tenemos la convergencia de laserie 3, | f (k)% Por tanto, de esta convergencia
tenemos que l kllim f(k) = 0, y por consiguiente obtenemos la propiedad (1.1). 2

—00
Teorema 1.3. Si f € C,, |-, 7], entonces
(k) = ikf(k), ke Z.

12



Demostracién. Dado que f € C,.,[—7. 7], entonces usando la definicién de transfor-

mada de Fourier, integrando por partes y usando que f(—7) = f(#) obtenemos que
Ar L) L T —~ikr g
P =5 [ r@etde
= L N kil ’ 1= (- L
= ([(1‘)( L4 +['1Af(x)r dJ:)
_l ". Pp—the go _ T
= -2—n_/.’a&f(.z)e dr = ik f(k).
=]

Observacion 1.1. Si f € ) [—=, 7|, entonces usando un argumento de induccion obte-

nemos que paran = 0,1,....m,
k) = ()" (k). ke Z.
donde [ denota la derivada n-ésima de f.

Los siguientes teoremas garantizan la convergencia uniforme v la convergencia puntual
de la serie de Fourier generada por una funcién f en C,:.,[-:r.w]. Para demostrar la
convergencia uniforme usaremos el Criterio de Weierstrass que indica que si (ge)op s
una sucesion de funciones en € fa. bl de valor complejo y existe una sucesion de constantes

no negativas (Pi), ., tal que
lg(x)] < Py, para k € Z y para todo x € [a,b)],

entonces si Y Py converge, la serie Y gi(r) converge uniformemente en [a, b],
kel | |

Teorema 1.4. S f € C;,,[-—zr. 71, entonces la serie de Fourier generada por [ converge

uniformemente. En general, si f € CL[—=. 7| entonces la serie
3 (k)" flk)e*s, n=0,1,..om —1,
k=7,

converge uniformemente,

13



Demostracion. Teniendo en cuenta la propiedad de periodicidad podemos mostrar que
la serie de Fourier generada por una funcion [ € C,‘,,,[-—x, 7] converge uniformemente en

[—m, m]. Note que
N

N
|3 Fwe| < 3= 17k

k==N k=N

Asi, por el criterio de Weierstrass es suficiente demostrar que

Y1k < o

keZ

Dado que f'(k) = ikf(k) entonces para k # 0, | f(k)l = %—’: Ademis, usando la des-
igualdad de Cauchy-Schwartz v la designaldad de Bessel concluimos que

N s
Y 1w =1foy)+ 3 LW
k=-N IA'

0<|k]<N

<ifors ( £ For) (5 1)

|kl N 0<ikl<N

< F(O)] 4 C 111l 121w

1/2

donde (' ? = ;,-'; Y . Asis tomando N <+ 0o tenemos que Y| f(k)l es convergente
O<| k<N keZ
v, por tanto, la serie de Fourier de f converge uniformemente. Por otra parte, si [ €
Cos[ =7, 7] entonces [ € C [~7,7] para n = 0,1,...m — 1, por consiguiente la serie
de Fourier generada por f converge uniformemente v esta serie es Y (ik)"f(k)e'“ por
keZ
la Observacion 1.1. ]
Teorema 1.5. S: f & Cﬂ',,l-—ar. 7|, entonces para cualquier z, € R, la serie de Fourier de
[ converge puntualmente a f(xy), esto es,
flag) =Y flk)e™so.,
keZ

Demostracion. Supongamos que f es tal que f(0) = 0. Ademas, consideremos la fun-

cién g definida de la siguiente manera

;4-,‘%. st r#0

—if'(0), si xz=A0.

glr) =

1



Note que g es peridgdica v continua, luego por la propiedad de Riemman-Lebesgue

Jim (k) = 0. (12)

Como f(z) = (e" — 1)g(x). entonces la transformada de Fourier de f satisface que
LY — L i i e ¢ —ikx
f) = 5= [ (egta)  garye s
e A i —ir(k=1) g _ =1,
= /: ’.q(-‘r)f’ dr — g(k)

=gk —1) = g(k).

Por tanto, tenemos que

n
-~

> J(k) =G(—n—1) —Gin).

k=—n
De donde usando (1.2) vemos que

> fik)=0= f(0).

keZ
Ahora bien, para probar el caso general modificaremos la funcién f de tal manera que
satisfaga el caso que se probd anteriormente, para ello sea ry € [~7, 7] v definamos la

siguiente funcion auxiliar
h(x) = f(z +xo) — fzo), 2 € R.

Observe que por construccién fi es una funcion continua y 27-periddica, por tanto, la serie
de Fourier de h converge a 0, esto es,
oo
> h(k)=o.
koo

Por otra parte, los coeficientes de Fourier de & estan dados por

flk)e*=o, si k#0

hky=¢ .
f(0) = flxg), si k=0,

luego
> hik) = 37 fik)e e — f(xo).
ke kwen
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De ahi que
Y- flkye*™ = f(xo).

k€Z
B

Como consecuencia inmediata del teorema anterior v de la Observacion 1.1 obtenemos el
signiente corolario,
Corolario 1.1. Si f € 2, entonces para todo x € R y cada n € & tenemos que
fNa) = (k)" flk)e™, (1.3)
keZ

En el siguiente teorema resumimos los resultados anteriores v mostramos la conocida

wlentidad de Parseval,

Teorema 1.6. 5; f & C;,,j—-w, w1, entonces la sere de Fourier generada por [ converge
untformemente a f. Ademds, se satisface la wdentidad de Parscval,

1 - -~
2—1""!":‘2[_,',‘ = "f";’)((:)

Demostracion. Dado que la serie de Fourier de f converge uniformemente v ademids
converge puntualmente a f, entonces dicha serie de Fourier converge uniformemente a
f. Ademds, por el Teorema 1.2 tencmos que f € ?(C). Por otra parte, para probar la
identidad de Parseval consideremos
n
Salr) =Y flkje™.
k=w—n
Como en la prucba de la desigualdad de Bessel, tenemos que
If = Sallfpmes = 1 32onag — 27 D IFRIE.
ke en
De otro lado, dado que S,, — f uniformemente vemos que
If = Sull = sup |f(z) = Salz)| — 0.
|~

Pero

1f = Sullds(ny = f \f(2) = Sa(x) P de < 27]lf — Sall%,

16



por tanto
0< |If = SallZapenm

= Iy — 27 D | TR

Ek=—mn

< 25| - Salls.

Entonces, tomando el imite enando n — 20 obtenemos que
0 < [|fllfziem — 27 D_IFURIF < 0.
kel

Finalmente,
1 ) -
3 M Eapry = 7l
n

A continuacion demostraremos que la aplicacion JF : C'Plr,[—w.rr| —+ () es inyectiva,

Teorema 1.7. Sean [ g € C-‘;._r[—ﬁ, 7|, #i f{ﬁ.‘] = gik) para tedo k € B, entonces f(x) =
glz) para fodo r € R.

Demostracion.  Sabemos que para [ € -I';’F,Lr[—'.ﬂ': | la serie de Fourier de [ converge

puntualmente a f, entonces

flr) =3 Flkje.
2]
Dy fgual manera

glr) =3 Glk)e™,
kL
Ahora, dado que f{:’:} = gk} para todo & € T concluimos que

flx) =3 flk)e™ =Y " Gk)e™ = g(x).

keX kX
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2. Espacios de Sobolev periédicos

En este capitulo estudiamos los espacios de Sobolev de tipo periddico, desde el punto de
vista de las distribuciones. Primero presentamos el concepto de funcion periédica genera-
lizada o distribucién periédica. luego estudiamos la transformada v la serie de Fourier de
una distribucion periédica, para finalizar con la definicidn y algunas propiedades de los

espacios de Sobolev HJ [-m, 7],
Definicion 2.1. Un funcional lineal continuo definido en 2, 7': & — C, se denomina
una distribucion periddica si existe una sucesion (6,), .. en 7 tal que
~
T(6) = (T.¢) = lim / O.(2)0(z) dr, Vo € 2.
- f_ o
El conjunto de todas las distribuciones periddicas serd denotado por 2,

Observacion 2.1. Si f € C,, [-=, 7], entonces la férmula

(f.0) = ['f(;r)dx)clr. vE P

define una distribucion periddica.
Probemos este resultado. Consideremos la n-ésima suma parcial de la sevie de Fourier

generada por f, esto es

Salz)= Y flk)e'.
k=-—n

Por lo tanto,

[lf = Sulle = 0, cuando n — oc.

De donde oblenemos que

{f.0)

j Jx)olz)dx = / lim S,(z)o{x)dr
i =00
= lim / S.lz)olr) dr.
9% J x
Notando que S, € 7 tenemos que [ es una distribucion periddica.
Definicién 2.2. Diremos que una sucesion ( 75, ),cz+ en 2 converge a T'€ A si
'IEI.IOIC<T,,,(9) = (T.0), para todo ¢ € 2.
En este caso escribiremos T, = Ten .
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Definicién 2.3. La derivada distribucional de un funcional f € 2", denotada por f', se

define de la siguiente forma

f(o)={f.¢) =—([.¢). 0 € P. (2.1)

De la misma manera definimos f™ con n € Z* por

1(6) = (S ), 8) = =V, o).

A continuacién, mostramos un ejemplo de derivada distribucional.

Ejemplo 2.1. Considere la funcién
lx], si ~x<z<7w
u(z) =
(e +2x) = u(x).

La derivada de w en P se puede calcular como
0

(', 0) = —(u,¢) = - / :ll‘lé'(r)dz =~ /

-

il (r)de - [ 28(z)dz
x¢ (r)de ‘/;na(:r) <
= o) + [ -notwde — ot + [(Wote)de

= - r)dr (1)¢ r)dr = griron dz,
/:( )d(x) r+/0(l)¢(.r) r /_'g{.r)(,)(.r)
donde

-1, i —#<zr<0
glx) =
1. st 0<r<mn.

Por tanto, g es la derivada distribucional de u.

Observacion 2.2. De la definicién anterior notamos que ™ es un funcional lincal
continuo definido en P, es decir f") € . Ademds, toda distribucién periddica es infi-

mitamente diferenciable. Mds aiin,
(S, 0) = (=1)"{f,6"), 0 € 2.

A continuacién extendemos la teoria de la transformada v la serie de Fourier a funciones

generalizadas en 2. Seguiremos usando la notacion:
Ylz) =™, reR, keZ
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Definicion 2.4. La transformada de Fourier de una distribucién periddicn f€ 7' se de-

fine como la sucesion f = (f{k))xez dada por
> 1
f(k) = 2‘;([,9..‘-). keZ.

Ademas,

(Suf )x) = Y Fk)h(x),

k=-n
se denomina la n-éstma suma parcial de la sere de Fourier asociada a f,

Teorema 2.1. St f € 2, entonces S.(f) € P para todon € TV y S, (f) = [ en P

Demostracion. Sea f, = S.(f), n € Z%, note que f, € 22 va que es un polinomio
trigonométrico. Por otra parte,
R flk), si |kj<n
Julk) =
0. si |k] >n.

Entonces usando la identidad de Parseval v la (drmula

o(k) = 5(—k), b€ 2
obtenemos que para todo 0 € 2,
o0 = {fos B 3(-em]
=21y fulk)o(—k)
et
=22 3" Flkya(-H)

kw-n

= 3 L)),

k=—n

Pero para alguna (6,,), 5. en 7 tenemos que

> 2nd-k =3 (tm / On(£)04(x) dz ) 3(~k)
k=-n k=—n v

= lim / O, (z) z O —k)_i(x) dr

Ewen
= <.,‘ su('ﬁ))'
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Por tanto,

(a0} =27 3 FK)O(—k) = (£, Sal9))- (2.2)

k=—n

Como S, (0) 2 oen Py fe P sesigne que
lim (fn,0) = lim (f, S,(0)) = {[. ).
Luego f,, = [ en P, 1

Como una consecuencia del teorema anterior, obtenemeos la siguiente generalizacion de la

identidad de Parseval.

Corolario 2.1. 5i f € 2 y o € P, entonces lenemos que

(fi ) =2m ) F(k)o(~k).
kEZ

-

Demostracion. Usando el teorema anterior v la igualdad en (2.2), tenemos que

(£.6) = lim (£, Sa(@)) = lim 27 3 F(k)o(—k) =27y f(k)o(~k).

k=-n keZ

Otra consecuencia del Teorema 2.1 es la siguiente caracterizacion de 2,

Corolario 2.2. 2" ¢s el dual topolégico de 7.

Demostracion. Sabemos que toda distribucion periddica define un funcional lineal
continuo, luego toda distribucion periddica es un elemento del dual de Z2. Ahora, si
[ — C es un funcional lineal continuo, entonees podemos definir su transformada de
Fourier en 2 y por tanto, la correspondiente suma parcial de la serie generada por [ que
denotaremos por S,(f). Sea ¢ € 22, razonando como en la prueba de (2.2) tenemos que

(£ 30 8k = 3 GRS, ).

k=—n k=—n
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Ahora, dado que S,(f) € 2 vy ademas S, (f) = f en 2, vemos que

(£.9) = Jim (1. 5.(6)) = Yim (1. 3 Gk)%)

ke=—n

= lim Z SRS, ) = lim 2 [ / d)(x)Q_g(r)d.r](f Q)

k- -

)

lim / o) [5- Z Q()(f. )] dr

-7 "’-ﬂ

= nm.lclu _/‘“"( z‘)[2 Qk(’)(f Q. k)] dr

- kwwn

F==N

= "h'm /(D(.r) LZ Qg,(.l‘)f(l)] dr = lfm //,b(.r)S (f)dr.

De esta manera, tomando 0, = S, (f) tenemos que [ satisface la definicion de distribucion

periddica, =1

Ahora tenemos la siguiente férmula para la transformada de Fourier de la derivada de

una funcién en 7.

Teorema 2.2. Si f € 2, entonces para n € L1
FUik) = (k)" F(k).

Demostracion. Sea f € 7 tenemos que
Ptk) = -—(f' D) = —-—(I (1))
= ---(f —ikdg) = —(f Q.4)
= ikf(k),

v razonando de manera inductiva podemos ver que para todo n € Z*,

FO(k) = (k)" F(k).

A continuacion comenzamos ¢l estudio del tema central de este capitulo,
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Definicién 2.5. Sea s € R, el espacio de Sobolev periddico H, = H |-, 7] es definido

por

HL |- 7} = { Fe@ ) (1+|kPYIfRI < oo} :

keZ

A continuacion, mostramos un ejemplo de una funcién que pertenece al espacio de Sobolev

periddico.
Ejemplo 2.2. Considere la funcion

0, si —7m<r<i
H(x) =
1, si 0<z<~=.

donde. H(x + 27) = H(r).

fiz) = 3. si k=0
'—(j:.TTj, si k#O

Se tiene que,

Entonces,
2

_2-".2__‘_ _l_. |2y ]..,2~_1. .2".__1
émumnm =24+ = ) (14 M) [ "ﬂ’?‘:z“””) T

k#0

La serte converge para 2 — 25 > 1. Asi, H(r) € Hy, cons < %

El siguiente resultado muestra que los espacios de Sobolev de tipo periddico son espacios

completos,

Teorema 2.3. Sea s € R, entonces el espacio HJ [~n.7| es un espacio de Hilbert con

respecto a la norma inducida por el producto interno dado por

(fomz, =27y (1+ K1) F(k)GTR).

L

Demostracién. Verifiquemos que (). es un producto interno en H7 [~ ). Note-
F'

mos primero que si f,g.h € 2" v a € C entonces
— | 0 1
af +g(k) = 5-{af +9.Q-1) = 5-{/,00-a) + 5-(9, V)
= (af +§)(k).
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Por tanto,

(of +g.Mynz, =27 (1 + [KP)*(af + g)(K)R(k)

keZ

=25 ) (L ) (af (k) + Gk)A(K)

ked

= 2ma Y (1 + K2 FRIA(R) + 22 3701 + (K[ G(kIA(K)
keZ kel

=a({f,huz, + {9 h}uz,.
También tenemos que

(fr@hmz, =27y (1+ WP FGTR) = (a. s,

weZ
Ademas,

oDz, =273 (14 [KPYIFR) > 0.
ke

Finalmente, (f, f): = 0si y solosi f = 0. Por tanto, (-, ) wz, €5 un producto interno en
Hj [-=.%]. De lo anterior, tenemos que (-, -} nz, induce una norma en Hy |- x| dada
por
q - 1,2
1/2 K )2
Wz, = £ A2, = (20 00+ 217K 1)
keZ

Probemos entonces que el espacio de Sobolev HZ [—x 7] es un espacio completo con
respectoa la norma ||| 2, . En efecto, si (f.)zz+ es una sucesion de Cauchy en HZ {—, 7],
entonces

|| fon = j,.lﬁ,;’ - 0, cuando n, m = oc.

Pero

fom = fallfz, =27 (1 + [KP) 1 Fin K) = Fu(R)2.

keZ
De aqui que si ga(k) = (1 + [K[2)72 ] (k) entonces (gn)nez+ es una sucesion de Cauchy en

(C) que es un espacio completo. por tanto, existe g € (2(C) tal que
[lgn — glleziey = 0, enando n — oc,

Luego, si definimos f : R - C por
E gk) ks
7 (1+ &P (EICEE
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tenemos que f € H [-7, 7] y ademés

1o = Sz, =27 D (1 + k)

keZ

glk) |?

Sulk) — W

=27 |1+ k)72 Fa (k) — (k)

kel

= 27llgn — y"f:(cj — ), enando n — oc.

De esta manera hemos demostrado que HJ [, 7| es un espacio de Hilbert con respecto

a la norma dada por |||, B

A continuacién presentamos otras propiedades del espacio HZ [~ 7).

Lema 2.1. Sean a.b >0 y s > 0. Entonces existen constantes positivas ¢, y C, tales que
cfa” + b)) < (a4 b) < Cyla” 4 b%).

Teorema 2.4. St s € R, entonces & es denso en H [—=, 7.

Demostracion. Recordemos que f € 2 define una distribucion periddica dada por
(f,0) = f flx)o(z)dr. o€ 2.

De aqui que 22 C . Ademas, para [ € @ se tiene que Y | G por lo tanto
keZ
f € HS |-m 7). Ahora, si s < () entonces

Zu + [kEPIFRE < IR < o,

kEZ
por tanto, f € H_ [~ x] para s < (. Por otro lado. si f € 2, s > (0 v usando el Lema

2.1 tenemos que

S0+ KPR < €30+ [KE)IF )

kEZ keZ

(Z|f<m’+2|u’*lm)|’)

keZ

(le(&)l’+ZIkl"'I!(A)l’)

keZ

(Zlf(k)|’+}:1f‘~'>(k)l ).

kel
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donde m € Z* ¢s tal que 25 < m. Luego & C H [-7, «| para todo s € R. Ahora,

probaremos que & es denso en H [-= 7. Si g € Hj [-7. 7] definamos la sucesién

(gn)nez+ por
galx) =Y dulk)lz),
kel

donde

yn(k) -
0, si |k >n.

por tanto,
gnl@) = D" @n(k)lz) = D Gk)u(x).

keZ kown
Note que g, € Hj [-m. 7] v ademis

lg = gallfs, = S0+ RRIGR) = @R = 37 (1+ KPR
keZ E>n

Puesto que g € H, [-m. 7], tenemos que ||g — gallyz, — 0. cvando n — oc. ]

Teorema 2.5. Sean s,r € R tales que s > v, entonces Hl |-m. 7] <= H_ -7 7], es

decir que HZ [~ 7] estd continua y densamente incluido en HJ [~n. 7). Ademis,
W Wz, < Wflluz,. S € Hu—m,7).
Demostracién. Note que (1 + |[k]*)” < (1 + |k|?)* si s > r. De ahi que

Iz, =20 D (14 RPYIFR)P < 2= 300+ (KPP = 11115,
keZ keZ
Asi obtenemos que HE [—7.7] C HJ [-n.7] y la inclusién es continua, Ademis, como

L

P es denso en Hi |-, 7] entonces H |-, 7] cs denso en H [-7, 7). =

Ahora identificaremos los espacios de Sobolev H . [—7. 7] para s > ; a través de funciones
continuas v periédicas, de periodo 27 este resultado es conocido como Lema de inmersion

de Sobolev.
Teorema 2.6. Si s > }. entonces H,, |7, 7| — Cper|—%, 7| y ademds,

£l < IFleie) < Cliflluz,, f€ Hal== 7). (2.3)
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Demostracion. Sea s > 3 v f € HJ |- 7], entonces usando la desigualdad de

Cauchy-Schwarz tenemos que

ao e (1 KB FLR)
ZU(L)l N E (1 4+ |K[2)*2

keZ keZ
< (X +weyifmr) l’2( >+ k) W (2.4)
keZ =
= Cl|fllmgz,
1/2 N
donde (" = 7.5’-'(4?2(1 + Iklz)"') . Por tanto. U’(A))&z e f'(C) v por lo Al
€
gla) =Y flk)e™, @5)
keZ

converge uniformemente, Ademas, vemos que f = gen ', va que si 0 € 2,

(0.0) = [atpote)ds = [ (X Foret)otw) ar
L e

=¥ fiky / M o(z) dr =21 Y Flk)S(—k)
ez kez

= (f.9).
De (2.4) tenemos que para todo x € R,

(@) = lglx)| < YK < Cllfllngz, -

kel
Por tanto

Ifll< < Iflloce) < CUSila.
"

Observacion 2.3. Del Lema de inmersién de Sobolev vemos que si f € HJ [—=.7], 5 >

3. entonces f “tiene un representante en Cpee|—7, 7" dado por (2.5), el cual denotaremos

también por f. A continuacién vamos a definir el producto de [ y g de la siquiente manera.

Definicién 2.6. Sean s > } v f,g € H_, -7, 7|. El producto fg se define por
(fa.0) = [fotn)ds, o€ 2.
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El objetivo a continuacion es mostrar que H;,,[-w, w), 8> %, es una digebra de Banach,
Para establecer este resultado. usaremos el concepto de convolucién de sucesiones y la

designaldad de Young para la convolucion.

Definicion 2.7. Sean a = {ag)icz v 7 = (3 )kez dos sucesiones de niimeros complejos.

Entonces la convolucidn de o v 3 se define como la sucesion a = J dada por

(asBh=)_ a3,

je2
Teorema 2.7. Sean o € {'(C) y 3 € 3(C), entonces o+ 3 € £*(C) y ademds

[l » Bllzey < llafiowll Bl

Demostracion. Consideremos o € £1(C) v 7 € ?(C) entonces aplicando la designaldad

de Cauchy-Schwartz obtenemos que para todo & € Z,

s B)i) € oy Bl

JEZ
< (Ttasl) " (Tlastzes?) ™
JEZ JEZ

1/2

‘ 2 - o

< ll“"({(c)( Z'O)II.JL'-)V) .
JeZ

Por tanto

llo s Bllfaey = Y _Ma* B)l® < llalloey Y Dol I*

keZ AeZ JEZ

= llallo Y _last D |85

JEZ kcZ

< llalle ( Zl“;’l) ( > 18n Ig)

JEZ mel
= || Ml(c:)"ﬁ"??w)-

Definicion 2.8. Un dlgebra de Banach es un espacio de Banach X junto con un producto

(z,y) € X x X = xy € X tal que, para todo x,y,z € X y para todo s,r € C
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1. (zy)z = z(yz2),

2. r(xy) = (rz)y = z(ry).

. (z+y)z=x22+ yz y r(y+z) = zy + 12,
4 leyllx < llixllyllx.

Teorema 2.8. Si s > }, entonces existe una constante positiva C, que depende tinica-

mente de s tal que para todo f.g € HS -7, 7,

Ifallmz, < Cllflluz, llollng,-

Lo anterior indica que H_ |- 7| es un dlgebra de Banach,

Demostracion. Por Lema de inmersion de Sobolev, tenemos que para s > % la serie
de Fourier de una funcién en M} [—= 7| converge uniformemente. Por tanto, si f.g €

Hy [=m, 7] se tiene que

Fatk) = 5= [ fegtere e = o [ (3 Flire)gtajeda

JEZ

-ty

=52 L0 f gla)e™ D de =3 JNG(k ~ j).

JEZ JEZ

Usando el Lema 2.1, tenemos gue

(1 + |kH)*2

> FNatk = )| < € 3o+ k= il + i FNatk - )|
JEZ JEZ

= G| Y (FUNatk — )+ k= TGNtk - ) + il Fyatk - )|

JEZ

< CU(F* DK+ [(F * P)E) + (B £ G)(K)]),

donde 7(k) = K*g(k) v E(k) = f (k). Notemos que

e = SWGEIE < 300+ IEYEOE = 5l

keZ keZ
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Anidlogamente, tenemos que h e F(C) y ||E||:f=“:} ot #IIJ"II?,F:.. Ahora, usando la desigual-

dad de Young entonees

| Fallds, = 22 3 (1 + (kP Falk)?

kel
= 2n S+ Y| 3 Ttk - )|
kEZ JEE
< 27 C? (EIEF* G+ SNF =Pk + SN (R *m{kn’)
EEL kel keX

< 20C? (I1f  @lltey + I1F ¢ Flley + I » )

< 20C? (I eyl + 1Ty 1Py + Nl )

< C2C* (I Wz Mo, + AUz Moz, + 10z gl )
< 3CECH Sl ol

Asi, existe O = (5] tal que ||fy||np;, = I!:“rl|.||r||ﬁp:,.||ﬂ|| i - SlEIMpre qie s > % [ |
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3. Existencia de soluciones periédicas

En este capitulo estudiamos el problema de Cauchy periddico asociado con la ecuacion

tipo Boussinesq de orden superior,
Oy — (1= 8 + 1) (1 = )02 = (1 - & + &%) ' 02(u), (3.1)
con las condiciones iniciales
u(0,x) = ug(x). w0, z) = vpx). (3.2)
donde ug, vq € H, |-7. 7]

En este trabajo mostraremos que el problema de Cauchy periadico (3.1) - (3.2) posee
soluciones locales en el espacio de H7 [~ 7], con s > 0. Para ello utilizaremos algunos
estimativos lineales, algunos estimativos no lineales v el Teorema de punto fijo de Banach

que enunciamoes a continuacion.

Definicién 3.1. Sea X un espacio normado. Un operador ¢ : X — X, se dice una

contraccidn si existe &, 0 < k < 1, tal gque
| Pu — dv| < kfju —v|], paratodo u.ve X

Teorema 3.1. Si X un espacio de Banach y ® : X — X una contraccion, entonces ¢

tiene un unico punto fijo, es decir, exwste un vnico u € X tal que

bu = u.

Demostracion. Sea uy € X un punto arbitrario. Definamos u,, por
Upy) = ‘Pu,,, n=1012...

v probamos que (u,),-2z+ s una sucesion de Cauchy en X. Como ¥ es una contraccion,

existe 0 < k < 1 tal que
""u+l < “n" = “q)("n) — ‘p("n—l)" < k”"u — “n—l"
— k“‘l’(un-l) — q’(“vt-?)" < "’2"""—1 — un--2"

< o € Ky — gl
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Entonces, ntilizando la designaldad triangular v la fdrmula de la suma de la serie geométri-

Ca, tenemos que
s — tnam|l = [{tn — tns) + (nsr — asz) + -« + (Hosm-1 — Yaem)||
< lun = gl + [Jtnsr = tingall + -« + [6n4m-1 = tnsml|
<R+ .4 R‘""""_L]I”t.rl — g
S T e S S | [T |
= k"1 = k)" ey = wol]
de donde,

[l2e,, — tpiml| — 0. cuando n — oo,

Por tanto, (#,).ez+ 28 una sucesion de Canchy en X; ademds, como X o5 un espacio de

Banach, existe « € X tal que
i, — u, cnando n — oo,
Veamos que # es un punto fijo de . Comao
|| P, = Pu| < k||t = ul| = 0, cuando n = oo,

cnlonees

lim P, = P,

Luego,

by = lim du, = lim t,, = u
b L

Por otra parte, si w vy o son puntos fijos de @ entonces
lu — || = ||Pu — Po’|| < Kfju — o',

v como 0 < k < 1 concluimos que [|u — o'|| = 0, de donde » = «'. Por tanto, hemos

probado que € tiene un dnico punto fijo en X, ]

Ahora, notemos gue s definimes el operador A HZ [-7.7] — HP";"[—:IT,‘.'.']_. s € R,

r

mediante la formula

Au=(f - .[..F_f + E.f_:llrj:,
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entonces tencinos que :ﬁa(k) = (1 + &%+ k*)u(k) por tanto,
Au=Y" Au(k)e™ = 3" (1 + K + k)ii(k)e' .
kEZ ez
Por consiguiente definimos ¢l operador A~' : H [-7.7] — H'|-7.7], s € R, por

medio de la fGrmula

l"(u) = Z 8(‘) f,ikx.
ke

2 1+ A2 4 K
entonces
Artetk) 14+ k24 kY

Asi la ecuacion (3.1) se puede escribir en la forma equivalente
Due = M(u) + Flu), (3.3)
donde M es el operador lineal definido por
M(u) = A7 (I = )P u
v F corresponde a la parte no lineal.
Flu) = A& (u?).

A continnacion, tenemos ¢l siguiente resultado,

Teorema 3.2. M: H_ -7, x| = H [-= 7| es un operador lineal acotado para s € R.

Demostracién. Para v € H [-7, 7] tenemos que

(AT iy, = 27 3_(1+ k)| A= (k)
keZ

= (1 -+ |k[*)* )12

2 Z(H L2+“)2|07u(3.)|

K41+ k%) .
= 2m Z TEwE L

<2n Z(x + K2 k)
keZ
™ "“”2,;,-
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Andlogamente vemos que

(A= O )ulidis = 27 D (1 + (K1) | A Ofulk)|?
keZ

= 9% Z (l(l + I&lk‘)zlo; (‘)lz

2
ez +k

K1+ k) :
. Z < (1 +L2+L‘)3| a(k)[*

< 2r Z(l + K gk

kel
- "“":I!l;,,‘
Por tanto,
M ()| gz, = | A = O )ullmz,

< AT Rhull s, + AT R)ully,

S 2"“"”;r'
Entonces de lo anterior se ha demostrado que M es un operador lineal acotado.
Realizando la sustitucion

U= 8.“,

vemos que

0, V= a“",

v por tanto, de la ecuacién (3.3),

= M(u) + Fu).

Entonces el problema de valor inicial (3.1) - (3.2) se puede ver como el siguiente sistema

de ecnaciones equivalente

0[" =

dv = AN = 3)P2u + A9 (),
con las condiciones iniciales

u{0, r) = ugl(z), v(0,2) = vylz).
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A continacion hallaremos la solucion (u, v} del siguiente sistema de ecuaciones lineal

8;“ =,
v = A1 = 33)Pu, (3.6)
u(0,.2) = uplx), v(0,x) = vylr).

Tomando transformada de Fourier en la segunda ecuacion del sistema de ecuaciones (3.6)

con respecto a la variable espacial r. tenemos que

Pou(t. k) — Dlu(t k)
[ S
((ik)? — (tk)"yact, k)
14,2+ &
(k2 4 Nt k)

R B RN

Ademds, usando la regla de Leibniz dado que tanto v(t, z) como su derivada parcial v¢(t, )

de(t. k) =

son continuas en {y . vemos que

(BT (2. k) = 0*(51,; f : olt, x)e” dr) = 51; f " Buolt, 2)e ™ dz = Buit, k).

De modo que

— (k2 & KVYi(t, k)

({).,’&](t.k) — (ats)('vk) = 1+ A2 + &

L a(0,k) = dy(k), w(0, k) = Tolx).

Lo anterior es una EDO lineal de orden 2 tipo 2" + ¢z = 0, por tanto

(L, k) = cos(S(k)t)io (k) + ﬁsin(«.ﬁ(k)!)&(k).

donde ¢(k) : R — R esta dada por

k24 k4
o) =\ TErm

(2, k) = —o(k)sin(o(k)t)ao(k) + cos(d(k)t)To(k).

Ahora, como U(t. k) = du(t, k),

Asi,
(u(t), v(t)) = S(t)(ug, vo) = (Si(t){ro, v9), S2(t) (19, 10)),
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donde

oot { = S i

Sit)(u;v) = é (cos(o(k)l Vii(k) + m:-)-sm(c:(k)t)u{k))c . (3.7)

Sao(t)(u,v) = N (—o(k)sin(6(k)t)i(k) + cos(o(k)O)F(K)) e**. (3.8)
keZ

Por tanto, si (u, v) es solucion del sistema (3.6) con las condiciones iniciales
u(0, x) = up(x). v{0.2) = vy(x),

entonces (u(t), v(t)) = S(t)(ug, vy). donde S esta definido por (3.7) - (3.8). Inversamente,
a través de algunos caleulos como caleular las diferentes derivadas parciales a u(f, x) con
respecto a f o xr v reemplazar dichos resultados en el sistema (3.6), podemos ver que si
(), w(1)) = S(t)(ug, vy), entonces (u.v) es solucion del sistema (3.6). Por consiguiente

tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.3. La tinica solucion del problema (3.6) estd dada por

(w(t), v(t)) = S(t)(ug, vo),

donde S(t)(u,v) = (S;(u, v), Sa(u,v)) estda definrda por

S I 4 ¥ e
Sy(t)(u.v) = Z[; (costo(ktyatk) + mm(o(m)vm)e ke,

Sa(t)(u,v) =)~ (—o(k)sin(o(k)t)i(k) + cos(o(k))P(K)) e,
keZ

y la funcion o(k): R — R estd dada por

k2 4kt
o) = Vi

A continuacion presentamos algunos estimativos. El operador S(¢) cumple con la siguiente

propiedad.

Lema 3.1. Sea s € R, entonces para todo t € R, S(1) es un aperador lineal acotado de

H |=m.x] x HL [==.7| en si mismo. Mds min, para todo t € R, tenemos que

ST, v) sz, <z, < Clllusv) gz, ez, -
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Demostracion. Primero notemos gue existen constantes ¢y, ¢z > 0 tales que

a<d<e

entonces tenemos que

11 2) a0y, = 2 320+ K)o )|

keZ,

=27 Y (1 + |[k*)*|cos(o(k)t)ilk) +
keZ (

S O L0+ i Jeon(orace) + |5 sintetna)|)

<a iy (1w + 5T

= c.(z:(l + [K[2)* (k) [* + 2(1 + k2" % 2)
< cz(zu + k) ack) [ +Zu + k2 [k

keZ

sin{o(k))o (I.)|

= Colullfyz, + lvlizz,)
< Cllulluz, + lellus)?

Luego, existe una constante ' > 0 tal gue

Ademas,

|| Salt) (e, v)||¥,; s

Sult) (. v)laz, < CliCu,e)lluz,xng,-

= 27 3701 4 [K2)" |- (k) sin(@(K)t)ii(k) + cos(@(k))RR)]?

keZ
<OV Y (1 (M) (Jolk)sin(@(k)a(k) [ + [cos(o(k)t)a(k)[)
keZ
< O Y1+ KR (lotk)]? [(k)1 + [50k) )
kCZ
= G (o0 + kP otk (k) + 2(1 + K2 (k) )
kEZ
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< Ga(( D201+ [k @ + Y1+ K (R

keZ KEL
— (Ul 2
= Caflfulle, + lvilf.,)

< Clllulimz, + vz )?

Luego, existe una constante ' > 0 tal que

| S2(t)(u, )|fnz, < Cll(w, v)lag, <z, -
De lo anterior concluimos que

IS () (e, 0)llmz, gz, = ISEN e v)|| g, + [1S2() (e, 0) |}z,
< Cllu, )l az,<ngz, -

A continuacion estableceremos un estimativo para el operador F. Usaremos un estimativo
bilineal denominado Ley Multiplicativa de Sobolev, No presentaremos la prucba de este
resultado porque se deben usar herramientas avanzadas del andlisis funcional, v el estudio
de este tema esta por encima del nivel del presente trabajo, sin embargo la prueba puede

verse en el articulo [19].

Teorema 3.4. (Ley Multiplicativa de Sobolev) Sean sy, s; € R, tales que

1
S1+ 8220, 8 < 5,8, 8<8|+82-§

1
8|+82>0, 8§ < 84,82, 858‘+33—‘2‘-

entonces enste C' > 0 tal que

lewlluz, < Cliollpa llell -
Lema 3.2. Sea s > 0, entonces existen constantes Cy, 3 > 0 tales que
L ||F(u)ling, < Gillullg,, -
2. |F(u) = F(v)||n, < Collu—vllag, (s, + lloflmz,)-
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Demostracién. De la definicién del espacio 2, |-m, 7] vemos que

IF@)lgrs, = 1A O (u®)HF .
= 2n z(n + KA B (2 (k)

kf2)* o
23 ey cien 0

1 k? sfA
) M = B

=9 .12 ‘—?w 2 2
-ug_‘i(uun “HQH,,):I (k)|

<27 3 (1 + P2 (k)
ke

= ||u?||7,’:;z.

Entonces usando el estimativo del Teorema 3.4 con 5, = s v 55 = 5 tenemos que para

s >0,
el g azo = lullyzze < Crlluflng, lullag, -
Asi,
IF()lnz, < [?llyee < Crllullf,,

Finalmente, observemos que
Flu) = Flr) = A" (0?) = A7 () = AP (u® = v?)

Por tanto, usando argumentos similares a los anteriores, nsando de nuevo el Teorema 3.4
cON §;1 = § ¥ 83 = $ tenemos (ue para s > 0,
IF () = F(o)llz, = A8 — )i,
2 _ .2
< Cilfju® = 7|z
= Cilf(u = v)u + )|l 2.2
< Collu = vlluz v+ vz,

< Collu = vllaz, (lullmz, + llellaz,) -
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Luego, existe una constante ' > () tal que

| F(u) = F(v)llnz, < Collu=vllaz, (lullsz, + vliaz,)-

A contimuacion establecemos el resultado principal de este trabajo,

Teorema 3.5. Suponga s > 0, entonces para todo (ug,vo) € Hy, x Hy, existe T > 0, que
depende solamente de ||(ug, "O)HH,:.xH,:,n tal que el problema (3.4) - (3.5) tiene una tinica

solucion que satisface

(u,v) € C(10,T]. H2, x HL,)

Ademas. para todo 0 < T' < T existe una vecindad V' de (ug,vy) en Hy, x HE, tal
que la corvespondencia (g, ¥y) = (u(-), ¥(-)), que asocia a (g, ty) la solucion (u(-), ¢(-))
de la ecuacion (3.4) con la condicién micial (g, %) es una funcion Lipschitz de ¥V en

C([0. T, HL, x HL).

Demostracion. Dado T > 0, definamos el espacio
X4T) = C ([0.T}, HZ,|-7. 7] x Hy [~ =])
dotado con la norma dada por
(| (, o)}l ey = ‘2;53‘1 {llude, ma i-m + Holt M sz, (—xmi}-

Entonces dado que H, [—7, 7| es un espacio de Banach, se sigue que Hj, x H_ también
lo es, por tanto X*(T) es un espacio de Banach. Ahora, sea Bg(T) la bola cerrada de

radio R centrada en el origen en el espacio X*(T'), esto es
Bp(T) = {(u,v) € XUT) : ||(n, )|l x=iry < R}
Fijada (ug, vo) € Hy [=7, 7] x H2 |- 7], definimos el operador

W(u(t). v(t)) = (Falult). v(t)). a(u(t), (1)), con (u,v) € X*(T).



donde

f
Wo(ult), v(t)) = Si(t)(ug, vp) + /Sn(l = 7)(0, F(u(r))) dr,
0

t
Waolu(t), v(t)) = Saft) (g, vy) + [ Salt — 7)(0, Fu(r))) dr.
0

Mostremos que la corvespondencia (u(t), v(t)) = W{u(t), v(t)) envia a Bg(T') en si mismo
v es una contraccion si R y T son escogidos adecuadamente. En efecto, si t € [0,7] y

(u,v) € Br(T). entonces usando el Lema 3.1 v el Lema 3.2 tenemos que

]
I Cae) o)z, < 181wl + | [Site =)0 Futr ]|,
of
< Kl (uo o)l a2, iz, + [ IS1(t = )0, F(u(r)) Iz, dr
0
< K|(ug, vo)llmz,<mz, + ’\'/ll(o- Flu(mDluz «nz, dr
0
< Kl o)z, + K [IFG) i, dr
(]

[}
< Kl|(ug.vo)llnz, wnz, + KKy fll“(f)llfl,:, dr
0

< K||(ug.vo) 2, xarz, + KKZT Y (uo0)lxwry

< Kll(ug, vo)llnz, <z, + KEK\TR,
Andlogamente, vemos que
(%2 (ult), o(t) |z, < K20, vo)llmz.xmz, + KKTR.
Asi,

NP Cult), v(E) e, xmz, = NP (ut), o)) az, + 1Wa(ult). v(t))|ln;,
< 2K ||(ug, vo)l| 2, a2, + 2K K\TR.
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Escogiendo R = 4K{|(ug, va)l|yz, <mz, ¥ T > 0 tal que
16K K\ T || (v, vo) ||z, a2, <1, (3.9)

obtenemos gque

(10 (t), ()| 1z a2, = 2K (uo, vo)llmz, a2, (1 + 16K KT\ (o, vo) |1z, < s1z,)
< 4K (o, vo)llaz, xuiz, = R.
De manera que ¥ aplica Bg(T') en si mismo. Probemos ahora que W es una contraceion,

Si (uy, ). (1, 19) € Br(T), entonces de la definicién de W tenemos que

Wy (t), vy (t)) — Wluz(t), va(t))

t ¢
= (/Sx(l =70, Fluy(7)) — Flual7))) dr, /s,(: = 7O, F(uy (7)) - F(uz(f)))df) -
0 0
Entonces, usando el item (2) del Lema 3.2 vemos que para toda f € [0, 7],

W (aey (), wa(t)) — Wlualt), valE)) iz iz,

f
e “ /Sl(t —7N0, Fluy(T)) — F(Nz("']))d"””,
0 &
+| j Sa(t =)0, Fluy(7) ~ Flun(r) ]|
Q0
f
< 2K 100, Fur(r)) = Flua(r))lng i, d
0

t
< 2K /IIF(u,(f)) - F(uq(r))lln'_-_, dr
0

[}
<2KK; /llun(f) = (T )|z, (s (7) gz, + lualr)|mrz, ) dr
0
f
< 2K K|l (g, vy) = (a2, va) |l xs gy /(""1(1’)"11,:, + [lual7) a2, ) dr
0

¢
< 2K K;||(ag, vy) — (tez, v2) || ooy /("(“h e)lixecry + (g, v2)l|x«ory) d7
0
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S AKKRRT||(uy, ) = (ug, v2)|ix«(r)

= 16K KT | (o, vo)ll a2, Ml (y, ) = (w2, 02) || xogmy.-
Ahora, escogemos T lo suficiente pequeno para que se enmpla (3.9) v ademds se cuampla
que
16K KTl (0,00 2z, < - (3.10)

De donde concluimos gue
1
[y (t), w3 (8)) — Wlralt), valt)) || xcry € 51002 v0) = (uova) lf ey

Asi, ¥ es una contraccion, por tanto, usando el Teorema de punto fijo de Banach tenemos
que existe un tinico punto fijo (u,v) de ¥ en Bg(T), el cual es una solucién de la ecuacién

integral

'
u(t) = Wy(u(t),v(t)) = Si(t)up, vo) + /S;(f — 7)0, F(u(r)))dr, (3.11)
0

¢
v(t) = Walu(t). v{t)) = Sa(f)(ug, vo) + fsz(f = 1)(0. F(u(7))) dr. (3.12)
0

Note que si (u, v) es solucién de esta ecuacion integral, entonces (u, v) satisface el proble-
ma (3.4) - (3.5).

La unicidad de la solucidn es consecuencia del signiente argumento. Sean U(#) = (u(t), v(t)),
U(t) = (#(t).9(t)) dos soluciones de la ecnacién (3.11) - (3.12) con condicién inicial

Up = (uo,t0) ¥ 5’0 = (g, ¥y) respectivamente, tales que
U.U e C([0.7), HL, x HY,).
Entonces, si t € [0, T tenemos que

1T (0) = T () amz ez, = [1(uslt) = (e}, vlt) = F)) |z, g,
= |lult) = @(t)|| sz, + Holt) — ()] mz,
= 2K{|(Uy = Uo)llnz, iz,

t
+2KKs [lu(r) =T g, (g, + 1z, ) dr
0
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[
< K|(Ua = Gollnz, iz, + 4K KN [1UG) = T g,
0

donde asumimos que
W lix ey U W=y < N
Entonces, tomando Ky = 4K K, v usando la desigualdad de Gronwall', tenemos que para

todo t € [0, 7] se satisface

WU ) = U@)luz,wnz, < KN — Uslluz,xnz,- (3.13)

s
Ahora, si Uy = Uy entonces concluimos que |7 — 7 | x+¢my = 0, lo cual implica la unicidad
de la solucién en el espacio X*(7). Por tanto, de la discusion de la existencia de soluciones
para el problema (3.4) - (3.5), para (ug, 1) € H;,, x H,, tenemos garantizada la existencia
de un tiempo 7' para la solucién asociada, caracterizada por las designaldades (3.9) v

(3.10),
Ademas, si 0 < T < T definamos
V={Us€HS, x HY: U= Usllug,xnz, <€}
con € = (% - %)e’ v < ¢ <min {ls_xl’T. m’,—,{—?} Note que si Uy € V,

IUoliaz,«nz, < |Us— Us|

»y =

g <its, 4 WUollnz <nz, < €+ |Uollmz, <z, (3.14)
Por tanto, tenemos que

16K K | Uallnzeme, T < 1, 321(2K2||l70'|”,t,xﬁ,:,r <1 (3.15)
En efecto, usando (3.9) tenemos que

6K Ky ||Usll iz, ez, < V6K Ky (e + |Uollmz ez,

-
- ” ' l rd » »
< lGh’l\,(—ﬁ - ?)(' + 16 K2 K, [|Uoll iz, 11,
(- Dy
1
< -'7;

'Smn]:lcll-bk}‘:oeIlnk-sth.ﬂgf(.r)sA+Bi](s)dspumto(loreI.conA.Bzo.

Entonces f(x) < AeBlr-ra)



Similarmente, usando (3.10)

32K K| Uoll z, xmz, < 32K Kale + |Uollmz xz.)

v =
<8R (5 — )¢ + RK KUl ez,
<o (- e
1
< ;IT'.

Entonces de (3.15) concluimos que para cualquier Uy € V existe una tinica solucién
U(t) € C([0. 7], HY, x H.) de la ecuacién (3.4) con condicién inicial Up. Ademis, U €
Bp(T') con R = 4K!|l70||”';,”';, Entonces usando (3.14), para Us, ilb"o € V con soluciones

asociadas 6 v IT respectivamente, tenemos que
100y + W ey < AK (1Dollmz,xmz, + Wollnz iz, )
< 8K (e+ |Unlluz, xmz,)
1 1 1 1
R BIC | tmisemmnis i 2o PR —
< 8K (lGI\"!\'. (= T) b1 l(iK?K.T)

1
€ —
T 2KEK\T

Entonces usando (3.13) con N = (2K*K,7')"" obtenemos que para todo ¢ € [0,7"],

U() = W)z, xmz, < KeNT WU = Wollz wmz, < ClU = Wolluz,x gz,

prr — per —

con €' = KeMRKO™ Agi la correspondencia (Tig, ¥o) — (#(-). T(+)), que asocia a (i, #p)
la solucion de (3.4) con la condicion inicial (3.5) es una funcién Lipschitz de V en

C([0.77), Hy, x Hy.). v esto completa la prucba. ]
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