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Introducciéon

El modelamiento de fenomenos fisicos y matematicos en diversos campos, como la fisi-
ca, la ingenieria, la economia y la biologia, se lleva acabo a través del planteamiento de
distintos tipos de ecuaciones las cuales pueden ser ordinarias o parciales. La solucion de
estas ecuaciones es esencial para entender y predecir el comportamiento del sistema que
se estd modelando. En algunos casos, es posible garantizar la existencia y unicidad de la
solucion, lo que significa que hay una tnica soluciéon posible para un conjunto dado de
condiciones iniciales y parametros. En otros casos, la solucion puede no existir o pueden
haber multiples soluciones.

El enfoque principal de este trabajo es el estudio de las ecuaciones parabolicas semili-
neales las cuales corresponden a un tipo especifico de ecuaciones diferenciales parciales.
Para llevar acabo el estudio de estas ecuaciones es indispensable el uso de elementos de
anéalisis matemaético, anéalisis funcional y teoria de ecuaciones diferenciales parciales. Con
esta motivacion el documento se centra en el estudio de la teoria de ecuaciones parabodlicas
semilineales desarrollada por R.E. Showalter (ver [24] y [23]), la cual esta enmarcada
de forma abstracta dentro del ambiente de operadores multivaluados en espacios seminor-
mados. No obstante, también estudiaremos topicos de ecuaciones diferenciales parciales
estacionarias enmarcada en la teoria de Lax-Milgram (Primales) y teoria de Babus-
ka—Brezzi (Mixtos).

El objetivo de este trabajo es describir los resultados obtenidos para las ecuaciones pa-
rabolicas semilineales, describiendo cada concepto involucrado en dichas ecuaciones. Asi,
estudiamos las propiedades de un operador ecretivo y m-acretivo para familiarizarnos con
los condiciones necesarias y suficientes para que una ecuacion selimineal tenga solucion y
dependa continuamente de los datos.

También, presentamos la teoria abstracta estudiada para problemas paraboélicos degene-
rados mixtos [3]. Los autores R. Acevedo, C. Gémez y B. Lépez-Rodriguez han
demostrado existencia y unicidad de solucion combinando las ecuaciones degeneradas y
los problemas mixtos. La idea del documento es demostrar la existencia de solucion de
los problemas parabolicos degenerados mixtos usando la teoria de problemas semilineales.
Para ello, se reescribe el problema evolutivo mixto y se contrastan las hipotesis abstractas
del uno y el otro para garantizar solucion. De esta manera, el problema presentado en [3]
es un caso particular de ecuaciones semilineales.

Por ultimo, se estudiard un problema de dinamica de fluidos que modela el movimiento
de un fluido incompresible y su interaccion entre dos medios. Mas precisamente, el pro-
blema a estudiar es el llamado problema de Darcy-Stokes, también conocido como el
problema de flujo de Stokes en medios porosos, y se refiere al flujo de un fluido viscoso
incompresible a través de un medio poroso. Para el buen planteamiento del problema,
se imponen ciertas condiciones de interfaz que permitan garantizar el buen planteamien-
to del problema mediante la teoria de las ecuaciones parabolicas degeneradas semilineales.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentarén los conceptos basicos del analisis funcional necesarios para
el desarrollo de este trabajo. Ademés, se introducira el concepto de problemas mixtos
estacionarios, junto con algunos resultados importantes de dicha tematica. Finalmente, se
presentaran los problemas evolutivos, ecuaciones parabolicas y parabdlicas degeneradas
mixtas.

Los conceptos y demostraciones presentados en este capitulo se pueden encontrar en los
textos [32], [28], [24] v [23].

1.1 Espacios normados

Definicion 1.1. Sea X un espacio vectorial sobre R. Una norma en X es una funciéon
||l : X — R con las siguientes propiedades validas para todo z,y € X y todo a € R.

1) =]l =0,
2) ||z|| =0 siy solo si xz =0y,
3) llaz|| = laf [l]],
4) flz+yll < llzll + iyl
Si ||-|]| es una norma en X, decimos que (X, [|-||) es un espacio vectorial normado o sim-

plemente espacio normado.

Proposicién 1.1. Sea X un espacio vectorial y ||-|| una norma en X. Entonces la funcion
d: X x X — R definida de la siguiente manera es una métrica en X:

d(z,y) = |lz —yll, Vr,yeX.

Definicién 1.2. Un espacio normado (X, [|-]|) se dice espacio de Banach si es completo
bajo la métrica asociada a la norma.

Teorema 1.1. Cualquier espacio normado de dimension finita es un espacio de Banach.

Definicion 1.3. Sea X un espacio vectorial real. Un producto interior en X es una funciéon
(+,-) : X x X — R tal que para todo z,y,z € X y a, B € R,

(a) (z,z) >0.



(b) (z,z) =0 siy solo si z = 0.
(c) (ax+By,z) = a(r,z)+ B(y,2).
(d) (z,9) = (y, ).

Definicion 1.4. Un espacio vectorial X con un producto interior (-, ) es llamado espacio
con producto interior.

Lema 1.1. Sea X un espacio con producto interior y sean x,y € X. Entonces:
(a) [z, y) < (2,2) (y,y), Yo, yeX,
(b) La funcion ||-|| : X — R definida por ||z|| = (z,2)"?, es una norma en X

Definicion 1.5. Un espacio con producto interior el cual es completo con respecto a
la métrica asociada a la norma inducida por el producto interior es llamado espacio de
Hilbert.

Definicién 1.6. Sea X un espacio con producto interior y A un subconjunto de X. El
complemento ortogonal de A es el conjunto

At ={r € X :(x,0) =0, Ya € A}.

Asi, el conjunto A* consiste de los vectores de X los cuales son ortogonales a todos los
vectores de A.

Lema 1.2. Sea Y un subespacio lineal de un espacio con producto interior X. Entonces
reYt e -yl > o, Wyev.

Teorema 1.2. Sea Y un subespactio lineal cerrado de un espacio de Hilbert H. Etonces,
para todo v € H existe un tnicoy € Y y z € Y tal que x = y + z y también H.THQ =
lyll* + l1=11”.

Corolario 1.1. Para cualquier subespacio lineal Y de un espacio de Hilbert H se cumple
Y~=¥,

Definiciéon 1.7. Una seminorma en el espacio vectorial X definido sobre R, es una funciéon
p: X — R para la cual p(ax) = |a|p(z) y p(z +y) < p(z) + p(y) para todo « € R y
z,y € X. El par (X, p) se llama un espacio seminormado.

1.2 Operadores y funcionales

Definicién 1.8. Un operador es una funcion 7' : X — Y donde X,Y son espacios
vectoriales. Ademas, decimos que T es un operador lineal si para todo z,y € X y o € R
se tiene que

T(ax +y) = aT(z) + T(y).



Definicién 1.9. Sea T : X — Y un operador. Entonces se define el dominio, imagen y
kernel (nticleo) de T respectivamente por

D(T)={ze X :T(zx)eY}
Im(T)={T(z) €Y :z e X}
Ker(T) :={x € D(T) : T(x) = 0}.

Definicién 1.10. Sean (X, ||-||y), (Y,||]ly) espacios normados y T': X — Y un ope-
rador lineal. Se dice que T es acotado si existe M > 0 tal que

1T (@)lly < M lz]lx, Ve e X.

Ademés, si T : X — Y es un operador acotado se define la norma de 7', denotada por
|T|| como

T(x
I = sup {2 0 € X, @£ 0x | = sup {IT(@)]ly s 2 € X, oy = 1}.
Observacion 1.1. Ndtese que si T : X — Y es un operador acotado, se cumple que

IT@)lly <|T|  VzeX\{0x},
l=llx

Y en consecuencia,
IT@)y <IITlHzlx —VoeX

El conjunto de todos los operadores lineales y acotados que van desde X a'Y es un espacio
normado y se denota por B (X,Y).

Lema 1.3. Sean X, Y espacios normados y'T : X — Y un operador lineal. Los siguien-
tes enunciados son equivalentes:

(a) T es uniformemente continua,

(b) T es continua,

(¢) T es continua en 0,

(d) Eziste un nimero real positivo k tal que |T(z)|| < k siempre que x € X y ||z]| < 1,
(e) Exziste un nimero real positivo k tal que ||T(x)|| < k ||z|| para todo xz € X.

Teorema 1.3. Sea X un espacio normado de dimension finita. Para cualquier espacio
normado Y, el operador lineal T : X — 'Y es continuo.

Lema 1.4. §i X y Y son espacios normados y T : X — Y es un operador lineal
continuo, entonces Ker(T) es cerrado.

Definicién 1.11. Un funcional es una operador f : X — K, donde X es un espacio
vectorial sobre K.



Definicién 1.12. Sea X un espacio vectorial. Definimos el dual algebraico de X, denotado
por X* como

X*:={f: X — R: f es lineal}.

Definicién 1.13. Sea (X, ||-||) un espacio normado. Definimos el espacio dual topologico
de X (6 simplemente llamado dual de X), denotado por X’ como

X':={f: X — R: f eslineal y acotado }.

Ademaés,

£l = sup {0 o € X, 2 #0x} = sup {If(2)] -2 € X, all =1}

lzllx

es una norma en X'

Teorema 1.4. Sea H un espacio de Hilbert y f € H'. Entonces existe un inico elemento
x € H tal que
f(u) = (z,u)g, Vu€ H. (1.1)

Demostracion. Ver, por ejemplo, [23, Capitulo I, Corolario 2.3].
En lugar de f(u) usaremos la notacion (f,u) la cual denota el producto de dualidad.

Observacion 1.2. El elemento x € H que satisface (1.1) se denomina representante de
Riesz de [ y se denota por R(f). La aplicacion R es llamada isomorfismo de Riesz.

Definicion 1.14. Sean X,Y espacios vectoriales normados tales que X C Y. Se define
el operador de inclusiéon de X en Y, como el operador lineal 7 : X — Y dado por

i(r) =2z, VrelX.

Decimos que la inclusion X C Y es continua si el operador ¢ es continuo, es decir si existe
C > 0 tal que
lzlly < Cllzllx, VreX.

Ademas, diremos que la inclusiéon X C Y es densa si X es denso en Y con respecto a la
norma ||-||y. Es decir, si para todo y € Y y ¢ > 0 existe € X tal que

Iz —ylly <e.

Definicién 1.15. Un espacio normado X se dice separable si contiene a un subconjunto
numerable que es denso en X.

Definicion 1.16. Sea X un espacio normado. La aplicaciéon J : X — X" definida por
J(x)(f) = f(x) para cada f € X', se denomina aplicacién natural.

Definicién 1.17. Un espacio normado X es reflexivo, si la aplicacién natural correspon-
diente a X es sobreyectiva.

Definicién 1.18. Decimos que < X CY C X’ > es una terna de evolucion, si:



1. X es un espacio de Banach sobre R separable y reflexivo.
2. Y es un espacio de Hilbert sobre R separable.

3. La inclusion X C Y es densa y continua.

Definicion 1.19. Sean X un espacio normado, V C X y W C X'. Se define el anulador
de V y el anulador de W, denotados respectivamente V° y W9 como

VO0={fe X :{fiv)=0 YveV},
Wo:={veX:(fv)=0 VfeW}

Observacion 1.3. Deseamos resaltar que la definicion de anulador de un conjunto es
diferente para subconjuntos de X que para subconjuntos de X'. De hecho, V° C X' para
V C X, mientras que W° C X para W C X'.

Teorema 1.5. Sean X y Y espacios de Hilbert y T € B(X,Y), entonces existe un tinico
operador T* € B(Y, X) tal que

(T(z),y)x = (@, T*(y)y, VzeX Vyey.
Al operador T* se le llama operador adjunto de T .

Teorema 1.6. Sean X, Y espacios de Hilbert complejos y T € B(X,Y). Entonces se
tienen las siguientes propiedades

(o) (T*) =T,

(0) 1Tl =171,

(¢) La funcion [ : B(X,Y) — B(Y,X) definida por f(R) = R* es continua,
(4) |T°T)| = |ITII".

Corolario 1.2. Sea X un espacio de Hilbert y sea T € B(X). Los siquientes enunciados
son equivalentes:

(a) T es invertible,
(b) Ker T* = {0} y existe o« > 0 tal que ||T(z)|| # o ||z|| para todo z € X.

Definicion 1.20. Si X es un espacio de Hilbert y T € B(X). Entonces T es llamado
autoadjunto si T = T™.

Definicion 1.21. Si X es un espacio de Hilbert y T' € B(X). Se dice que T es unitario
si TT* =T*T = I (I es el operador identidad).

Definicion 1.22. Sean X, Y espacios normados y T' € L(X,Y). Entonces se dice que T
es una isometria, si | 7(z)|| = ||z|| para todo z € X.

Teorema 1.7. Sea X un espacio de Hilbert y T, U € B(X).
(a) T*T =1 si y solo si T es una isometria.

(b) U es unitario si y solo si es una isometria de X sobre X.
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1.3 Espacios funcionales

Los espacios funcionales son un concepto fundamental en el anélisis matematico que nos
permite estudiar y clasificar diferentes tipos de funciones en un contexto mas amplio. En
lugar de enfocarnos tnicamente en funciones individuales, los espacios funcionales nos
permiten considerar conjuntos completos de funciones que comparten ciertas propiedades
comunes.

1.3.1 Espacio L?(Q)

Definicion 1.23. Sea 1 < p < 0o y 2 C R". Definimos el espacio normado LP(2) como
el conjunto de funciones medibles f tales que

1l /|f )" < cc.

Observacion 1.4. Si f y g son funciones medibles, entonces af y f + g también lo son
para cada o — escalar. Ademds, |af (x )|p la|P | f(x)|P. Por lo tanto

lofl, = / af @ dz) " = ol ( / Fa)Pdz) " = 1ol 11,

También, |f(x) + g(=)|” < 2Pmax{|f(2)|", |g(=)"[}. Luego |If +gll, es finita si ||f], y
lgll, también lo son. Para demostrar la propiedad de la desigualdad triangular se hace
uso de la desigualdad de Mikowsks.

Definiciéon 1.24. Sea f : Q2 — [0, 00] una funciéon medible. El supremo esencial de f se
define por

esssup f:=inf{c:|f(z)| <cp.cta e}

Definicion 1.25. Sea Q@ C R"™. Entonces L™(£2) es el conjunto de todas las funciones
medibles [ : Q — R tales que ess sup |f| < co.

Observacién 1.5. L>(Q) es un espacio normado con norma || fl|_ := ess sup |f].

Teorema 1.8. LP(2) es completo para 1 < p < oc.

1.3.2 Espacio C§°(f2)

Definiciéon 1.26. f: Q C R" — Ry {W;}ier la coleccion de todos los abiertos W; de
R™ tales que f(z) = 0 para casi todo € W;. Consideramos

w=Jw.
el

El soporte de f se denota por Suppf := Q \ W. Ademaés, si f es continua Suppf =
{reQ: f(z) #0}.




Definiciéon 1.27. Sea 2 C R” un abierto no vacio, se define C§°(£2) como el espacio de
todas las funciones de valor real definidas sobre {2 que son infinitamente diferenciables y
poseen soporte compacto en €.

Observacion 1.6. El espacio C§°(2) se denota por D(S2).

Definicién 1.28. Sean K y G subconjuntos de R"™, se dice que K esta fuertemente
incluido en G y lo denotamos con K CC G, si K es compacto, GG es abierto y K C G.

Teorema 1.9. C§°(Q) es denso en LP(S2).

Teorema 1.10. Para todo K CC Q existe o € C() tal que 0 < p(z) <1,z € Qy
o(z) =1 para todo x en alguna vecindad de K.

Observaciéon 1.7. (C5°(2))" es llamado el espacio de las distribuciones en §2 y es deno-
tado por D'(£).

Definicién 1.29. Sean Q C R" y f € L*(Q2), decimos que w; := % es la derivada débil

de f con respeto a su correspondiente i-ésima componente, si se cumple que

)
—/f—af1 = [wp Ve Cr Q).
Q

Q

1.3.3 Espacio W"P(Q))

Definicién 1.30. Sea G un conjunto abierto y acotado en R", 1 < p < oo, con m
un nimero natural. W™P(Q) es el espacio vectorial que consiste de todas las funciones
u € LP(Q) para las cuales 0%u € LP((G) para todos los multi-indices o = (ay, ..., a,) de

enteros no negativos de orden |a| = <Z;.l:1 ozj) < m donde 0% = 07" 05*...0%". El espacio

tiene una norma dada por

o 1/
[ully = (D 10%ulGpq))F, 1< p<oo. (1.2)
|a|<m
y
el oo = 1085 1070 ) (1.3)

Para cada par (m,p) el espacio W™P(Q2) es llamado espacio de Sébolev de orden m en

LP(Q).
Proposicion 1.2. W™P() es un espacio de Banach.

Corolario 1.3. Si 1 < p < oo, entonces WP ()) es separable.

1.4 Integral de Bochner

La integral de Bochner busca de cierta manera ampliar los conceptos de la integral de
Lebesgue, pues mientras en la integral de Lebesgue se trabaja con funciones de £ C R" a
R, en la integral de Bochner se trabaja con funciones de dominio £ C R" y cuyo codominio
es un espacio de Banach. Sin embargo, en este trabajo se estudiaréd un caso particular, el
caso de funciones definidas en un intervalo acotado I C R con valores en (X, ||-|| y)-

9



1.4.1 Funciones Bochner integrables

Definicién 1.31. Sean [ un intervalo acotado de R y (X, ||-||y) un espaio de Banach
sobre R.

(a) Una funcion f: I — X es llamada simple si existen puntos ai,as,...,a, € X'y

subconjuntos Lebesgue medibles Ey, Es, ..., E, de [ tales que

I=\JE, ENE=0sii#j

&)= xm(t)a, Vel (1.4)
i=1
Si los conjuntos E; son subintervalos de I entonces la funcion f es llamada funcién

escalonada.

(b) La integral de Bochner sobre I de una funcion simple f se define por

/f(t)dt =Y m(Ej)a;.
T =1

Si F C I es un conjunto Lebesgue medible, entonces definimos la integral de Bochner
de f sobre E' como

n
/f(t)dt =Y m(E;NE)a;.
% i=1
Observacion 1.8. La expresion xg, denota la funcion caracteristica en .

Teorema 1.11. Sean E C I un conjunto Lebesque medible y f : I — X, g : I — X
funciones simples. St

ft) =g(t), pct teE,

E/ F(t)dt = E/ g(t)dt.

Definicién 1.32. Sea (X, ||-|[y) un espacio de Banach. Una funcién f : I — X es
llamada Bochner medible si existe una sucesion de funciones simples { f,,}5°; tal que

lim [[£u(8) = F@)lx =0 pet tel (15)

entonces

Si adicionalmente, ||f, — f|| es Lebesgue integrable para todo n € Z* y

n— 00

i [ 15,(6) = 7(0)] e 0. (1.6)
I

entonces f es llamada Bochner integrable.

10



Definicién 1.33. Sean F C I un conjunto Lebesgue medible y f: I — X una funcién
Bochner integrable. Definimos la integral de Bochner de f sobre E, denotada por [, f(t)dt,
como un elemento de X que satisface lo siguiente:

n—0o0

lim || [ f(t)dt — | xe(t)f(D)dt]] =0 (1.7)
[ro- |

1 X
donde {f,,}22, es una sucesion de funciones simples que cumplen la Definicion (1.32).

Teorema 1.12. Si la funcion f: 1 — X es Bochner medible, entonces ||f||y : I — R
es una funcion Lebesque medible.

Teorema 1.13. Sean f : I — X y g : I — X dos funciones Bochner integrables,
a€R y E CI un conjunto Lebesque medible. Entonces af 4+ g es Bochner integrable y

(af(t) + gt))dt = a | ft)dt+ | g(t)dt. (1.8)
/ s

E E

Teorema 1.14. Sea f : I — X una funcion Bochner medible. Entonces f es Bochner
integrable si y sdlo si||f]|x : I —> R es una funcion Lebesgue integrable.

Teorema 1.15. Sean X, Y espacios de Banach y T € B(X,Y). Si f: 1 — X es
Bochner integrable entonces T o f : I — Y es Bochner integrable y

/T(f(t))dt:T</f(t)dt), (1.9)
E

E

para cada E C I Lebesque medible.

1.5 Espacios funcionales para problemas evolutivos

En este apartado haremos una introduccion a los espacios funcionales LF(0,7T; X) y al-
gunos de sus derivados. Donde T' (variable temporal) es un nimero real positivo y X un
espacio de Bannach. Estos espacios funcionales son fundamentales para el desarrollo de
los problemas evolutivos en los cuales se considera a una variable temporal.

1.5.1 Espacio L?(0,T; X)
Definicién 1.34. Sean (X, ||-||y) un espacio de Banach sobre Ry 0 < T < 0.

» Para 1 < p < o0, se define LP(0,7T;X) como el conjunto de todas las funciones
u : (0,7) — X Boncher medibles tales que la funcion |ul% : (0,7) — R es
Lebesgue integrable, es decir

iy
LP(0,T.X) 5= {u :(0,T) — X : w es Bochner medible y/ |u(t)]|% dt < oo}
0

11



El conjunto LP(0, T'; X) es un espacio vectorial sobre R y con la funcion |||, 7.x) :
LP(0,T; X) — R definida por

- 1/p
laor =  [I@Fa) . werorx) o
0

conforman un espacio normado.

» Para p = 00, el conjunto L>(0,7T"; X) consta de todas las funciones u : (0,7) — X
Boncher medibles que son esencialmente acotadas. es decir el conjunto de todas las
funciones Bochner medibles para las cuales existe M > 0 tal que

lu@®)ll < M, pet t€(0,T).

A todos los niimeros M que cumplen la propiedad anterior se les conoce como cotas
esenciales de u. Ademas, la norma de una funcion en L>(0,7; X) esta dada por el
infimo de las cotas esenciales de la funcion.

Teorema 1.16. Si X es un espacio de Banach, entonces LP(0,T;X) es también un
espacio de Banach.

Demostraciéon. Ver, por ejemplo, [28, Teorema 3.6].

Corolario 1.4. Si X es un espacio de Hilbert con producto interior (-,-)x, entonces
iy
(1) = [ (ult) o)
0

es un producto interior en L*(0,T; X) con el cual es también un espacio de Hilbert sobre

R.

Definicién 1.35. Sean Y, Z espacios de Banach, u € LY(0,T;Y) y w € L*0,T;Z).
Decimos que w es la n-ésima derivada generalizada de w en (0,7") si w satisface

T T
/gb(”)u(t)dt = (—1)”/¢(t)w(t)dt, Vo € C5°(0,T). (1.11)
0 0

En tal caso denotamos w := u™. Nos referiremos como derivada débil a la derivada

generalizada de primer orden y se denotara por u'.

Observacion 1.9. La igualdad (1.11) tiene sentido en el contexto de la integral de Boch-
ner.

A partir del espacio L?(0,T; X') podemos definir el espacio normado H*(0,T; X) como el
espacio de las funciones en L?(0,T; X) junto con su derivada generalizada, es decir

HY0,T;X) :={ue L*0,T;X) :u' € L*(0,T; X)}, (1.12)
con norma dada por

ull i o.7.x) = 1l 200 + W |20y Vu € H'(0,T; X).
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Un caso mas general de este espacio es WHP(0,T; X).

Definicién 1.36. Sean 1 < p < ooy (X, |||l x) un espacio normado. El espacio W'?(0,T; X)
es conocido como espacio de Sébolev y esta definido por

WP(0,T; X) == {u € LP(0,T; X) : v’ € LP(0,T; X)}.
El espacio W1P(0,T; X) es normado con norma

lullwroor.xy = Il Lo rx) + 1€ ro.rx) -

Es bien conocido que W'?(0,7; X) es un espacio de Banach si (X, ||-||) es un espacio de
Banach.

1.6 Problemas mixtos estacionarios

Los problemas mixtos o también conocidos como formulaciones variacionales mixtas, son
en esencia un sistema de dos ecuaciones ecuaciones en las cuales aparece al menos una
segunda variable que cominmente es llamada multiplicador de Lagrange, dado que esta
relacionada con la imposicion de alguna restriccion a la variable principal. A continuaciéon
se precisa la estructura abstracta y se enuncia el teorema de existencia y unicidad para
formulaciones mixtas.

1.6.1 Formulaciones mixtas clasicas (Teoria de Babuska-Brezzi)

Sean X y M espacios de Hilbert con normas |||y y |||, respectivamente. Ademas,
consideremos a : X x X — Ry b: X x M — R formas bilineales. Una formulacién
variacional es un problema que consiste en: Dados f € X'y g € M, hallar (u,p) € X x M
tal que

alu,v) + b(v,p) =(f,0) Vo € X, (1.13)

b(u,q) =(9,9) Vq€ M, (1.14)

donde (-, -) denota el producto de dualidad. El teorema central que garantiza condiciones
suficientes y necesarias para que la formulacion variacional mixta (1.13)-(1.14) sea un
problema bien planteado, es decir, que tenga una tnica solucién que dependa continua-

mente de los datos f y g, se puede ver por ejemplo en [16, Teorema 2.3]. Dicho teorema
se enuncia a continuacion.

Teorema 1.17. (Babuska-Brezzi). Sean X y M espacios de Hilbert. Denotemos por V' el
kernel de b en X, esto es:

V={veX:blv,u=0 YueM}.
Supongamos que

1. Emste p > 0 tal que

b(v,q
sup 2D > g1, Vg e M. (1.15)
2R Tl
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2. Existe a > 0 tal que
a(v,v) > alvlly, WYweV. (1.16)

Entonces para cada f € X' y g € M’ existe una unica pareja (u,p) € X x M que es
solucion del problema (1.13)-(1.14). Ademds existe una constante C' positiva tal que

HUHX + HPHM < C(HfHX’ + HgHM’)'

Las normas |||y, y ||-||5; son las normas duales inducidas por |||y v [|]|;; en los espa-
cios duales de X y M respectivamente. La ecuacion (1.15) se conoce como la condicion
de Babuska-Brezzi o condiciéon inf-sup. Ademas, cuando una forma bilineal cumple la
condicion (1.16), se dice que es V-eliptica.

Observacion 1.10. Si definimos el operador A : X — X*, asi
(Au,w) = a(u,v), Vu,we X
y el operador B : X — M™* definido por
(Bu, p) := b(u, p), Vue X, Vp e M.

Entonces la formulacion variacional serd equivalente a hallar (u,p) € X x M tal que

(5 %0~ ()

para f € X' yge M dados.

1.7 Problemas evolutivos

En los problemas evolutivos se buscan soluciones dependientes del tiempo y una variable
que por lo general es espacial. A continuaciéon presentaremos una familia de problemas
evolutivos denominada problemas degenerados en la cual se generaliza un problema pa-
rabolico. Enunciamos los espacios funcionales y los operadores relacionados. También,
enunciamos el teorema de existencia y unicidad para ecuaciones degeneradas.

1.7.1 Ecuaciones parabdlicas degeneradas

Sean X e Y espacios de Hilbert reales. Consideremos el espacio de Banach L?(0,T; X)
cuyo espacio dual es L%(0,7; X'), con X’ el espacio dual de X.

Supongamos que X C Y C X’ es una terna de evolucion, es decir X C Y con inclusiéon
densa y continua. Esto permite identificar los elementos de Y como elementos que per-
tenecen al dual de X (tal y como lo indica la notacion X C Y C X’), por lo cual YV es
llamado espacio pivote (para més detalles, ver [26, Seccion 23.4]). Bajo esta suposicion,
podemos considerar los siguientes espacios funcionales:

W(0,T;X,X') .= {ue L*0,T; X) : v € L*(0,T; X") } .
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Aqui v’ es la derivada generalizada de w.

Para cada t € [0, T| definamos los operadores lineales acotados y continuos A(t) : X — X’
y R(t) : Y — Y’ tales que la aplicacion t — R(t)u(t) es absolutamente continua. El
problema parabélico degenerado lineal consiste en: Dados f € L*(0,T;X’) y ug € Y,
hallar v € L*(0,T; X) tal que
d
©(Ru(), ) + (Al v) = (F(1),0) Vo€ X
(R(0)u(0),v) =(R(0)ug,v) YveY.

La igualdad en la primera ecuacion de (1.17) es en el sentido distribucional, esto es, en el
espacio D'(0,T).

(1.17)

A continuacién, presentamos algunos conceptos que permitiran enunciar el resultado de
existencia y unicidad para el Problema (1.17).

Definicion 1.37. Sean X, Y espacios de Hilbert reales.

i) Una familia de operadores lineales {A(t) : X — X' :t € [0,T]} es llamada regular
si para cada u,v € X la funcion ¢t — (A(t)u,v) es absolutamente continua en [0, T
y existe k(-) € L1(0,T) tal que para casi todo ¢ € [0, T]:

d

% <R(t)u> U>

< k() llullx llvllx -

ii) Un operador lineal B : X — X’ es llamado mondtono, si
(B(t)v,v) >0, YveX, Vte]|0,T].
Esta subseccion finaliza presentando el teorema de existencia y unicidad para problemas
degenerados. Las condiciones necesarias para que el problema (1.17) tenga una tnica

solucion que depende continuamente de los datos, han sido ampliamente estudiadas en
[23, Seccion I11.3, Proposiciones 3.2, 3.3|, y se resumen en el siguiente resultado.

Teorema 1.18. 1. Ezistencia. Supongamos que {R(t) : Y = Y':t € [0,T]} es una
familia regular de operadores autoadjuntos, tal que R(0) es mondtono y existen nai-
meros A, c > 0 tales que

2 (A(t)v,v) + A(R(t)v,v) + (R (t)v,v) > ¢ HUHQ, Yoe X, Vtel0,T],

entonces existe una solucion u del problema (1.17), la cual satisface
1/2
HUHL2(O,T;X) <C(A 0 <HfHL2(O,T;X/) + <R(0)UO>UO>)
Dada la desigualdad se puede deducir que u depende continuamente de los datos.

2. Unicidad. Si{R(t):Y =Y’ :t€[0,T]} es una familia de operadores mondtonos,
{A(t): X - X':t€0,T]}
es una familia de operadores autoadjuntos y existen nimeros A, c > 0 tales que
(A(t)v,v) + M (R(t)v,v) > c|v|x YveX, Vtelo,T],

entonces existe una unica solucion u del problema (1.17).
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1.7.2 Problemas degenerados en forma mixta

Anteriormente presentamos la estructura que tienen los problemas mixtos estacionarios y
los problemas parabdlicos degenerados en su forma usual. En esta subseccion se analizara
un problema que combina estas dos formas. Sean X, Y y M espacios de Hilbert reales
donde X e Y son separables, b : X x M — R una forma bilineal, V' el kernel de b en X y
W la clausura de V en Y. Ademas supongamos que para cada t € [0,T], los operadores
A(t) : X — X'y R(t) : Y — Y’ son lineales, continuos y la aplicacion t — R(t)u(t) es
absolutamente continua en W, donde W = VH'”Y es la completacion de V' bajo la topolo-
gia inducida por la norma de Y.

Una ecuacidn parabdlica mizta degenerada tiene la siguiente forma: Dados f € L*(0,T; X'),
g€ HY0,T; M) y ug €Y, hallar uw € L*(0,T; X) y A € L*(0,T; M) tales que

d

pr (R(t)u(t),v) + b(v, A(t))} + (A(t)u(t),v) = (f(t),v) Vv e X, (1.18)
bu(t), ) = (g(t) ) YueM,  (119)
(Ru(0),v) = (Rug,v) YveY. (1.20)

La igualdad en (1.18) es en el sentido de las distribuciones D’(0,7'), mientras que en
(1.19) es para casi todo t € (0,7). La familia de problemas de la forma (1.18)-(1.20)
fue estudiada en [3], donde se obtuvieron condiciones necesarias de existencia, unicidad y
dependencia continua de los datos iniciales.
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Capitulo 2

Problemas semilineales

En este capitulo introduciremos las ecuactones parabolicas degeneradas semilineales, junto
con el teorema que nos garantiza la existencia y unicidad de la solucion para este tipo de
ecuaciones. Dicho teorema es una herramienta muy fuerte que sera usada para garantizar
el buen planteamiento de problemas que se formularan mas adelante. Sin embargo, es
conveniente agregar algunas definiciones y conceptos que usaremos en este capitulo.

2.1 Notaciones y definiciones

Definicion 2.1 (Pertenencia). Segun la teoria de conjuntos, un conjunto es una coleccion
de elementos o la ausencia de estos. Decimos que un elemento X pertenece a un conjunto,
si x es uno de los elementos que lo componen.

Para representar la pertenencia de un elemento en un conjunto se usa el simbolo €.
Entonces X € Y oY 3 X, se lee como «X pertenece a Y» o «X es un elemento de Y'».

A continuacion introduciremos algunas notaciones necesarias para el desarrollo del docu-
mento. La definicién de relacion es fundamental para el desarrollo de este capitulo, esto
es debido a que los problemas parabolicos degenerados semilineales se plantean sobre com-
binaciones lineales de relaciones. De ahora en adelante nos referiremos a estos problemas
simplemente como problemas semulineales.

Definicion 2.2. Sea X un espacio vectorial real, una relacion o grdfica en X es un
subconjunto de X x X. Si M es una relacion en X, definimos su dominio D(M) = {z :
[z,y] € M}, su rango Rg(M) = {y : [x,y] € M} y su inversa como M~ = {[y, z] :
[z,y] € M}. Una relacion puede ser interpretada como una funcion entre conjuntos de X
con M(z) :={y: [r,y] € A}, asi A es una funciéon cuando M(x) es un tnico valor para
cada x € X. Es posible hacer combinaciones lineales con relaciones, las cuales tienen la
siguiente forma

AIM = {[z, \y] : [x,y] € A}
MAN={[z,y+2]:[z,y e My [z,2] € N}

Asi,
e M > x indica la pertenencia de x en M.

o [z,y] € M iy soloy e M(z).
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Rg(M) es rango de la relacion M.

D(M) denota el dominio de la relacion M.

Usaremos H para referirnos a un espacio de Hilbert real.

Ry := (—00,400].

Rt :=[0,4+00) y RE := [0, +00].

(x,y)x es el producto interior de = con y en el espacio X.

(f,x) denota el producto de dualidad (f(z)).

e Ry es el isomorfismo de Riesz en el espacio X.

Definicién 2.3. Sea H un espacio de Banach, una funciéon f en H es llamada afin si
tiene la forma

fv)=c+u*(v), YveH,
donde (u*,c) € H' x R.
Definicion 2.4. El epigrafo de ¢ : X — R, esta definido por
epi(yp) :={(u,a) € VxR : ¢(u) < a}.
Definicién 2.5. Sea X un espacio de Banach y ¢ : X — R, entonces ¢ es convexa si
etu+ (1 —t)v) <teo(u)+ (1 —t)p), Vu,veXy0<t<1
Decimos que ¢ es propia si p(u) < oo para algin u € X.

Definiciéon 2.6. Sea ¢ : X — R una funciéon convexa y propia. El subdiferencial de ¢
en u € D(p) es el conjunto de todos los funcionales u* € V' tales que

u(v—u) <p) —eplu), YvelX.
El subdiferencial de ¢ en u es denotado por dp(u).

Definicion 2.7. Una funcién f : H — R es llamada semicontinua inferior en el punto
xo € H, si para cada y < f(xo) existe una vecindad U de xg tal que f(z) > y para todo
x € U. De esta manera, f es semicontinua inferior en z( si y sélo si

liminf f(x) > f(xq).

T—rITo

Observacion 2.1. Recordemos la definicion de limite inferior en un espacio normado

lfm inf f(z) := sup <1’nf{f(x) 10 < ||z — || < 5}).
6>0

T—T0
Entonces si liminf,_,,, f(z) > f(xo) para cada € > 0 existe § > 0 tal que

mf{f(z) : 0 < ||z — x| <0} > f(xg) — &,
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luego si hacemos y = f(xg) — € tenemos
flz) >y, Vzr:0<|z—x <9,

lo cual muestra que f es semicontinua inferior en xy. Para la tmplicacion contraria se
usa nuevamente la definicion de limite inferior.

Definicién 2.8. Sea una funcién ¢ : H — R, convexa, propia y semicontinua inferior,
entonces w € H es un subgradiente de ¢ en x; € H si

El conjunto de todos los subgradientes de ¢ en x; es denotado por dgp(x;).

Definicion 2.9. Una sucesion {x,}22, en un espacio de Hilbert H, converge débilmente
ax € Hy se denota por x,, — x, si lim,_,o (2, y)g = (z,y)y para todo y en H. Mas
general, se dice que la sucesion {z,}°2; es débilmente convergente a = € H si

VfeH, f(x,)— f(z) cuando z, — z.

Definicién 2.10. Se define un subconjunto K C H como débilmente cerrado si cualquier
sucesion en K que converge débilmente, tiene su limite también en K.

Proposicion 2.1. Si {x,}22, es una sucesion acotada en un espacio de Hilbert H, en-
tonces {x, }22 | tiene una subsusecion que converge débilmente.

Demostracion. Ver [23, Capitulo IV, Proposiciéon 1.1].

Proposicion 2.2. St K es un conjunto cerrado y convexro en un espacio de Hilbert,
entonces K es débilmente cerrado.

Demostracion. Se demuestra que si ¢ K, entonces no existe una sucesion en K que
converge débilmente a x. Sea xy = Pg(x), la proyeccion de = en K. Sin pérdida de
generalidad, asumamos que xy = —z, asi (zg,x) = —(xg,z9) < 0. Pero zy # 0 ya que en
el caso contrario g = 0 = = € K lo cual es una contradiccion. Por tanto, (xg,z) < 0.

Ahora mostraremos que (z, xg) > 0 para todo z € K. Por [23, Corolario 2.1|, tenemos que
(xg—x,z2—x9) >0, Vze€EK,

como zo = —x entonces se cumple que (zg, z) > H:EOH2 > 0. Con esto probamos que para
cualquier sucesion {2,152, C K, lim, o (2n, 0) > 0 > (z,20). Esto es, no existe una
sucesion que converge débilmente a x ¢ K, por lo tanto, K es débilmente cerrado. 0

Corolario 2.1. Un conjunto convexo K es débilmente cerrado si y solo st contiene todos
los limites débiles de sucesiones en K.

Demostracion. Se comprueba con la propia definiciéon de conjunto débilmente cerrado
Definicién 2.10. 0
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2.2 Operadores acretivos

En este capitulo introduciremos los operadores acretivos, sus propiedades son fundamen-
tales para garantizar la existencia de soluciones de problemas semilineales que se abor-
daran posteriormente. Asi, estamos interesados en sus propiedades que seran tutiles en el
desarrollo del trabajo.

Definicion 2.11. Sea D C H un subespacio de H y A un operador (no acotado) tal que
A: D — H. Se dice que A es acretivo si (Az; — Azy,x1 — x9)g > 0, para cualesquiera
x1, 22 € D(A). Ademas A es m-acretivo, si Rg(A+ ) = H.

Observacioén 2.2.

i) Si el operador A es lineal, la definicion anterior serd equivalente a lo siguiente:

El operador A: D — H es acretivo st
(Az,z)g >0, Vze D,
y ademds es m-acretivo si, Rg(A+ 1) = H.

it) En este capitulo, el operador A no necesariamente se limita a ser una funcion. De
hecho, es mds comin que A se defina como una relacion o, como se le conoce a
veces, un operador multivaluado.

Lema 2.1. (z,y), > 0 si y solo si
lall <}z +ayll, Vo> 0.

Demostracién. =) Asumamos que (z,y); > 0, entonces se cumplira que 2c(z,y) 4 +
o2 ||ly|l> > 0 para todo @ > 0, si sumamos |[z|*> a ambos lados de la desigualdad y
agrupamos los términos de la derecha, obtenemos ||z + ayl|> > ||z||%, asi ||z + ay|| > ||=||
para todo a > 0.

<) La desigualdad ||z + ayl|| > ||z|| es equivalente a ||z||*> + 2a(z,y) 4 + o2 ||y]|> > ||z|*.
Si operamos adecuadamente se obtiene que

«
('T7 y)h 2 _5 H?JHQ, \V/Oé > 07

de aqui se deduce (z,y); > 0. O
Definicion 2.12. Se dice que un operador ¢ : H — H, es una contraccion si

lo(z2) — @(@1)[| < |lwe — x|, Vai,20 € H.
Si la desigualdad es estricta, entonces ¢ es una contracciéon estricta.

Corolario 2.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) A es acretivo.
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b) ||x1 — xa]] < ||(x1 + awy) — (22 + aws)|| para todo [xj,w;] € A, j=1,2 ya > 0.
¢) (I +aA)™ es una contraccion en Rg(I + aA) para todo o > 0.

Demostracion. Por el Lema 2.1 es suficiente tomar x = 1 — x5 y ¥y = w; — wy para
obtener a) < b).

c) = a) Si z € D(A), entonces x + aA(z) € Rg(I + aA), asi |(I + a«A) " (z+ aAz)| <
|z + aAz|| equivalente a ||z|| < ||z + aAz||. Por Lema 2.1 podemos concluir que A es
acretivo.

b) = ¢). Hagamos y; = 21 + aA(x1) € Rg(I + aA) y yo = 29+ aA(x2) € Rg(I +aA) con
x1, 22 € D(A). Reescribiendo la desigualdad se obtiene

H(I +aA) ) - T+ OZA)_l(?h)H < lyn — 2l -
Por lo tanto, (I + aA)™! es una contraccion en Rg(I + aA). O
Lema 2.2. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) A es acretivo y Rg(I + aA) = H para algin o > 0.
(b) A es m-acretivo.

Demostracion. Supongamos que se cumple (b), entonces por la Definicion 2.11, A es
acretivo y Rg(I + A) = H. Por lo tanto, se cumple (a).

Supongamos que se tiene (a). Sea 8 > «/2 y w € H, entonces definimos el operador
T : H— H como sigue

T(x) = (I+aA)™? (%w + (1 — %) x) , Vred.

Por el Corolario 2.2, (I + «A)™! de H en H, luego

«
IT() - T(y)]| < \1—— le—yl, VoyeH

B
Dado que 8 > «/2, tendremos la desigualdad

o'
<1

\1‘5

Luego, T es una contraccion estricta en H, entonces T tiene un punto fijo, z = T'(x), esto

) z=(I+ad) (%er(l—%) x)

a o
(I +aA)(z) > Bw—i— (1 5) x,
con esto obtenemos w € x + BA(x) y se prueba que Rg(I + SA) = H. Para probar que
Rg(I + A) = H, es suficiente hacer el mismo procedimiento de forma recursiva hasta que
1> /2, con esto podemos concluir que A es m-acretivo. 0

De aqui que
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Definicion 2.13. Se dice que el operador A es maximal acretivo, si B es acretivoy A C B
implica que A = B.

Proposicion 2.3. Sean A : H — H un operador m-acretivo, {[x,, y,) 122, C A y 2, — z,
Yn —y en H.

(a) Entonces A es un mazximal acretivo.
(b) Siliminf, .. (2,,y,) < (z,y), entonces [z,y] € A.

(C) SZ Hm Supn—)oo (‘TTH yn) S (‘T> y): entonces Hmn—>00 (‘TTH yn) = (‘T> y)
Demostracion. Ver, |23, Capitulo IV, Proposicion 1.6].

Definiciéon 2.14. Sea A: H — H un operador m-acretivo, definimos el correspondiente
resolvente de A por J, := (I + aA)™! para a > 0.

Observacion 2.3. Por el Corolario 2.2 cada J,(x) es una contraccion. Siy = J,, en-

tonces Z(z —y) € A(y), de esta manera

- @) € AUn@)), zcH, a>0.

«

Se puede reescribir =(x — Jo(z)) en la forma

%(gl’ + (1 — g)Ja(l’)) € A(Ja(x))> B >0,
lo cual es equivalente a que
Pt (1= D)ute) € 1+ BAYala)).

Esto prueba la siguiente propiedad del resolvente

L= Jye [§I+(1—§)Ja}, a, B> 0.

Definicién 2.15. Sea A m-acretivo en H. Entonces la aproximaciéon de Yosida del ope-
rador A se define como el operador

aAy,(z) =2 — Ju().

Luego,
T — ady(z) = Ju(z) = (I + aA) H2),
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por lo que € (I + aA)(x — ada(z)). De aqui se sigue que Aq(z) € Az — ady(z)) =
A(Jy(x)). Ademds, y = Ay(z) siy sdlo siy € A(x — ay).

Dado que A es acretivo mazimal, podemos probar que A(x) es cerrado y convero para
cada x € D(A). Sea x € D(A) y {yn}:>, C A(x) tal que y, =y € H cuando n — oc.

n=1

(y> ‘T) = (y - yn,l’) + (yn,x),

st hacemos paso al limite, el primer término de la suma desaparece y al ser A acretivo
nos resulta que (y,x) > 0. Debido a que A es maximal podemos concluir que y € A(x).

Para probar que A(x) es convezo, tomamos [x,w;| € A conj =1,2 yx en D(A). Hacemos
(wi(1 =) + wst, x) = (w1, 2)(1 — 1) + (w, 2)(t) > 0,

con t € [0,1]. Por tanto, A(x) es convexo. Con esto podemos establecer la siguiente defi-
nicion.

Definicion 2.16. El operador de secciéon minimal A° se define por
A%z = Proaw)(0) = {y : lyll < [lwll, Vw € A(=)}.

Teorema 2.1. Sea A un operador m-acretivo. Entonces se tienen las siguientes afirma-
ciones

(a) Cada A, es acretivo y Lipschitz con constante é, a > 0.

(b) (Aa),B = Aa+5, a, B> 0.

(¢) Para cada x € D(A), ||Asz|| converge a ||A%|| por la derecha, lim, o Agz = A% y
| Aaz — A%||* < || A%]|* — [|[4az]®, a > 0.

(d) Para cada x ¢ D(A), ||Aqz|| es decreciente y no acotada cuando o — 0.

Demostracion.

(a). Sean xo,x1 € H, entonces

(Aal'l — Aal’g,l’l — .I’Q) = (Aal'l — Aa.CEQ,Oé(Aa.Tl — Aal'g)) -+ (Jal'l — Jal’g)
=« HAaxl — AQ.T2H2 + (Aal'l — Aal'g, Jal’l — Jal'g),

recordemos que A es acretivo y A,(x) € A(J,x), esto es, [Jo(x), An(z)] € A, asi
(Aole - Aax% Jaxl - Ja'TQ) 2 07 luego

(Aaxl = AQ.I'Q,.Tl — .I'Q) 2 (0% HA(X'TI = AQZQHZ 2 0

Ademas, si aplicamos la desigualdad |(z,y)| < ||z|| ||ly|| para z,y € H, obtenemos
1
|z2 — z41]] o > ||Aaw2 — Aar]], 1,22 € H.
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(b). Usamos la caracterizacion y = A, (x) siy solo si y € A(z — ay).
y=(Aa)pz) ©@yec Aulz —By) ©yec Alx — (a+ p)y) & y € Anip(x).

(¢c). Sea x € D(A), entonces por ser A acretivo tenemos la desigualdad
0 < (Az — A(Jax), = — Jux), (2.1)
dado que A% € Ax y A,z € A(J,x), en particular tenemos
0 < (A% — Apz, T — Jox) = oAz — Az, Agz).

De aqui se sigue que ||Ayz]|* < (A%, Aqx) y ||Agz|| < ||A%]|. Ahora en lugar de A
tomamos a Ag, con 5 > 0 para obtener una desigualdad similar a (2.1) y seguido
de esto aplicamos (b) para obtener

0 < (Apz — Aaypr, Aprar), Vo €H,

con esto obtenemos ||Aaysz||® < (Apz, Aarsz) y ||Aarsz| < ||Apz|. Por tanto,
Ay es decreciente y ademas satisface

lAaz = Aassall < JAazl? — |Aapsal®, @, 8>0,Voe B  (22)

Si z € D(A), entonces {A,x}, es acotada ya que ||A.z|| < ||A%||. Luego por la
desigualdad (2.2) la sucesion {A,z} es Cauchy en H. Asi existe y € H tal que
lim, o Aax = y. Luego de la definicién de A, tenemos que lim,_.g Jox = .

Ademas, de la Observacion 2.4 se tiene [J,x, A,z] € A con esto podemos aplicar
la Proposicion 2.3 item (b) para obtener y € A(x). Luego ||y|| = limq_o ||Aaz| <
|A%|| y asi y = A% por la definicién de A°.

(d). Supongamos = ¢ D(A). De la desigualdad ||A,ysz| < ||Asz| tenemos que [[A,] es
decreciente y ademas de (2.2) podemos concluir que || A,|| no es acotada, pues en el
caso contrario por lo mostrado en el item (c) existe y € H tal que y € A(z) y esto
es una contradiccion.

Lema 2.3. Si A es m-acretivo y B es acretivo y Lipschitz en H, entonces A + B es
m-acretivo.

Demostracion. Sean z1,z, € D(A) N D(B). Entonces,
((A —+ B)(.TQ) — (A —+ B)(.Tl),l’g — .I’l) = (B.I’Q — B.I’l,l’g — .Tl) + (A.I’Q — Al’l,l’g — .CL’l) 2 0

Sea k > 0, para el cual ||[Bry — Bxy|| < k||r2 — 21||. Definimos A; y By como sigue

1 1

— Ay B
k1Yt

A = —
! k41

B.

Dado f € H buscamos u € H para el cual f € v+ Aju + Byu. Por la Proposicion
2.2 tenemos que la relacién A; es m-acretiva, la relacion B; es una contraccion estricta
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dada la forma en la que se definié. De esta manera, la solucién u esta caracterizada por
1

U= <I + Al) (f — Byu), es decir, el punto fijo de una contraccion estricta en H. Por lo

tanto, existe solucién a la ecuacién f € u + Aju + Byu.

Con esto mostramos que Rg(I + k%rl(A + B)) = H y por Proposicion 2.2 concluimos que
A+ B es m-acretivo. H

Consideremos el par de operadores m-acretivos A, B : H — H y la ecuaciéon
f € u+ Au + Bu. (o)

Un método de penalizacion para aproximar la solucion de (2.3) es trabajar el sistema
1 1
Ug + Atug + — (g —va) D f, Bug+ —(v4 — uy) 20,
a a

en el cual é(ua —1,) es la estimacion y se espera que ug — vy cuando o — 0. Este sistema
es equivalente a la ecuacion
U + Aty + Boug D f. (2.4)

De acuerdo con el Teorema 2.1 el operador B, cumple las propiedades de ser acretivo y
Lipschitz. Por consiguiente, gracias al Lema 2.3 se puede afirmar que existe una solucion
para la ecuacion (2.4).

Proposicion 2.4 (BREZIS-CRANDALL-PAZY). Sean A y B operadores m-acretivos en
H. Si la secuencia {By(uq)} es acotada, entonces existe u tal que f € u+ Au+ Bu y
Uq — U.

Demostracion. Ver [23, Capitulo IV, Proposicion 2.1].

Lema 2.4. si A y B son operadores m-acretivos en H y D(A) N D(B) # 0, entonces
{us} es acotada.

Demostraciéon. Ver |23, Capitulo IV, Lema 2.2|.

Observacion 2.5. St ¢ : H — Ry es una funcion propia, convexra y semicontinua
inferior, entonces Ogp (el subgradiente) es una relacion en H x H y es acretivo en el
siguiente sentido: si w; € Oy (x;) para j = 1,2, entonces (wy — wy, 1 — x2) g > 0. De la
definicion de subgradiente se tiene que

(w1, 22— z1)E < @(22) — (1),

(wo,z1 — x2) i < p(x1) — @(22).

Sumando estas desigualdades, se tiene la desigualdad
(QUQ — W1,To — .I'l)H 2 0
Ademds, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.5. Sea H un espacio de Hilbert y ¢ : H — Ry, una funcion conveza,
propia y semicontinua inferior. Entonces el rango de I + Ogy es todo H.
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Demostracion. Tomamos wy € H fijo y definimos la funcion ¢ : H — R, por

9(e) = () + 5 el = w2y

De [23, Capitulo IV, Lema 1.1] se tiene que ¢ esta acotada inferiormente por una funcion
afin (Definicion 2.3) de la forma

p(T) = (W, — z1) + p(21),

donde w,z; € H son fijos, de aqui se sigue que v satisface la desigualdad
1
¢('T) > (w,x—x1)+go(x1)+§HxHQ—(wo,x), Vo e H.

Entonces 1 satisface

lim (z) = +o0.
l|z[| =00

Asi, por [23, Capitulo IV, Proposicion 1.4] la funcién ¢ tiene un minimo en algiun zo € H,
esto es

Lo anterior es equivalente a 0 € dgv(zy).
L2
¥(@) = @) + 5 llell” — (wo, 2,
1
¥(w0) = @(w0) + 3 [|0]|” = (wo, o) a1

Usando el hecho de que 0 € dpi(xy) y restando las ecuaciones obtenemos

1
(wo, # — wo)n < (x) = @(wo) + S(loll” = llzol"), Vo € H.

Reemplazando x por tz + (1 — t)zy y usando la convexidad de ¢ nos resulta

1

t(wo, z—x0)g < t(go(a;)—go(:v@)—i—i [tz((:v,:13)—1—(:130,:130))—i—Qt(l—t)(xo,:13)—|—t(t—2)(:130,a30)) )

Luego, dividiendo por ¢ > 0 y tomando el limite cuando ¢ — 0" nos queda
(wo, z — mo)m < @(z) — p(20) + (To,2 — To)u,  Vz € H,
Esto prueba que wg — xy € dgp(xy) y con esto podemos concluir la demostracion. 0

Con este resultado se muestra que dgp es m-acretivo. Por Lema 2.3 podemos afirmar lo
siguiente, para cualquier funcion ¢ : H — R, convexa, propia, semicontinua inferior y
cada relacion B m-acretiva en H siempre existird una solucion u, € H para la ecuacion

Uq + 0p(uy) + Batta D f, (2.5)

con f € Hya>D0.
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Proposicion 2.6. (BREZIS) Sea B m-acretivo y ¢ : H — Ry, una funcién propia,
conveza y semicontinua inferior. Suponga que existe C' > 0 tal que

o((I+aB)'u) < p(u)+Ca, Yu e H y algin o > 0. (2.6)
Entonces 0p + B es m-acretivo.
Demostracion. Se puede encontrar en [23, Capitulo IV, Proposicion 2.2].

Definicién 2.17. Sea A : H — H un operador m-acretivo, se dice que A™! es acotada si

lfm HAO(U)H = +o00.

vl =00

Observacion 2.6. Para el operador m-acretivo A se garantiza la sobreyectividad, es decir,
Rg(A) = H cuando A™' es acotada, los detalles se pueden ver en |23, Capitulo IV,
Proposicion 2.3].

Definicion 2.18. La funcion ¢ : H — H' es coerciva si

{u, u)
[l

— 00, cuando ||u|| = oo.

Proposicion 2.7. (BREZIS) Sea ¢ : H — RE wuna funcion propia, convera y semi-
continua inferior definimos la relacion A = Oy, entonces los siquientes resultados son
equivalentes

(@) M) oo <ﬁ) =00

(b) Para cada ug € D(p), | lﬁ'm (vu—uo) _
Uu||—o0
[u,v]eA

(¢) Existe u € H tal que ” lﬁ'm
Uul|—oo
ueD(p)

(d) lim | A% = occ.
llul| o0
ueD(p)

(e) Si A1 es acotado, entonces Rg(A) = H.

Demostracion. Asumamos que se cumple (a) y sean v, u € H tales que [u,v] € A, esto
es v € A(u) = Op(u). De la definicion de Op se tiene la desigualdad

ou) < p(ug) + (v,u —ug), ug € H.

Si dividimos la desigualdad por ||u|| y tomamos el limite cuando ||u|| — oo obtenemos

Y M , (f> U — UO)
o0~ ||ul|TToo < ) = b o0
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Asi probamos que (a) implica (b). Recordemos que A% es el elemento v € A°(u) que
posee la menor norma, asi pues (¢) es un caso particular de (b).

Sea u € D(p) y consideremos la desigualdad
(A%, — )] < [ 4% - s — woll < [|4%] (lall + sl

Para la cual, dividiendo entre ||u|| a ambos lados y tomando el limite en el infinito se
obtiene

< lim ||A%,

l[ul| o0 ||ul| [[ul| o0

D(¢)

con esta desigualdad se prueba facilmente que (c¢) implica (d). De lo mencionado en la
Observacion 2.6 se puede deducir que (d) implica (e).

Para probar que (e) implica (a), tomamos R > 0 y por (e), para cada ||z|| < R existe v
tal que A(v) 2 z y por ser A~! acotado ||v]| < M. De la desigualdad

e(u) —p(v) > <Z7u—v>> u € D(p),

obtenemos

(z,u) < p(u)+ MR Vz € H con |z| < R.

Por lo tanto,

u MR
Rllul <o) + MR y 29 > g 2T
il il
de esta manera, se muestra que
lim inf @ >R
full o0 [Jull
para cada R > 0. Con esto probamos que (e) implica (a). UJ

2.3 Ecuaciones evolutivas semilineales

En esta subseccion se presentara el teorema principal de este trabajo, pero antes de
esto se mencionaran algunos resultados conocidos de las ecuaciones evolutivas, los cuales
son de ayuda para analizar el buen planteamiento de un problema parabélico degenerado
semilineal.

Lema 2.5. Sean a(-),b(-) € L(0,T) con b(t) >0 p.c.t 0 <t <T yv:[0,T] - R" que
satisface
(1 — ) <a(t)v(t) +b(-)v*(t), p.ct te0,T],

con 0 < a < 1. Entonces

¢
vIT(t) < vl_o‘(O)efOt a(wdu 4 /efst aWdup(g)ds, 0<t<T.
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Demostraciéon. Dado que v es no negativo reemplazamos a v(t) por v(t) 4+ € con algiun
¢ > 0 y se obtiene la desigualdad

(1 —a)'(t) < a(t)(v(t) + ) + b(E)(v(t) + ). (2.7)
Dividiendo la desigualdad (2.7) entre (v(t) + )%, obtenemos

(1 —a)v'(?)

W= S OO+ +biD). (2.8)

Ahora definimos w(t) = e~ Jo atwdu(y(t) 4 )17 y derivamos la funcion

w'(t) = —e~ o 9WdG (1) (14 )1+ (1= a) (u(t) + )% Jo ey ()
= e—f5a<u>du< —a(t)(w(t) + &) + (1 — a)(v(t) + 8)_%’(t)).
De la desigualdad (2.8) nos resulta
W' (t) < e~ Joalwdup(py,
Asi, al integrar en ambos lados de la desigualdad en el intervalo [0,¢], obtenemos las
siguientes expresiones:
t t

/w'(s)ds < /efosa(”)d“b(s)ds,

0 0
t

w(t) —w(0) < / elo aWdup(5)ds.

0

Reemplazando w(t) por e~ Jo a(wdu(y(t)4-¢)1=* y posteriormente tomando el limite cuando
¢ — 0, se obtiene finalmente

¢
vIT(t) < vl_o‘(O)efOt alwdu | /efos aWdup(g)ds, 0<t<T.

0

O

Definicién 2.19. Sea X un espacio de Banach sobre Ry f : R — X, la derivada de f
por derecha se define como el limite

@) = 1 LGN 1)

h—0t h ’

si el limite existe, entonces se dice que f es diferenciable por derecha en x.
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Definiciéon 2.20. Una funcion f : [0,7] — X es absolutamente continua si para cada
e > 0 existe 0 > 0 tal que para cada secuencia de intervalos disjuntos en [0, T]]

o0

Z(bn —an) <0 = Z 1£(bn) = flan)lx <e,

n

donde |[|-||x es la norma en X.

Sean H un espacio de Hilbert y A una relacion m-acretiva en H con ug € D(A) y ademas
una funcion f : [0,7] — H. Una soluciéon de un problema evolutivo es una funcion
u: [0, 7] — H tal que u(0) = ug y satisface

du

E(t) + A(u(t)) > wu(t) + f(t) pctte|0,T], weR, (2.9)

donde 3—? denota la derivada débil de wu.

El siguiente teorema nos da las condiciones suficientes para garantizar la existencia y
unicidad de la solucion al problema (2.9).

Teorema 2.2. (KATO) Sea A m-acretivo en un espacio de Hilbert H y w > 0. Para cada
uy € D(A) (ver Definicion 2.2) y cada funcion f :[0,T] — H absolutamente continua,
existe una unica funcion absolutamente continua w : [0,T] — H, tal que u(0) = uy y
satisface (2.9) para casi todo t > 0. También, u es Lipschitz continua y diferenciable por
derecha con u(t) € D(A) parat > 0.

Demostracion. Ver, por ejemplo [23, Capitulo IV, Teorema 4.1].

Definicion 2.21. Sea X un espacio de Banach reflexivo, consideramos un operador N :
X — X'. Decimos que N es monoétono si (N (u) — N (v),u —v) > 0 para todo par de
elementos u,v € X. N es hemicontinua si para cada u,v € X, la funcién de valores reales
t = (M (u + tv), v) es continua.

Observacion 2.7. Asumamos que X es un espacio de Banach separable y reflexivo, el
cual estd contenido en un espacio de Hilbert H, cuya inclusion es densa y continua. St
identificamos a H con su dual H' mediante la aplicacion de Riesz y ademds identificamos
a H con un subespacio de X' de la forma

f)=(fv)g, [fe€H VveX.

Supongamos que N : X — X' es mondtono y hemicontinuo, luego podemos el operador
A en H con dominio D(A) = {u € X : A(u) € H} tal que evaluado en u € D(A) se
define como A(u) := Nu. Dado que

(Au — Av,u —v)g = (Nu— Nv,u—v), Yu,v e D(A),
y N es mondtono, entonces se sigue que A es acretivo en H.

Definicion 2.22. N : H — H' es estrictamente mon6tono en H si (Nu — Nv,u —v) >0
para todo u # v en H. Se dice que N es fuertemente monétono si existe C' > 0 para el
cual

(Nu — Nv,u—v) > Cllu—o|3, uveH. (2.10)
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Observacion 2.8. Si el operador N es lineal tomamos v =0 yu € H en la desigualdad

(2.10) y obtenemos
(Nu,u)

im ——— > lim C|u|| = oo,
lul—oo ||| l[ul|—o0

lo cual nos implica la coercividad (ver Definicion 2.18 ) del operador.

Definicion 2.23. Sea E es un espacio vectorial. Un operador N : E — E* se dice
simétrico si (Nu,v) = (Nv,u) para cada u,v en F.

Dado E un espacio vectorial, denotamos su dual algebraico por E* y sea N : E — E*
un operador simétrico y no negativo, es decir, ' es moné6tono. El operador N induce el

semiproducto punto
b(z,y) == Nz,y) Vr,y€E,

en F y este a su vez induce una seminorma, la cual esta dada por
2|y := (Nz,2)/? VzeE.

Denotamos el correspondiente espacio seminormado por Fjp. Por [24, Teorema 3.5] el
espacio dual asociado FEj es un espacio de Banach.

Observacion 2.9. Podemos demostrar que el operador N induce una seminorma en E.
En primer lugar, mostramos que [{(Nv, u)|* < (Nv,v)(Nu,u), utilizando un procedimiento
similar al que se utiliza para demostrar la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Utilizamos
este resultado para llegar a la desigualdad |u + v, < |uly + |v]p. Ademds, se cumple que
laul, = |al|uly para cualquier o real y u en E. Por lo tanto, |- |, es una seminorma en E
y se denota por Ey al espacio seminormado correspondiente.

2.3.1 Teorema principal

Dado E un espacio vectorial y N’ : E — E* un operador lineal, simétrico y monétono
en F. Sea Ej, el espacio seminormado con la seminorma que induce N dada por

|, = Nz, )12 VzeE.

Ademas, sea M C E x Ej una relacion con dominio D = {z € E: M(x) # 0}. Un
problema semilineal consiste en:

Problema 2.1. Encontrar u : [0,7] — FE para el cual Nu € C([0,T]; E;) y Nu(-)
es absolutamente continua en cada intervalo [6,7] con 0 < ¢ < T. La funcion u debe
satisfacer

& Wult) + M@ult) > 1), 0<t<T, (211)

y ademas Nu(0) = Nug en E}, ug es un valor inicial que pertenece a D.

Nos podemos apoyar en el Teorema 2.2 para hacernos una idea de las condiciones que se
pueden imponer a AN/, M y f para garantizar el buen planteamiento del problema.

31



Observacion 2.10. Supongamos que Ey, es un espacio de Hilbert, donde b(-,-) es el pro-
ducto interior y (Ey, |-|,) completo. Ast, de la definicion de N se tiene que

(N, v) = b(u,0) = (Re,u,0),  Vu,o € E.

Por lo tanto, N es el isomorfismo de Riesz de Ey en E;. Recordemos que Ry, denota el
isomorfirmo de Riesz en Fy,. Dado que ahora b(-,-) es un producto interior, usaremos por
comodidad la notacion (-,-)g, en su lugar, luego

(Nu,v) = (u,v)g,.

Como se supuso a Ey un espacio de Hilbert, entonces por el isomorfismo de Riesz, Ej
es isomorfo a Ej. Podemos identificar a Ey, con E; como si en esencia fueran el mismo
espacio y podemos interpretar a N como la identidad, esto es, Nu = u para todo u en
Ey. Sean uy,uq soluciones de (2.11) con datos fy y fo respectivamente, entonces restando
las ecuaciones se tiene lo siguiente

d

% (10) = w1 (1)) + M) = M(a(0) 2 £ult) = £,

Si a cada término de la ecuacion lo evaluamos en us(t) — ui(t) y luego aplicamos la

desigualdad de Cauchy-Schwarz en el lado derecho de la ecuacion y la propiedad

& (ult), ult)s, = 2 u(0) ult)) g, V€ [0,T),

en el lado izquierdo, se obtiene

L lua(t) = ur ()]l + (M(ua(t)) — M(ur (1)), us(t) — wi(?))

2dt
< [lfa(®) = L®l g lua(t) = (@),
supongamos que la relacion M es mondtona en E, entonces obtenemos la desigualdad

1d

5 7 luz(t) = w(®)ly < 1f2(8) = fO)| g luz(t) = w ()],

st identificamos las funciones

o — % v(t) = [lua(t) —wa(®)lf; a(t) =0y b(t) = || f(t) = A(D)]l g -

Podemos aplicar el Lema 2.5 y obtener la desigualdad

[ua(t) — ur ()], < [luz(0) — wr (0], + / I£2(s) = fu(s)ll gy ds, O<t<T.

De la cual se puede deducir la unicidad de la solucion gracias a la condicion inicial.
Recordemos que estamos tratando a N como la identidad, entonces la ecuacion (2.11) se
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convierte en una ecuacion de la forma (2.9). En el caso en el que el espacio Ey es un
espacio de Hilbert la ecuacion (2.11) es equivalente a la siguiente ecuacion en Ej

du - -
e + N o M(u(t) e NTHf(t), 0<t<T.
Ahora nos prequntamos bajo qué condiciones el operador A := N =1 o M es m-acretivo en
Ey, esto con el fin de apoyarnos en el Teorema 2.2 para poder garantizar la existencia de
la solucion a la ecuacidn. Definimos [x,y] € A si y solo si Ny = w para algin w tal que

[z, w] € M.
Sean [x1,y1], [ra, y2] € A tales que Ny; = w; y [x;, w;] € M coni = 1,2. Entonces tenemos

(Yo — Y1, 2 — xl)Eb = <N(yz — Y1), Ty — 3?1> = <w2 — W, Ty — 901} .

De aqui se sigue que A es acretivo si M es mondtono. Ahora, supongamos que Rg(N +
M) = E} y sea [ € Ey, entonces existe u € Ey, tal que Nu+ Mu > N f, luego se cumple
u+N"toMu> flo que es lo mismo que (I + A)u > f. Por lo tanto, A es m-acretivo
si M es mondtono y Rg(N + M) = E,.

De esta manera, por las condictones que hemos impuesto podemos aplicar el Teorema 2.2
y tenemos que para cada funcion f : [0,T] — E} absolutamente continua y para cada

ug € D existe una unica funcion absolutamente continua u : [0,T] — Ey tal que satisface
la ecuacion (2.11) y ademds u(0) = wuy.

Para el buen planteamiento del problema consideramos las siguientes hipotesis:

H1. N simétrico, monétono y lineal en E.

H2. La relacion M es mondtona en F.
H3. RgN + M) = Ej.

Teorema 2.3. Asumamos que las hipotesis H1-H3 se cumplen, entonces para cada ug €
D= {r e E: M) # 0}, up un valor inicial y para cada f € WHY(0,T; E}) (ver
Definicion 1.36) existe una solucion u del Problema 2.1 con

Nu e Wh*(0,T; Ep), u(t) €D, 0<t <T y Nu(0) = Nuy.
Si ademds N+ M es estrictamente mondtona, entonces la existencia es tnica.

La demostracion de la existencia de la solucién la dividiremos en dos partes, en la primera
parte se procede haciendo una extensién del espacio cociente Ej/kerN a un espacio de
Hilbert, en donde posteriormente se planteara un problema equivalente al Problema 2.1,
es decir, la existencia y unicidad de la soluciéon de un problema implica la existencia y
unicidad de la soluciéon del otro problema equivalente. En la segunda parte se mostrara
que el problema equivalente al Problema 2.1 cumple las hipétesis del Teorema 2.2 para
asi poder garantizar la existencia de su solucion.

Observacion 2.11. En este trabajo tan solo demostraremos la existencia de la solucion,
dado que no disponemos de las herramientas suficientes para probar todas las propiedades
que posee la solucion del Problema 2.1.
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2.3.2 Extension del espacio E/KerN

Sea N un operador el cual es lineal, simétrico y monétono de F en E*, de la desigualdad
de Chauchy-Schwarz tenemos

Nz, y)|” < (Nz,2) (Ny,y) = |27 |yl;  Vz,y € E.

De aqui se deduce la continuidad del operador N de E en E’. Denotamos el kernel de N/
por

K={zeE:Nz=0}={z € F: Nz,z) =0} ={z € E: blz,z) =0}

Al ser N lineal tenemos que K es un subespacio de E y denotamos su correspondiente
espacio cociente por E/K, donde cada elemento del espacio tiene la forma 7 = x + K =
{z +vy:y € K} y definimos en este espacio el producto interior dado por

b(&,§) = b(x,y), Va,y€ E.

Comprobemos que en efecto b esta bien definida. Sean & = h y § = Z, luego existen
ki, ke € K tales que x = h+ ki1 y y = z + ko, de esta manera tenemos

b(z, ) = b(z,y) = b(h+ ki, z + k). (2.12)

Dado que N es simétrico y lineal, el operador b(,-) sera bilineal y simétrico. Utilizando
estas propiedades nos resulta la igualdad

b(Z,7) = b(h, ) + b(ky, 2 + k2) + b(ka, h+ k1) = b(h, 2) = b(h, 2). (2.1

De (2.12) y (2.13) se deduce la linealidad y simetria de b. Asi, para comprobar que b
es un producto escalar en E/K solo hace falta probar que b(w Z) = 0 si y solo si

K = 0g/k. Sea & = K, entonces b(%,%) = b(z,r) = 0 y ademés si b(%,7) = b(z,z) =

entonces x € Ky T = K.

S

3)
)
0

La completacion del espacio E/K con su correspondiente norma es un espacio de Hilbert
W cuyo producto escalar es una extension de b(-,-) (ver, por ejemplo [24, Teorema 4.2]).
Dado que la completacion del espacio E/K viene con una funciéon lineal e inyectiva T :
E/K — W con rango denso en W, podemos entender a £/ K como un subconjunto propio
denso de W, con lo cual la aplicacion canénica q : E — E/K sobre el espacio cociente
dada por

qz) =z={x+y:ye K}, VreFE

es un homomorfismo estricto de F, en W con rango denso en W y su aplicaciéon dual
¢ : W' — Ej esta dada por

¢ (9)(x) =g(q(z)) Vge W' Ve E,
Por definicion g/ es lineal. Para mostrar que ¢’ es sobreyectiva recurrimos a la propiedad
Im ¢ = (Ker N)° =

Sea f € Ej, entonces |f(z)| < C (N;v,x>1/2 = 0 para todo z € K. Luego, f € K = Im ¢
con lo cual se prueba la sobreyectividad de ¢'. La inyectividad de ¢’ se puede obtener con

[24, Capitulo I, Teorema 5.1]. Finalmente podemos concluir que ¢’ es un isomorfismo de
W' en Ej.
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2.3.3 Construccién del problema equivalente

Sea Ny : W — W’ el isomorfismo de Riesz dado por
<N0U>w> = (U>w)W7 ‘v’v,w e W.

Para cada x,y € Ej, tenemos

(N, y) = b(z,y) = blg(), q(y)) = (Nog(), (4(y))) = ¢ (Noq(w)) ().
Reescribimos el operador N en la forma
N = ¢'Nyg. (2.14)

Para obtener una forma similar para la relacion M : D — Ej, definimos la relacion
Mo C W x W' de la siguiente forma

g € My(Z) siy so6lo si existe un z € D con q(x) =T y ¢'(g9) € M(x).

De esta manera obtenemos una relacion My con dominio ¢(D) = {Z : € D} para la
cual

M = ¢ Myq. (2.15)

Note que g puede dar distintos valores para cualquier elemento en E, luego M, puede
ser una relacién incluso si M es una funcion. Los siguientes resultados nos muestran las

relaciones entre N', M y Mgy, Ny.
Lema 2.6.

(a) Para cada & = q(x) € W, ¢'(g9) € M siy sdlo si g € My(Z), y en este caso tenemos
q'(9)(x) = 9(z).

(b) Se tiene la pertenencia ¢'(g) € (N + M)(x) si y solo g € (Ny + Mo)(Z).
Demostracién.

(a). Sean = = q(x) € Wy ¢'(g) € M(x), entonces por la ecuacion (2.15)

q'(9) € M(z) = ¢'(Moq(x)).

Dado que ¢’ es un isomorfismo, tenemos que g € Moq(z).
Supongamos que g € M(Z), por definicion de M, existe = € D tal que g(x) = y
q(g) € M(x).

(b). Si suponemos que ¢'(g) € (N + M)(zx), entonces ¢'(g) € (¢Nog + ¢ Moq)(z) por
(2.14) y (2.15). De la linealidad e inyectividad de ¢’ obtenemos que g € (No+My)(Z).

Supongamos que g € (Ny+.My)(Z) y recordemos que g(z) = Z, aplicando ¢’ a ambos
lados de la pertenencia obtenemos ¢'(g) € (¢'Nog(x) + ¢ Mogq(x). Nuevamente por
(2.14) y (2.15) tenemos ¢'(g) € (N + M)(z). O
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Corolario 2.3.
(a) M : D — Ej es mondtono si y sélo si My : q[D] — W' es mondtono.
(b) ¢ es una biyeccion de Rg(Ny + My) en Rg(N + M).
Demostracién.

(a). Supongamos [Z, g] € M, esto ocurre si y solo si existe z € D tal que q(z) = T y
[,4'(9)] € M, luego

(9, Z)w: = 9(2) = gla(x)) = (¢, 2) p, -
De aqui se deduce que M es monotono si y sélo si M.

(b). Esto se deduce del Lema 2.6 y del hecho de que ¢’ es un isomorfismo. 0

Supongamos que u es una solucion de la ecuaciéon (2.11) construida con los operadores N
y M. Usando el hecho de que ¢’ es un isomorfismo de W’ en Ej y junto a los resultados
obtenidos para las igualdades (2.14) y (2.15) se sigue que @ = g(u) es una solucion de

d -
E(/\/’oﬂ(t)) + Mo(a(t)) > f(t), 0<t<T, (2.16)
donde f(t) = (¢/)~'f(t). También se cumple que si @ es una solucion de (2.16), entonces
para casi todo t € (0,T) y u(t) € q[D], existe u(t) € D con q(u(t)) = a(t). Dado que ¢ es
un isomorfismo y Nu(t) = ¢ Nya(t), 0 <t < T, se sigue que u es una solucion de (2.11).
Esto prueba el siguiente lema.

Lema 2.7. Una funcién u : [0,T] — E es solucion de (2.11) si y sdlo si t = qowu :
[0,T] = W es una solucion de (2.16).

Podemos observar que el problema (2.16) cumple con la condiciones propuestas en la
Observacion 2.10, por tanto del Teorema 2.2 y de el Lema 2.7, se garantiza la existencia
de la solucion al Problema 2.1. O
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Capitulo 3

Contraste de dos teorias evolutivas

En este capitulo estudiaremos las condiciones de un problema parabolico mixto degenera-
do, estudiado en [3, Problema 2.1|. A diferencia de [3], el estudio del buen planteamiento lo
haremos a través de la teoria desarrollado por R.E Showalter en [23, Capitulo IV, Seccion
VI, la cual revisamos en el Capitulo 2. Para desarrollar el analisis del buen planteamiento,
primero se debe hacer el encaje del problema parabdlico mixto degenerado a un problema
semilineal de la forma (2.11), para posteriormente comprobar que se satisfacen las hipo-
tesis del Teorema 2.3 y asi poder garantizar el buen planteamiento del problema.

El siguiente lema sera de utilidad para determinar el espacio en el que se plantera el
problema semilineal.

Lema 3.1. Sea V = A x B, donde A y B son espacios de Hilbert y su correspondiente
producto interior estd dado por ((a,b), (c,d))y = (a,c)4 + (b,d)p, donde a,c € A yb,d €
B, entonces V* = A* x B*.

Demostracion. Primero consideremos las funciones iy : A — Ax B tal queiz(a) = (a,0)
yip: B — Ax B paralacual ig(b) = (0,b). Sea ¢ € V*, entonces ¢ es lineal y se cumple
que $(a,5) = $(a,0) + $(0,) = ¢ 0 i4(a) + 6 o i5(b). Definimos f = $oisy g = $oip,
asi ¢(a,b) = f(a) + g(b), claramente f € A* y g € B*. Podemos definir una funciéon

II:V*— A* x B*
¢— (f,9)

Comprobemos que II esta bien definida. Supongamos que ¢ = ¢; € V*, entonces para
cada par ordenado de la forma (a,0) € A x B tenemos que ¢(a,0) = ¢1(a,0). Luego las
funciones componentes f = ¢ oiy v fi = ¢1 014 son iguales y esto se satisface de igual
forma para g = g;. Por lo tanto, I1(¢) = I1(¢y).

Dados ¢, € V* tales que ¢ = f+ gy ¢ = f1 + ¢1, la linealidad de II la obtenemos a
partir de que (gb + go)(a,O) = m(a,0) 4+ ¢(a,0) = f + f1 y de igual manera para g y g.
Si tomamos un par de funciones ¢, ¢ € V* la cuales son distintas en al menos un punto
(a,b) € A x B tendremos que las funciones ¢ oiy y ¢ 04 son distintas o en su defecto
¢oipy poip son distintas, lo cual implica la inyectividad de II.

Ahora mostremos que la funcién II es sobreyectiva y por tanto, es un isomorfismo de V*
en A* x B*. Dado (f,g) € A* x B* definimos la funcion ¢(a,b) = f(a) + g(b), de aqui
podemos ver que f(a) = ¢(a,0) = poisy g(b) = ¢(0,b) = ¢ oip, luego II(¢) = (f,g). O
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3.1 Revision de las condiciones de un problema parabé-
lico degenerado mixto

En este apartado se presentan las hipotesis con las cuales el problema paraboélico mixto
degenerado esta bien planteado (ver mas detalles en [3]). Posteriormente se hara el encaje
del problema mixto a un problema semilineal.

Sea M un espacio de Banach reflexivo y X y Y espacios de Hilbert tales que X esta
contenido en Y y su inclusiéon es densa y continua. Seaa: X x X - Ryb: X xM — R
dos operadores bilineales y continuos y R : Y — Y’ un operador lineal continuo. Sea A
el operador lineal y continuo inducido por la forma bilineal a(-,-), A : X — X’ esta dado
por

(Au, w) y = a(u,w), Yu,we X.

Sea V' el kernel de la forma bilineal b dado por
Vi={ve X:bv,u)=0, Vue M}.
Denotamos por W a la clausura del kernel con respecto a la norma de Y,
W=

Ahora, consideramos el siguiente problema. Dados uy € Y, f € L*(0,T;X') y g €
L?(0,T; M") el problema parabélico mixto consiste en lo siguiente:

Problema 3.1. Encontrar v € L*(0,T; X) y A € L?(0,T; M) que satisfacen la ecuacion:

%[(RU@)MY + (0, A())] + (Au(t), v)x = (f(1),v) x Yo e X,
b(u(t), ) = {g(t), 1) as Ve M,
(Ru(0), v}y = {Rup,v)y Yv eY.

Para el buen planteamiento del problema consideramos las siguientes hipotesis.

h1l. La forma bilineal b satisface la condicion de inf-sup, esto es, existe un 5 > 0 tal que

b(v, 1)
sup
vex [lvllx

ZBHMHM> VMEM'
h2. R es autoadjunto y monétono en V', esto es
(Rv,w)y = (Rw,v)y, (Rv,v)y >0, Vo,weV.

h3. El operador A es autoadjunto en V, esto es

(Av,w)y = (Aw,v) 5, ,Vo,weV.

h4. Existen v > 0y a > 0 tales que

(Av,v)y +7 (R, )y Z alullk Vo e V.
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h5. El dato inicial ug pertenece a W.
h6. La funcion dato g pertenece a H(0,T; M') (ver Definicion 1.36).

Teorema 3.1. Asumamos que las hipotesis h1-h6 se cumplen, entonces el Problema 3.1
tiene una unica solucion (u, \) con X € C([0,T]; M).

Demostracion. Ver, por ejemplo |3, Teorema 2.1]

Observacién 3.1. Si definimos los operadores B : X — M' y BT : M — X' de la
siguiente manera

b(u, ) = <Bu, X> _ <BT5\,U>, Y(u, ) € X x M,

entonces el Problema 3.1 es equivalente al siguiente problema.

Problema 3.2. Encontrar u € L*(0,T;X) y A € L*(0,T; M) que satisface la siguiente
ecuacion

%Ru(t) + Au(t) + BYA(1) = f(t)
—Bu(t) = —g(t) .

Para el encaje del problema parabolico mixto degenerado al problema semilineal lo hare-
mos con el Problema 3.2 por comodidad.

Definamos los operadores A’ y M junto con la variable @ y el dato f de la siguiente forma

(1) (7). o) - (0)

Ademas, definimos el espacio E := X x M. De esta manera, el sistema (3.1) se puede
reescribir en la forma, hallar @ € E tal que

%Nﬂ(t) + Ma(t) = f(t), tel0,T). (3.2)

Se puede observar que el sistema (3.1) corresponde a una ecuacion de la forma (2.11). De-
bemos comprobar que en efecto la ecuacion (3.2) corresponde a un problema semilineal.
Es decir, NV es lineal, simétrico y monétono. Ademaés, la relaciéon M debe ser un subcon-
junto de £ x Ej, donde Ej es el dual asociado a la seminorma que induce M. Dividiremos
los procedimientos en secciones en donde cada seccion estaré dedicada a comprobar cier-
tos aspectos del Teorema 2.3 para al final concluir con las condiciones bajo las cuales el
Problema 3.1 tiene soluciéon y si esta es tnica.
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3.2 Encaje a un problema semilineal

Este apartado estara dedicado a comprobar que la reescritura del Problema 3.2 correspon-
de a un problema semilineal, para esto es necesario comprobar que se satisface H1 o en su
defecto pedir condiciones en las cuales se satisface la hipotesis. Ademas, se determinara
el espacio en el que se plantea la ecuacion semilineal.

Sean u = (#1 ),17 — ( f,l) € X x M y a € R. Por definicién de N tenemos las siguientes

igsldafles
(@, 5) — <(%“) , (2’1)> — (Ru,v) (3.3)

N i+ ab) = (%“) ta (R”) _ N(@) + aN(5),  Vu,v e X. (3.4)

0
De (3.3) y h2 deducimos la monotonia y simetria de N en V x M y ademas (3.4) se
obtiene a partir de la linealidad de R en X, la cual implica la linealidad de N en E.

Observacion 3.2. Es necesario pedir que R no solo sea mondtono y autoadjunto en V,
como lo propone la hipdtesis h2, si no también en X debido a que N debe ser simétrico
y mondtono en E. Con lo anterior podemos garantizar que se satisface H1. Notemos que
de (3.3) se tiene N : E — E*.

Definamos el espacio Ej como el dual del espacio £ = X x M con la seminorma inducida
por N, la cual denotaremos con |-|, y sea D := {(5) € X x M : M(y) € E;}. A
continuacion describiremos de forma maés precisa al espacio Fj.

Consideremos el espacio seminormado X; como el par (X, ||-[|, ), donde
lolly, = 1, 0)l, = (Ro,v)'/, Vv eX.
También, el espacio seminormado M, como el par (M, [|-|,,) cuya norma esta definida por
il = 110, m)ll, = (RO, 0)"* =0, Yue M.

Luego, tenemos que M = {0}. Ahora queremos mostrar que Ej = X| x {0}, por el Lema
3.1 se tiene que el dual algebraico de un espacio producto es isomorfo al espacio vectorial
que se forma por el producto de los dos duales algebraicos. Nos resta probar que para
cualquier f € FEj su correspondiente par ordenado ( -+ g) pertenece al espacio X| x {0},
cuya norma esta dada por

7.9 = 1%, + 16t = I 0= 171,
Sea f € Ej}. Definimos f v § como en el Lema 3.1
f(z) = f(z,0) VzeX, (3.5)
gp) = fO,n)  Vpe€ M. (3.6)



De esta manera, f(z, 1) = f(x) + §(u) y dado que f € E;, existe una constante C' > 0
tal que

(@)l = |F(@) + )| < Cll@,w)ll, = € (Re, )", V(a,p) € B,
Tenemos que para cada z € X; se cumple que
£(@,0)] = |F@)] < C(Ra,2)""* = C Jall,,
luego f € X y ademas, para cada par de la forma (0, ) con p € My tenemos
£0, )| = 13(u)] < € {R0,0)"* = 0.

Entonces g = 0.

Ahora, tomamos un par (f,0) € X} x {0} y definimos
flo,u) = f(z), V(z,p)€E.

Luego, |f(z, )| = |7(@)
f € Ej. Finalmente hemos demostrado que Ej = X; x {0}.

< Oz, = C||(z, p)||, para algin C' > 0, lo cual implica que

Adicionalmente probemos que X]; C X', donde X; es el mismo espacio que definimos
anteriormente. Para esto, supongamos f € X1, luego f es acotada, esto es, existe C' > 0
tal que para todo z € X se cumple la desigualdad

[F(@)] < C (R, )|
Ya que R:Y — Y’ es continua, se sigue que
|f(@)|* < C[(Re,2)| < C||Rally, |lly < Cullzly -

Por otro lado, tenemos que la inclusion X C Y es densa y continua, es decir, ||z||, <
(s ||z|| x para todo € X y para algin Cy > 0, luego tendremos la desigualdad

f@))? < Gy lz|%, VzeX

Esto es equivalente a que f € X'. De esta manera, se demuestra que X; C X’. Una
vez probado esto, podemos garantizar que (3.2) corresponde a un problema semilineal, al
igual que (2.11). Ahora, resta probar que se cumplen las hipotesis H2-H3 del Teorema
2.3 mediante Teorema 3.1.

3.2.1 Revisiéon del rango y condicién inicial

Para probar la condicién de rango (H3) del Teorema 2.3, se debe probar que para cada

par f = (f,0) € Ej existe (u, \) € E que satisface la ecuacion

EYO-GDE-H
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La ecuacion (3.7) se puede reescribir en la forma

(5 9)(6) =) 63

donde A := R+ A, de esta manera (3.8) tiene la forma de una formulaciéon mixta (ver,
Observacion 1.10), por este motivo usaremos el Teorema de Babuska—Brezzi para garan-
tizar la existencia y unicidad de la solucion (ver, Teorema 1.17).

Para aplicar el Teorema 1.17 debemos comprobar que B cumple la condiciéon inf-sup. Para
esto es suficiente recordar que

(Bu,v) = b(u,v), Yue X, Yve M.

Donde, b cumple la condicién inf-sup por hl. Por dltimo, debemos garantizar que existe
a > 0 tal que (Av,v) > a|lv||5 Vv € V, es decir, garantizar que A sea coercivo en V.

De la hipétesis h4 podemos deducir la siguiente desigualdad
méx{1,7}((Av,v) + (Rv,v)) > a|v||% Vv € V. (3.9)
Si definimos ¢ := o/ méx{1,~} > 0 y usamos el hecho de que A = R + A, obtenemos
(Av,v) >0 HvH?X, Yo eV, (3.10)
con lo que se prueba que A es coercivo.

Observacion 3.3. Para que (3.9) se pueda deducir de h4 es necesario asumir que A es
mondtono en V. Mds aun, adictonalmente a h3 debemos pedir

(Av,v) >0, YveX,

debido a que estas condiciones no se pueden deducir haciendo uso de la teoria abstracta
mostrada en el Capitulo 2.

Habiendo comprobado que se cumplen las hipotesis del Teorema 1.17, podemos garantizar
que para cada par (f,0) € E}, existe un unico par (u, \) € E que satisface (3.7).

Observacion 3.4. Notemos que
(NT, D) 4+ (M7D,0) = (Av,v) + (Ru,v), Vo= (3)€E, (3.11)

entonces de (3.9) no podemos concluir que N+ M sea estrictamente mondtono. Dado
que la expresion no tiene en cuenta los valores de la sequnda componente, es posible que
(3.11) sea cero aunque v # 0.

Por el motivo anterior no es posible garantizar la unicidad de la solucion mediante el
Teorema 2.3. Usualmente se recurren a otros métodos para garantizar la unicidad de la
solucion y el Teorema 2.3 se usa tan solo para garantizar la existencia, como mostraremos
en el siguiente capitulo.
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El siguiente lema nos sirve para garantizar que el dominio de M es no vacio.

Lema 3.2. Dado ug €¢ W := V”'”Y, existe \g € M tal que

A BT Ug ; /
(—B 0)(>\0)€Eb—X1x{0}.

Demostracién. BT cumple la condiciéon inf-sup al igual que B, asi, por [27, Teorema
2.3.3] BT es sobreyectiva en X’. Notemos que

AUO S X'
Luego, dado f € X| C X’ existe \y € M que satisface la ecuacion
1
BT o= f— Auyy € X'.

Siuge W := VH'”Y, existe {z,}>2; C V tal que x,, — ug, cuando n — oo. Ademas, por
la continuidad de B se cumple que

Bug = lim Bug = lim B(ug — z,) + lim Bz, = 0.

n— 00 n—o0 n—o0

Definiendo g := <f{8) tenemos

» A BT Ug /
sioie (4 ) () en

O
Sea @ = (z) € E, evaluando a M4 en @ obtenemos
(M, @) = <( AB %T) (“) , (“)> = (Au,u) + (Bu, ) — (BTu, ).
- p) A\
Recordemos que por definicién (Bu, p) = (B u, 1), luego
(M, @) = (Au,u) . (3.12)

De ahi que, M hereda las propiedades de monotonia y linealidad del operador A. La
propiedad de monotonia para A se pidi6 en la Observacion 3.3, bajo estas condiciones se
satisface H2.

3.2.2 Existencia de solucién

El objetivo de esta subsubseccion es garantizar la existencia de la solucion haciendo uso del
Teorema 2.3. Ademés, extenderemos el espacio en el cual el Problema 3.1 tiene solucién,
esto se debe a que el espacio dual asociado con N es mas pequenio que el espacio en el
que se plantea el problema original.

Ya hemos comprobado que N satisface H1 y M cumple H2. También se comprob6 la
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hipétesis del rango, es decir, comprobamos que en efecto Rg(N + M) = E;, pero no fue
posible deducir que N +.M es estrictamente monétono. Por estas razones, por el Teorema
2.3 tan solo podemos garantizar la existencia de la solucion de la siguiente manera:

Dado uy € W, por Lema 3.2 existe g := <§8) € D con \yg € M tal que por Teorema 2.3

para cada F = (F,0) € Wh(0,T; E}) existe @ = (@, A) tal que Na € Wb (0,T; E}) y
satisface

d ~
E/\/’ﬁ(t) + Ma(t) = F(t), te(0,T)
con Na(0) = Nug, lo cual es equivalente a

iRﬁ(t) + Ad(t) + BTA(t) = F(t) € X|

dt (3.13)

_Ba(t) =0
con Ru(0) = Rug. El sistema de ecuaciones (3.13) se satisface para 0 <t < T.

Observaciéon 3.5. Si Nu € Wh>(0,T; E}), por definicion de WH>=(0,T; E;) tenemos
N e L*(0,T; Ey), esto es, existe M > 0 tal que

M > ||Nu(t)||lg, p-ct t€[0,T].
Ademds,

HNﬂ(t)HEl/) = sup w = M

— su > (Ru(t),u(t))"* = [la(t) |,
lol,20 (Ru,v)? )20 (Rv, v)"/? '

lo cual nos indica que la funcion @ : [0,T] — Ey es también esencialmente acotada. Esto
es, w € L>(0,T; Ey) y ademds u € L*(0,T; Ey) por ser [0,T] un intervalo acotado.

Notemos que (3.13) se cumple tnicamente en Ej, pero se busca garantizar que (3.13) se
cumple en X’ x M’'. Para ampliar el alcance de la solucion, consideremos el siguiente
sistema

(3.14)

con f € L*0,T;X") y g € W?Y0,T; M"). Por Teorema 1.17, el sistema (3.14) tiene
soluciéon unica para cada t € [0, T]. Entonces, existen funciones

w:[0,T] —X y A:[0,T] — M
t— u(t) t—= A?)

tales que (u, \) es solucion de (3.14).

Observacion 3.6. De la segunda ecuacion de (3.14) se tiene que
Bu(t) = g(t) ¥t e [0,T].
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Dado que B cumple la condicion inf-sup, tenemos que B es un isomorfismo de V* en
M, luego el operador B=' : M' — X emiste y escontinuo. Asf,

u(t) = B-'g(t) Vi e [T,0]
Imponiendo que g € W0, T; X) y con la continuidad de B, tenemos que
u € W240,T; X)

en donde W21(0,T; X) :=={z:[0,T] — X : z € L}(0,T; X), dtz € L0, T;X") y & sz €
LY0,T; X)}. Porla continuidad de R en X se sigue que Ru(t)—2 Ru(t) € VV1 10, T; X’)

La Observacion 3.6 nos permite garantizar la existencia de la solucion para (3.13) cuando

F(t) = Ru(t) — & Ru(1).

Si tomamos F(t) = Ru(t) — 4 Ru(t) en (3.13) y sumamos los sistemas de ecuaciones (3.13)
y (3.14) obtenemos
T d . N T4 d
Ru(t) + Au(t) + B A(t) + ERu(t) + Au(t) + B* A(t) = f(t) + Ru(t) — ERg(lt)
Bu(t) + Bit) = g(t).

~

Definiendo u(t) = u(t) + u(t), A(t) = A(t) + A(t) y usando la linealidad de los operadores
A BT By % finalmente tenemos

%Ru( t) 4+ Au(t) + BEA(t) = f(t)

Lo cual reescribiendo resulta en:

Problema 3.3. Encontrar u: [0,7] — X y A : [0,T] — M que satisfacen la ecuacion:

%[(RU( £),v)y +b(v, A(t))] + (Au(t), v)x = (f(t),v) x Yo € X,
b(u(t), n) = (9(t), 1) s Vu € M,
(Ru(0),v)y = (Rug,v)y YveY.

45



Capitulo 4

Aplicacion a la teoria de fluidos

En este capitulo presentaremos el problema de Darcy-Stokes, el cual describe el flujo de
un fluido en un medio poroso y el flujo en un medio no poroso adyacente al primero. La
finalidad de este capitulo seré hallar una formulaciéon débil del problema Darcy-Stokes, a
la cual le podamos aplicar la teoria abstracta desarrollada en el Capitulo 2, para garantizar
el buen planteamiento del problema.

4.1 El problema de Darcy-Stokes

Antes de presentar la formulacion variacional de Darcy-Stokes haremos una introduc-
cion de los espacios H'(Q2) y H(div,(2), donde @ C R? es no vacio, abierto, acotado y
usualmente con frontera 92 de clase C'!'. Ademas, presentaremos algunos teoremas y re-
sultados que nos seran de utilidad en el desarrollo de la formulacion débil del problema
de Darcy-Stokes.

Definicién 4.1. Para Q acotado, diremos que 09 es de clase C* (k € Z*), si para todo
xo € 082, existen ry, > 0y vz, ° RW™-1 5 R tales que

QN B (xg,72,) = {2 € B(Zo,T2) : TN > Vo (T1,-- -, ZN-1)} Y
0NN B (x9,74,) = {2 € B(%o,Tsy) : TN = Vao (T1,---,ZN_1)},

con y,, € C*.

4.1.1 Espacio H(Q)

Definimos el espacio H'(f2) de la siguiente manera

HY(Q) = {f c L}(Q) % € [2(Q) Vie {1,2}},

donde % es la derivada débil de f con respeto a la i-estma componente.

También, se define el producto interior en H*(£2) como sigue

(f; 9 :z/{Vf-Vg+fg} Yo, w € H'(Q).

Q
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El espacio H'(2) con la norma inducida por el producto interior (-,-); o es un espacio de
Hilbert. Ademas, se define el siguiente subespacio cerrado de H*(2), como

La expresion [|-||; o indica la norma en H'(Q). Asi, Hj(Q) es la adherencia de C5°(Q) en

HY(Q).

4.1.2 Trazas de H'(Q)

Sea €2 un subconjunto abierto y acotado de R? con frontera 9 de clase C!, llamamos a
7o : C°(Q) — L*(09) una traza si esta definida por

Y0(@) := dloa Vo € C(Q).

Teorema 4.1. Sea Q un subconjunto abierto y acotado con frontera 0 de clase C*.
Entonces existe un operador lineal acotado 7y : H'(Q) — L*(0R) tal que

Y0(P) := Plaa Vo € C°(Q).

La demostracién del teorema se puede ver en [16]. Dado que C*(€2) es denso en H'()
y junto con el Teorema 4.1 estamos en condiciones de presentar la siguiente formula de
integracion por partes en H'(Q).

Teorema 4.2. Sea ) un subconjunto acotado y abierto de RN con frontera OS2 la cual es
de clase C'. Entonces para cada par f,g € HY(Q) se cumple

ggiz—g/f

donde n; es la i-esima componente del vector n normal a 0S2.

0
2t [ulfyntoms vie {12}

Q o0

Definicién 4.2. Sea Q C RY abierto y acotado con frontera 92 de clase C''. Se define el
espacio H'2(9€2) como el espacio traza de la frontera 0, esto es

H'? = yo(HY()),
la norma en el espacio cual esta definida por

H77Hl/2,aQ = inf{ HUHLQ cv € HY(Q) tales que yo(v) = 77} Vn € H1/2(8§2).

El espacio (H'/?(09Q), [IIl1/2,00) es completo y ademas su dual es denotado por H-'2(09),
los detalles se pueden ver en |16, Seccion 1.3.2].
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4.1.3 El espacio H(div, Q)

Definicién 4.3. Sea Q@ C RY un conjunto abierto y f = (f1, f2,..., fx) una funcién
vectorial tal que f; : 2 — R. Entonces la divergencia de f se define como

N

divf::V-fZZ

=1

Ofi
8[[’1' ’

donde 2—3]2 son las derivadas de f en el sentido débil para i =1,2,..., N.
Observacion 4.1. Las siguientes propiedades se cumplen para el operador div.
t) El operador div es lineal.

i1) Para u € (L*(Q))N se cumplen las igualdades
(V- u, @)r2q) = (divu, ¢)r2) = —(u, Vo) 2@y Vo € C5° ().

Ademas, para Q C RV abierto y acotado que posee frontera 9 de clase C'. Sean u :
RY - Ry f=(f,fs.., fn) donde f; : RN — R, se cumple

/udivf:—/Vu-f+/uf-n (4.1)
Q

Q o0

donde n es el vector unitario ortogonal a 0€2. Los detalles de la Observacion 4.1 y la
ecuacion (4.1) se pueden ver en |27, seccion 3|. La ecuacion (4.1) motiva la definicion
formal de operador div.

Definicién 4.4. Sea Q C RY abierto y acotado con 99 de clase C', una funciéon f €
(L3(Q))Y tiene divergencia w € L2(2) es decir w = div f si

Q/¢w=—Q/V¢-f Vo € CR(Q).

Definicién 4.5. Sea 2 C RY abierto y acotado, el espacio H(div, ) se define por
H(div,Q) := {u € L2(Q)N : divu =V -uc L*}(Q)}.

Es bien conocido que el espacio H(div, ) es un espacio de Hilbert con la norma

1
2 . 2 2
1]l g i) = <HU’H(L2(Q))N + [[div uHLQ(Q)) ;

la cual es inducida por el producto interior

(U,U)H(div,m = /u -+ /div u div v.
Q Q

48



Definicién 4.6. Sea ) abierto y acotado con frontera ) de clase C!, se puede definir el
operador acotado

Yo ¢ H(div, Q) — HY2(6Q)

u — Uu-n.

Recordemos que 1 es un vector normal a 0€). La buena definicién de 7, se puede encontrar
en [16, Teorema 3.1].

Definicién 4.7. Para  un dominio Lipschitz y acotado en RY, con vector normal exterior
n se define el espacio

Ho(div, 0) = (G @) .

Teorema 4.3.
Ho(div, Q) ={v € H(div,Q) : v - n |sgo= 0}.

Demostracion. Ver, por ejemplo, |27, Teorema 3.2.11].

Definicion 4.8. Sean u, v € (L2(Q2))", se define el gradiente del vector u como la matriz

Ouy Ouy

o1 e or N
0 ouz Oua,
uo[] | E R
81"7 i7j:17"'7N :
duy ., Oun
8I1 8:13]\7
Ademaés, el laplaciano de v se define como
Av1
Av = :
AUN
la cantidad ) . . ui 9vi g6 denota por Vu : V.
y ZZ,]:L"'7N axg 833] p

Ademés, se cumple la férmula de integracién por partes

/w divu+/Vw-u:/(u-n)w Vw € HY(Q),Vu € H(div, Q). (4.2)

Q o0

Adicionalmente, para todo par u,v € (H*(Q))" se cumple la férmula
/(Vu Vo +u-Av)dr = /u (Vv -n)dy. (4.3)
Q 09

Observacion 4.2. Las siguientes propiedades se cumplen y serdn de utilidad en el desa-
rrollo del buen planteamiento del problema, sus pruebas correspondiente se pueden encon-
trar en |27, Secciéon 1.2].
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i) De la Definicion 4.8 se puede ver que

N
Vu: Vv = ZVui Vo,

i=1
para todo u,v € (L*(Q))V.

it) Sean w,v,w y B, € R, se cumple

V(iau + fv) : Vw = o(Vu : Vw) + (Vv : Vw).

La cantidad Vu : Vv es llamada producto tensorial. Adicionalmente, agregaremos una
observacion muy util que nos ayudara a demostrar una de las hipotesis del Teorema 2.3.
Los detalles nuevamente se pueden encontrar en |27, Observacion 3.2.2].

Observacion 4.3. Para u € H(div,2) se cumple

HUHH(div,Q) < HU’HHl(Q)2‘
A continuacién presentaremos las ecuaciones fuertes del problema Darcy-Stokes. Ademas,
se presentan sus condiciones de interfaz correspondientes a la formulacién débil del pro-
blema.

El problema de Darcy-Stokes consiste en hallar u; : ;x[0,7] — R?y p; : Q;x[0,T] —
R con Q; CR? y j = 1,2 que satisfacen

a(x)ui(x,t) + Vpi(x,t) + g(x) =0 en 2y x [0, 7] (4.4)
c(m)% +divuy(x,t) = f(x,t) en Oy x [0,T] (4.5)
— p(x)Aus(x,t) + Vpo(x,t) = F(x) en Qs x [0,T] (4.6)
divus(z,t) =0 en Q9 x 0,77, (4.7)

donde g(x) representa un vector que en cada @ apunta en direccion a la fuerza gravita-
cional, a(x) es la viscosidad del fluido, ¢(x) relaciona la compresibilidad y porosidad en
el fluido bajo una fuerza f(x,t) en ;. Por otro lado, u(x) es la viscosidad cinematica y
F es la fuerza actuando sobre el fluido en €25.

Nos referimos como interfaz al conjunto I' := 9, N 0€)5. Consideremos las siguientes
condiciones de interfaz

uy =0 en 0 (4.8)
U - N = 0 en 891 (49)

Donde m es un vector normal a 9€; y 0)y. Notemos que se cumple u; - n = uy - n.
Asumamos las siguientes condiciones sobre las funciones a(x), c(x) y pu(x) :

» ¢(x) = c una constante positiva.

» La funcion p(x) es acotada, esto es, existen py y uo tales que

0< 1 < ,u(a:) < po, Va € Q.

» La funcion a(x) es acotada, esto es, existen a; y as tales que

0<a1§a(m)§a2 Va € Q.
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4.2 Formulaciéon variacional del Problema Darcy-Stokes

El objetivo de esta subseccién es deducir una formulacién variacional para el problema de
Darcy-Stokes, a partir de las propiedades de integracion de los espacios que se presentaron
previamente.

Consideremos el conjunto 2 := Q; U Qy y el espacio V en el cual se desarrollara la
formulacion débil del problema, el cual se define como

Vi={v € H(div;Q) : vy € H} ()% v, -n=0en 0}

Sean V} :={wv; :v € V}, Vo :={vy : v € V}, entonces V = V; x V5. La norma en V esta
dada por
2 2 2
vy == HvluH(div,Ql) + HvQHH(div,Qz)’
para todo v = (v1,v2) € V. Ademas, consideremos el espacio Q := L*(Q;) x L*(Q3) con
la norma

2 2
9llg = /I 2qey + 120

para todo n = (n1,72) € Q.

Si tomamos las ecuaciones (4.4), (4.6) y las multiplicamos por ¢, € V] y ¢, € V5, respec-
tivamente e integramos en su correspondiente conjunto de definiciéon, obtenemos

/aul'Sol +/Vp1'901:_/g‘801 (4.10)

Q1 1 Q1

—/MAUZ'SOQ +/Vp2'802:/F‘802- (4.11)
Qo

Qo

Podemos aplicar (4.2) al segundo sumando del lado izquierdo de cada ecuacion, lo que

resulta en
/Vp1'801:—/p1 div ¢, + /(801‘"')271
1951

o oM
/sz-sozz—/m div ¢, +/(g02-n)p2.
Qo Qo 0

Dado que ¢, € V1 vy ¢, € Vs. Luego, ¢, -m =0 en 0 y ¢, = 0 en 9¢2. Asi, obtenemos

/(801'")291 =0

oM

/(802 “n)p2 = 0.

12192
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Por otro lado, usando (4.3) en el primer término de la derecha de la ecuacion (4.11), vemos
que

/—MAU2'802 = /Wuz Vg, — /uuQ-(Vsoz-(—n))-
Qo Qo 0o

Por (4.8), tenemos us = 0 en 0€y, luego

[ (9, m) =0
09
De ahi que,
/—,uAug CPy = /,uVug : Vs
Q2 Qo

Si reemplazamos lo valores correspondientes a cada ecuacion, podemos reescribir las ecua-
ciones (4.10) y (4.11), en la forma

/aul'Sol_/pldiVS%:_/g'Sﬁ (4.12)

931 951 Q
/,uVuQ : Ve, — /pz div ¢, = /F - (P (4.13)
Qy Qs Qs

Ahora, retomamos la ecuaciones (4.5) y (4.7), a las cuales multiplicaremos por 1, € L*(£2;)
v m2 € L*(€)s) respectivamente, posteriormente integramos a ambos lados de cada ecuacion
y se obtiene

c%m +/div(u1)771 :/f(a:,t)m (4.14)

ot
(951 Q1 951
Q2

Entonces, por (4.12), (4.14), (4.13) y (4.15), el problema débil de Darcy-Stokes es equi-
valente a hallar: u = (uy,us) € Vy p = (p1,p2) € Q, esto es, pr € L*() y pa € L*(a)

que satisfacen
/aul'Sol_/pldiVSOl:_/g'Sol (4.16)

951 951 Q

0 )

c%m + / div(u)m = / £z, t)m (4.17)
951 Q1 Q1
/NVUQ : Vg, — /pZ div g, = /F " P2 (4.18)
Q2 Qo Q2
Qo
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Los procedimientos que realizaremos a continuacion se haran con la intencién de refor-
mular el problema en términos de operadores A, B, B’ y C' que definiremos mas adelante.
Sumando (4.16) con (4.18) y (4.17) con (4.19), nos resulta

/au1'801—/p1di"801 +/MVU23V802 —/deiVSOQ

(951 Q1 Qo Qo
:_/9'801 _/F‘S% VeV,
Qo
/0—771 +/d1v(u1)771 —|—/d1v(u2 Ny = /f x, t)y V7ieQ,
Qo

donde @ = (¢, ¢5) ¥y 7 = (11, 72). Notemos que
8}91 d /
cpim.-
8t oy = dt P11
Ql Ql
Definamos los operadores A : V — V' vy B : V — @’ dados por
<Aﬁ> ¢> = /a’ul 2 /IU’VU’Q V(P%
o Qs
con ¥ = (uy,us), @ = (1, ¥,). El operador B esta definido como
() = - ( [ diviwm + [ divtus).
Ql QQ

Como se anunci6 anteriormente la formulacion variacional de Darcy-Stokes seré equiva-
lente a: Dados F' € L*(Qs) v g € L*() hallar w = (uy,us) € L*(0,T;V), p= (p1,p2) €
L?(0,T;Q) tal que

(Aw,p) +(B'pu)=(Fp), VeV

d (4.20)
%(Cplﬂh)m(m) —(Bu,n) = (G(),n), VneQ,

i [fetn (B9 == [ge - [Fo

y (Bg,m) = (B, %) Ve, Vg eV.

Observacion 4.4. De las Observaciones 4.2 y 4.1 se puede deducir que los operadores A
y B son bilineales. La continuidad de los operadores A y B ha sido ampliamente estudiada
en |27, Seccion 4.1 y Seccion 4.2|. También, notemos que G y F' son lineales y acotados.

donde
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4.3 Buen planteamiento del modelo Darcy-Stokes

En esta subseccion, garantizaremos el buen planteamiento de la formulacion débil del mo-
delo Darcy-Stokes a partir de la teoria abstracta trabajada en el Capitulo 2. En particular
a partir del Teorema 2.3. En primer lugar, debemos reestructurar la formulaciéon débil en
un problema semilineal al igual que en el Capitulo 3. Luego, se procedera a comprobar
las hipotesis del Teorema 2.3, para finalmente, garantizar el buen planteamiento del pro-
blema.

Definamos el operador lineal y acotado £ : Q — Q)" dado por

(Eq,m) = /Cqml = c(q1, M) L2(Q1)5
1951

para todo § = (q1,42),7 = (n1,72) € Q. Entonces, el sistema (4.20) se puede reescribir en
la forma (2.11) con

u 0 0 A BT
E::VXQ’U::(}_?)’N::(O 5),./\/1::(_3 0)

yf = [g} Luego, el Problema (4.20) es equivalente a hallar u € L?(0, T; E) que satisface

d
%NU + Mu = f. (4.21)

Es claro que gracias a la definicién del operador £ y las propiedades del producto interior
en L*(€;), el operador A es lineal, simétrico y monétono. Por tanto, N satisface la
hipotesis H1.

Observacion 4.5. Denotamos por Ey al espacio dual de E con la seminorma inducida por
N. De manera similar a la Seccion 3.2, el dual estd dado por Ej = {0} x (L*(Q)¢)’, donde
(L*(Q)¢)" es el dual del espacio cuya norma es inducida por €. Otra vez, nos encontramos
en una situacion semejante a la presentada en la Seccion 3, ya que &€ solo tiene en cuenta
los elementos de L*(€2y), luego (L*(Q)¢) = (L*(21)' x{0}). Dado que L*(2y) = (L*(Q4)),
finalmente tenemos E; = {0} x (L*(Q) x {0}).

Tenemos E; = {0} x (L?(2;) x {0}) y denotamos por D := {(w,p) € V x Q : M(w,p) €
E;} al dominio de M en E.

Ahora debemos comprobar que se satisfacen las hipotesis H2-H3 del Teorema 2.3 para
establecer el buen planteamiento de la formulacién débil al problema de Darcy-Stokes. En
la siguiente subseccion abarcaremos la hipotesis del rango y la condicion inicial.

4.4 Condicién de rango y valor inicial

Para comprobar la hipotesis de rango del Teorema 2.3, debemos comprobar que Rg(N +
M) = Ej, lo cual es equivalente a: para cada (0,f) € {0} x (L*(€) x {0}) hallar

(w,p) € V x @ tal que o~
(5 2)G)-0) 42
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Para garantizar la existencia de la solucion, usaremos [30, Capitulo 4, Teorema 4.3.2], el
cual es una generalizacion del Teorema 1.17. Ademaés de la condicion de Babuska—Brezzi,
también se requiere que £ sea igual a un A > 0 por el producto interior correspondiente.
En nuestro caso, esto se cumple debido a la forma de £, con A\ = c¢. Ahora, debemos
demostrar la condicion inf-sup para B y la coercividad de A en el niicleo de B.

Antes de mostrar que B satisface la condicion inf-sup enunciaremos algunos resultados
que seran de utilidad para desarrollar la prueba.

Definicion 4.9. Se denota por L2(Q) al subespacio cerrado de L?*(2) dado por
L) == {n € L*(Q) : /77 =0}
Q
Definimos al conjunto W y a su correspondiente complemento ortogonal como sigue:
W = {w ¢ Hy(Q)*: div(v) = 0}
W= {w e Hy(Q)*: (W, )2 =0 VvoeW}

Corolario 4.1. Sea Q) un conjunto conexo. Entonces el operador div es un isomorfismo

de W+ sobre LE(Q).
Demostracion. Ver, [31, Corolario 1.2.4].

Corolario 4.2. FExiste una constante Cy > 0 tal que
HUHH(}(QP < Cilldivol| g Yo e W,
Demostracion. Ver, |3, Corolario 3.1].

Ahora, mostremos que B cumple la condicion inf-sup. Primero, notemos que
Hy(Q)* €V,

esto se debe a que las funciones que pertenecen a HJ(2)? son funciones tales que todas
sus derivada parciales de primer pertenecen a L?*(f2), luego la combinacion lineal de estas
que conforman a div también pertenece a L?(f2) al ser este un espacio vectorial. Ademas,
la funciones en H}((2) satisfacen las condiciones de frontera impuestas en V.

Por Observacion 4.3 se puede deducir ||v|,, < C HUHH(}(Q)Q, para todo v € H}(Q)? y algin
C > 0. Luego

@l [7lle — ClITllme: Mllq

Voe V\{0}yVvre@)\ {0}

Por tanto,

Bo,n 1 Bv,7n
(Bo.m) 1y up _Bvm
CneQ\0yc HL(Q)2\{0} HvHHg(Q)2 HUHQ

v

inf Sup = 1=
7€ Q\{0} 3 ¢ V\{0} licalo% HUHQ
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vo € V\ {0} y v € Q\ {0}
Seaq € L(Q1) x LE(Q2) € Q con g # 0, entonces al ser div : W+ — LZ(€) un isomorfismo
por Corolario 4.1, existe w € W+ tal que div(w) = g, esto es,

divw; = ¢ y div(wsy) = g9,

donde § = (q1,¢2) y W = (w1, ws).

Ademas, por Corolario 4.2 tenemos la desigualdad

1| 573 (p2 < C1 lldiv ]| 2y = Ch [[gll -

Luego,
s (BT, 7q) o Jo, @1 div(=w1) — [o, o div(—w)
v € HLH(Q)\{0} HWH&(W B H_WHH&(Q)2
—_n2 —_
le q19 +f92 9292 = 1allg = 1]l
[@lgp @l — G

De ahi se deduce que

, (Bv,m) 1

inf sup .

7€ Q\0w e v\{oy [Ullv [7llg — CLC

Ahora, continuaremos la prueba de las hipotesis garantizando la coercividad de A en
Ker(B), para esto necesitamos hallar Ker(B).

Ker(B)={v€V: /p1 div(vy) + /pg div(vy) =0, Vpe Q}

Ql QQ

= {w eV :div(vy) =0, div(vs) = 0}.

Antes de proceder con la prueba enunciaremos la desigualdad de Poincaré, la cual es de
mucha ayuda para mostrar la coercividad de A.

Teorema 4.4. (Desigualdad de Poincaré) Sea Q) C R? acotado, entonces existe C > (

tal que
[ur<c [iver,
Q Q

Demostracion. Ver, por ejemplo, [29, Lema 1.1.1].

para todo v € H}(Q).
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Ahora, gracias a la linealidad de la integral y a la desigualdad de Poincaré se sigue que

[vvivo= [Svur =3 [19uf
Qs Q =1 12192
2
> = il
=i Ch e (4.23)
1 2

2
P HviHHl(Qg)
1

2
= 5”””%{3(92)2 Vo € Hy ()"

Con la desigualdad (4.23) tenemos los elementos suficientes para trabajar la coercividad
del operador A. Para esto, tomamos @ € Ker(B) y se sigue que

(Ap, @) Z/asol-solJr//Nsog : Ve,
o Qs (4.24)

2 H1 2 —
> ay H¢1HL2(QI)2 + C HSO2HH3(92)2 , Vg e Ker(B).

Definimos « := min {al, ,ul/C}. Teniendo en cuenta que div(p,) = 0, se cumple [ | 12(q,)): =

111l 1div 2, Por otro lado, de la observacion 4.3, tenemos que [|@s|| gaiv 0 < 192l (7102
Con lo anterior, se puede deducir la siguiente desigualdad

o 2 2 — 2
(Ap, ) > Oé(HSoluH(div,Ql) + HS%HH(div,Qz)) = a el (4.25)

Habiendo probado las hipotesis de [30, Capitulo 4, Teorema 4.3.2] podemos garantizar la
existencia de (w,p) € V x @ que satisface (4.22). Esto también comprueba la hipotesis
referente al rango (H3) del Teorema 2.3.

Aunque no es una hipétesis como tal, es necesario mostrar que D # (). Para esto proba-
remos los siguientes lemas.

Lema 4.1. Dado po2 € Hy(Q2) existe ugo € HY(Q2)? que satisface

—MAuo,z = —Vpo,z en {1y
div Up2 = 0 en QQ (426)

Up2 = 0 en 892

Demostraciéon. Procedemos a obtener la formulacién variacional, sea ¢, € Hj({2)?
entonces

/MAuo,z Py = /Vp0,2 * P
Q2

Qo
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Usando la formula de integracion por partes (4.2) y que divaug o = 0 tenemos
/MVU0,2 : Vg, + /le U2 div(ep,) /Vpoz Po-
QQ Q2
Definamos los operadores a : Hg(2)? x H}(Q2)> — R y dato, como sigue:
a(v, p,) = /NVU : Ve, + /divvdiv(goQ), 9,v /VPOQ v.
QQ Q2

Entonces el problema se puede reformular como: hallar ug o € Hj(22)? tal que

Q(uoz2,@5) = (g,95) ,  Vepy € Hy(R2)”. (4.27)

De (4.24) tenemos que @ es coercivo en todo Hj(€g)?. Asi, usando la Teoria de Lax-
Milgram obtenemos solucién tnica.

Notemos que

/MVU0,2 Vi, = — /Vp(m “Pa-
Qo

Luego, usando la formula de integracion por partes (4.2) obtenemos
/ VU2 2 Vipy = / Vpos - ¢y = / Po2 div(ep,).
Qo Qo Q
Finalmente, si ug 2 es solucion de (4.26) entonces para todo ¢, € V5 se sigue
/,uVuw : Ve, — /po,z div(¢p,) = 0. (4.28)
Qo 1953

Lema 4.2. Sea H={€ H'(Q): An; € L*(Q), Vi m =0 en U \T yn, € H' (Qy)}.
Entonces, dado Py = (po1,po2) € H existe Wy = (ug1,up2) € V tal que ug = (o, Py)

cumple que o
M(ug) = (_AB % ) (;3) e {0} x (L*() x {0}).

Demostracién. Sea —au; = Vpy 1, entonces
—div(aug,) = div(Vpo1) = V- (Vpo1) = Apos € L*(Qa),

ademas ug; - = Vpo; -1 =0 en 0Qy, luego uy; € H(div, Q) v ©g1lan, = 0. De aqui
podemos ver que Uy = (Ug 1, Up2) € V, donde w5 es la solucion obtenida en el Lema 4.1.

Si —aug1 = Vpg 1, de (4.2) tendremos

/au01 Y= /me Y= /po,1 div(e,) + /(801‘71)290,1 Vo, € V1. (4.29)

0 0 o
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Descomponiendo el dltimo término de la igualdad, podemos ver que

/(801 -1)po,1 = 0.

oM

Esto se debe a que ¢, - = 0 en 0€2;. Aplicando lo obtenido a (4.29) y usando (4.28),
tenemos

/ g =3P, / 60,5 Vi / Pz div(p,) — / pordiv(e,) =0, V@€V, (4.30)
L8 Qo Qo (951

lo anterior es equivalente a
Awy + BTp, € {0}.

Ademas, como uy € V C H(div,Q) y div(ugz2) = 0 es claro que
—Bug € (L2(Ql))/ X {0} = LQ(Ql) X {0}

Lo cual termina la demostracion. O

4.5 Condiciones de monotonia y unicidad de la solucién

Como ya se habia anunciado, ahora procederemos a concluir con la verificaciéon de las
hipotesis. Para esto, sean @ = (uj,u2) € V, D = (p1,p2) € Q y u = (u,p), entonces
evaluando a Mu en u obtenemos

i) = ((TLEP) (B)) = G + (87w — (B,

D

Por definicién, tenemos <BT}_9, ﬁ> — (Bu, p) y ademas podemos usar la desigualdad (4.24)
ya que esta no solo es valida en Ker(B), si no también en todo V. Entonces,

2 H1 2
(Mu, u) 2 a1 [urlz2(0,)2 + 5 12l
Por tanto, M es mono6tono y se satisface la hipotesis H2 del Teorema 2.3. Luego, llegados

a este punto podemos garantizar la existencia de la solucion al problema de Darcy-Stokes.

El operador NV + M no es monétono estricto. Por ello realizaremos la demostracion de
unicidad bajo argumentos estandares. Sean (@,p) y (T,q) soluciones del problema para
los datos g, F'y f(xz,t). Por linealidad de los operadores podemos restar cada igualdad y
obtener

Jatw—v) -0~ [ -a)dive,+ [u(Vus = Vo) : Vo~ [(2 = ) dive,

Q1 1941 Qo Q

=0, VeV (4.31)

d . . _

E C(pl — ql)’lh + /dlv(u2 — ’UQ)’I]Q + /dlv(u1 — ’Ul)’lh = 0, \V/’ﬂ c Q (432)
(951 Qo 951
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Tomando 7y = p1 — q1, @, = UL — V1, Py = Us — Vo, 7o = Pa — G2, sumando (4.31) y
(4.32) nos resulta

d

a clpr —q1)* + /a(ul —vy) - (U —vy) + /M(Vuz — Vwy) : (Vuy — Vy) =0,

951 Q1 Q2

notemos que

/ e(pr — @) = cllpr — 1l
951

usando la desigualdad (4.24), nos queda

d 2 2 H1
C 1P = @1ll12¢,) + a1 lur — vif[f2q,2 + tel [z — vl g1 (q,)2 < 0.

Luego, integrando entre 0 y ¢ € [0, 7] y usando p(0) = g(0), obtenemos

t

2 2 H1

cllpr(®) — ()20 + /(al w1 — 0172 (9,2 + el [z — vl g3 q,)2)dt <0,
0

entonces u(t) = o(t) Vt € [0,T y ademas p;i(t) = ¢;(t) para todo t € [0,T]. Ahora,
reemplazando en (4.31) lo obtenido, nos queda

- [ —wdive, =0, Vi, € H()"

Qo

Por |27, Lema 4.1.2] tenemos que para algin 8 > 0 se cumple

- fQ2 Up) div P2
sup

Py €HL(022)2 HS%HH(}(QQP

> p H772HL2(Q2) :

Tomando 7y = ps — g2 tenemos

0 2 B HpQ - C]2HL2(92) )

lo cual implica que ps(t) = go(t) para todo t € [0,7]. Con esto podemos concluir la
unicidad de la solucion.
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Conclusiones y Comentarios

A continuacion se presentan las conclusiones que se obtuvieron a lo largo del trabajo:

= Se logré describir la relacion entre la teoria de ecuaciones parabodlicas semilineales
y los resultados obtenidos para problemas parabolicos mixtos degenerados.

= Fue posible identificar las condiciones faltantes para que los problemas parabolicos
mixtos degenerados posean solucion a partir de la teoria abstracta para problemas
semilineales.

= Se logro reformular el problema de Dary-Stokes en un problema parabolico semilineal
y garantizar la existencia de la soluciéon, mas no su unicidad, haciendo uso de la teoria
abstracta estudiada en el Capitulo 2. Sin embargo, usando métodos estandares se
logré demostrar la unicidad de la solucion.

Para finalizar, se realizan los siguientes comentarios que van enfocados a estudios futuros:

= Este trabajo deja como problema de investigacion el uso de métodos numeéricos para
aproximarse a soluciones de ecuaciones parabolicas semilineales. Se busca desarrollar
algoritmos que permitan la implementacion de estos métodos para la resolucion de
este tipo de ecuaciones. El objetivo es obtener soluciones aproximadas precisas y
eficientes, a través de la discretizacion total del problema, en variables temporales
y espaciales para la aplicacién de métodos numeéricos especificos.

= Este trabajo deja como problema de interés, reducir y «relajar» las condiciones de
interfaz de la formulacion débil del problema de Darcy-Stokes con el fin de obtener
un problema mas general.
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