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Resumen

En este trabajo se hace un estudio que constituye un posible primer acercamiento a la teoria
de cuerdas. Se presenta su historia entre los anios 1960 y 1997, exponiendo algunos de los hechos y
resultados mas relevantes, desde su origen en la fisica de hadrones, hasta el surgimiento de la corres-
pondencia AdS/CFT. También se exponen fundamentos fisicos necesarios para abordar el estudio
de la teoria de cuerdas bosoénicas. Se desarrolla el formalismo de la hoja de mundo, considerando
la accion de Nambu-Goto para describir la dindmica de la cuerda relativista. Posteriormente, se
estudia la cuantizacion de cono de luz para una particula puntual, aplicando un proceso de cuanti-
zacién similar para la cuerda relativista abierta y para la cuerda relativista cerrada. De este modo,
se analizan los espectros producidos por ambas teorias, resultando el foton dentro del espectro de
cuerdas abiertas y el gravitén dentro de las cuerdas cerradas. Dada la exigencia de la invarianza
de Lorentz, ambas teorias viven en un espaciotiempo de 26 dimensiones. Se hace una introduccién
breve de las teorias de supercuerdas que, a diferencia de las teorias de cuerdas bosoénicas, incluyen
estados fermidnicos y se describen utilizando el formalismo RNS. Finalmente, se hace una intro-
duccidn de la correspondencia AdS/CFT, de sus “ingredientes”, junto con una revisién pedagdgica
de la conjetura de Maldacena y algunas aplicaciones.
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Introduccion

La descripcion de la naturaleza a nivel microscépico, como se ha entendido y verificado expe-
rimentalmente en la actualidad, involucra las teorias cuanticas de campos. Esta clase de teorias
describen la interaccién electromagnética y las interacciones nucleares fuerte y débil, conformando
el Modelo Estandar de la fisica de particulas que incluye la teoria electrodébil y la cromodindmica
cuantica, donde los objetos fundamentales se consideran como particulas puntuales.

En este sentido, todas las particulas son excitaciones de algin campo, e interactiian localmente
con otras particulas. A pesar de que las teorias cuanticas de campos describan la naturaleza a esca-
las de longitud observadas, existen ciertas indicaciones que sugieren el involucramiento de nuevos
elementos a escalas de longitud muy cortas, esto es, a la escala de Planck. Ademas, las interac-
ciones gravitacionales no estan incluidas dentro de tal descripcion, ciertamente, ha sido imposible
cuantizar la gravedad siguiendo métodos perturbativos puesto que resulta una teoria cudntica de
campos no renormalizable .

Por otra parte, las interacciones gravitacionales que rigen la naturaleza a escalas macroscépicas,
estan descritas por la teoria de la Relatividad General, que es una teoria clasica donde la gravedad
es equivalente a la curvatura del espaciotiempo. A la escala de Planck, los efectos de la gravedad
cudntica son importantes. Parece fundamentalmente necesaria la formulacién de una teoria cuantica
de la gravedad, por ejemplo, para estudiar la fisica a tiempos muy cercanos al big bang y para
estudiar ciertas propiedades de los agujeros negros.

Sin embargo, es posible incorporar la gravedad dentro de una teoria cudntica consistente asu-
miendo que los objetos fundamentales de la teoria son objetos unidimensionales: cuerdas; que
pueden ser abiertas o cerradas e interactian uniéndose o dividiéndose. Estas cuerdas pueden osci-
lar, y para ellas existe un espectro de masas, de manera que, dependiendo su estado de oscilacion,
una misma cuerda puede representar varios tipos de particulas. Todas las teorias de cuerdas in-
cluyen el gravitén, por lo tanto, es una candidata a la teoria cuantica de la gravedad. La teoria
de cuerdas es también un campo importante de la investigacion en fisica, puesto que en él conver-
gen principalmente la fisica de particulas, la cosmologia, la fisica de la materia condensada y las
matematicas.

La teoria de cuerdas es un tema de frontera sobre el que no estd dicha la dltima palabra. Es
un proyecto ambicioso que aun estd en construcciéon a pesar de llevar aproximadamente medio
siglo de desarrollo investigativo; de hecho, ciertos aspectos de la teoria ain no se comprenden
completamente. Pretende ser una teoria unificada de las fuerzas de la naturaleza, aun cuando no
existe evidencia experimental de que sea la descripcién correcta del universo .

Las teorias del Modelo Estandar y la Relatividad General no dan todas las respuestas a los
problemas abiertos actuales de la fisica tedrica de altas energias. Por otro lado, la teoria de cuerdas
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constituye un marco tedrico muy fértil en donde es posible encontrar algunas respuestas, y posi-
blemente sea una buena herramienta para construir la fisica mas alld del modelo estandar. Con
este trabajo de profundizacion se pretende hacer un primer acercamiento a la teoria de cuerdas que
no tenga prerrequisitos avanzados como la Teoria Cuantica de Campos y la Relatividad General,
siendo un enfoque adecuado para estudiantes de pregrado. Se espera que este acercamiento ayude a
los estudiantes de la Universidad del Cauca a comprender ideas importantes de la teoria de cuerdas,
consiguiendo con esto un avance en la divulgacién de la teoria.

El estudio de la teoria de cuerdas hecho en este trabajo comienza en el capitulo 1, presentando
parte de su historia desde la década de 1960 hasta el ano 1997, es decir, desde sus origenes en
la fisica de hadrones hasta resultados actuales como la correspondencia AdS/CFT. El panorama
histérico que se ofrece resalta algunos hechos y resultados importantes dentro de las referencias

B-8-

El capitulo 2 estd dedicado al estudio de los fundamentos fisicos de la mecénica clasica, relati-
vidad especial y la teoria de campos que son necesarios en la descripcién posterior de la teoria de
cuerdas.

Luego, se estudia la cuerda relativista en el capitulo 3, siguiendo principalmente lo expuesto en
@. Se introduce el concepto de hoja de mundo y se deduce la accién de Nambu-Goto, importante
para explorar la dinamica de la cuerda relativista. Se introducen también las condiciones de Virasoro
y se impone el gauge de cono de luz para dar una solucién explicita a la ecuacién del movimiento
de una cuerda relativista.

En el capitulo 4 se describe el proceso de cuantizacién de cono de luz dado en @ Inicialmente,
se hace para una particula puntual, y partiendo de esta base se aplica a las cuerdas relativistas
abiertas y cerradas, dando lugar asi a las teorias de cuerdas bosonicas. También se introducen
las teorias de supercuerdas, que a diferencia de las teorias de cuerdas bosénicas, incluyen estados
fermidnicos y se describen utilizando el formalismo RNS.

En el capitulo 5 se introduce de manera corta la correspondencia AdS/CFT, haciendo una
descripcién geométrica del espacio anti-de Sitter, las teorias de campos conformes, el enunciado de
la correspondencia junto con una revision pedagdgica de la conjetura de Maldacena y algunas de
sus aplicaciones.



Capitulo 1

Historia

Este capitulo estd ampliamente basado en el libro «A Brief History of String Theory: From
Dual Models to M-Theory» , del filésofo e historiador de la fisica especializado en gravedad
cuantica y teoria de cuerdas Dean Rickles. Se recomienda al lector interesado hacer una revisién
exhaustiva del libro, en él se encuentran muchisimos detalles sobre el desarrollo de la teoria de
cuerdas desde sus inicios, y eventualmente acercandose hacia los desarrollos més actuales. Pueden
ser de interés las experiencias personales de algunos fisicos involucrados en la construccién de la
teoria, aprovechando la exposicion detallada de sus memorias. Otra referencia recomendada es el
articulo de John Schwarz titulado «The Early Years of String Theory: A Personal Perspective» Eﬂ

1.1. Fisica de hadrones

Los hadrones son particulas compuestas por quarks y se clasifican en dos categorias distintas:
los bariones, compuestos por tres quarks (como los protones en el nicleo atémico), y los mesones,
particulas formadas por pares de tipo quark-antiquark. Esta perspectiva no era la existente a
mediados del siglo XX. Los experimentos pertenecientes a la nombrada fisica de hadrones, que
involucran las interacciones fuertes, tenian como resultado la produccién de una cantidad muy
variada de particulas. Estas particulas fueron catalogadas como resonancias hadrénicas, son estados
excitados de hadrones que luego decaen en otras particulas, es decir, estados inestables. El panorama
no estaba muy claro y comprender estos resultados se convirtié en un desafio importante.

Durante la década de los 60 no existia una teoria de la interaccién nuclear fuerte. En esta época
se buscaba desarrollar una teoria de estas interacciones. Geoffrey Chew proponia un enfoque ha-
cia una teoria basada en algunos principios generales. Primero, defendia que la teoria cuantica de
campos (QFT, del inglés Quantum Field Theory) era inapropiada para describir la fuerza fuerte.
Una de las razones para tener este punto de vista era que ninguno de los hadrones parecia ser
mas fundamental comparado con el resto, se presentaba una situacion denominada «democracia
nuclear». En este momento de la historia, los quarks se veian simplemente como objetos matemati-
cos, no como particulas fundamentales fisicas. También Chew sugeria prestar mas atencién a las
cantidades fisicas, especialmente a la matriz S, que describe amplitudes de dispersién. La matriz S
fue desarrollada por John Wheeler como una forma de agrupar toda la informacion fisicamente ob-
servable necesaria para describir los procesos de colisién o dispersién de particulas, argumentando
la posibilidad de ignorar los procesos de muy corta duracién entre los estados inicial y final debido
a la imposibilidad de su medida. En la figura [1.1] se representa la idea de la utilidad de la matriz S

3
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para un proceso de colisién.

Con el objetivo de desarrollar una teoria donde se determinara la matriz S, fueron impuestas
ciertas condiciones de consistencia. Entre ellas, la unitariedad: STS = 1, implica la conservacién de
la probabilidad; y la analiticidad, contraparte matemética de la causalidad. Se necesitaba imponer
otra propiedad importante a la matriz S, la analiticidad en el momento angular.

Las amplitudes de dispersién son funciones analiticas de la forma a(l, s) con polos llamados polos
de Regge; donde [ es el momento angular y s es la variable de Mandelstam (invariante Lorentz)
correspondiente al cuadrado de la energia total de las particulas colisionantes: s = (p; +p2)2 =
(P + p’2)2 . Un polo de una funcién compleja es una singularidad, es decir, un punto donde el valor
de la funcién se hace cero o infinito para cierto argumento. La posicién de un polo de Regge esta
dada por una trayectoria de Regge de la forma [ = a(s), y los valores de s para los cuales | toma un
valor fisico corresponden a estados hadronicos detectables por los experimentos. Matematicamente
las trayectorias de Regge tienen la forma:

a(s) = a(0) + d's.

El trabajo tedrico de este tiempo estaba fuertemente influenciado por los resultados experimentales
en aceleradores de particulas, al graficar el momento angular en funcién del cuadrado de la masa de
las resonancias hadroénicas (con valores fijos de los demds nimeros cudnticos) aparecian trayectorias
de Regge aproximadamente lineales. Este comportamiento se observa en la grafica de la figura [1.2

Otro ingrediente necesario para determinar la matriz S, también defendido por Geoffrey Chew,
era el principio del bootstrap. La propuesta, donde todo el conjunto de hadrones produce las fuerzas
que permiten su propia existencia, da origen a una estructura autoconsistente. Aunque en principio
no era claro formularlo mateméticamente de forma precisa, durante 1967 se venia trabajando en
las reglas de suma de energia finita (FESR, del inglés Finite Energy Sum Rules); con la ayuda
de estas y en el limite conocido como aproximacion de resonancia estrecha fue posible formular
el principio bootstrap en 1968, esta formulacién fue denominada dualidad. La aproximacion de
resonancia estrecha se refiere a la situacién donde la vida media de las resonancias es despreciable,
comparada con sus masas.

P1 D2

Figura 1.1: Se representan los momentos de las particulas incidentes con p; y ps. La transformacién dada por la
matriz S da informacién sobre los momentos de las particulas luego de la colisién: p y p5 sin considerar lo ocurrido
durante la interaccién .



1.2. MODELOS DUALES 5
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Figura 1.2: Grafica de Chew-Frautschi, donde t corresponde al cuadrado de la masa de los hadrones, quienes
aparecen como polos dentro de las dos trayectorias de Regge observadas en la grafica. «(t) es el momento angular o
spin [7].

1.2. Modelos duales

En el ano 1968, Gabriele Veneziano consiguié una férmula con la propiedad de dualidad, exhi-
biendo el comportamiento de Regge mediante trayectorias linealmente crecientes. Era el primer
ejemplo de un modelo de resonancia dual, y daba una buena descripcién del proceso para 4 particu-
las m +m — m + w (donde dos piones interactiian para producir otro pién y un mesén omega), y
matematicamente de la forma:

A(s,t,u) = g [B(1—a(t),l —a(s))+ Bl —a(t),l —a(u)) + B(1 —als),1 — a(u))],
siendo la funcién beta de Fuler,
_ P@)T'(y)
Bl =561y

La estructura matematica del modelo de Veneziano tiene la suma de tres funciones beta y
era una buena descripcion de la reaccion, ademas de materializar explicitamente la dualidad y el
comportamiento de Regge. Poco tiempo después, Miguel Virasoro propuso una férmula alternativa.
Este momento de la historia puede trazarse como el surgimiento de la teoria de cuerdas. Durante
el ano siguiente, los modelos duales ganaron una gran popularidad en la investigacion, se hizo una
generalizacién para N particulas para los modelos de Veneziano y de Virasoro. El progreso obtenido
hasta ese momento producia la sensacién del comienzo de una nueva teoria de las interacciones
fuertes. Ambas formulas presentaban una factorizacidn en términos de un espectro de estados de una
unica particula descritos por un conjunto infinito de osciladores arménicos, donde la propiedad de
factorizabilidad implica que es posible dividir el proceso en consideracion entre particulas entrantes y
particulas salientes. Este tipo de resultado conllevé a su interpretaciéon como los modos de vibracién
de una cuerda relativista, el origen del concepto de cuerda hadriénica.

Una figura olvidada en este panorama de la investigacién y desarrollo de los modelos duales fue
Mahiko Suzuki. En 1968, durante su estancia en el Instituto de Estudios Avanzados en Princeton,
Suzuki consiguié un modelo como el de Veneziano. De hecho, Suzuki preparaba un articulo donde



6 CAPITULO 1. HISTORIA

inclufa su hallazgo y planeaba publicarlo. Sin embargo, justo antes de hacerlo, mientras estaba en
el CERN fue informado sobre un trabajo similar de un joven postdoctorado llamado Veneziano. Al
ver que su trabajo era esencialmente idéntico al suyo, Suzuki decidié no publicarlo. Si bien Suzuki
no recibidé reconocimiento equiparable al de Veneziano por su contribucién, su trabajo genera la
idea de que el descubrimiento de la amplitud en términos de la funcién beta no fue algo aleatorio
y es una muestra de la convergencia de los resultados en la investigacién cientifica.

Alrededor de 1970, Leonard Susskind, Yoichiro Nambu y Holger Nielsen demostraron que el
comportamiento de Regge sugeria la presencia de movimientos oscilatorios internos dentro de los
hadrones. Conceptos modernos como la hoja de mundo aparecieron como consecuencia de trabajos
en este periodo. Aunque, es importante considerar que la interpretacién como cuerda era por el
momento simplemente una herramienta para investigaciéon, y no como una representacién verdadera
de la estructura interna de los hadrones y todos sus procesos.

Justo antes de conocer el trabajo de Veneziano, Leonard Susskind estaba trabajando en la teoria
cuédntica relativista dentro del marco de momento infinito (conocido actualmente como marco de
cono de luz), buscando con esta herramienta investigar sobre la estructura interna de los hadrones.
Precisamente, experimentando con modelos basados en osciladores dentro del marco de momento
infinito, consiguié una amplitud de dispersién de la forma [5|:

1
A(s,t):/o % (exp(—x)) tdu,

mientras que la de Veneziano era

1
A(s,t) = /0 r5(1 — x) " da.

Ambas férmulas estén relacionadas por el intercambio de (1—x) por exp(—x). Susskind publicé este
resultado en el articulo titulado «Harmonic Oscillator Analogy for the Veneziano Amplitude»[§].
Tras la publicacién de este articulo, Susskind comprendié que la amplitud de Veneziano podia
interpretarse como si se tratase de una banda eldstica cortada, transforméandose asi en una cuerda
elastica con dos extremos. Entonces, lo que se consideraba una serie de resonancias hadrénicas o
estados excitados hadrénicos correspondientes a distintas particulas, se convierte ahora en estados
de un mismo objeto: la cuerda. Susskind también hace una descripcién del concepto de hoja de
mundo:

“Supongamos que un meson estd compuesto por un par quark-antiquark en los extremos de una
cuerda eldstica, como se describid en secciones anteriores. A medida que la cuerda se mueve en el
espacio-tiempo, se genera una franja bidimensional delimitada por las trayectorias de los quarks.
En analogia con la linea de mundo, llamamos a esta configuracion una hoja de mundo.”@ﬂ

Tetsuo Goto, en 1971 se refirié también a la cuerda en términos de un medio continuo uni-
dimensional en el espaciotiempo, representando la hoja de mundo como se ve en la figura [1.3]

En 1971, Claude Lovelace descubrié una condicién de consistencia para los modelos duales que
exigia un espaciotiempo de dimensiéon d = 26. También, para mantener la consistencia, dentro de su
espectro aparecia un taquiéon. Més tarde, en 1973 el origen de la condicion para la dimension critica
fue explicado por Goddard, Golstone, Rebbi y Thorn a partir de la cuantizaciéon de una cuerda
relativista en el gauge de cono de luz en el articulo “Quantum Dynamics of a Massless Relativistic
String ” . A partir de aqui, la interpretaciéon de las cuerdas como objeto fundamental se torna
mas seria.
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X

Figura 1.3: Imagen donde se representa la hoja de mundo bidimensional trazada por un medio continuo unidi-
mensional en el espaciotiempo. Note que un punto en esta superficie estd parametrizado por dos pardmetros 7 y o,
correspondientes a la notacién que también se usard mas adelante para parametrizar la hoja de mundo de una cuerda

relativista .

1.3. Modelo RNS

En enero de 1971, Pierre Ramond construyd una generalizacién de la ecuacién de Dirac basada
en modelos de resonancia dual. Propuso la ecuacién de onda

(Fo +m) |¢) = 0,

que se conoce como la ecuacién de Dirac-Ramond. Las soluciones de esta ecuaciéon producen el es-
pectro de una cuerda fermiénica libre. En marzo de 1971, André Neveu y John Schwarz propusieron
un modelo dual bosoénico llamado modelo dual del pion, con la ecuacién de onda

(Lo —1/2) ) =0,
que da el espectro de particulas libres, correspondientes a una cuerda bosénica.

En ese mismo ano, Neveu, Schwarz y Charles Thorn construyeron una teoria que unificaba
ambas: la de bosones de Neveu y Schwarz, y la de fermiones de Ramond. La expresion de la accién
para la hoja de mundo que produce el espectro de bosones y fermiones es

S = /dO‘dT (8aX“80‘X“ — ilﬁ“po‘é?awu) .

Dicha accién presentaba supersimetria global en dos dimensiones o supersimetria de la hoja de
mundo. Se tenian dos sectores, el NS (Neveu-Schwarz) donde aparece el espectro de bosones, y
el sector R (Ramond) que produce el espectro de fermiones. Esta fue una versién temprana de la
teoria de supercuerdas, Schwarz encontré que la dimensién critica para este modelo es d = 10.

En esta época (a inicios de los 70) ya se habia descubierto una teorfa convincente para la des-
cripcién de los hadrones: la cromodindmica cuéntica (QCD, del inglés Quantum Chromodynamics).
Por otro lado, la teoria de cuerdas presentaba muchos inconvenientes como teoria de los hadrones,
como por ejemplo, un espaciotiempo de dimensién muy poco realista. Ademads, mucha evidencia
experimental a favor del modelo estandar estaba apareciendo. Con esto, la teoria de cuerdas fue
perdiendo mucha popularidad y ocurrié una suerte de integracién de la cuerda hadrénica dentro
de la estructura tedrica de la QCD. Una muy buena forma de enmarcar este periodo de la historia
(v para dar un mejor contexto del desarrollo paralelo del modelo estdndar) ha sido expuesta por
Yoichiro Nambu en el siguiente parrafo:
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“El origen de la teoria de cuerdas se remonta al modelo de Veneziano de 1968. También resulta
que el modelo de Weinberg-Salam nacio alrededor de la misma época. Este dltimo ha conducido
al exitoso Modelo Estandar. Los descendientes del primero, por otro lado, todavia luchan por ser
relevantes para el mundo real a pesar de su enorme atractivo tedrico. De hecho, existen dos caminos
en el desarrollo de la fisica tedrica de particulas desde sus comienzos en los anos treinta. Los llamaré
la teoria cudntica de campos y la teoria de la matriz S, respectivamente. En su linaje historico, el
Modelo Estandar pertenece al primero, mientras que la teoria de supercuerdas pertenece al seqgundo.
Aunque el primero resulté ser el Camino Real de la fisica de particulas, esto no estuvo del todo

claro antes de su triunfo final, y el seqgundo también ha jugado roles muy importantes que contintdan
hasta el dia de hoy”.

1.4. Unificacion y supercuerdas

Como se contaba en la anterior seccién, las teorias de cuerdas desarrolladas hasta ese momen-
to tenfan muchas falencias para ser consideradas teorias correctas de los hadrones. Por ejemplo,
exigian un espaciotiempo de dimensién poco realista (26 o 10), ademds de la existencia de estados
taquiénicos en su espectro (estados con m? = —1, siendo m la masa de la particula) que implicaban
cierta inestabilidad del vacio. Ademas, el espectro contenia también particulas sin masa. Por ejem-
plo, en el espectro de cuerdas cerradas aparecia una particula sin masa de espin 2, caso contrario

al espectro de hadrones que no contiene particulas sin masa.

Fue en 1974 cuando John Schwarz y Joél Scherk exploraron la posibilidad de interpretar la
particula sin masa de spin 2 como el graviton. Ambos sugirieron a la teoria de cuerdas como una
teoria cudntica de la gravedad unificada con las demads fuerzas. En pocas palabras, considerar las
entidades fisicas fundamentales como cuerdas predice de alguna manera la existencia de la gravedad.
La escala de la teoria tuvo que disminuir drésticamente, llegando hasta la escala de Planck. Las
cuerdas abiertas correspondian al sector de teoria gauge, las cuerdas cerradas al sector de gravedad.
Inicialmente, esta propuesta no fue tomada muy en serio, perdiendo también gran popularidad la
teoria de cuerdas, marciandose el inicio de la década oscura. Entre 1974 y 1984 disminuy6 dréastica-
mente la investigacién hecha en los modelos duales, en teoria de cuerdas, comparando con los anos
anteriores desde la aparicion del modelo de Veneziano. Esta década terminaria con el renacimiento
de la teoria, en el periodo de la primera revolucion de supercuerdas.

Durante 1984 retoma gran popularidad la investigacién en cuerdas, principalmente como con-
secuencia de los resultados conseguidos por Schwarz y Michael Green. Luego de estos resultados
se origindé una ferviente investigacién al respecto. Esto desembocéd en la primera revolucion de
supercuerdas. El resultado de Schwarz y Green era sobre cancelacion de anomalias, en donde de-
mostraban la cancelacién de ciertas anomalias (problemas de inconsistencia a nivel matemético que
habian planteado gran dificultad en la teoria de cuerdas), especificamente en la versién conocida co-
mo teoria de supercuerdas Tipo I, y ya para este ano se tenian tres tipos de teorias de supercuerdas
consistentes: las que actualmente se conocen como Tipo I, Tipo ITA y Tipo IIB.

Ahora, es necesario aclarar que para continuar con la exposicién de los desarrollos histéricos,
se hace bastante dificil rastrear detalladamente todos los avances y aportes conducentes hacia el
estado actual de la teoria. Es por esto que se procedera a exponer brevemente los sucesos més
importantes ocurridos en los periodos posteriores de la historia para transmitir una leve percepcion
al lector sobre el subsecuente desarrollo de la teoria, que para nada pretende ser una exposicion
completa.



1.5. ALGUNOS DESARROLLOS RELEVANTES DESDE 1985 9

1.5. Algunos desarrollos relevantes desde 1985

En 1985, el «cuarteto de cuerdas de Princeton» conformado por David Gross, Jeffrey Harvey,
Emil Martinec y Ryan Rohm introdujeron las cuerdas heteréticas, un nuevo tipo de teoria de
supercuerdas donde se combinan las cuerdas bosénicas (d = 26) y las supercuerdas (d = 10), siendo
de alguna manera una cuerda hibrida. Hay dos tipos segin su grupo de simetria: las heterdticas
SO(32) y Egx Eg. En ese mismo ano, Philip Candelas, Gary Horowitz, Andrew Strominger y Edward
Witten introdujeron las compactificaciones Calabi-Yau, esto como estrategia para conseguir un vacio
realista de 4 dimensiones, haciendo que las dimensiones extra fueran de dimensién muy pequena
y compactificadas en variedades de Calabi-Yau. Con esto se abre la posibilidad de recuperar una
fisica realista en 4 dimensiones.

Estos dos temas, las cuerdas heterdticas y la compactificaciéon de Calabi-Yau, dieron el marco
tedrico para una gran parte del trabajo desarrollado en la teoria de cuerdas durante la década de
1984-1994.

En el ano 1987 se publicé el primer libro de texto: Superstring Theory en dos volimenes, escrito
por Green, Schwarz y Witten. La publicacién de este libro de texto indica que la teorfa de cuerdas
habia avanzado lo suficiente para ser considerada como un marco tedrico sélido y coherente. Ademas,
la compilaciéon de un libro de texto demuestra que se habia alcanzado ya cierto nivel de consenso.

En 1995, Joe Polchinski hace el redescubrimiento de las D-branas dentro de la teoria de cuerdas y
resalta la importancia de este objeto. En este afio, Witten, en la conferencia STRINGS 95 Future
Perspectives in String Theory, dio una charla titulada «Some Comments On String Dynamics»
donde present6 los inicios de una visién unificada de las teorias de supercuerdas existentes. Sugirié
que de alguna forma todas ellas estan relacionadas, en lo que se conoce actualmente como la teoria
M . Un ejemplo de esta relacion y red de dualidades es el caso cuando una teoria de supergravedad
de 11 dimensiones existe como el limite a baja energia de la teoria de cuerdas tipo ITA. Esta red
de dualidades estd presentada por el famoso diagrama de la figura [I.4}

El ano 1995 marco el inicio de lo que se conoce como segunda revolucion de supercuerdas, donde
ademas del descubrimiento de las D-branas y dualidades, se consiguieron resultados importantes

Supergravedad 11D

Tipo TIA _ B, x Fx

Tipo 1B SO(32)

Tipo |

Figura 1.4: Diagrama que muestra la red de dualidades entre las 5 teorfas de cuerdas, entendidas como casos limite
de una misma teoria subyacente, propuesto originalmente por Edward Witten .
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sobre la entropia de agujeros negros y el conteo de microestados llevando a una deduccién de
la férmula para la entropia de Bekenstein-Hawking dentro de la teoria de cuerdas. Aparecieron
también conceptos nuevos como el landscape y el trabajo también con efectos no perturbativos de
la teoria. Mas precisamente, en 1997 aparece un nuevo resultado importante conseguido por Juan
Maldacena, donde se propone una dualidad entre teorias de gravedad cudntica (teoria de cuerdas)
y teorias cudnticas de campos conformes (sin gravedad), originalmente mostrando cierta clase de
equivalencia entre una teoria que vive en un espacio de Minkowski sin gravedad de dimensién D —1
y una viviendo en un espacio asintéticamente anti-de Sitter de dimension D. Este resultado es una
realizacion del principio holografico y muestra cémo con la informacion existente en la frontera es
posible describir la fisica del espacio completo en una dimension mayor.



Capitulo 2

Fundamentos clasicos

Este capitulo expone una serie de fundamentos clasicos en fisica, especialmente de la mecanica
clésica y la relatividad especial, para el posterior estudio de las cuerdas relativistas. La mecanica
clasica ofrece un conjunto importante de herramientas para el estudio de la fisica de cuerdas. Se
revisan brevemente conceptos como el principio de Hamilton, herramienta muy util para obtener
las ecuaciones del movimiento. Dentro de la secciéon de relatividad se introducen sus conceptos
esenciales, también se introducen las coordenadas de cono de luz que facilitardn la cuantizacién
de la cuerda relativista. Ademads, se construye la accién para una particula puntual partiendo del
principio de invarianza de Lorentz. Al final del capitulo se estudia la dinamica de una cuerda
con masa, de quien se obtiene su ecuacion del movimiento usando el principio de Hamilton y se
introducen conceptos importantes como las condiciones de frontera.

2.1. Principio de Hamilton

En mecanica clasica, cuando se tiene un sistema fisico desconocido, es necesario comenzar a
entenderlo con ayuda de las ecuaciones del movimiento, con ellas es posible predecir el comporta-
miento del sistema fisico en cuestion. El principio de Hamilton es una herramienta muy til que
permite obtener estas ecuaciones, y se formula de la siguiente manera:

El movimiento de un sistema mecdnico entre los tiempos ¢ € (t1,t2) estd dado por los extremales
del funcional accion: .
2
S=Slav) = [ Lia.d.)d, (2.1)
t1
donde L(q,q,t) es el lagrangiano, una funcién caracteristica del sistema y determina su dindmica.
Es importante resaltar que un funcional puede entenderse de forma intuitiva como una funcién que
toma como argumento otra funcién. Este principio se conoce también como el principio de minima

accion y establece que:
0S8 = 0. (2.2)

Para obtener las ecuaciones del movimiento es necesario hacer la variacién de la accién y usar el

principio de Hamilton (2.2]). Considerando los extremos de la trayectoria del sistema como extremos
fijos a efectos de dicha variacién, se impone entonces la condicion:

5q(t1) = 5q(t2) =0. (2.3)

11
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q(t)

t1 to t

Figura 2.1: Esquema de la variacién sobre la trayectoria real ¢(t) de una particula .

En la figura se puede ver esquemédticamente la trayectoria real ¢(t) del sistema y cémo la
variacion sobre la trayectoria se hace en un tiempo fijo. Esta trayectoria es tal que para cualquier
dq(t) se cumple:

65 = Slq(t) + dq(t)] — S[q(t)] = 0,

como esta variacién considera t fijo, se tiene la identidad siguiente:

d d
5£ %5

Aplicando entonces la variacién:

to 1
0S = oL dt = / <86q + aéq) dt
t1 th dq 0

2 (OL 2 9L
= — | dqdt ——5 dt,
/t1 <aQ> 1 * t1 a dt I

integrando por partes la segunda integral que aparece:

2 9L d oL 2.4 (0L
/t1 87%6 dt |:86:|t1_/t1 dt<a>5dt

con esto, 4.5 queda como:
2ToL d (0L oL 1"
55 = [ 4 < )] Sqdt + [5(1] ,
¢y, LOq dt \ 0q 0 ”
considerando las condiciones en (2.3)), e imponiendo el principio de minima accién, se cumple que
dS = 0 para cualquier d¢(t) siempre y cuando

oL d [ OL
5t~ i () =0 24

Asi se obtienen las ecuaciones del movimiento del sistema, conocidas como ecuaciones de Euler-
Lagrange. El indice I (I : 1,2,...,n) denota que para un sistema con n grados de libertad se cuenta
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con n ecuaciones distintas, una por cada coordenada generalizada. Esta forma de conseguir las
ecuaciones del movimiento, partiendo de la acciéon del sistema mecanico. Es muy 1til incluso para
sistemas no necesariamente clasicos, es totalmente necesario y oportuno este tipo de procedimiento,
puesto que en la prictica es mucho mas sencillo formular la accién caracteristica de cierto sistema
comparado con formular directamente sus ecuaciones del movimiento. Las ecuaciones de Euler-
Lagrange no siempre son posibles de resolver analiticamente, este es unicamente el caso de los
sistemas integrables, donde el niimero de grados de libertad es igual al de constantes del movimiento.
En el resto de los casos, la solucién de las ecuaciones del movimiento es posible utilizando métodos
numéricos o perturbativamente.

Partiendo de la ecuacién (2.4)), el momento candnico se define como:
oL
1
- , 2.5
g <6q‘f> 29)

oL
H=|==)¢d-L=p'¢-L. 2.
<8qf>q P (2.6)

v el hamiltoniano:

Esta formulacién de la mecénica clasica permite determinar completamente la dindmica y las
ecuaciones del movimiento de un sistema fisico. Cuando se enfrenta un sistema fisico desconocido,
informacién de esta clase es esencial para poder predecir y entender el comportamiento de dicho
sistema. Este formalismo es una herramienta clave para entender los sistemas fisicos. Ademas, el
concepto de accién presentado al inicio de este capitulo es importante, se verd mas adelante la
conveniencia de construir acciones y a partir de ellas derivar las ecuaciones del movimiento. Por
ejemplo, en el caso de una cuerda relativista, no es posible construir sus ecuaciones del movimiento
directamente, se hace estrictamente necesario construir una accion basada en principios generales
que cumple, y entonces a partir de ella derivar las ecuaciones del movimiento.

Integral del movimiento
Una integral o constante del movimiento es una funcién I = I(q, ¢,t) tal que:

dl

=0
at

para cualquier ¢(t) que sea solucién de las ecuaciones del movimiento.

2.2. Teorema de Noether

La matematica Emmy Noether (1882-1935) demostr6 una importante relacién entre las simetrias
de un sistema fisico y las integrales del movimiento. A través del primer teorema de Noether se es-
tablece que las simetrias del sistema estan directamente relacionadas con las cargas conservadas del
mismo. Antes de hablar sobre este teorema, es importante entender los distintos tipos de simetria
existentes en los sistemas fisicos. Existen simetrias discretas, como la simetria de rotaciéon de un
cuadrado o la de traslacion dentro de una red cristalina. Estas simetrias involucran una transfor-
macion finita que deja el sistema invariante. Por otro lado, también existen simetrias continuas,
donde la transformacién puede ser arbitrariamente pequena, correspondiendo su tamano a un valor
infinitesimal €. Un ejemplo de simetria continua es la rotacion de un circulo, esta transformacién
deja el objeto invariante sin importar el angulo de rotacién.
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Es importante aclarar cierta terminologia usada cominmente en fisica de altas energias. Se dice
que una afirmacién es valida on-shell cuando es cierta siempre y cuando se cumplan las ecuaciones
del movimiento. Una afirmacién es valida off-shell cuando es cierta incluso cuando las ecuaciones
de movimiento no necesariamente se satisfacen o no se aplican condiciones especificas .

2.2.1. Primer teorema de Noether
Primera Version

Para cada simetria global continua del sistema existe una correspondiente integral del movi-
miento on-shell.

Segunda version

Al considerar concretamente una transformacién (note que § es diferente de la variacién 0):
t—t' =t+ot, q—q (¢)=qlt)+dqt),

siendo

6q = eAq, Ot = eAt,
donde Aq representa el generador de la transformacion (que define el tipo) y € representa el pardme-
tro que determina cuan grande es la transformacién. El teorema se enuncia como:

Sea ¢ una simetria global continua, es decir, se encuentra que off-shell §t, d¢ tales que 65 = 0.

Entonces: oL oL
I==225 L—g— )6t
i+ (1= a5;)

es una integral del movimiento on-shell .

2.3. Fundamentos de Relatividad Especial

La relatividad especial se basa en el hecho experimental de que la velocidad de la luz (en el vacio:
¢~ 3x10%m/s) es la misma para todos los observadores inerciales. Dos observadores inerciales dis-
tintos deberan entonces comparar las coordenadas de los eventos a través de transformaciones dadas
por el grupo de Lorentz. Los eventos se caracterizan por medio de 4 coordenadas, una coordenada
temporal t y tres coordenadas espaciales, correspondientes a las coordenadas espaciotemporales del
evento:

oH = (mo,ml,mQ,xS) = (ct,z,y, 2), uw=0,1,2,3.

La separacion espaciotemporal entre dos eventos distintos para dos observadores de Lorentz S
y S, tomando diferencias infinitesimales (implica que los eventos son cercanos) es

—ds® = — (dmo)2 + (dx1)2 + (d1‘2)2 + (da:3)2
= — (dx’0)2 + (dm’1)2 + (dx'2)2 + (d$/3)2 .
Ambos observadores coinciden en el valor de esta separacién conocida como intervalo invariante:
ds® = ds”?. Introduciendo una notacién para simplificar la expresién del intervalo invariante, se

tiene que:
deg = —dz®, dry =dz', dey=da?,  des = da?,
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dz,, = (dzo, dv1,dve, dvs) = (—d2°, dz', da?, dx®) .
El intervalo se reescribe como

—ds? = — (dz°)? + (da")? + (da?)” + (da?)”
= daodz® + dzidzt + droda?® + dwsda?,

con esto, el intervalo invariante ds? en términos de dz* y dx, se convierte en:

3
—ds® = Z drydo” = dz,dzt = drods® + dryde’ + dredr® + drgdsr®. (2.7)
n=0

Desde ahora se seguirda usando el convenio de suma de Einstein, segin este, los indices que
se repiten dentro de un mismo término deben ser sumados sobre el conjunto correspondiente de
valores, en este caso u toma los valores u = 0,1,2,3. El resultado en puede ser reescrito
utilizando la métrica de Minkowski:

-1 0 0 O
[ o100
=100 10 |
00 01
con esto, la ecuacién queda:
—ds2:nﬂ,,da:“dx”, considerando:  dx, = 1, dz".

De esta forma se ve que la métrica de Minkowski se puede utilizar para bajar indices, y de forma
general:

by = nuwb”,

entonces, si se tienen dos objetos a* y b , es posible definir el producto escalar relativista como:

a-b=a"b, = n,a't’ = —a’b’ + a'b' + a*? + Pb’. (2.8)

La inversa de la métrica de Minkowski es la matriz:

' =

o O O
o O = O
o= O O
o O O

de tal forma que la propiedad de la inversa se escribe en términos de la delta de Kronecker como
sigue:

U . v
n p77pu = 5,”
5}1 se define como:

v — 1 siu:v'
K 0 sipz#w
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2.3.1. Transformaciones de Lorentz

Las transformaciones de Lorentz son transformaciones lineales z# — 2'# tales que respetan la
twvarianza de Lorentz representada por la igualdad:

(=) = (@)’ = () = ()" = ()" = ()" = ()" = (=) (2.9)

Vale la pena traer a consideracién el comentario de Klein resaltado por Emmy Noether en ,
comentando que el término «relatividad» es reemplazable por «invarianza relativa a un grupo». En
el caso de la relatividad especial, la invarianza ocurre respecto del grupo de Lorentz. Un conjunto
de transformaciones de coordenadas que respetan la igualdad dada en es:

x/O = (.TO _ Bxl)a
n_ . (_ a0 1
o =7 (-pe+a), (2.10)

x° =z,

donde v es el factor de Lorentz, definido como:
1 1

’YE\/l_ﬁg_\/l_Z;,

y v es la velocidad relativa entre los marcos de referencia S y S’, donde S’ se mueve a lo largo de la
direccién z!. Se dice que los dos marcos de referencia estan conectados o transformados mediante
un boost a lo largo de la direccién z!' con pardmetro de velocidad 3 = v/c. En general, es posible
escribir las transformaciones de Lorentz como la relacién lineal

't =AM, 2Y, (2.11)

donde las componentes de la matriz A¥, son constantes que definen la transformacién. Para el
boost realizado en ([2.10]) se consigue la matriz:

v —B 00

w | 8 v 00
Ay 0 0 1 0 |’

0 0 01

sus componentes deben ser tales que respeten la ecuacion (2.9)), esto requiere la siguiente condicién

para la matriz de transformacion:
ATy A =, (2.12)

en este sentido, A es una transformacion de Lorentz si y solo si preserva la métrica 1. Tomando el
determinante a ambos lados de la ecuacién ([2.12)

(det AT) (detn)(det A) =detn — (detA)?=1 — detA ==+1.

Se comprueba asi que la matriz A es invertible. En efecto, todas las transformaciones de Lorentz
son transformaciones lineales invertibles. Estas transformaciones incluyen transformaciones de ro-
taciones e impulsos de Lorentz o boost. Cabe resaltar que el grupo completo de simetria del espa-
ciotiempo, combinando traslaciones de la forma z'# = z* + a* con las transformaciones de Lorentz,
es el grupo de Poincaré. La transformacién combinada sera de la forma:

at =AM, ¥ + ot
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S S’

xl .’1:/1

Figura 2.2: Boost a lo largo de la direccién z* del observador S, observe que ambos observadores estén relacionados
por un movimiento relativo, donde el observador S’ se mueve con velocidad v a lo largo de dicha direccién, asi el

pardmetro del boost dado en ([2.10) es 8 = v/c [f].

En general, un objeto a* es un cuadrivector o un vector de Lorentz si las cuatro cantidades que lo
conforman se transforman como a’* = A*,a”. Evidentemente, z* definido en ([2.11) es un cuadri-
vector.

2.3.2. Energia y momento relativistas

Existe una relacion entre la masa en reposo de una particula puntual de masa m, su energia
relativista £/ y su momento relativista p dada por la ecuacién

= P p=m3, (2.13)

donde la energia y momento relativistas se expresan en términos de la masa en reposo y la velocidad
de la particula:
E =~mc®, p=~ymd.

Con estos ingredientes es posible construir el cuadrivector del momento

—

E
P = (p°p',p%p°) = (C,pm,py,pz> = ym(c, V)

Bajando el indice de p*:

E
Pu = (p()aplap?;p?)) = nul/pu = <_Capxapy7pz) =m (Cv ’Um,Uy,’UZ>,

teniendo en cuenta también la ecuacién ([2.13]) se construye el escalar de Lorentz:

E?
Pou=— (") 45 P = 5P

o = —m?ct. (2.14)

La expresion en es nombrada un escalar de Lorentz puesto que no tiene indices libres, y
ademas, por el hecho de que para todos los observadores Lorentz el valor de la masa en reposo
de la particula debe ser el mismo. En este sentido, la masa en reposo es también un invariante de
Lorentz.
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ct

v

Figura 2.3: Cono de luz para un evento dentro de la linea de mundo de una particula .

Tiempo propio

Para definir el tiempo propio es ttil considerar el movimiento de una particula a lo largo del eje
x, cuya trayectoria cubre dos eventos, entonces el intervalo invariante para el movimiento de esta
particula es

—ds? = —c*dt? + dz? = —Fdi* (1 - 5?) . (2.15)

Seguin un marco de referencia que se mueve con la particula (como si estuviera pegado a ella) la
particula pareceria no moverse, por lo que dx = 0 y dt = d7 en ese marco de referencia, el intervalo
queda como

—ds® = —cdr?. (2.16)

Pese a que para observadores de Lorentz distintos el tiempo transcurrido entre dos eventos distintos
puede tener valores diferentes, siempre estaran de acuerdo y mediran el mismo valor para el tiempo
entre los dos eventos segin el marco de referencia «atado» a la particula, correspondiente al tiempo
propio 7 de la particula. El tiempo propio es una medida del tiempo invariante Lorentz, todos los
observadores estardn de acuerdo con el valor del tiempo transcurrido para el reloj del marco de
referencia que se mueve con la particula.

Existe la siguiente definicién para distintos valores del intervalo invariante ds?

>0 tipo tiempo — v < ¢
ds’{ =0 tipoluz - v=c¢
< 0 tipo espacio - v > ¢

En la figura se representa la linea de mundo de una particula. Para uno de sus eventos (punto
negro) se traza el cono de luz correspondiente, asi que un evento de tipo tiempo corresponderia a
uno dentro del cono de luz (punto rojo), un evento de tipo luz estaria sobre la superficie del cono
(punto verde) y uno de tipo espacio estaria por fuera (punto azul). Para intervalos de tipo tiempo,
la ecuacién implica que el intervalo del tiempo propio se puede escribir simplemente como
_ds

dr =
c
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Ahora, de la ecuacién ([2.15))
dt
ds = cdt\/1- 32 — & =7,
ds ¢
siendo posible entonces definir el cuadrivector de velocidad u* tomando el cociente dz# /ds, y usando

da _ dadt __ vay .
la regla de la cadena G = 757 = =25 :

i c@ (d(ct) dx dy dz .

ds 7%’ %7 d8> = 7(07 ”Ux,Uy,UZ) = ’7(0’ U)

Obteniendo para el cuadrimomento la expresién:

= mut.

2.3.3. Coordenadas de cono de luz

Un sistema de coordenadas conveniente en el estudio de la teoria de cuerdas son las coordenadas
de cono de luz, estas permiten cuantizar la cuerda relativista de forma directa. El marco que usa
estas coordenadas se conocia en los inicios de la teoria como marco de momento infinito [5]. En
general, estas coordenadas incluyen las nuevas coordenadas ™ y 2™, que son combinacién lineal de
la coordenada temporal 2° y una temporada espacial, en este caso corresponde a z!. Graficamente
se representan en la figura

S-Sl

8

(a:o + xl) s
( . 1) (2.17)

8
Il

Las coordenadas restantes z° y z* se mantienen iguales. Asi, las coordenadas de cono de luz son
(a:*,x_,:cQ,a:?’). Por definicién, se toma z™ como la coordenada del tiempo de cono de luz y x~
como una coordenada espacial mas. En general, las componentes de cono de luz para cualquier

0

Jlx

X x*
‘Cf‘x 6\
> P
7 ¢
455 (45°
[0, x!

Figura 2.4: Ejes de coordenadas de cono de luz * y 27, se representan también las lineas de mundo posibles para
una particula El
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vector de Lorentz a* se definen como:

El intervalo invariante en términos de las coordenadas de cono de luz corresponde a
—ds? = —2dz*dz + (dz®)? + (da?)” . (2.18)

En notacién de indices, y teniendo en cuenta que estos nuevos indices toman valores (u = +, —, 2, 3)
la ecuacion (2.18) queda:
—ds? = iy, dztda”,

siendo 7, la métrica de cono de luz, cuyas componentes son

0 -1 0 0
| -1 o000
=19 01 0

0 00 1

En general, el producto escalar entre vectores escritos en estas coordenadas sera:
a-b=—a"b"—atb” +a®b? + ®b* = i), 0", (2.19)
comparando con se comprueba que
—a b —ath™ = —a"° + a'bl.
Retomando la expresién general a - b = a,b" para el producto escalar y recordando que para las
coordenadas de cono de luz los indices recorren los valores u = 4, —, 2, 3. Entonces

a-b=arbt +a_b” + agb® + asb’,

y al comparar con la ecuacion (2.19)) se encuentra:
ay =—a , a_= —at.
La wvelocidad de cono de luz se define como:
de= 1-p
det 143
Cuadrimomento

El vector de momento en coordenadas de cono de luz tiene componentes p™ y p~ de forma
analoga a ([2.17)):

1
p \/5( +p') =-p_,

— 1 0 1
V2 ( ) i
En las coordenadas tipicas la energfa estd dada por E = p°c = —pg ¢ , entonces se esperarfa que la

energia de cono de luz estuviera relacionada con —p4, y como —py =p~:

E.=p c. (2.20)
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2.4. Campos clasicos

Cuando se trabaja con funciones en el espaciotiempo, se introducen campos de la forma ¢(t, Z)
que toman como variables puntos en el espaciotiempo: (¢, Z) = x*. Para simplificar la notacién se
escribe el campo como ¢(x). En este caso, no se trabaja directamente con el lagrangiano L, sino
con la densidad lagrangiana £, que esta relacionada con el lagrangiano de la siguiente manera :

L= /Ld%:, (2.21)

con esto se define facilmente la accion como:

S = /L‘dt = /£d4x, (2.22)

considerando ¢ = 1 y donde d3z = dx'dz?dz® es el diferencial de volumen para 3 dimensiones
espaciales; siendo d*z = da®dx'dz?dx® = cdt do'da?dx®, por analogfa, un diferencial de volumen
espaciotemporal.

Un campo es local cuando £ solo depende del campo y sus primeras derivadas para un punto x
en el espaciotiempo, esto es, £ = L(¢,0,,¢). Asi, la variacién de la accién resulta

55—5/£d4x—/d4 [5¢+ (aip) (ﬁm)],

y usando el hecho de que § (0,¢) = 0,(6¢), e integrando por partes el segundo término del miembro

derecho
68 = [ d* [5 Iy (‘%)5 }
/ T 196° %\ 50,9 ) °°

Exigiendo que la variacion de la accién 05 = 0, es posible encontrar las ecuaciones del movi-
miento, esta es la ecuacion de Euler-Lagrange para un campo ¢

oL oL
52 (,91) .

De manera anédloga a la ecuacién (2.5)), se define la densidad de momento candénico

oL oL
1I = =, 2.24
(@) =3 @d) ~ 99 (2.24)
v la densidad hamiltoniana
H =M(x)p(z) — L. (2.25)

Para conseguir el hamiltoniano se integra la densidad lagrangiana sobre el espacio, de manera que

H= /Hd%. (2.26)
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2.4.1. Teorema de Noether para campos

En la seccion se enuncié el teorema de Noether, estableciendo que para cada simetria global
continua de un sistema mecédnico existe una correspondiente integral del movimiento on-shell. Ahora
se hace la formulacion del mismo teorema, pero para un campo clasico, y es la siguiente: Si una
densidad lagrangiana tiene una simetria continua, entonces existe una corriente asociada a esa
simetria que se conserva cuando se satisfacen las ecuaciones del movimiento .

Note que el equivalente a la integral del movimiento por convencién se nombra como corriente
conservada, en el caso de la teoria clasica de campos. Mientras que las simetrias del lagrangiano
garantizan la existencia de cargas conservadas, las simetrias de una densidad lagrangiana garantizan
la existencia de corrientes conservadas @ Se puede observar mateméaticamente cémo aparece dicha
corriente y, por ende, su respectiva carga conservada (para el lagrangiano) como consecuencia de
simetrias.

Matematicamente se puede ver considerando una accién, escrita como la integral de la densidad
lagrangiana sobre el conjunto total de coordenadas £, en un espacio general que puede ser un
subespacio del espacio completo de Minkowski, es decir:

S = / deldet ... deR L (4%, 0a0?) . (2.27)

La densidad lagrangiana depende de los campos ¢®(§), y las derivadas 0,¢% = %, respecto de las

coordenadas. El indice a etiqueta cada uno de los campos.

Considerando la variacién infinitesimal

¢*(€) = ¢%(€) + 69"(S),

con la respectiva variacién asociada a las derivadas del campo J,¢%. Las variaciones infinitesimales
o simetrias (que hacen §£ = 0) con pardmetros €' pueden ser escritas como

30" = € hi(¢), (2.28)

donde €* es un conjunto de constantes infinitesimales, puesto que la variacién puede involucrar varios
pardametros. Como se asume invariante £ bajo la variacién en ([2.28)) y las respectivas variaciones
de sus derivadas, entonces las corrientes j* definidas por

: oL
i = =540, 2.29
5 (0.6 (2.29)
son corrientes conservadas, tales que
daji = 0. (2.30)

Por convencidn, cualquier cuadrivector que satisfaga la propiedad ([2.30]) es llamado una corriente
conservada. Por lo tanto, la ecuacién (2.30]) también lleva asociada las cargas conservadas definidas
como

Q; = /d§1d£2 .. .deR 59, (2.31)

que no son mas que las integrales sobre las coordenadas espaciales de las componentes o« = 0 de las
corrientes.
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2.5. Accion particula libre relativista

Inicialmente se estudia el movimiento de una particula puntual no relativista de masa m, no
nula, que se mueve de forma libre en un espaciotiempo plano. Entonces, la accién Sy, estd dada
simplemente por la integral respecto del tiempo de la energia cinética de la particula:

1
Sor = /Lm dt = /2mv2(t)dt, v =7 7. (2.32)

La ecuacion del movimiento para esta particula, aplicando el principio de Hamilton, es simplemente:

dv

— =0,

dt
esto quiere decir que la particula se mueve a velocidad constante. La accién en (2.32)) no puede ser
la accién para una particula relativista, puesto que la ecuaciéon de movimiento que se consigue con

ella asume una velocidad constante que no estd restringida y podria tomar valores mayores que la
velocidad de la luz, en contradiccién con la teoria de la relatividad.

Se continda ahora con la construccion de la acciéon para una particula relativista. Ya se sabe que
la accion, al ser un funcional, toma funciones como argumento y produce escalares. Entonces, la
accién debe ser una magnitud escalar invariante Lorentz para cualquier trayectoria de la particula,
de manera que todos los observadores Lorentz coincidan en el valor de la acciéon correspondiente a
la misma trayectoria espaciotemporal, es decir, a lo largo de cualquier linea de mundo de la misma
particula. Con esto, se consigue también que todos los observadores estén de acuerdo en que las
ecuaciones del movimiento se satisfacen, para el caso de una accién minima o estacionaria.

Recordando que el tiempo propio, definido como , es una magnitud invariante Lorentz,
asi que se puede asumir la accién como proporcional al tiempo propio asociado a la linea de mundo
de la particula, mostrada en la figura Para intervalos de tipo tiempo, ds?> > 0 y de
dr = ds/c, que produce la accién:

d
S=—-a —8,
c

con el signo menos que se introduce para garantizar que ds sea real en un intervalo de tipo tiempo.

\Ct

> T

Figura 2.5: Diagrama espaciotemporal donde se muestra la linea de mundo de una particula entre dos eventos. La
trayectoria espaciotemporal es tal que minimiza la accién @]
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Otro paso necesario para concretar la construccion de la accién consiste en un pequeno analisis
dimensional. El tiempo propio tiene unidades de tiempo, y la accién deberia tener unidades de
energia X tiempo, entonces el factor de proporcionalidad debe tener unidades de energia, ademas
de ser también invariante Lorentz. Una cantidad invariante Lorentz con unidades de energia es
mc? siendo m la masa en reposo de la particula, esta cantidad corresponde a su energia en reposo.

Entonces, considerando a = mc? la accién queda:

S = —mc/ds. (2.33)

Recordando que,
—ds® = —2dt* + (d:cl)2 + (dw2)2 + (dx?’)Q,

y en un intervalo de tipo tiempo:

ds = \J2di2 — (da')? — (d?)? — (daP)?,

do— g (EONT L (datNT L (da?\® (et
dz' d
(Z j{UtI = |9]> = v* con (I : 1,2,3), entonces se consigue la

/ 2
ds = cdt 1—0—2,
c

/dt 1-— (2.34)

considerando que dz°/dt = ¢, y

siguiente relacién entre ds y dt,

reemplazando este valor ds en (2.33)):

La integral en (2.34) toma como extremos los valores de los tiempos inicial y final en la linea
de mundo de la particula. Partiendo de la definicién de la accién dada en ([2.1)), el lagrangiano para
una particula puntual relativista con masa m es:

L=—-mc®/1- = (2.35)

a partir de este lagrangiano es posible encontrar el momento canénico y el hamiltoniano:

8L mu me?

— 7 H=9p - L= —n— .
p= 8’0 ,/1—1;2/02 p w/l—’UQ/C2

Claramente puede verse que a partir de la accién en (2.34) se recupera la fisica de la particula
relativista, encontrando el momento y la energia relativistas de la particula.

Invarianza bajo reparametrizaciones

Generalmente la trayectoria z# de la particula , es parametrizada por un parametro arbitrario
creciente 7. Entonces, la parametrizacién de la linea de mundo implica que las coordenadas se
expresan en funcién del pardmetro, esto es z# = z#(7). Reexpresando la ecuacién (2.7 :

dzt dx”

— Dy —— ——(dT)?.
o dr dT(T)

ds?* = —n, datdz” =
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Asi la accién en ([2.33)) se transforma como:

dx* dxv
Ny —— —— 2.36
v dr dr ( )
Este es el caso de una accion calculada por un observador que usa el pardametro 7. Suponiendo
ahora que el mismo observador hace un cambio de pardmetro de la forma 7 — 7/, aplicando entonces
la regla de la cadena:
dxt  dat dr’
dr  dr' dr’
para reemplazar esta expresion en la accién (2.36)) :

dxt dzV dr’ dxt dxv

S = mme [ T g gy = Tme [\ e g

Nétese que la accién tiene la misma forma que en (2.36)), y tendré el mismo valor, independientemen-
te de la parametrizacién que elija el observador. Se dice entonces que esta accién es un invariante
bajo reparametrizacion.

Ecuaciones del movimiento

Como se vio en la seccién es posible recuperar las ecuaciones del movimiento variando
la accién y aplicando el principio de Hamilton. Variando entonces la accién en (2.33)), de forma
analoga a la variacidon dq solo que en este caso la variacion se hace respecto de las coordenadas

espaciotemporales 0z (7), se tiene que
S = —mc/é(ds).
2

La variacién d(ds) se puede encontrar a partir de la variacién de (ds)*:

dxt dz¥ drt\ dx”
2ds 6(ds) = 0 <_’7“”dT o (d7)2> = —21,,0 <dT> (dr)?,

la variacién no afecta a 7, de manera que

d(dzx) dx”d _d (ot )dm“dT,

5(ds) = —n,,,
(ds) = =y — 7= odr = —— =

en el ultimo miembro de la derecha se baja el indice de dz” usando la métrica 7,,,. Tomando como
limites de integracién los valores del parametro para los puntos inicial y final de la linea de mundo
de la particula, la variacién toma la forma

55 = me / dx“d
’T

En la variacién aparece el cuadrimomento, que explicitamente es

dx,
mC% muﬂ = pu,
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simplificando asi la accién como

[T d(6xt)
6S = /TZ TPH dr.

Finalmente, al reescribir el integrando como la derivada del producto, se obtiene:
T d dp
08 = /TZ [dT (0ztp,) — &E“d—: dr.

El primer término se anula puesto que las coordenadas estan fijas en los extremos, y como el
segundo término se debe anular para dx* arbitrario, entonces la ecuacién del movimiento es:

i
dr
Esta ecuacién indica que el cuadrimomento de una particula puntual se conserva a lo largo de
su linea de mundo, permanece constante en el tiempo, independientemente de la parametrizacion
utilizada. Se ha derivado entonces la ecuacién del movimiento esperada fisicamente a partir de
la accién invariante Lorentz que se construyé con anterioridad; por lo tanto, esta ecuacién del
movimiento también es un invariante Lorentz.

2.6. Dinamica de una cuerda clasica no relativista

Se considera ahora una cuerda estirada en el plano (x,y) con extremos fijos a lo largo del
eje x, tal como se observa a la izquierda en la figura Se prestard atencién a sus oscilaciones
transversales, es decir, ortogonales a la cuerda. El desplazamiento transversal en cualquier punto
sera descrito por la coordenada y, considerando que la coordenada x no cambia en el tiempo para
el punto dado. Para la descripcion cldsica de una cuerda homogénea se introducen la tensién Ty,
que tiene unidades de fuerza, y la densidad lineal de masa pg, asi la masa total de la cuerda es
M = ppa.

[T()] = [Fuerza] = 7[Energla] = %[02],
[Longitud] L

M/L = po = Ty = pov?,

V= \/To/,u,o.

Después de examinar las unidades de los pardmetros dindamicos Ty y po, vy su relacién con la
velocidad de las oscilaciones transversales, es necesario notar que, en el contexto de una cuerda
relativista, la tensién y la densidad de masa estarfan relacionadas por Ty = poc?.

Se supone ahora que dicha cuerda puede ser deformada de su forma original por alguna fuerza,
aunque esta sea comparativamente pequena en relacién con Ty. Entonces, es valido asumir que
la pendiente de la deformacién es pequenia en todo momento, durante su movimiento. También,
se presume que la cuerda no se encuentra sometida a ninguna otra fuerza horizontal aparte de la
tension Ty. Para facilitar el andlisis de esta situacién, se presenta el diagrama en la figura Para
un segmento de la cuerda se cumple que:

Ti cosa = Ty cos 3,
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15

T

Figura 2.6: Seccién infinitesimal de la cuerda que se ha deformado mediante una pequefia perturbacién de magnitud
F' en la direccién transversal l§|]

al asumir una deformacién pequena, la aproximacion:

1 1
sy = —F——oo-—o~r~1-— §tan2’y% 1,

/1 + tan?y

es valida y con esto nos queda que 177 = T5 = Tj. Teniendo en cuenta la segunda ley de Newton, y
considerando el elemento infinitesimal de la cuerda dx, con una fuerza de deformacién F':

2
To(sin B — sina) + Fdx — pogdr = uodxgtg,

usando la aproximacién sin o ~ tana = %’ , de manera similar sin § ~ % se obtiene:
T z+dx

< oy
ox
To

considerando el caso en que pupg < F < Tp,

z+dx
dx

oy
Oamg_uoat27

al reordenar los términos, se nota que la expresién anterior es la ecuaciéon de onda:
2 2
— — = —==(. (2.37)

Entonces, la velocidad de la onda es

vo = \/To/1o-

La solucién general de la ecuacién diferencial parcial en (2.37) tiene la forma:

y(t,x) = hy(x —vot) + h—(z + vot),
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donde hy representa una onda moviéndose hacia la derecha y h_ hacia la izquierda. Ademés, para
fijar la solucién es necesario aplicar condiciones de frontera y condiciones iniciales, puesto que la
ecuacién involucra segundas derivadas respecto del espacio y del tiempo @ Las condiciones
de frontera de Dirichlet y Neumann son los dos tipos més comunes.

Las condiciones de frontera de Dirichlet imponen que la posicién de los extremos de la cuerda
sea fija. En la gréfica de la izquierda dentro de la figura se establecieron las condiciones de
frontera de Dirichlet

y(t,z =0) =y(t,x =a) =0. (2.38)

Las condiciones de frontera de Neumann especifican los valores de % en los extremos, siendo

libres de moverse en la direccion transversal, es decir, imponen las condiciones

dy
—(,z=0)=—=({,z=a) =0. 2.39
L1, =0)= Litw=a) (2:39)

También es posible encontrar las ecuaciones del movimiento usando la mecénica lagrangiana. En
este caso, la energia cinética T de toda la cuerda es simplemente la suma de la energia en cada uno
de los segmentos infinitesimales constituyentes de la cuerda, tomando en cuenta que los extremos
de la cuerda estan ubicados en x =0y x = a,

T—/Oa;(uodx) <‘;§>2. (2.40)

La energia potencial se consigue al considerar el trabajo necesario para estirar los segmentos de la
cuerda. Considerando un segmento infinitesimal dr de la cuerda sin estirar, entonces si se estira
momenténeamente la cuerda como se observa en la figura [2.6] el cambio en la longitud Al del
segmento es

2
Al = +/(dz)? 4 (dy)? — dz = dz 1+<gi> -1,

recordando que se asume la aproximacion para oscilaciones pequenas, donde % < 1, entonces

usando la aproximacién /1 + €~ 1+ 5:

2
Al:dx1<ay> ,

2 \ Oz
Yy )
o r=a =0 N T r=a|

Figura 2.7: A la izquierda se tiene una cuerda con condiciones de Dirichlet en sus extremos. A la derecha una cuerda
con condiciones de frontera de Neumann |§|
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con esto, el trabajo realizado al estirar cada segmento infinitesimal es TyAl, y la energia potencial

total V' esta dada por
Jdy
V= =Tt dx.
/0 27’ (8x> ’

Puesto que el lagrangiano para la cuerda estd definido como L =T — V:

a1 [y 1 (0y\? /a
L= — =Ty | == dr = Ld
/0 [ <6t> 2 “<ax> AR T
donde el término entre corchetes es la densidad lagrangiana £. De manera que la accién para la
cuerda es

ty ty a ty a 1 ay 2 8y
5o [(aar= [T [Ceare [Ta [T (2) 0 (2)] e

Si se definen las cantidades

== == 2.42
P 8@’ P 3y’ ( )
siendo y = 8t’ y = 6x Asi que, con la L en :
oy oy
= T =-T 24
Pl = po—, 5 T 05, (2.43)

Para encontrar las ecuaciones del movimiento se debe variar la accién

tf a
S:/ dt/ L(y,y) dx
t; 0
haciendo la variacion

ty a
0S = dt/ dz [Méy + %5 ] = / dt/ dz [Ptéy —I-Pméy'] .
t; t; 0

Integrando por partes quedan los términos

ty :L"—a t T
0S8 = / Ptéy dx+/ [Pzéy dt — / dt/ (873 op >5y.
t:ti 4 t ox

Ahora al fijar las configuraciones inicial y final del sistema, se anula el primer término. Tomando
las condiciones de frontera de Neumann se anula el segundo término y el momento de la cuerda se
conserva al imponer estas condiciones de frontera, que por lo general no se conserva al tomar las
de Dirichlet. Entonces la variacién queda al final como

tf t T
/ " / [873 oP ] 5
ox

Nuevamente, la variaciéon de la accién debe anularse para cualquier variaciéon en ¥, esto implica
que el integrando debe hacerse cero:

oP P
ot ox

=0.
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Reemplazando la expresiones obtenidas en 2.43] se consigue la ecuacién del movimiento que se
queria hallar, esta corresponde a la ecuacién de onda
Oy po 0%y

-2 =0
8%2 TQ 8t2

Se procede con un analisis mas cuidadoso de las condiciones de frontera que salen del segundo
término que aparece al variar la accién:
tr " r=a
[79 54 dt,
t: x=0

7

recordando que para obtener la ecuacién de onda anterior se asumen condiciones de frontera de
Neumann. Pero a partir de la integral

/tt dt [Px(t,x =a)dy(t,x = a) — P*(t,z = 0)dy(t,x = 0)|,

t;

donde z, es la coordenada de un extremo z, = {0,a}, se obtiene segin el principio de minima
accién lo siguiente:
PE(t,x4)0y(t,x,) = 0. (2.44)

Si se asumen condiciones de frontera de Neumann, es decir, cuando los extremos son libres de
moverse, entonces 0y(t,z,) # 0. Recordando que P* = —Tg%, y de la ecuacion se deduce
que
dy

Pr(t,ze) =0 =

T=Tx

Ahora, al escoger las condiciones de frontera de Dirichlet se esté restringiendo el movimiento de los
extremos de la cuerda, por lo que sus posiciones seran fijas, y entonces se cumple que

dy

oy(t,zs) =0 e

=0.

T=T x

Se puede demostrar que el momento se conserva cuando se aplican las condiciones de frontera de
Neumann en ambos extremos de la cuerda. Sin embargo, este no suele ser el caso cuando se aplican
las condiciones de frontera de Dirichlet. Es posible ilustrar esta situacion considerando una cuerda
cuyos extremos estdn anclados, por ejemplo, a una pared y en esta configuracion la pared ejerce una
fuerza constante sobre la cuerda. Inicialmente, los tedricos de cuerdas desestimaron la posibilidad
de tales condiciones de frontera debido a la violacién de la conservacion del momento, pero con
la introduccién de un nuevo objeto dentro de la teoria es posible la conservacién del momento.
Aunque no pueda parecerlo de inmediato, estas condiciones estdn estrechamente relacionadas con
el concepto de D-brana. Asumiendo que las cuerdas pueden estar unidas a D-branas (la D en
referencia a Dirichlet, pero descubiertas por Polchinski), las cuales absorben el momento perdido
por la cuerda, de esta forma el momento de la cuerda se puede conservar. Es notable la importancia
de hacer un analisis detallado de las condiciones de frontera; fue crucial para reconocer la posibilidad
de las D-branas en la teoria de cuerdas.



Capitulo 3

Cuerda relativista

Un primer acercamiento a la teoria de cuerdas consiste en la exploracién de la dindmica de
las cuerdas relativistas. El estudio detallado de sus propiedades provee gran informacién sobre los
fundamentos de la teoria. En este capitulo se introducen conceptos esenciales, como la hoja de
mundo y su accién, representadada por la accién de Nambu-Goto, de donde se obtiene la ecuacion
del movimiento y las condiciones de frontera para una cuerda relativista. Se fija la parametrizacién
de la cuerda, apareciendo asi restricciones conocidas como condiciones de Virasoro. Finalmente, se
impone el gauge de cono de luz para dar una solucién explicita de la ecuacién del movimiento para
una cuerda relativista abierta.

3.1. Accién de Nambu-Goto

Asi como una particula puntual traza una trayectoria unidimensional en el espaciotiempo confor-
mando su linea de mundo, una cuerda traza una trayectoria bidimensional barriendo una superficie
por analogia nombrada como hoja de mundo. Una cuerda abierta trazard una banda, y una cuerda
cerrada trazard una superficie con forma de tubo, como se observa en la figura[3.1} Para la particu-
la puntual, la accién es proporcional al tiempo propio transcurrido sobre su linea de mundo (ver
ecuacién ), este tiempo propio multiplicado por ¢ es un invariante Lorentz, equivalente a una
«longitud propia». De forma similar, para las cuerdas se definird un invariante Lorentz como el
«area propia» de la hoja de mundo, proporcional a esta area propia sera la accién para una cuerda
relativista, que se conoce como la accién de Nambu-Goto.

Es importante notar la diferencia existente entre una superficie en el espaciotiempo y una
superficie en el espacio. Por ejemplo, un observador de Lorentz verd en un instante dado solo una
Unica cuerda para una hoja de mundo, mientras que ese mismo observador podra ver una superficie
espacial en su totalidad en un tiempo dado. Pese a ser nombrada como una superficie, la hoja de
mundo es un tipo especial de superficie, distinta de una superficie espacial. Antes de empezar a
tratar con superficies en el espaciotiempo, es necesario hacerlo primero con superficies espaciales,
pues resultan mas familiares. Ademads, los resultados obtenidos pueden extenderse facilmente a la
hoja de mundo.

Una curva en el espacio ordinario puede ser descrita usando un Unico parametro, por ejemplo,
x = x(7). Una superficie, al ser bidimensional, requiere entonces dos pardmetros &' y ¢2. Para una
superficie dada, se puede trazar una especie de cuadricula con lineas de &' y €2 constantes. Esta
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7l

Figura 3.1: A la izquierda se tiene la superficie trazada en el espaciotiempo por una cuerda abierta, y a la derecha
la trazada por una cuerda cerrada. Las lineas de z° constante dentro de estas superficies corresponden a las cuerdas

]

superficie ya parametrizada se puede describir mediante las funciones
7(£1,6%) = (21(€1,€%), 2(€1,€%), 2°(¢1,€%))..
Localmente, los pardametros se pueden visualizar como coordenadas sobre la superficie espacial, con

las que se construird un funcional del 4rea. Sea un rectdngulo infinitesimal de lados d¢' y dg?,
entonces el drea dada por la relaciéon o el mapa ¥ es un paralelogramo de lados (como se puede

apreciar en la figura :
a5 = 2 ge am = 2L
1= 861 3 2 = 852

El diferencial de drea es el producto de ambos lados del paralelogramo,
dA = d271 X d272 = |d771| ‘d’[fz‘ ’Sin9| = ‘dﬁl‘ ’di_f2| V1-— cos2 0
= /145 P 45 — |de 2 |dda ? cos? 6.

de?. (3.1)

Recordando la definicién del producto punto, el diferencial de drea queda como

dA =/ (ddy - din) (5 - i) — (A7) - i)

Sustituyendo las expresiones para los lados dadas en (3.1]), el diferencial se convierte en:

e (0% 0%\ (0F Of or 07 \2
d““dgd#(ae'ae)(ae'ae)‘(asfae)'

Con esto se tiene la expresion general para el elemento de drea de una superficie parametrizada, y
el funcional del drea es

, | [ OF o of or o7 \>
a- [ df% (e 5e5) (e 5ee) ~ (o6 0ss) 32
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dUQ D

dUl

:L'l xl

Figura 3.2: La superficie de la izquierda corresponde a una superficie espacial, parametrizada mediante &' y ¢2
. Por otra parte, la superficie de la derecha es espaciotemporal parametrizada por 7 y o, note la presencia del eje
temporal z°

El drea de la superficie deberia ser la misma sin importar los pardmetros utilizados para calcularla,
deberia ser un invariante bajo reparametrizacién. Considerando una superficie S, y dZ un vector
tangente con ¥ ({1, 52), asi el elemento de linea corresponde a

ds® = d7 - dz,
y el vector d¥ se expresa en la forma

.07

oz
0&2

ox
g

de? = = de’,

asumiendo la suma sobre el indice i. Se expresa entonces el elemento de linea como

o o . . o
T 2L Agtde) = gyi(€) detdgd, (3.3)

2 _
AT

con el indice j también sumado sobre sus posibles valores 1 y 2. La cantidad g;;(§) se conoce como
la métrica inducida sobre S, la ecuacién (3.3)) determina las distancias sobre la superficie, escrita
matricialmente:

oF o8 O0F | 0%

D¢l T Del  oel T o¢2

o 9% 0r 0%

0€2  0¢l 9g2 og?

9ij =

Notese que el determinante de esta matriz es la expresién manifiesta dentro de la raiz de la ecua-
cién (3.2)), y denotando a g = det (g;;), es posible escribir el funcional de area (invariante bajo
reparametrizacién) simplemente como

A= / detde? /g.

Ahora se procede a tratar con superficies en el espaciotiempo, de manera que sea posible determinar

la accién para una cuerda relativista considerando el area propia de su hoja de mundo, siendo esta
una superficie bidimensional trazada por la cuerda en el espaciotiempo, como se indicé al inicio
de esta seccién. Al ser bidimensional, requerird también de dos parametros, similar al caso de una
superficie en el espacio con ¢! y €2, solo que ahora se nombrardn 7 y o. Estos fueron los nombres
histéricamente dados en 1971 por Goto a los pardmetros, como se indicé en la seccion |1.2
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Una superficie en el espaciotiempo, con coordenadas z# = (xo, zh ... ,:cd) en d dimensiones,
puede describirse por las funciones
Xt(r,0) = (XO(r,0), X' (r,0),.... X(7,0)) . (3.4)

siendo una convencion en teoria de cuerdas utilizar mayusculas para denotar estas funciones que
llevan de un punto fijo (7, ) al punto de coordenadas espaciotemporales dadas en . A las X* se
les conoce como coordenadas de la cuerda. Los pardametros 7 y o pueden ser vistos localmente como
coordenadas sobre la hoja de mundo, donde 7 da cierta nocién del instante cuando se examina la
cuerda y ¢ indica una posiciéon, un punto de interés sobre la misma . Anédlogamente al caso de
una superficie en el espacio, se tiene un elemento de drea (parte derecha en ﬁgura dado por los
vectores

oXH oXH
B o
dvy = o dr, duvs P do
Es natural suponer que el elemento de area tendra la forma
OXr X, \ (OXV X OXrdX,\?
dA = drd £ ~ ) - £ 3.5
TU\/(@T 87)(80 80) (87’ 80) (3:5)

Aunque esta expresiéon no es correcta, se puede demostrar en cualquier punto sobre la hoja de

mundo que
OXrIX,\?> [0XMrOX,\ [0XMOX, -
or Jdo do 0o or 0Tt ’
de manera que se obtiene una expresién imaginaria para el diferencial de area en la ecuacion ([3.5)).
Cambiando el signo, se obtiene el area propia como:

A /d d 8X“6X 0XroX, 0Xv 0X,
Tdo .
07 00 or Or do  Oo
Se introduce una nueva notacién para simplificar la expresion de las derivadas dentro de la definicién
del area propia, que consiste en el cambio:
oxH oxH

X = Xt = X =X =""_, 3.6
or’ oo (3.6)

Usando la notacion del producto punto relativista se obtiene una expresién més simple para el area
propia

A= /dea \/(X CXN)2 — (X)2 (X2

A partir de esta area se puede definir una accién, correspondiente a la accién de una cuerda
relativista. La accién tiene unidades de energia x tiempo, y como se dijo antes: 7 se relaciona con
el tiempo y o con la posicién sobre la cuerda. Las unidades del drea propia son [A] = L2, y las de
la accién [S] = M L?/T, para conseguir la accién debe multiplicarse por un término con unidades
de M/T. Un término que satisface esta condicién es Tp/c; Ty siendo la tensién de la cuerda con
unidades de fuerza M L/T?, y c la velocidad de la luz con unidades de L/T. Al dividir estas dos
cantidades, resulta un factor con unidades M/T. Se construye asi la accién de Nambu-Goto para
la cuerda relativista:

5= —% /dea V(X X2 = (XX (3.7)
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Esta accion también debe ser invariante bajo reparametrizaciones; de manera similar al caso espa-
cial, se puede expresar la acciéon de forma invariante. En el caso espaciotemporal, se introduce la
métrica inducida que aparece sobre la hoja de mundo al tomar el elemento de linea

oX* oX”

o agr

—ds* = N AXHAXY = 1y,

con los indices o y 3 tomando los valores 1 a 2, con &' = 7y €2 = 0, y siendo la métrica inducida
sobre la hoja de mundo la matriz
_ oXroxv 00X 0X
oo = e ag7 g 0P
explicitamente: ' .
(X)? X.-Xx'
Y= XX (X7

Denotando v = det(v,3), para escribir la accién de Nambu-Goto como:

S = —j;O/dea\/—i’y. (3.8)

A partir de esta accién serd posible deducir las ecuaciones del movimiento para la cuerda relativista
clasica. Puede ser generalizada para describir la dindmica de objetos de dimensién superior a las
de la cuerda, una accién de este tipo puede ser una primera aproximacién a la dindmica de las
D-branas. Tiene la particularidad de ser complicada de manejar a la hora de cuantizar las cuerdas,
por la raiz cuadrada que involucra.

En términos de la densidad lagrangiana, la accién en (3.7)) es la integral doble
Tf o1 )
5= / dr / do L(X", X, (3.9)
T 0

con limites de integracion definidos, siendo o7 una constante positiva. La densidad lagrangiana estd
dada por

) T : :
LIXH, X = =20 (X X2 = (X)X
c
Es claro que las ecuaciones del movimiento se obtienen al variar la accion y aplicar el principio
de Hamilton. Asi, las ecuaciones del movimiento para la cuerda relativista se consiguen con la

variacion de la accién en (3.9)), siendo

i o1 oc . oL
— - 1 7
4SS = /Tl dT/O do [3 .uéX + 3 FOXM (3.10)

Las derivadas 0L/ OXH y OL/OX'™ se pueden calcular ficilmente, y puesto que su expresién es
extensa se introducen nuevos simbolos para denotarlas, similar al procedimiento realizado en el
capitulo anterior para la cuerda cldsica. Se tiene que

oL T (X-X')X, - (X)X,
LooR e - (e
b 0L Ty (XXX, - (XPX,
& x2 - (X2 (x0)?

(3.11)
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Considerando que
0 (0 XH) SXH (0 XH)
or do
aplicando la nueva notaciéon y reescribiendo el integrando en la ecuacion , se consigue una
expresion andloga al caso visto en el capitulo anterior con la cuerda cldsica. Ahora la variacién

resulta 5 (6" 8 (50
08 = / dT/ )—1-730 ( ) ,
or ko do

7 0 aP;  OP]
_ wpT npo w M
= /Ti dT/O do [87’ ((5X PM) + % ((5X PM) —0X ( 7 + B )]

integrando los primeros dos términos
J do §XCH oP;, 373"
/ g / 7 or | do

Como 7 estd relacionado con el flujo del tiempo, es posible fijar los valores inicial y final de la
cuerda, esto implica que las variaciones 0 X* (7;,0) = 6 X* (1f,0) = 0, asi que el primer término se
anula por esta razon. La variacién queda

s Tf o1 oPT  OP?
— wpolol iz M M
65 /T dr [0X*Py o /T dT/O do6X (597 + 80). (3.12)

Analizando la primera integral de la ecuacién ((3.12]), se nota que cada término dentro de la sumatoria
(se suma sobre el indice p) debe ser igual a cero. Entonces las condiciones para anular dichos
términos deben ser las siguientes:

SXH =

Tf

58 = / do (6X"PT)
0

T
+ / dr ((5)(“77‘7

i

0,
=0.
Denotando la expresién de los extremos de la cuerda como o, = {0, 01}, y expresando con el indice
i los valores tomados por el indice p para las coordenadas espaciales. El término 6 X°(7, o) implica

la variacion del tiempo, no tiene sentido fijarlo a cero para ningin extremo de la cuerda. Entonces,
la primera condicién de frontera que debe cumplirse es

P§ (1,01) = PJ(7,0) = 0.

Para las condiciones con el indice i, es posible hacer cero a alguno de los dos factores, por ejemplo,
el caso en que P7(7,0,) = 0. En general, a las condiciones de la forma

7)0'

7 (7—7 U*) = 07 (313)

se les conoce como condicion de extremo libre, en el caso de la cuerda no relativista, implicaba
imponer una condicién de frontera de Neumann. La condicién de extremo libre hace que se anule
el término considerado en la variacién de la accién en . Por otro lado, también es posible
una condicion de frontera de tipo Dirichlet, o de extremo fijo, en donde se fija la posicién de los
extremos de la cuerda, esto es X*(7,0,) = 0, implicando que las coordenadas espaciales de los
extremos de la cuerda son constantes en el tiempo o simplemente:

oX*

W(T, o.) =0. (3.14)
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Note que esta condicién de frontera de Dirichlet se puede aplicar solamente a las direcciones espacia-
les. Es posible imponer las condiciones de frontera (3.13) y (3.14]) de varias maneras, para cualquier
direccién espacial y sobre cada extremo de una cuerda abierta. Es importante tener en cuenta que,
como una cuerda cerrada no tiene extremos, no requerira condiciones de frontera. Retomando la

variacién en 3.12
f o1 oP;, O0P]
4S = — dr dodXH | £+ L ). (3.15)
T 0 aT 80
K2
El integrando debe anularse para cualquier variacién 6 X*, dejando como resultado la ecuacién del
movimiento opT  ape
L4+ L =0 (3.16)
or do
Se obtiene finalmente la ecuacién del movimiento para una cuerda relativista, bien sea abierta
o cerrada. Observando las definiciones en (3.11)), es notable la complejidad de la ecuacién del
movimiento, siendo una muestra de la gran ventaja que conlleva construir acciones para conseguir
las ecuaciones del movimiento. Conseguir una ecuaciéon tan compleja como esta, sin construir una
accion a partir de la cual se derive, es una tarea complicada. Para dar solucién a esta ecuacién es util
escoger una parametrizacion conveniente y asi facilitar los calculos, considerando que la invarianza
bajo reparametrizacién de la accién de la cuerda relativista permite tal eleccién.

Antes de eso, se hace un breve comentario sobre las D-branas y su relacién con las condiciones
de frontera ya vistas. En el caso de la cuerda no relativista abierta, estas condiciones implicaban
que los extremos de la cuerda estaban pegados o unidos a algin objeto fisico: sobre condiciones de
Dirichlet, o se restringia el movimiento horizontal de los extremos: sobre condiciones de Neumann.
Cuando se habla de cuerdas relativistas, entran en juego objetos que restringen el movimiento de
los extremos de las cuerdas abiertas, se caracterizan por su nimero p de dimensiones espaciales y
por esto son llamados Dp-branas.

En la figura se tiene como ejemplo una D2-brana, es un hiperplano dentro de un espacio de
3 dimensiones. Como se explicé antes, su existencia implica que los extremos de una cuerda abierta
deben mantenerse dentro de la D2-brana. Matemédticamente, la D2-brana de la figura puede
definirse usando las condiciones de frontera siguientes:

P§ (1,04) =0,

es la condicién de frontera que siempre debe cumplirse. Ademaés, como el movimiento de los extremos
de la cuerda es libre a lo largo de las direcciones z!' y 22, se tienen condiciones de extremo libre
para ambas; y como los extremos no se pueden mover a largo de 23 hay una condicién de extremo
fijo. Asi, el conjunto de condiciones de frontera en las dimensiones espaciales son

P (T,04)
Pg (Ta U*)
X3 (Ta U*) =

0,

Y
0.
Con estas ecuaciones se puede calcular cualquier movimiento de una cuerda abierta ligada a di-

cha brana. En general, se puede argumentar que cualquier conjunto de condiciones de frontera
corresponde a algin conjunto de D-branas.

Desde un punto de vista histérico, es sorprendente ver cuanto tardaron los fisicos en descubrir las
D-branas, considerando que la accién de Nambu-Goto se conocia desde los 70s y el descubrimiento
de las D-branas se formalizé en los 90s (ver seccién [1.5)). Antes de la inclusién de las D-branas,
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V D2-brana

Figura 3.3: D2-brana que vive en el plano (z*, xz). Los extremos de la cuerda se pueden mover libremente sobre el
plano de la D2-brana, pero se mantienen unidos a ella @

se pensaba que las cuerdas abiertas solo se movian libremente. Una de las mayores objeciones a
la inclusién de este nuevo objeto era que de alguna forma violan la invarianza Lorentz. Es posible
pensar en cuerdas moviéndose libremente en términos de D-branas, si se considera que las D-
branas llenan la totalidad del espacio. Este mismo argumento permite que las D-branas viviendo
en espaciotiempos de 10 o 26 dimensiones llenen tres de las dimensiones espaciales de manera que
se respeta la invarianza Lorentz, pudiendo violarla solo en las dimensiones extra. Como detalles
importantes, las D-branas tienen una densidad de masa mucho mayor a la de las cuerdas, también
presentan su propia dinamica y han sido una gran herramienta para el estudio de la fenomenologia
de las cuerdas .

3.2. Parametrizando la cuerda

Lo que se va a parametrizar directamente es la hoja de mundo de la cuerda, cuya parametri-
zacién se puede elegir libremente dada la invarianza de la accién revisada en la seccién anterior.
Intuitivamente puede verse a las distintas parametrizaciones como diferentes cuadriculas sobre la
hoja de mundo, y pese a que sean distintas estas cuadriculas, la hoja de mundo es siempre la misma
y describe el mismo movimiento fisico de la cuerda. La clave consiste en introducir una parame-
trizacién conveniente y sencilla de trabajar para extraer informacién fisica de las ecuaciones del
movimiento.

Una primera parametrizacién parcial de la hoja de mundo es la conocida como norma estatica o
gauge estdtico, en donde se relaciona al pardmetro 7 con la coordenada temporal X? = ¢t de algiin
observador Lorentz. Esta parametrizacién lleva dicho nombre, puesto que las lineas de 7 constante
corresponden a cuerdas estaticas. Como se observa en la figura el plano t =ty corta a la hoja
de mundo a lo largo de una curva, esta seria la cuerda en el tiempo ¢y segin el observador Lorentz
escogido y se fija como una curva de 7 constante sobre la hoja de mundo. Entonces, para todo
tiempo ¢, la condiciéon de gauge estatico sobre cualquier punto @ en la hoja de mundo se define
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Al
Lo
cuerda en
t=ty

.
>

£U1

Figura 3.4: En la figura se ve la hoja de mundo de una cuerda abierta. El segmento AB es la interseccién de la hoja
de mundo con el plano t = to, correspondiente a la cuerda en el tiempo t = to y para el gauge estdtico 7 = to @
como

y esto implica que

o lo que es lo mismo

T =1.

Esta parametrizacion separa de manera sencilla las componentes espaciales de la temporal. Por
ejemplo, para el conjunto de coordenadas de la cuerda X*(1,0) = XH(t,0) = {ct, X(t,0)}, se

encuentra que
oxr _(ox0 0%\ _(, 0%
do \ 0o 00 ) \ 700’
oxe _(ox0 o%\ _(, 0%
or \ot ot ) " \“at )

3.2.1. Primer calculo en teoria de cuerdas

Es posible hacer ahora un primer célculo en teoria de cuerdas, usando la accién de Nambu-Goto,
para analizar una cuerda relativista estirada. Se consideran fijos los extremos de la cuerda en 2! = 0
y ! = a, siendo nulos los valores de las coordenadas para las dimensiones espaciales restantes y
denotadas como el vector 0. Las coordenadas espaciales de los extremos de la cuerda entonces son
(0, 6) y (a, 6), es decir, la cuerda se ha estirado solo a lo largo de la primera dimensién espacial. En
la ﬁgura se muestra un esquema de la situacién planteada. Usando el gauge estédtico X0 = cr,
se pueden escribir las demas coordenadas de la cuerda como

XYt,o)=f(o), X:’=X3=...=X1=0,

donde
f(0)=0, f(o1)=a.
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Con esto se obtiene

=,

X' =(c,0,0), X" =(0,f,0),
con f' =df/do.

Recordando que la accion de Nambu-Goto es:

Th [7F o1 ; N v ,
S:—Co/n dT/O da\/(X'X)2 (X)2(x")%,

se deben reemplazar los respectivos valores de (X)2, (X’)? y X - X’ dentro de la rafz, que para la
cuerda estirada son: ‘ ‘
(X)?=—¢ (X)=(), X-X'=0

Ahora se evalia en la accién

S = _% /t;f dt/: do (02 — () (') = Ty /tjf dt /Om d(f%’

calculando la integral con extremos en 0 y o1 resulta como:

S=-T /:f dt (f (o1) — (0)) = /t‘tf dt (~Tya). (3.17)

En el gauge estético, evidentemente la cuerda se encuentra estatica y, por lo tanto, su energia
cinética es nula. Ademads, recordando que la accién es la integral del lagrangiano L respecto del
tiempo, y que en este caso L = —V, entonces comparando con la accién en (3.17) resulta que

V:T()CL.

La energia potencial de la cuerda estirada a una longitud a es simplemente Ty a, que corresponde
a la cantidad de energia necesaria para crear una cuerda de longitud a. Ty es una fuerza y a es
una distancia. De manera intuitiva, es como si se agarrara una cuerda de longitud infinitesimal y
se estirara hasta la longitud a con una fuerza de tensién constante, y Ty a seria el trabajo realizado

=

Y

o=10 0 =01

Figura 3.5: Una cuerda de longitud a estirada a lo largo del eje z!'. La cuerda se parametriza como

XYt,0) = f(o) @
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para estirar la cuerda. En este proceso se estd creando masa en reposo para la cuerda, siendo
simplemente un efecto de la tensién que tiene, es como una maquina que transforma trabajo a

masa en reposo .

Ya se ha hecho una primera parametrizacién para 7, ahora queda definir una parametrizacion
para o. Para las cuerdas abiertas se elige un borde de la hoja de mundo como la curva o = 0, y el
otro extremo como la curva ¢ = o1, es decir, para una cuerda abierta

o€ [0,01].

Las lineas de o constante se pueden disponer de manera arbitraria sobre la hoja de mundo, teniendo
en cuenta que sean suaves y no se intersequen entre si. Para las cuerdas cerradas es necesario hacer
una identificacion tal que la direccién o sea un circulo:

(1,0) ~ (1,0 + 0.),

siendo o, la circunferencia del circulo, de manera que las cuerdas cerradas estan parametrizadas en
o por el intervalo
o€ l0,0.].

Es bastante dificil hablar de velocidades, dada la gran variedad de parametrizaciones posibles de la
cuerda. Por eso es necesario construir una nocién de velocidad invariante bajo reparametrizaciones
con sentido fisico. La velocidad transversal ¥, puede ser definida sobre la cuerda cumpliendo con los
requerimientos antes mencionados, su definicién se basa en la idea de que cada punto de la cuerda se
mueve transversalmente a ella. Para explicarlo graficamente, se observa en la figura[3.6 que la cuerda
se ha movido en el tiempo dt e interseca el plano ortogonal en el punto P’, la velocidad transversal
se obtiene al asumir que el punto P se ha movido a P’. No se necesita una parametrizacion especial
para definir esta nocién de velocidad.

Se procede a construir una expresion matematica para la velocidad transversal. Es necesario
introducir un parametro s que mide la longitud a lo largo de la cuerda, entonces para una cuerda
en un tiempo fijo, s(o) serd la longitud de la cuerda en el intervalo [0, o]. De manera que ds es la
longitud del vector dX en un intervalo do a lo largo de la cuerda, es decir:

. X
ds = |dX| = ‘;a \do|.

n t+dt

ST

Figura 3.6: En el tiempo ¢ el plano es ortogonal a la cuerda en el punto P, y en el tiempo ¢ + dt la cuerda corta al
plano en el punto P’. La velocidad transversal asume que el punto P se ha movido a P’ @]
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Note que X /ds es un vector unitario

0xX B 0X do
ds  Oo ds’
ademads, es un vector tangente a la cuerda porque al derivar respecto de o se considera ¢t constante,

v las lineas de t constante corresponden a la cuerda en los instantes dados. Lo anterior implica que
el vector X /0s es un vector unitario y tangente a la cuerda.

Con esto es posible concretar la definicién matemaética de la velocidad transversal ¢; como la
componente de la velocidad 0X /Ot en la direccién perpendicular a la cuerda. Dado que, en general,
para cualquier vector @ su componente perpendicular a un vector unitario 7 es @ — (4 - 7)1, asi que
la expresion para la velocidad transversal es:

) <8X ax)ax (318)

L=\ e ) as

La accion de Nambu-Goto puede expresarse dentro del gauge estdtico aprovechando esta nueva
definicién, ya que la raiz dentro de la accién en la ecuacién ([3.7) puede ser reescrita como

. . ds v?
Vo xnp = o e =e 1=

dejando la expresién de la accion en términos de la velocidad transversal como

g1 ds v2
S =—Ty [ dt do [ == 1— . 3.19

El lagrangiano asociado a la accién en (3.19)) estd dado por

v2
L:—To/ds 1— .
C

Al comparar este lagrangiano con el de una particula puntual relativista , se puede ver a
(13.19) como su generalizacion natural. El término Tyds se reconoce como la energia en reposo de un
trozo infinitesimal de la cuerda. La accién en es valida tanto para cuerdas abiertas como para
cuerdas cerradas, y a pesar de verse mas simple, también lleva a unas ecuaciones del movimiento
muy complicadas de resolver directamente en la mayoria de situaciones.

Ahora es posible analizar el movimiento de una cuerda relativista abierta cuyos extremos son
libres de moverse en todas las direcciones. La condicién de frontera de la forma (3.13]) debe aplicarse
a ambos extremos de la cuerda. Utilizando la definicién de la velocidad transversal, se pueden

simplificar las expresiones para P y P™* (definidos en (3.11]))

. _, =2\ 2
0X  0X y 2 0X oXH
T (as'at>X“+<C _<W) ) 9
pow — 20

62 2

, (3.20)

; X oX )\ ax*
7Dm_TodSXM_<' )
- 2do v

(3.21)
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Como se dijo antes, la cuerda relativista siempre debe cumplir con la condicién de frontera dada
en los extremos por P°? = 0, la componente ;o = 0 de la cantidad en (3.20) es

n (35 %)
o0 0 S t
e
_ v
62
de donde se deduce la condicién . .
oX 2% _|
ds ot

Esta condicién demuestra que los extremos de la cuerda se mueven con una velocidad 9X /Ot
transversal a la cuerda, donde el vector unitario X /Os es tangente a la misma. Esta es una
primera propiedad importante del movimiento de los extremos de una cuerda abierta libre. Queda
una segunda propiedad por descubrir; de la definicién de la velocidad transversal se puede
ver que U, = 0X /Ot = U, asi la ecuacién se convierte en

v2 OXH
por = i1 - L 92T
0 2 0Os

puesto que se trata de una cuerda libre, las coordenadas espaciales (u = 1,...,d) también deben
satisfacer la condicién de extremo libre, es decir

- v2 0X
7= _Tor/1— —= — =0. .22
P 01/ 2 Bs 0 (3.22)

De donde se concluye que los extremos de la cuerda abierta libre se mueven con la velocidad de la
luz, ya que de la ecuacién (3.22)):

Una condicién importante para completar la parametrizacion en o de la hoja de mundo es construir
las lineas de o constante siempre perpendiculares a las lineas de 7 constante, como se aprecia en
la figura [3.7} Al tratarse de una parametrizacién de la superficie espacial de la cuerda, se tiene que
la tangente a la cuerda estd dada por 0X /0o, mientras que la tangente a las lineas de o constante
por 0X /Ot, y comparten la propiedad de ser perpendiculares entre si en cualquier punto de dicha
superficie, es decir . B
0x 0X _,, (3.23)
Jo Ot
esto implica que 0X /Ot es perpendicular a la cuerda y, por lo tanto, coincide con la definicién de
la velocidad transversal siendo _
_0X
v = ot .
Partiendo de este heciho se pueden simplificar las expresiones para P™* y P, ya que la condicién
implica que %—f . %—f = 0, pudiéndose escribir como

(3.24)

PW_TO ds  pxm
T2 w2 ot
1- 2

c2

2 XH
PO = —Tpy /1 — gaas . (3.26)

(3.25)
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Figura 3.7: La parametrizacién de la hoja de mundo requiere que las lineas de o constante se vayan construyendo

perpendicularmente a las lineas de ¢ constante @

Ahora, se procede a encontrar una expresién para la energia de la cuerda relativista por dos
métodos distintos. El primero consiste en calcular el hamiltoniano , partiendo de la densidad
hamiltoniana (definida en la ecuacién [2.25]) integrandose a lo largo de la longitud de la cuerda

H:/’Hda.

Como la densidad de momento candnico para la cuerda se define como:

73(15,0') = 87{,
(8, X)

que se deduce de la expresion dada en (3.19) tomando solo las componentes espaciales:

—

- To UL ds

Pt,o) = 5 ———.
c2 |/ _%da

La densidad lagrangiana se puede apreciar en la ecuacién ([3.19)), se presenta como

2
£——%<“>w1—”;
do c

Asi que la densidad hamiltoniana se calcula

)
=P 5 -

y recordando la definicién de velocidad transversal (3.24]), se obtiene

Tn, 2 ds v? ds

H=——F———=—+To\|1 - 55—

c? wdo 0 \/ c? do
-

ds [v1/c2+1—v%/c? Ty ds
=To—~ 2 T T3 g
do 1- Y _vrdo

c? c?

L,

(3.27)
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Asi que, segun la ecuacién (3.27) el hamiltoniano es

Tod
H_/OS. (3.28)
’U2
J1-%

Gracias a la forma simplificada de las ecuaciones y es posible ahora hacer una inter-
pretacion fisica de la ecuacién del movimiento teniendo en cuenta las parametrizaciones ya hechas,
siendo una segunda forma de encontrar la expresién para la energia de la cuerda. La ecuacion del
movimiento (3.16[) con 7 =t es

opT™*  gpon
ot oo’ (3:29)

tomando la componente 1 = 0 de esta ecuacién, sabiendo que P?° = 0 y usando ([3.25) nos queda

a0 [ Tog
2
o o\, o

=0. (3.30)

Si se multiplica esta ecuacién por la constante do se concluye que
T() ds

)
2

_ v
C2

es constante en el tiempo.

Esta expresiéon tiene unidades de energia y ademds coincide exactamente con el hamiltoniano que
se acaba de calcular. El término en su numerador corresponde a la energia en reposo de un trozo
de cuerda, y el factor relativista en el denominador la convierte en la energia total. El resultado
anterior implica que la energia 6 F de cada trozo infinitesimal do de la cuerda se conserva:

T Ty &
o= 100 Todr 5 (3.31)

o 2 2
Vied Wien

3.3. Movimiento de cuerdas abiertas y cerradas

Retomando la interpretacion de la ecuacién del movimiento ([3.29)), ahora tomando las compo-
nentes espaciales

T, &
T d =
=2 z b
i (3.32)
Bo_ 1 vﬁ_ 0X
0 2 Os’

que reemplazando en la ecuaciéon del movimiento, queda

T, % o5, 0 . v} 09X
s o |70 2 as |

2 [T 2 ot 9o
T2

usando el hecho de que %—f = %—f%, y U = %—)t( se obtiene

2 2
12X J1-F 0 |J1-30X

2 o2 ds Qo ds 0o
do do
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Note que si se hiciera

d 1
@2 (3.33)
dO‘ vi
Vi &
se obtendria la forma familiar de la ecuaciéon de onda
19°X  9?X
2 ot2 Qo2
La condicién en ([3.33)) significa fisicamente que
d
do = —2
v}
T2

y no es mas que la forma concreta en que se parametriza la cuerda, puesto que partiendo de o = 0
se recorre hasta un punto de longitud ds en la cuerda y si se calcula vi en ese nuevo punto se
obtiene un nimero que da la parametrizacién en o. Finalmente se entiende de forma explicita cémo
se parametriza la cuerda.

Considerando la ecuacion (3.31]) se consigue la parametrizacion en términos de la energia:

dE

do = Ty’ (3.34)
donde se esta usando la energia a lo largo de la cuerda para parametrizar o, que es una parametriza-
cién con sentido fisico, siendo la energia total £ = Tyo1. Supdngase que se toma una cuerda con una
energia total de 100 erg, entonces una forma de parametrizarla consiste en etiquetar con valores cre-
cientes de o por cada 1 erg de cuerda recorrida (por ejemplo, dentro del rango o € [0, 01| = [0, 100]),
asi por cada incremento de 1 erg existe un incremento de una unidad en ¢. Ahora se simplifican las
expresiones para las componentes espaciales como

5 TooX
ggk (3.35)
Pr=T g

al reemplazar nuevamente en la ecuaciéon del movimiento
aﬁqjﬁﬂ_yf 1 9°X
ot do 002 2 Ot?
Se obtiene la ecuacién de onda libre deseada, aunque presenta las restricciones dadas por las con-
diciones de parametrizacién derivadas de las ecuaciones (3.33)) y (3.23) respectivamente

) _N 2
0X 1 {0X
=)+ = =1,
oo 2\ ot
X 90X
ot do
Estas dos condiciones no lineales son las mas famosas dentro de la teoria de cuerdas , se pueden
combinar en una sola y son reemplazadas por las condiciones de Virasoro:

_, N\ 2
(ax}tlaX> — 1. (3.37)

=0. (3.36)

0.

Do ¢ ot
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Queda una dltima condicién, la condicién de frontera de extremo libre (3.22)) indicando que

ox
Oo

o
- Jo

o=

=0,

o=01

bésicamente coincide con una condicién de frontera de Neumann. Resumiendo, son necesarias las
siguientes condiciones para lograr la descripciéon del movimiento de una cuerda relativista:

#X 102X
Ecuacién de onda: 02 2 ar 0, (3.38)
S N 2
X 10X
Condiciones de parametrizacion: a— + fa— =1, (3.39)
Jdo ¢ Ot
. : 0X
Condicién de frontera libre: e 0. (3.40)
o

3.3.1. Movimiento de una cuerda abierta

Se inicia esta subseccién con el fin de solucionar la ecuaciéon del movimiento para una cuerda
abierta. La solucién mds general de la ecuacién de onda ([3.38) estd dada por la combinacién de
funciones vectoriales arbitrarias

—

X(t,0) = =(F(ct + o) + G(ct — 7).

N

Usando la condicién de frontera (3.40)), con o = 0:
0X , .
— =0— F'(ct) — G'(ct) = 0.
0o

o=0

Lo anterior implica que las funciones F (ct) y é(ct) son iguales excepto en un término constante
G(u) = F(u) + dp. Volviendo a la solucién general

—

X(t,0) = =(F(ct 4 o) + F(ct — o) + do),

NN

la constante dy puede ser absorbida dentro de la definicién de F , entonces la solucion tiene la forma

—

X(t,0) = =(F(ct+ o) + F(ct — 0)).

N —

Usando la condicién de frontera (3.40)) con o = o7y:

ox
Jdo

o=01

=0— F'(ct+01)—F' (ct —01) =0,

v haciendo la sustitucién u = ¢t — o1, la condicién se transforma en

F' (u+201) = F'(u),
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esto dice que la funcién F’ es periddica con periodo 207. Por otro lado, la funcién F' cambia por
un valor constante (elegido convenientemente) luego de un periodo 201 como

—

F(u+201) = F(u) + 201@.
c

Ahora se analizan las condiciones de parametrizacién ({3.39)), calculando cada término por separado,
se obtiene que

X 1/=- -
%0 =5 (F’(ct +0)— F'(ct — o)) ,
10X 1/ =
-7 F/ F/ _ )
~ =2 ( (ct+0) + F(ct — o)),
con esto resulta: o N
0X 10X -
4 2T 4 Fl (et + o).
Jo ¢ Ot (ct £ )

Por lo tanto, la condicién requiere que F F =1 para todo argumento de ﬁ, es decir, que
F’ es un vector unitario. Se puede resumir el analisis realizado sobre las ecuaciones del movimiento;
la solucién general que describe el movimiento de una cuerda abierta con extremos libres esta dada
por

—

Xt o) = %(ﬁ(ct + o)+ Flet—0), ocl0,0l, (3.41)

donde o1 = E/Ty, con E la energia de la cuerda y F satisface las condiciones:

—

F)??=1 y F(u+20)=Fu)+ 201%0. (3.42)

3.3.2. Movimiento de una cuerda cerrada

De forma similar a la cuerda abierta, para analizar el movimiento de una cuerda cerrada libre

se debe jugar con la ecuacién de onda (3.38]) y las condiciones (3.39) y (3.40). La ecuacién de onda

tiene como solucién

Xt 0) = %(f(u) +GW), u=ctto, v=c—o (3.43)
Tomando las derivadas .
2 (Fw-aw),
donde se pueden formar las dos combinaciones lineales:
gf + 162( =F'u) vy %f - (1;%); = —G'(v).

Segin las condiciones de parametrizacién (3.39)), se debe cumplir que para todo u, v:
|F' ()] = |G (0)] = 1. (3.44)

Para las cuerdas cerradas no existen condiciones de frontera, puesto que no presentan extremos.
Sin embargo, existe una condicién de periodicidad sobre el parametro o:

o~ 0O +o01,
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es decir, cuando ¢ ha incrementado en o1, se vuelve al mismo punto sobre la cuerda cerrada.
Matematicamente se expresa la condicion de periodicidad como

— —

X (t,o+o01) = X(t,0). (3.45)

Reemplazando la expresion para X seguin 1) resulta la ecuacion

— — — —

F(u+o01)—F(u)=Gw)—G(v—o01). (3.46)
Al tomar las derivadas parciales respecto de u y v se obtienen las ecuaciones
Fllu+o)=F(u) y G w+o)=G ). (3.47)

Las ecuaciones (3.44) y (3.47) implican que F'(u) y G'(v) son vectores unitarios y periédicos. El
movimiento de una cuerda cerrada se puede determinar completamente utilizando las curvas F’(u)

y G'(v), que al integrarlas producen F(u) y G(v) més las respectivas constantes de integracién que
permiten determinar X (¢, o).

3.4. Corrientes conservadas sobre la hoja de mundo

En la seccion [2.4.1] se introdujeron los conceptos de corriente conservada y su respectiva carga
conservada asociada. En esta seccion se analiza cémo existen las corrientes y cargas conservadas
sobre la hoja de mundo de una cuerda. En la seccién [2.4.1] aparece el indice a para denotar el
nimero de dimensiones del espacio sobre el que se integra la densidad lagrangiana. Para la accién
de una cuerda , la densidad lagrangiana se integra a lo largo de las coordenadas de la hoja de
mundo 7 y o, asi que el indice a toma estos dos valores. Explicitamente:

S = / devder L (9 XH, 0, XH), (€2, ¢") = (7,0). (3.48)

Note que la accién de la cuerda solo depende de las derivadas de las coordenadas de la cuerda.
Ademiés, comparando con (2.27)) los campos ¢* son las coordenadas X*.

Una variacion 6 X* que no cambia la densidad lagrangiana es la traslacién espaciotemporal
constante €, la cual desplaza igualmente cada punto en la hoja de mundo. La densidad lagrangiana
es invariante ya que solo depende de las derivadas 0, X*, entonces las variaciones

IXH(T,0) =€, (3.49)

se anulan al tomar las derivadas de las coordenadas, ya que 0 (0o X*) = 04 (0X*) = Oqe” = 0. Los
indices que aparecian en la seccion ya nombrada tienen ahora un significado claro: « es el indice de
la hoja de mundo, ¢ y a son indices espaciotemporales.

Para construir la corriente conservada se usa la ecuacién (2.29)), en este caso

oL
o _ 1
C 7 0.X7) OXH. (3.50)

Dada la variacién (3.49)), se cancela a ambos lados de la ecuacién el factor e”. Con esto se

tienen las corrientes conservadas:

ol 0L 0wy (0L 0L
‘7“_8(8aXﬂ) T In) =\ gxu axw )
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Las derivadas de £ habian aparecido antes en la expresién (3.11]), por consiguiente

in=Py — (i ds) = (PL Pp).

Para este caso la ecuacion de la conservacién de corriente ([2.30f) es

opP;, O0P7
0P = —L + £ =0, 3.51
aTm or oo ( )
no es mas que la ecuacién del movimiento para la cuerda relativista. Como se tiene una simetria
debida a la traslacién, se asocia la carga conservada al momento p,. Usando la definicién de carga

conservada en ([2.31)), se obtiene:
o1
Pulr) = / P(r.0)do. (3.52)
0

La derivada de la densidad lagrangiana respecto de la velocidad XH es P, se puede interpretar como
una densidad de momento candnico . Asi, P/, es la densidad de momento espaciotemporal
de la cuerda. Ademas, se comprueba que es una carga conservada, porque usando la ecuacién del
movimiento se consigue:

dﬂt_/alapl _ /Ulapﬁ _ _po|n
i ) or do = = do=—"Py|, - (3.53)

Para una cuerda abierta con extremos libres se aplica la condicién de frontera dada en , de
manera que P se anula en los extremos, por lo tanto se conserva p,. Para una cuerda cerrada,
las coordenadas ¢ = 0 y 0 = o1 representan el mismo punto sobre la hoja de mundo; por tanto,
también se anula dicho término. En ambos casos se conserva p,, o lo que es lo mismo:

dpy _

dr

Cuando se trata de cuerdas abiertas con condiciones de frontera de Dirichlet en algunas de las
direcciones espaciales, entonces el momento puede no conservarse ya que dicha condicién de frontera
no asegura que se anule P7. De hecho, en la teoria de cuerdas abiertas se tienen condiciones de
frontera de Dirichlet cuando existen D-branas que no llenan totalmente el espacio, el momento de la
cuerda puede no conservarse pero el momento total de la cuerda mas el de la D-brana se conserva.
Noétese que en la parte final de seccién también se comentd la posibilidad de la violacién en la
conservacion del momento con condiciones de frontera de Dirichlet.

Habiendo concluido con la construccion y andlisis de las cargas conservadas sobre la hoja de
mundo asociadas a una simetria de traslacién, se continia con la construccién de cargas conservadas
asociadas a una simetria de Lorentz. Es necesario y ttil construir estas cargas para tratar con
cuerdas cudnticas, y asegurar que en el proceso de cuantizacion se preserve la invarianza Lorentz.

La forma general de las transformaciones de Lorentz infinitesimales es X* — X* + 0 X*#, donde
OXH =X,

siendo €*¥ una matriz infinitesimal antisimétrica, cuyas constantes deben satisfacer la condicién de
invarianza Lorentz 6(n,, X*X") = 0. Por tanto:

2 (OXM)V XY = 217, (P X ) XY = 26M° X, X, = 0,
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este mismo resultado aplica para cualquier nimero de dimensiones espaciotemporales, ya que las
transformaciones siempre dejan 7, X# X" invariante. Con esto se pueden escribir las corrientes
conservadas, en este caso el parametro de la transformacion estd dado por e*”, se tiene entonces

v o oL

__9E sxH— pagw
ol a(ﬁaX“)éX P e X,

Usando la propiedad de antisimetria de e*”, se puede escribir la corriente como
. 1
o, = (—5e) (XuPg — X, P2),
de donde se definen las corrientes MY, como:
My, = X, Py — X, Py (3.54)

La ecuacién de conservacion de corriente es
T (o
oM v oM o
+ =
or oo

0,

y las cargas corresponden a

M, = / (M), do — M7, dr) .
y

3.4.1. La pendiente o/

Observando la forma de la acciéon de Nambu-Goto , el pardmetro dimensional T (represen-
tativo de la tension de la cuerda) puede relacionarse con un nuevo parametro o/. Este pardmetro ha
sido usado desde los inicios de la teorfa de cuerdas, como se ensenié en la seccién [I.1] Al considerar
una cuerda abierta que rota rigidamente, o’ es la constante de proporcionalidad que relaciona el
momento angular de la cuerda J, en unidades de &, con el cuadrado de su energia E:

I o/ E?, (3.55)
h
con unidades
) =
[E]?

Una forma sencilla de entender la proporcionalidad inusual entre J y E? se da en este parrafo. Se
sabe que para rotaciones rigidas J = Iw, con I el momento de inercia. Para un objeto de masa M
y longitud del orden de L, se tiene I ~ ML?, entonces J ~ M L?w. Para una cuerda relativista en
rotacion M ~ E,L ~ E,y w ~ 1/E, de tal forma que J ~ E?. La relacién exacta es la siguiente

[6]:

1
J = E?
2w Tyc
comparando con (3.55)) se encuentra la relacién entre o' y Tp:
o=
2 Tghc'

El parametro recibe el nombre de pendiente debido a su aparicién como tal en las trayectorias
de Regge para resonancias hadrénicas (ver figura [1.2). El comportamiento de Regge es bastante
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preciso y permite predecir la masa de los mesones con un error muy pequeno. Ademads, el Unico
modelo que representa este comportamiento es el de la cuerda relativista . Es posible construir
una longitud caracteristica ¢4 (la longitud de cuerdas), siendo

0y = heVa!,

con h = ¢ =1 se tiene que
of =02 (3.56)

S

Reveldndose cierta conexion entre el pardmetro o y una escala fundamental de longitud que se
encuentra posiblemente en el rango 10732 cm < fg < 10717 cm . Por 1ltimo, la accién de
Nambu-Goto escrita en términos de ' tiene la forma:

5= —ﬁ /Tf dr /001 do (X - X7)2 = (X)2 (X7 (3.57)

3.5. Gauge de cono de luz

En la seccién se us6 el gauge estatico para tratar con la dindmica de las cuerdas, pero
la solucién de las ecuaciones del movimiento no es muy explicita. En esta seccion se consideran
gauges mas generales, entre ellos, el gauge de cono de luz que va a permitir una solucién completa y
explicita de las ecuaciones del movimiento de la cuerda relativista. La forma general de los gauges
a utilizar consiste en establecer a 7 como una combinacién lineal de las coordenadas de la cuerda,
equivalente a la condicién

ny, XH(1,0) = AT, (3.58)

donde n,, es un vector constante de tipo tiempo o nulo; n, = (1,0,...,0) en el gauge estatico. En
secciones anteriores se exigfa que la coordenada XY fuese una coordenada libre, de forma anéloga,
ahora se debe exigir que las componentes de p,, en la expresién n-p se conservan. Ademas, se asume
la condicién

n- P, =0, (3.59)

que garantiza la conservacion de n-p. Se puede ver con facilidad a partir de (3.53)) por qué la anterior
expresién implica la conservacién de p,. Una forma particular de expresar la ecuacién (3.58) es la
siguiente:

n-X(r,0) =2d'(n-p)r. (3.60)

Segun lo visto en la ecuacién , la cual resulté en que la densidad de energia permanecia
constante a lo largo de la cuerda. En este caso, la forma general de expresar la condicién de
parametrizacién en o se hace garantizando que n, P™# sea constante a lo largo de la cuerda. Dicho
de otra forma, n - P7 es constante a lo largo de o.

Ahora se quiere parametrizar la cuerda abierta dentro del rango (0, 7), calculando la integral:

™
/ don-PT(r,0) =n-p,
0
de acuerdo con la definicién en (3.52)). Note que al ser constante n-P7, entonces resulta la identidad

n-PT=—" (3.61)
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esta es una constante sobre la hoja de mundo de una cuerda abierta. Con esta parametrizacion, la
densidad de momento n - P” es constante, y el valor de ¢ asignado a un punto es proporcional a la
cantidad de momento n - p, de la porcién de la cuerda desde el extremo o = 0 hasta dicho punto.

Como es el proposito de esta seccidén, se estudia a continuacién la ecuacién del movimiento
(3.16]). Haciendo el producto punto relativista con n*, se obtiene la condicién

B 9 o
E(n-? )+%(n-73 ) =0.

El primer término se anula por la condicién en (3.61) y como consecuencia

B o
55 (1 P7) =0, (3.62)

mostrando simplemente que n - P? es independiente de o, y ademés n - P = 0 dada la condicién
13.59).

Para las cuerdas cerradas se sigue un procedimiento similar. Asumiendo que la densidad de
momento n - P7 es constante, se llega nuevamente a la conclusién de que esta cantidad es una
constante sobre la hoja de mundo, pero en este caso, se escoge un rango o € [0, 27]. Con esto, la

ecuacién (3.61) se transforma en
n-p
-PT = —. 3.63
n o (3.63)

Con este cambio, la parametrizacién en 7 se escribe sin el factor de dos en , es decir:
n-X(r,0)=ad(n-p)t. (3.64)
Para las cuerdas abiertas y cerradas se puede usar la misma condicién
n-P7=0. (3.65)

Resumiendo para ambos casos, la parametrizacion estd definida por las ecuaciones:

— a2 (.
n-X(r,0) = po (n-p)m, 2 para cuerdas abiertas
2T - B = . (3.66)
n-p= ? n-P’, 1 para cuerdas cerradas

Partiendo de la expresién para la accién en (3.57), y usando la definicién en (3.11]) se calculan
facilmente las expresiones para P7# y P7H:

L1 (X XXM - (X)X
el X — (2 (x)?

1 (X X)X (X)X
2o’ Jk - xry2 - (2 (x0)

PTH —

(3.67)
PoH =

Con las anteriores definiciones se calcula el producto:

n.Po — _ 1 (X-X)0;(n-X)—(X)20,(n-X)

2ma \/(X X2 — (X)Q(X’)Q
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claramente 0,(n - X)) = 0, pues solo depende de 7, asi que
1 (X - X"r(n-X)

n-P’=— .
2mal J(& - xy2 - ()2 (x0)?

Por la condicién (3.65)) y considerando que 9-(n-X) es una constante no nula, se llega a la restriccién
X -X'=0, (3.68)

que en el gauge estatico, con X 0" =0, se reduce a 1) Aplicando la restriccién (|3.68)) se pueden
simplificar las expresiones de PT# y PoH:

. o
pr_ L XPX pou_ L XX

2mal | /_X2X/27 2mal /_X2X12.

Reemplazando la expresiéon de P™* en la segunda ecuacién de ([3.66]) se obtiene

! X2(n-X)
- Ba! v_x2x2’

y dado que n- X = Bo/ (n-p); de la primera ecuacién en (3.66). Se consigue finalmente el resultado

X/2 .
l=— — X?’4+X?=0.

En definitiva, las restricciones que aparecen debido a la parametrizacion son:
X-X'=0, X?+X"?=0, (3.69)
en forma compacta, pueden escribirse como
(X +Xx)?=0. (3.70)
La ecuacion representa las condiciones de Virasoro escritas en forma covariante. Con
aquellas condiciones se simplifican atin mas las expresiones de P™* y Po#:

1o 1
Prit= S X0 P =X (3.71)

/ 2ma/

Sustituyendo en la ecuacién del movimiento (3.16)) se consigue la ecuacién de onda:

Xr— xm = (3.72)

Se va a introducir la notacién clave de la teoria, por ahora es usada solamente para resolver la
ecuacion de onda. Esta es la notacién usada por casi todos los que trabajan en cuerdas cuanticas
[23]. Se sabe que la solucién més general de la ecuacién de onda (3.72) es

X4(r,0) = 5 (f"(r +0) + g(r — ),

donde f* y g* son funciones arbitrarias de un solo argumento. Se asume que existe una D-brana
llenando todo el espacio, de tal forma que las coordenadas de la cuerda X* satisfacen condiciones
de extremo libre P°* = 0, esto a su vez implica condiciones de frontera de Neumann:

oxH
do

, en o=0,m.
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La condicién de frontera evaluada en o = 0 es
oOXH 1
W(T’ 0) = 3 (f* (1) = g"'(7)) = 0.

Como las derivadas coinciden, ambas funciones solo pueden ser distintas por una constante c*. Se

justifica entonces la sustitucién g* = fH +c*, y si se absorbe dicha constante dentro de la definicién
de f* el resultado es

1
XHi(r0) =5 (fA 7+ o)+ f(r —0)). (3.73)
Evaluando ahora la condicién de frontera en o = ,

OXH
do

Como esta ecuacién debe ser védlida para todo 7, se deduce que f* es una funcién periédica con
periodo 27. La forma general de la expansién en series de Fourier para la funcién f*(u) es

(rm) = 3 (F(7 4+ 7) = P(r ) = 0.

oo
()= fI'+ Z (ak cos nu + bl sinnu) ,

n=1

y al integrarse, se obtiene la serie de Fourier para f*(u):

) = i+ flu+ Z (A} cosnu + Bl sinnu),

n=1

donde se han absorbido las constantes de integracién dentro de los nuevos coeficientes. Reempla-
zando la anterior expresién en (3.73)), y simplificando mediante identidades trigonométricas, se
obtiene:

(o @]
XHt(ryo) = [+ fi't + E (Al cosnt + Bl sinnt) cosno. (3.74)
n=1
Es necesario reemplazar los coeficientes en la ecuacién ([3.74)) por unos que tengan una interpretacion
fisica simple. Inicialmente, se introducen las constantes al, mediante las relaciones

Al cosnt + Bl sinnt = —- ((BE +iAL) e (BF — iAW) e—inr)

DO | =

(3.75)

20/
vn

La definicién en introduce la notacién que los tedricos de cuerdas usan convencionalmente
@]. El % denota el complejo conjugado, v se introduce el factor v/2¢/ para hacer adimensionales
las constantes al,; estas constantes y sus complejos conjugados se convertirdn en los operadores de
creacién y aniquilacién cuando se considere la teoria cuantica.

(a,u*eznr o aﬁeﬂm)

—1 "

El coeficiente f1" en (3.74)) tiene una sencilla interpretacion fisica. La cantidad de momento estd

dada por
1 S 1
2ma’ 2T

PTH =

/f{‘+...’

los puntos denotan los términos dependientes de cos no. Para encontrar el momento total, se integra
sobre el rango o € [0, 7], donde los términos extra se anulan y como resultado queda

1
2ma!

pH :/ PHdo = nftft  —  fI'=2d'pH,
0
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con esto, la constante f!' es proporcional al momento espaciotemporal que tiene la cuerda. Deno-
tando f§' = zf, se presenta la forma convencional de la solucién:

cosno

vn

Asi, los términos del lado derecho en ([3.76|) corresponden al modo cero, al momento, y a las
oscilaciones de la cuerda, respectivamente. Para simplificar un poco mas las expresiones, se realizan

las definiciones:
alf = V2o pH,
al = al\/n, (3.77)
ol =a\/n,
con n > 1. Se puede garantizar que la expresién en (3.76]) es real si se cumple que (ah)* = «
Usando esta nueva notacion se puede reescribir X* de la forma:

oo
XH(1,0) = zf + 20/ p'r — V20! D (ak*e™T — alie™MT)

n=1

(3.76)

"
—n-

o0
) 1 . i
XH(r,0) = b + V2 afT —iV2/ E — (o€ — alte™™"T) cosno.
n
n=1
Reexpresando la sumatoria; sumando sobre todos los enteros excepto el cero:

1 .
XH(r,0) = zh + V2 o7 + ivV2d/ Z — ol e """ cosno. (3.78)
n#0 "
Queda completa la solucion de la ecuacién de onda con condiciones de frontera de Neumann. Se

define completamente una solucién especificando las constantes zfj y of, para n > 0. Partiendo de
la ecuacion (|3.78)) es facil calcular las derivadas:

Xt = V2 E ab cosnoe "7,
nes
/ . . —1
XM = —iv2a/ E absinnoe ",

ne”

Existen dos combinaciones lineales particularmente interesantes de las anteriores derivadas:

Xt + XF = 2o/ Z ot emin(rEe), (3.79)
nez

Pese a encontrarse una solucién de la ecuacién de onda, la cual satisface las condiciones de frontera
relevantes, es importante también asegurar que las restricciones dadas en se respeten. Se
usard el gauge de cono de luz para encontrar una soluciéon compatible directamente con la ecuacién
de onda, y también con estas restricciones. Las coordenadas de cono de luz fueron revisadas en la
seccion como un simple cambio de coordenadas, cambiando 2° y 2! por ¥ y z~. Elegir el
gauge de cono de luz implica imponer las condiciones con un vector n* tal que produzca
n-X = XT. Tomando n, como

1 1
n,=|-—=,—,0,...,0),
g <J§ V2 )

se encuentra que

(3.80)
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Usando estos resultados en (3.66)) se tiene que:

2
X*(r,0) = pd'ptr, pt= %P”. (3.81)

La utilidad del gauge de cono de luz consiste en tomar la forma simple de X para mostrar que
no existe dindmica en X, y que toda la dindmica se encuentra en las direcciones transversales
X2 X3,..., X% Las coordenadas transversales se denotan desde ahora como X':

Xf:<X2 X3 Xd>.

Prestando atencién a las restricciones (3.70)) y recordando la definicién del producto punto relati-
vista en coordenadas de cono de luz (2.19)), es posible reescribir dichas restricciones de la forma

XXX X )+ X £x7)2 =0,
como X1t =0y X+ = pa/pt, entonces X1 se convierte en una constante y se tiene que

. / 1 1 . '
X +X = ———(XT+Xx")2 3.82
b ) (3.82)
Donde se asume que p™ > 0, si fuera igual a cero, entonces el gauge de cono de luz tendria poca
utilidad. En la ecuacién anterior se determina X~ y X~ en términos de las X', y por tanto
se determina X~ hasta una constante de integracion z,. En ultimas, este andlisis indica que la
dindmica completa de una cuerda estd determinada por los objetos:

X!(r,0), p*, g (3.83)

Se presenta ahora la solucién explicita para las coordenadas transversales X! junto con el calculo
de la correspondiente X ~. Para el caso de cuerdas abiertas § = 2 y usando la solucién general en

(13.78]) se obtiene
1 .
X(r,0) =zl + V2a/ afr +iv2a/ Z —al e7 ™ cosno. (3.84)
n#0 "
Ademés, considerando (3.77)) la condicién gauge genera para X el valor

Xt(r,0) =2d ptr = V2 af T, (3.85)

esto significa que el modo cero de la posicién y las oscilaciones de la coordenada X' son ambas
cero, es decir,

a:gzo, a;{:afnzo, n=12...,00.

La coordenada X ~, siendo una combinacién lineal de X° y X! satisface la misma ecuacién de onda
y las mismas condiciones de frontera que las demas coordenadas, por lo que también se puede usar

(3-78) v queda

1 .
X (1,0) =5 + V2 oy T +iV2 Z —a, e " cosno. (3.86)
n#0 n
Usando la ecuacién (3.79)) con p = —, y con p = I:
X"+ X =V Z o e~ UTEO) (3.87)
nez
X'+ X" =V2a ) af e+, (3.88)

ne”Z
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Igualando (3.87) con (3.82)
1 1 /
/9 § : e~in (r£0) _ (XI XI )27

1 9t
= 2a’ 2p
reemplazando para el miembro derecho el cuadrado de la expresién en (3.88) queda

/9 Za e —in(Tt£o) _ 2p+ Z OZZI)Oé i(p+q)(T+0)

nez P,qEZ

I_1I —in(tto0)
2p+ g g,y € ,
n,pEZ

la segunda igualdad se consigue al hacer la sustitucién p + ¢ = n. Se puede ver claramente la

identidad:
ol
Voo p+ > al ol (3.89)
PEL

Con esto se ha conseguido una solucién completa porque se tienen expresiones explicitas para
los osciladores a;, en términos de los osciladores transversales. La solucién general que describe
un movimiento permitido se establece al determinar X*(r,0), X (1,0) y X[(T o). X'y Xt se
determinan al especificar los valores de p*, zy, a:o, y todas las constantes a . Partiendo de la
ecuacion ) se pueden calcular las constantes «;,, que junto con determman X,

La combinacién de osciladores en (3.89)) es bastante ttil y se referird a ella como modo de
Virasoro transversal L;,

_ 1
V2ol o, = +L¢, ngﬁ a),_, o, (3.90)

PEL

con n = 0, usando (3.77) se encuentra que
Voo o A oo 1o
2l =2a'p” = —Ly — 2p"p =—Ly.
pr e

Usando el valor de o, dado en , las ecuaciones ) v se reescriben como

Xiﬂ:Xil _ 7ZLJ_ —in(t+o) _
nel

== p+ (xT+xT)2 (3.91)

También es posible escribir mediante sustitucion directa en (3.86) una nueva expresion para X ~:

X (1,0) =2, + LO T + Z LL T cosno, (3.92)
de aqui se ve claramente que los modos de Virasoro son los modos de expansion para la coordenada
X

La masa de una cuerda que realiza un movimiento arbitrario puede calcularse usando los resul-
tados vistos hasta el momento. Considerando la ecuacion relativista:

M? = —p* =2pTp~ — plp/,
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y dado que
oo
ot — Lt L (L I+ alal
PP = o 0o — o 2Oé0060 an O |y
n=1
con a(l)oz([) = 2a/p!p!, y usando (3.77) se obtiene finalmente la expresién para la masa

1 oo
M? = a Z nal*al. (3.93)
n=1

Asi, el cuadrado de la masa se escribe como la suma de términos de la forma a*a = |a|?> > 0, por
lo tanto M? > 0. Este fue uno de los primeros resultados importantes obtenidos histéricamente
como consecuencia de usar el gauge de cono de luz, en cambio, en la cuantizaciéon covariante no
se podia probar una relacién de este tipo para una cuerda cléasica . Ademas, el resultado para
M? no sobrevivird a la cuantizacién porque el espectro de masas para los distintos estados de las
cuerdas no serd continuo, siendo un punto a favor debido a que las particulas no toman valores
continuos para su masa. La cuantizacion de dicha férmula permitira a la teoria de cuerdas describir
estados correspondientes a teorias fisicas, pudiendo describir campos gauge y la gravedad teniendo
en cuenta el cambio que la cuantizacién hace sobre y la respectiva férmula para cuerdas
cerradas.



Capitulo 4

Cuerda relativista cuantica

En este capitulo se expone el proceso de cuantizacién de una particula puntual, usando el
gauge de cono de luz, para entender los posteriores procesos de cuantizacién en cuerdas relativistas
abiertas y cerradas. Se analiza el espectro de estas teorias de cuerdas abiertas y cerradas, conocidas
como teorias de cuerdas bosonicas, dada la naturaleza de los estados que generan. Resaltando la
aparicién de fotones en el espectro de cuerdas abiertas y del gravitén en el espectro de cuerdas
cerradas. Se presenta también un resultado importante, en donde se fija la dimensionalidad del
espaciotiempo de la teoria como consecuencia de exigir la propiedad de invarianza de Lorentz. En
la seccion final del capitulo se muestra una breve introduccién de la teoria de supercuerdas.

4.1. Cuantizacion de cono de luz de la particula puntual

En esta seccién se expone el proceso de cuantizacién para la particula puntual relativista, donde
gran parte de las ideas necesarias para hacer la cuantizacién de la cuerda relativista se utilizan
también en este contexto mas simple. Asi se consigue una exposicién inicial de las ideas complejas
de la cuantizacién de la cuerda relativista, pero en este contexto relativamente mas sencillo.

La accién para la particula puntual relativista fue dada en la ecuacién , donde su mo-
vimiento es parametrizado mediante la cantidad adimensional 7. Se puede simplificar la notacién
para la expresion dentro del radical en como 1, T# ¥ = #2, de esta forma, y pensando en
7 como una variable temporal y las x#(7) como coordenadas de la particula, tal accién entonces
define un lagrangiano L de la forma:

Tf
S:/ Ldr, L=—my—i2.

Usando la definicién de momento dada en (2.5) se obtiene

0L mxy,
pﬂ_@_\/_ii‘z7

asf se nota que las componentes del momento deben satisfacer la restriccién p? +m? = 0. Aplicando
las ecuaciones de Euler-Lagrange, definidas en ([2.4]), para el lagrangiano anterior se consigue la
ecuacion del movimiento:

(4.1)

dpy

=0.
dr

60
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El gauge de cono de luz para la particula puntual se define haciendo la coordenada ™ proporcional
aT:

+:

1
—ptr 4.2
x 2P T (4.2)

Tomando el valor de p = +, dentro de (4.1)) y usando (4.2) se pueden expresar el momento y la
ecuacién del movimiento como
P =m>i,, i, =0. (4.3)

Expandiendo la restriccién p? + m? = 0 en sus componentes de cono de luz se deduce que

- I I 2
= — +m”). 4.4
P =g (»'p ) (4.4)
Entonces el valor de p~ estd determinado completamente por p* y las componentes transversales
p!. La componente p = —, del momento en (4.3)) es
dr— 1 _
dr _ mzP

que al integrar resulta

_ Y
T (T)=27 +— T, 4.5
(1) =5 + 25 (45)
v haciendo el mismo procedimiento para las componentes transversales, se tiene que
I I p’
T (T) =2+ — T 4.6
() =b+2, (46)

De esta manera queda especificado el movimiento de la particula. Las variables dindmicas indepen-
dientes son

I — I +
($ 9 an p ) p ) . (47)
A partir de las variables dindmicas en ([4.7)) es posible construir una teorfa cudntica en el cono de luz:
representandolas como operadores. El proceso de inventar una teoria cuantica es casi equivalente

a una obra de arte. No es posible seguir simplemente una receta para su invencién, pese a que
tipicamente la exposicién se hace siguiendo tal estilo [24].

Antes de comenzar propiamente con la cuantizacién, es necesario resaltar las diferentes formas
existentes para describir la evoluciéon temporal de un sistema en mecédnica cuantica. Dos de ellas
son la representacion de Schrédinger y la representacion de Heisenberg Iﬂ En la representacion de
Schrodinger el estado del sistema evoluciona en el tiempo, mientras que los operadores no cambian.
Por otro lado, en la representacién de Heisenberg son los operadores quienes tienen evolucién
temporal, mientras que el estado permanece invariable en el tiempo. Ambas representaciones son
utiles para la construccién de las teorias cuanticas de la particula puntual y de la cuerda relativista.

Se continta ahora con la construccién de la teoria cuantica, a partir de la teoria cldsica, dentro
del gauge de cono de luz para la particula puntual relativista. El primer paso consiste en repre-
sentar como operadores a las variables dinamicas en @, las cuales corresponden al conjunto de
operadores de Schrédinger independientes del tiempo:

(@', ay, oY) (4.8)

!Para una definicién més rigurosa de estas representaciones se sugiere al lector revisar la seccién 1.2.3 de 25] y/o
la seccién 1.5 de [26].
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No es necesario, en este capitulo, incluir simbolos adicionales para distinguir los operadores de sus
autovalores. Se imponen entonces las relaciones de conmutacién siguientes:

[a:I, p‘]] =6 =inl, [xa, pﬂ =in T = —i, (4.9)

con todos los demdas conmutadores iguales a cero. El primer conmutador es el ya conocido con-
mutador de las coordenadas espaciales con los correspondientes momentos espaciales. El segundo
conmutador tiene la misma forma, puesto que se trata a la coordenada x;, como una coordenada
espacial y p* es su correspondiente momento conjugado.

Los operadores en la representacién de Heisenberg son:

(2'(r), a5(r), P'(7), pT(7), (4.10)

los cuales son dependientes del tiempo y satisfacen las mismas reglas de conmutacion que los
operadores de Schrédinger:

1 J - IJ — .
["E (7—)7 p (T)] =, [:L‘(] (7-)7 p+(7—)] = =1,
con los demas conmutadores iguales a cero.

Partiendo de los operadores de Schrédinger y el pardmetro 7, se construyen ahora operadores
cudnticos, que son definidos como el andlogo de las ecuaciones (4.2)), (4.5) y (4.4):

(1) = % T,
(1) =2y + %T,

P EQ;Jr( Ip1+m2)_

Los operadores x1(7) y 7 (7) son operadores de Schrodinger dependientes del tiempo. Todo este
nuevo conjunto de operadores también obedece a las relaciones de conmutacion en .

Se sabe de (2.20]) que la energia de cono de luz corresponde a p~. Para determinar el hamiltoniano
se espera que el operador p~ genere una evolucién en z 7, siendo este el correspondiente al tiempo de
cono de luz. Sin embargo, los operadores se han parametrizado con 7, y se espera que el hamiltoniano

1es .. + 0 9zt 9
H en ultimas genere la evolucion en 7. Como z™ depende de 7, se cumple entonces: 5~ = %G—57,y
de la ecuacién ([4.2)) la evolucién temporal estd generada por p*p~ /m?, asi se obtiene el hamiltoniano

de Heisenberg como

(T
1@ =" ) = L 6 ) ). (411)

este hamiltoniano genera las ecuaciones esperadas del movimiento y de la evolucion de los opera-
dores.

Para completar la construccién de la teoria cuantica para la particula puntual se debe desarro-
llar el espacio de estados, conseguir la forma de la ecuacién de Schrodinger y definir los estados
fisicos. Los estados de un sistema estdn caracterizados por los autovalores de ciertos operadores que
conmutan. Como es conveniente trabajar en el espacio de momentos se seleccionan los operadores
pT vy p!. Asf los estados de la particula puntual cuédntica se escriben como

|p+7 ﬁT> ’ (412)
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donde pT es el autovalor del operador pT, y pr es el momento transversal, cuyas componentes son
los autovalores de los operadores p’:

ot pr)y =p" pt,or). B pT, Pr) =pr|pt. r) . (4.13)
El operador p~ actuando sobre los estados es
. . 1 .
- |pt.pr) = e (p"p" +m?) |p*, pr) . (4.14)
El hamiltoniano actia sobre los estados como

1
Hp*.pr) = 35— (p'p" +m?) [p*. 1), (4.15)

con esto los estados dependientes del tiempo son:

1
exp <—Z2Tn2 (pIpI + m2) T> ‘p+7ﬁT> ’

los cuales satisfacen la ecuacién de Schrodinger y son los estados fisicos dependientes del tiempo
asociados a los estados en (4.12)).

La cuantizacién del campo escalar libre en el gauge de cono de luz produce estados para una
particula, que coinciden exactamente con los estados de la teoria cuantica de la particula puntualﬂ
Cabe resaltar que existe una correspondencia natural entre los estados cudnticos de ambas teorias

p*, pr) «—al. | 19). (4.16)

La correspondencia puede extenderse también a los operadores que actian sobre el espacio de
estados de ambas teorias. En cierto sentido, la teoria cudntica del campo escalar es una teoria més
completa, debido a que incluye operadores de creacién a;+7pT que pueden actuar indefinidamente
sobre el estado de vacio |Q2), es decir, contiene estados para un nimero arbitrario de particulas y
dichos estados no aparecen en la teoria cudntica de la particula puntual.

En la teoria de la particula puntual se puede escribir la ecuaciéon de Schrédinger, para hacerlo,
se define un estado general |V, 7) mediante la superposicién de los estados base |p*, pr) de la
siguiente manera:

w7 = [ dotape v (rpt5r) ")
entonces la ecuaciéon de Schrodinger para este estado es

0
ia\\ll,ﬂ = H|¥,T). (4.17)
Usando la definicién para el estado |¥,7) y reconociendo la accién del hamiltoniano sobre dicho
estado (se muestra en (4.15])) se obtiene la siguiente expresién de la ecuaciéon de Schrédinger para

la funcién de onda en el espacio de momentos v (1, p™, pr):

.0 . 1 -
in- v (10" Pr) = 5 (" +m?) ¥ (r,p%, 1) - (4.18)

2E] lector interesado puede revisar este resultado para el campo escalar libre en la seccién 10.4 de @
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La ecuacién clasica del campo escalar ¢ es (0% — m?)¢ = 0, en coordenadas de cono de luz esta
ecuacion se transforma en

o 0 0 0 SN\, .
— I = 4-1
( - + 5l ol " ) ¢ (z, 27, Zp) =0, (4.19)

la transformada de Fourier para las componentes espaciales del campo es
S g ptiEe .,
o(x) = /dp+de e PTRITPT G (7t pt pr)

que al sustituirla en la ecuacion del campo (4.19) resulta

0 . .
<28$+ (=ip*) —p'p’ - m2> ¢ (z,p",pr) =0,

y usando la definicién de T en términos del pardmetro 7, se consigue finalmente

( 0 ! (p'p" + m2)) ¢ (r.p", Pr) = 0. (4.20)

Yor ~ om2
Reorganizando la ecuacién (4.18]), vemos que tiene la misma forma que ((4.20)):
0 1 I 1 2 + =
o o (0 ) ) 6 (" ) =0 (1.21)

Esto confirma que la ecuacion de Schrodinger para las funciones de onda de la particula puntual es
la misma ecuacién para el campo escalar clasico. Existe entonces la correspondencia:

1/) (Tvp+7 ﬁT) — ¢ (Tvp+7 ﬁT) .

La cuantizacién de la particula puntual es un ejemplo de lo que se conoce como primera cuantiza-
cton; donde las coordenadas y los momentos de la mecanica clasica se transforman a operadores
cudnticos y se construye un espacio de estados, cuyo resultado es un conjunto de estados para una
particula. Por otra parte, la cuantizacién de una teoria cldsica de campos se conoce como segun-
da cuantizacion; tiene como resultado una teoria cuantica de campos con operadores de campo
y estados para un nimero arbitrario de particulas. Se puede entender la relaciéon entre estas dos
cuantizaciones, se interpreta la ecuacién de Schrodinger para las funciones de onda de la particula
puntual (que surge de la primera cuantizacién) como la ecuacién cldsica de un campo escalar, asi,
la cuantizacion de esta teoria cldsica de campos implicaria un segundo proceso de cuantizacion.

4.2. Cuantizacion de cono de luz de la cuerda relativista abierta

El primer paso, para definir la teoria cuantica de la cuerda relativista abierta en el gauge de
cono de luz, consiste en proponer los operadores de Schrédinger teniendo en cuenta el conjunto de
operadores para la particula puntual, los cuales son:

( X(0), x5, P™(o), pT ), (4.22)
v los operadores de Heisenberg asociados son

(XI<7',0'), zy (1), P™(r,0), pr(r)).
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Para los operadores X' (o) y P7! es conveniente exigir que conmuten solamente cuando estén sobre
el mismo punto a lo largo de la cuerda, es decir, cuando toman el mismo valor de o. No se espera
que mediciones simultdneas en puntos distintos de la cuerda interfieran entre si, de manera que se
imponen las relaciones de conmutacion:

[(X1(0), P ()] =in'5 (0 —0'), [X'(0), X7 (¢))] = [P (o), P/ (¢/)] =0, (4.23)

donde se usa la delta de Dirac debido a que ¢ es una variable continua. Los dos operadores restantes
que no tienen dependencia de o obedecen la relacién

(25, pT] = —i, (4.24)
y conmutan con todos los demés operadores de Schrodinger :
(25, X!(0)] = [25, P(0)] = [p", X (0)] = [p", P(0)] = 0.

Para los operadores de Heisenberg, la tinica relaciéon de conmutacién diferente de cero corresponde
a

(X/(1,0), P (r,0)] = in"5 (0 — o). (4.25)
Ahora se debe construir el hamiltoniano, que por supuesto, debe generar una traslaciéon en 7. En
el gauge de cono de luz para cuerdas abiertas X = 2a/p*7, asf que

.0

o _oxt o
TP Hx+

or  Or 0XT

Se sabe que p~ genera una traslacién en X, expresdndolo segin (3.52)) queda el hamiltoniano

H=2dp"p = 2a'p+/ doP™". (4.26)
0

Considerando la densidad de momento P™* definida en (3.71]), es posible conseguir la siguiente
expresién para su componente P7:

I'~xy I

T— T Tl 7Tl XX
P = | pripl 4 :
2p* ( (27T0/)2>

asi se obtiene de manera explicita el hamiltoniano de Heisenberg

X"(r,0) X" (1,0)
(2ma)? '

H(r) =nd /07r do (’PTI(T, )P (r,0) + (4.27)

Este hamiltoniano genera las mismas ecuaciones del movimiento clasicas, pero esta vez con ope-
radores cudnticos, que también ocurre para las condiciones de frontera del caso clasico, es decir,
se convierten en ecuaciones de operadores cuanticos. Por ejemplo, dentro de la seccién [3.5] una
solucidn de la ecuacién del movimiento de la forma es , usando la misma notacién para

el caso clésico, las constantes a/, se convierten ahora en operadores cuanticos.

Técnicamente, es util reescribir las relaciones de conmutaciéon considerando las combinaciones
. . *, !
lineales de las derivadas (X' 4+ X1

(X' + XY (r,0), (X! £ X7)(1,0")| = £4nd in'’ %5 (o0 —d'), (4.28)
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si los signos son conjugados, entonces se tiene el siguiente resultado:

[(Xf + X)(r,0), (X7 £ X7 (1, a')} = 0. (4.29)

Se examina ahora la expansién en modos de Fourier para las coordenadas transversales X!, que
se hace en la seccién [3.5] recordando que la solucién de la ecuacién cldsica del movimiento para las
coordenadas transversales con condiciones de frontera de Neumann es:

1 .
X(r,0) = o + V2o ol +iv2a/ E —al e cosno. (4.30)
n
n#0

Recordando que dichas condiciones de frontera implican la existencia de una D-brana que llena
la totalidad del espacio. En el caso cuédntico (4.30]) corresponde a una solucién de la ecuacién del
movimiento de Heisenberg si a!, ozé y 936, son operadores, cumpliendo ademés con la propiedad de

hermiticidad: (X!(r,0))" = X!(1,0).
Usando ([3.79) y las relaciones de conmutacién dadas en (4.28) y (4.29) se deduce la relacién de
conmutacién para los osciladores a:

[o/ , oz;ﬂ =m0 Spmino .- (4.31)

m

Notando que 046 conmuta con todos los demds osciladores, como se ve en ([3.77) es proporcional

al momento de la cuerda ozé = v/2a/ p!, cuyo tnico conmutador no trivial es con 3:3 , dando como

resultado:

(25, p"] = in"’.

Siguiendo el ejemplo de las definiciones de osciladores hechas en (3.77)), se introducen ahora para
los modos p = I las definiciones:

of =alvn oy ol,=allyn, n>1. (4.32)

sin olvidar que los « y a, son operadores. Para escribir las relaciones de conmutacion de los modos
/ . . I .
«, en términos de los osciladores (af, anT), se reescribe ([4.31)) como:
I J 1 _ IJ
[am,oz_n] =mn" " Omn,

que se consigue con la sustituciéon n — —n. Si m y n son enteros con signos opuestos, entonces se
anula el valor del conmutador, es decir
[al,, a)] = [aﬂ, a;{T] =0, (4.33)

m? n

y si m y n son enteros del mismo signo, entonces

[a,[n, aiq = m,nnl‘]. (4.34)

Las ecuaciones (4.33) y (4.34) muestran que los operadores (afm aﬂ) satisfacen las relaciones de

conmutacién de los operadores de creacién y aniquilacion candnicos del oscilador arménico simple.
Existe un par de operadores de creacién y aniquilacién para cada nimero de modo m > 1y
para cada direccion transversal I. Los osciladores correspondientes a diferentes niimeros de modo o
diferentes coordenadas conmutan. Si el nimero de modo y las coordenadas son las mismas, entonces
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I

el conmutador es igual a uno. Con n > 1, los coeficientes a;, son operadores de aniquilacion y los
It

coeficientes a,' son operadores de creacion. La expansion del operador de coordenadas en términos
de estos operadores es

o0
X! (r,0) = ol + 2/ p' 7 +ivV2a/ Z <a£ e~ _ gt eim) COSRT. (4.35)
n=1 \/ﬁ

La simetria de invarianza Lorentz de la accién de la cuerda (3.7]), permite definir una serie de
cargas conservadas, para cuerdas abiertas con o € [0, 7] son:

M = / (#h P — 2 P do, (4.36)
0

escritas explicitamente como:
=1
MM = ghp’ — af p — ZZ - (o af — ¥ ak). (4.37)
n=1

Esta es la expresién de los generadores de Lorentz cldsicos en términos de los modos de oscilacion y
son utiles para sugerir la forma de los generadores cudnticos dentro del gauge de cono de luz de la
teoria de cuerdas. Si no es posible construir generadores de Lorentz cuanticos, entonces la teoria de
cuerdas falla en ser fisicamente invariante Lorentz. El generador cudntico méas complicado de tratar
es M1, si es consistente, deberfa generar las transformaciones de Lorentz sobre las coordenadas
de la cuerda, posiblemente combinadas con reparametrizaciones de la hoja de mundo.

Teniendo en cuenta la ecuacién (4.37)), una primera estimacién del generador es
Mt —acop —alp” —ZZ al —al o), (4.38)

este generador deberia también ser hermitiano y presentar ordenamiento normal. Como 1136 y p~ no
conmutan, se debe simetrizar el término haciendo

1 I

M —:Uop —f(xop +p~ ;UO —1 —a_nan),
2

se comprueba que tiene ordenamiento normal, puesto que los osciladores o~ son operadores de
Virasoro con ordenamiento normal, ver apéndice [Bl Recordando las definiciones:

1 1 1
i (44,
Oé,n 2O/p+ no p 20/p+ 0 +CL

se escribe ahora el generador en términos de los operadores de Virasoro:
1
.y — I I 1 I
M~ =xyp — Ty <:130 (LO + a) + (LO + a) m(])

\/iwi (LL —al Li).

Ademsds, debe satisfacer el dlgebra de Lorentz, lo que implica que se debe satisfacer la relacion de
conmutacién

(4.39)

(M1, M) =0. (4.40)
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El célculo de la relacién de conmutacion en (4.40]) es extenso, y se considera uno de los calculos més
importantes en teoria de cuerdas [27]. El célculo explicito de este conmutador puede encontrarse

en las referencias y .
Se muestra ahora el resultado de (4.40)):

oo
(M1, M~ +2 > (o —a’,al)
P (4.41)
1
1——(D-2 — D -2 .
{ o ﬂ i a2
El conmutador (4.41]) solo se anula cuando
1 1(D 2) +1 1(D 2)+al =0, VmeZ"
S Y 24 G TmEas
con esto se tienen las condiciones
- 2(-2)=0 L p_2)4+a=0
24 Y “="
La primera fija la dimension del espaciotiempo:
D = 26, (4.42)
v la segunda establece el valor de la constante de ordenamiento a:
a=—1. (4.43)

Con este calculo, se puede ver que la condiciéon de invarianza de Lorentz de la teoria de cuerdas
cudnticas, fija la dimensionalidad del espaciotiempo y el corrimiento en las masas de las particulas.
Como la dimensién del espaciotiempo solo se ha determinado mediante argumentos de consistencia
de la teoria, entonces se puede decir que la teoria de cuerdas predice la dimensién del espaciotiempo.
En la teoria de supercuerdas, un calculo similar fija la dimensién del espaciotiempo al valor D = 10.

Por 1ltimo, se sabe que:
- 1 1 1 1
2/p :E<LO +a) :pTr<L0 1),

donde Lé‘ es el modo cero de los operadores de Virasoro transversales y a, es la constante de
ordenamiento. Entonces el hamiltionano en (4.26]) se expresa como

H=1Ly—1. (4.44)

Ahora se procede a estudiar el espectro de la teoria. El conjunto de pares candnicos coincide con
el de la particula puntual (xo, p! ) y (aza , p+), asi que se introducen similarmente los estados
fundamentales

+ =
lp*,pr)
y son los estados de vacio de todos los osciladores de la teoria de cuerdas. Para crear estados a

. S . 0 . .
partir de |p™, pr) se debe actuar sobre ellos mediante operadores de creacién anT, que son infinitos
en cantidad y se pueden operar con ellos cuantas veces se desee.



4.2. CUANTIZACION DE LA CUERDA ABIERTA 69

Siendo I el indice de polarizacién, el estado base general |\), se puede escribir como

oco 25 : A1
W =TT TT (af) ™" %)
n=17=2
El entero positivo A, ; denota la cantidad de veces que el operador de creacién aﬁ actuia, de esta
manera, el estado |\) muestra cudntas veces cada uno de los osciladores actia sobre el estado
fundamental; cantidad dada por A, ;,conn >1y I =2,...,25.

Considerando el operador de masa con a = —1:

1 (o]
M= = <—1 + Zna{fa7§> , (4.45)

este operador fue definido en (B.5]). Teniendo en cuenta el operador de ntimero N+, definido como:
o0
1_ It I
N— = E na,, G,
n=1

que tiene las propiedades:

mno

L It It LI I 1 =
[N ,an] =na, , {N ,an} = —na N ‘p+,pT> =0.
En términos de este nuevo operador, la expresion (4.45)) se escribe como

1

M= — (—1 + NL) . (4.46)
@

Es posible mostrar algunos estados particulares de la teoria de cuerdas abiertas. Iniciando con el

estado fundamental, es decir, los que tienen N+ = 0. Asf, actuando con (4.46)), se obtiene:
1 1
2 - i - -
M2 | pr) = — (<14 NY) [, ) = —— [, ) (447)

Teniendo en cuenta que M? = —1/a’ < 0, este es un estado con el cuadrado de su masa siendo
negativo, correspondiente a un taquion.

Ahora, para el primer estado excitado, con N+ = 1, el operador de masa @ produce el valor
M? = 0, es decir, son estados sin masa. La manera de construir estados con N+ = 1 consiste en
actuar sobre los estados fundamentales [p™, r) con cualquiera de los osciladores transversales a{T,
por lo que se tienen en total D — 2 = 24 estados sin masa de la forma:

o' |pt,pr)y, M2 |pt pr) =o0. (4.48)

La teoria de cuerdas abiertas contiene fotones, especificamente, estados uniparticula del campo de
Maxwell. Este hecho se muestra claramente en la correspondencia que existe entre los estados:

o+ I
ai' |p*, i)y «—al | 19).

Los estados cudnticos de la teoria de Maxwell libre en el gauge de cono de luz aparecen del lado
derecho de la correspondencia, y tienen los mismos indices de Lorentz, los mismos momentos y la
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misma masa de los que naturalmente aparecen al cuantizar la cuerda abierta. El estado sin masa
general es la combinacion lineal del estado base en (4.48|):

25
> &ral' |p* . pr) .
=2

Los estados con N+ = 2 se pueden construir actuando sobre los estados fundamentales con a{ral‘] !
0 ag:
oo |pt5r), o |pt,Er).

Estos estados tienen M? = 1/a’. Con D = 26 existen 324 estados posibles. Todos ellos son estados
para una sola particula, considerando que corresponden a excitaciones de un solo estado fundamen-
tal (la cuerda), y se conocen como tensores masivos. Para describir un conjunto de estados para un
numero arbitrario de particulas, se necesita estudiar la teoria de campos de cuerdas. Los resultados
para todos los estados con N1 < 2 se resumen a continuacién:

Cuadro 4.1: Lista de los estados con N+ < 2 para la cuerda abierta @

N+ |A) M? Ntmero de estados
L d ), 0 21
2 oo/ ptpr), of pt.pr) 1/ 324

4.3. Cuantizacion de cono de luz de la cuerda relativista cerrada

La solucién general de la ecuacion de onda para la cuerda cerrada tiene la forma:
XH(r,0) = X{(T+0) + Xi(T —0), (4.49)

donde X f es una onda que se mueve hacia valores negativos de o, y X }’_-Li hacia valores positivos. La
cuerda cerrada no tiene extremos, por lo que se debe cumplir la condicién de periodicidad

o~ o+ 2,

esta es la identificacién o compactificacion de la coordenada o de la hoja de mundo. Se toma dicho
valor, porque el intervalo en el que el pardmetro recorre tiene longitud 27: o € [0, 27]. En este caso,
0 =0y o = 27 representan el mismo punto sobre la cuerda.

Se exige que las X* tengan el mismo valor para cualquier par de coordenadas que representen
el mismo punto, es decir:
XH(r, o) = XH(1, 0 + 27), (4.50)

tal condicién debe cumplirse para todo 7 y ¢. Definiendo ahora las variables:

Uu=r7++o0,

v=T—o0,
y en términos de estas nuevas variables, la ecuacién (4.49)) se transforma en

Xt = X1 (u) + Xh(v), (4.51)
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aplicando a esta ecuacién la condicién de periodicidad ({4.50)) se tiene que:
X (u+2m) — X (u) = Xih(v) — Xi(v — 2m). (4.52)

Como u y v son variables independientes, no pueden tener el mismo valor, implicando que las
correspondientes derivadas respecto de u y v se anulen:

XV (u+2m) — X (w) =0, X§(v)— Xt (v—2m) =0,
este resultado implica que las X f/(u) y X I‘g(v) son funciones estrictamente periédicas con periodo

27. Es posible entonces escribirlas como expresiones peridédicas en términos de la suma de oscila-
dores:

(4.53)

Para la teoria de cuerdas cerradas se necesita introducir dos conjuntos de modos distintos: &

los modos izquierdos, y a}, los modos derechos. Integrando las ecuaciones (4.53)):

X (u) —i-\/ aou—i—u/ Zan —inu,
e e o
XE(v) 7:130”+ a0v+z Z Leminv,

donde las coordenadas de modo cero 1‘0 y :U # aparecen como constantes de integracién. La

condicién 2|) restringe los términos en 1mplicando que:

al = aofy. (4.55)

(4.54)

Con tal condicién, la expansién en modos para X*(7,0) se escribe reemplazando en (4.51)) lo

obtenido en (|4.54])

XH(r,0) = (ale™ + ake ™) . (4.56)

(xOL#+:p )+\/7a07+1\/>z

n#0

N | =

La densidad de momento canénico P™ de la cuerda es en este caso:

(Vaorafi+---).

PTH(t,0) =

(TU

2ma! 27ra

de manera que se puede intuir una relacién entre el operador aff y el operador del momento p*.
Integrando la densidad de momento a lo largo del intervalo o € [0, 27|, los términos que representan
los puntos se anulan, y el momento total es

27
2
pt :/ PTH(T,0)do = \/—/ag,
0 (0%
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Oé,
afy =1/ 5p“. (4.57)

Entonces, o es proporcional al momento espaciotemporal que tiene la cuerda cerrada.

de donde se obtiene la relacion

La ecuacién (4.56]) representa la variable dindmica de la teoria para la cuerda cerrada, y teniendo

en cuenta que solo existe una variable de momento, en la teoria cuantica solo existira un operador de
. . . Ny Lp _ Rp _

momento correspondiente. Para simplificar la notacién, se hace z," = ;" = zf, y es la coordenada

conjugada al operador de momento de la teoria cuantica.

Se contintda ahora con la cuantizacién de la cuerda cerrada. Las relaciones de conmutacion
presentan el mismo comportamiento que para la cuerda abierta, para las coordenadas transversales
y el momento se tiene

[XI(T, o), P™/ (T, 0'/)] =10 (a — 0'/) n'’, (4.58)

y los demds conmutadores son cero. A efectos practicos, n’” es equivalente a la delta de Kronecker
617, Para los modos cero también se tiene la relacién [CL‘a , p+] = —i. Los operadores af, y ok
satisfacen las relaciones:

[, @] = mSmynon’,
[O%Ina O‘y{] = m5m+n,0 n]J’ (459)
[a{n, d;ﬂ = 0.

En analogia con la teoria de cuerdas abiertas, se pueden definir los operadores de creacién y ani-
quilacién candnicos:

=alyv/n y ol —an\f n>1, (4.60)
—alya y al,=allvE, n>1,

siendo las tnicas relaciones de conmutacién que no se anulan:

1
n
~1
n

al . alt| = 5mnnl‘], al . alt| = (5mn17U. (4.61)
m n 9 m n )

El hamiltoniano se construye mediante un argumento similar al propuesto para las cuerdas abiertas.
Se sabe que p~ genera traslaciones en X, y para cuerdas cerradas X = o/p™ 7, esto resulta en
0, = o/pTdx+, siendo asf el hamiltoniano

H = a/p+p*_ (462)

Para encontrar una expresién con ordenamiento normal de este hamiltoniano, es importante revisar
los operadores de Virasoro de la teorfa de cuerdas cerradas. Son dos conjuntos de operadores L y

L;- definidos como:
Zap Qs Zap s (4.63)

pEZ pGZ
para los osciladores en la direccién p = —, se pueden conseguir las expresiones:
2
V2o a;, = = L#, V2a oy, = EL#. (4.64)

Considerando 1) para n = 0 debe cumplirse que oy = & , de donde se deduce la condicién de
level-matching o condicién de emparejamiento de niveles:

Ly = Lg. (4.65)
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El significado de (4.65)) es que para cualquier estado |\, A) de la cuerda cerrada debe satisfacerse la
igualdad Ly |\, A\) = Ly |\, A). Esta es una restriccién sobre el espacio de estados, solo los estados
que satisfacen la igualdad pertenecen a dicho espacio. Para evitar ambigiiedades en el ordenamiento
de los operadores de Virasoro, se definen de la siguiente maneras:

~ o ~ o
o= 4P Nt Ly = ppl + N (4.66)

con N1+ y N+t los operadores niimero asociados respectivamente a los osciladores definidos en ,
es decir,

o0 o0
Nt = ch‘zfj al, Nt= Znafj al. (4.67)
n=1 n=1
Con esto, la condicién de level-matching puede escribirse como:
Nt =Nt (4.68)

La dimensién critica de la teorfa de cuerdas cerradas se deduce (andlogamente a las cuerdas abiertas)
exigiendo que la teoria sea invariante de Lorentz, y su valor coincide con la dimensién de la teoria de
cuerdas abiertas, esto es, D = 26. Esto tiene la implicacién de que ambas teorias pueden coexistir,
pudiendo por ejemplo, una cuerda abierta cerrarse para formar asi una cuerda cerrada @

Las constantes de ordenamiento para los operadores LOL y I_/({ tienen el mismo valor que la
constante para el operador L({ de las cuerdas abiertas. Tomando n = 0 en (4.64)),

2 /- 2
Vool Gy = = <Lé _ 1) . V2dag = = (L& _ 1) ,

p+

tomando el promedio de ambas expresiones se encuentra lo siguiente:
1 -
Vool af = = (L& v IE - 2) — o'p, (4.69)

donde la relacién con el momento proviene de (4.57). Conociendo la expresién de p~, entonces se
puede calcular el operador de masa como:

_ 2 =
M? = —p*=2p"p —plpl = = (LolJrLoL—?) —p'pl.

Reemplazando los valores de Eé‘ y Lé dados en (4.66)), se consigue la férmula de la masa para los
estados de la cuerda cerrada como:

M2 = % (NL F N 2) : (4.70)

En la ecuacién (4.69) se observa la expresién del hamiltoniano en términos de los operadores de
Virasoro, dando como resultado:

H=dpp =Lg+ Ly —2, (4.71)

reemplazando los valores en (4.66)) queda en términos de los operadores ntiimero:

/
H= %pfpf + Nt 4+ NL-2 (4.72)
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La accién de los operadores de Virasoro sobre las coordenadas de la hoja de mundo es simple, siendo
el operador Lé + L& generador de traslaciones en 7, y el operador LOL - LOL generando traslaciones
en o.

Para completar el tratamiento de la teoria de cuerdas cerradas es necesario construir su es-
pacio de estados. Los estados fundamentales son |pt, pr) y son aniquilados por los operadores de
aniquilacién izquierdos @l y derechos al. Un estado general |\, \) se construye de la forma:

A = [ﬁﬁ( )] [ﬁﬁ(aﬁ)“’J] ). (1.73)

n=11=2 m=1J=2

haciendo la salvedad de que no todos los estados que aparecen en esta ecuacion pertenecen al
espacio de estados de la teoria, debido a que los estados verdaderos satisfacen la condicion de level-
matching. Asi, un estado |\, \) pertenece al espacio de estados, si y solo si satisface la condicién
N+ = N+, Los operadores niimero actiian sobre |\, ) con autovalores:

oo 25 oo 25
=2 D nAur, NE=30% mAn. (4.74)
n=11=2 m=1J=2

Los estados de minima energfa, es decir, los estados fundamentales, se construyen con N+ = N+ =
0, y corresponden a los estados del campo escalar |p', pr) para una particula . Para calcular su
masa, se actia con el operador de masa ({4.70]) sobre dichos estados

4
M ‘p 7PT> - (j\/vl + NL ) |p+>ﬁT> = _a |p+>ﬁT> . (475)

Esto significa que M? = —4/a/ < 0, son taquiones de cuerdas cerradas y completamente anélogos
a los de cuerdas abiertas.

Los estados excitados siguientes deben construirse con dos osciladores actuando sobre los estados
fundamentales. Ademas, se requiere un oscilador del sector izquierdo y otro del sector derecho para
satisfacer la restriccién N+ = N1, Los osciladores tienen n = 1 y m = 1, respectivamente. Su masa
se calcula, con N+ = N+ =1, como:

M2 al'a]t [pt, pr) =0,

estos estados tienen M? = 0, siendo el nimero de estados posibles (D — 2)2. El estado general sin
masa puede escribirse de la forma

> Rpsaf &t |p*.5r) | (4.76)
1J

donde Rjj son elementos arbitrarios de una matriz cuadrada de dimensién D — 2. Cualquier ma-
triz cuadrada puede ser descompuesta en una parte simétrica y otra antisimétrica; a su vez, la
parte simétrica se puede descomponer en dos partes: una parte simétrica sin traza y la parte que
corresponde solo a la traza. De manera que se ha descompuesto Rj; en tres partes independientes:

Riy =S+ A+ 561, (4.77)
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Asi se obtienen tres grupos de estados linealmente independientes:

Z SIJ a{Ta{T ‘p+7ﬁT> 5 (478)
1.J
Z Ay a{Tai]T ‘p+aﬁT> ’ (479)
1,70

S'al all |p*, pr). (4.80)

Los estados del graviton, en la teoria cudntica del campo gravitacional libre en el cono de luz para
una particula son

D—1
1J
Z &1 aP+TPT 1£2),
1,0=2

con &7y una matriz simétrica sin traza. Como S7; es también una matriz simétrica sin traza, se
pueden identificar con los estados en (4.78]), de manera que

of @t |pt.pr) «— a1l 1),
Estos estados tienen los mismos indices de Lorentz, el mismo momento y la misma masa. Siendo
esto una clara muestra de que la teoria de cuerdas cerradas presenta estados correspondientes al
graviton. Los estados en (4.79)) corresponden a estados del campo de Kalb-Ramond; es un campo
tensorial antisimétrico B, en cierto sentido, es la generalizacién del campo gauge de Maxwell A,,.
El estado en no tiene indices libres, representa un tnico estado y corresponde al estado de
un campo escalar sin masa, este campo se conoce como el dilaton.

Dentro del nivel sin masa se encontraron los campos gravitacionales, campos de Kalb-Ramond,
y campos del dilatén. Cada uno de estos campos es un tema de estudio en si mismo. En el cuadro
se presentan los estados construidos en esta seccién.

Cuadro 4.2: Lista de los estados con N+ 4+ N+ < 2 en el espectro de la cuerda cerrada @]

N+, N+ I\, ) M?  Numero de estados
0, 0 ™, o) —4/d/ 1
1,1 d'aTpt ) 0 576

4.4. Supercuerdas relativistas

A lo largo de este capitulo se han estudiado las teorias de cuerdas bosénicas; abiertas y cerra-
das. Estas teorias viven en un espaciotiempo de 26 dimensiones con todos sus estados cudnticos
representando particulas bosodnicas, entre ellas el foton y el gravitén. Cabe remarcar que la apa-
ricién de estados taquidnicos en el espectro de las cuerdas bosénicas las hace problematicas, ya
que la existencia de tales estados implica una inestabilidad del vacio . Ademas, si una teoria de
cuerdas busca ser realista, entonces debe contener también estados fermiénicos, como los quarks y
los leptones. Para obtener estados fermidnicos se necesita introducir las teorias de supercuerdas.
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Las teorias de supercuerdas, para la inclusiéon de fermiones, requieren una simetria conocida
como supersimetria EI, asegurando la existencia de la misma cantidad de estados bosénicos y de
estados fermidnicos en cualquier nivel de masa. Basicamente, existen dos enfoques para desarrollar
las supercuerdas segin la clase de supersimetria: el formalismo de Ramond-Neveu-Schwarz (RNS),
supersimétrico sobre la hoja de mundo, y el formalismo de Green-Schwarz (GS) que es supersimétri-
co sobre el espaciotiempo de Minkowski en diez dimensiones. Ambos enfoques son equivalentes para
este espacio. En esta seccion se describe la formulacién RNS de la teoria de supercuerdas .

Para describir la posicién de la cuerda bosénica clasica se usaron las coordenadas de la cuerda
XH"(r, o), estas son variables conmutativas a diferencia de las nuevas variables que se deben intro-
ducir a la teoria de cuerdas para obtener los estados fermidnicos. Se deben introducir las variables
dindmicas de la hoja de mundo ¢} (, o) y ¥5 (7, o), que son variables dindmicas anticonmutativas.

Los X* y b (o = 1,2.) son vectores de Lorentz, y entran ambos en la definicién de los
generadores de Lorentz en el gauge de cono de luz M !, ademas, la condicién de que el conmutador
[M .V ] se anule produce restricciones distintas a las obtenidas para la cuerda bosénica,
aunque se utilizan los mismos métodos para su calculo . En este caso, el nimero de dimensiones
espaciotemporales es diez, o lo que es lo mismo D = 10.

En el gauge de cono de luz, solo es necesario analizar los campos transversales .. Para estudiar
su cuantizacién es conveniente tener una accién Sy, que describa su dindmica:

1 ™
0= on /dT/O do [1 (O + 0o) ] + 3 (07 — 05) W3] , (4.81)
siendo Sy, la accién de Dirac para un fermién que vive en el mundo bidimensional (7, o).

Haciendo la variacién de los campos . en Sy se consiguen las ecuaciones del movimiento y las
condiciones de frontera correspondientes. Se tiene entonces que

o5y = 5= [ ar [ do (561 @ +00) of +01 (00 + 0,) 001 + 504 0.~ 2n) wh + 0. — 00) ]

integrando por partes y desechando las derivadas totales respecto del tiempo, se tiene

1 i ]. O=T
08y = — / dr /O do [091 (9 + 05) 1 + 0 (0r — Do) ] + 5~ / dr [${8 %] — 3 0u3]; g

Es facil notar que las ecuaciones del movimiento son -
(0- +05) 1 =0, (9-—85) 3 =0, (4.83)

y las condiciones de frontera estan dadas por
YL (7,00) 091 (7, 00) = 5 (7,0) 6455 (7, 00) = 0, (4.84)

las cuales deben ser satisfechas para todo 7 en los puntos o, = 0 y g, = 7. Las ecuaciones del
movimiento (4.83)) implican que w{ se mueve hacia la derecha y 1/15 hacia la izquierda, esto es:

¥i(1,0) = ¥{(1 — 0),
V3(7,0) = Wi(T + 0).

3La supersimetria es la invarianza bajo la accién de un supergrupo, o infinitesimalmente, bajo la accién de una
superdlgebra de Lie, también denominada &dlgebra de Lie graduada. Para el espaciotiempo de Minkowski, el grupo de
isometrias es el grupo de Poincaré, de manera que su extension supersimétrica es el grupo de super-Poincaré, con su
respectiva dlgebra de Lie. Un elemento de esta algebra es el generador de supersimetria , cuyo hamiltoniano se conoce
como supercarga.
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Las condiciones de frontera (4.84]) demandan que en el punto o, = 0:

1/}{(7—’ O) = 1/)5(7—7 0)7

y en el otro extremo:

Pi(r, 7)) = £k (1, 7). (4.85)

El espacio de estados completo de la teoria de supercuerdas se divide en dos subespacios, que
comuinmente son llamados sectores. Primero, el sector Ramond (R) que contiene los estados usando
el signo positivo en y el sector Neveu-Schwarz (NS) que contiene los estados que aparecen
al usar el signo negativo. Definiendo un campo fermiénico W' en el intervalo o € [—7, 7]

I | l(r0) o €0,7]
U (1,0) = {1/15(7',—0) S (4.86)

siendo U/ (7,0) = x!(7 — o). Asf la condicién de frontera en (4.85) produce el resultado
Wi(r,m) = ¢i(r,m) = £5(r, m) = £V (7, —7).

De manera que un fermién periédico corresponde a las condiciones de frontera de Ramond y un
fermién antiperiddico se relaciona con las condiciones de frontera de Neveu-Schwarz.

Ul (7, 7) = 49! (r,—7) Condicién Ramond.

I I - (4.87)
U (r,m) = —¥'(1,—m) Condicién Neveu-Schwarz.
Se procede a analizar con més detalle el sector Neveu-Schwarz. El fermién de Neveu-Schwarz ¥/
es antiperiédico y puede expandirse en términos de exponenciales con modos fraccionarios de la
forma:
Ul(r,0) ~ Z bl emir(r=o), (4.88)
rezZ+1/2

Se definen como operadores de creacién a los coeficientes para los modos negativos, y los positivos
corresponden a operadores de aniquilacién. Dichos operadores actiian sobre el vacio de Neveu-
Schwarz que se denota como |NS). Estos operadores satisfacen la relacién de anticonmutacién

{b£7 b;]} = 6r+s,0 77[J

Todo operador de creacién b’ . debe aparecer méximo una sola vez en cualquier estado, dado que
anticonmutan entre sf, anuldndose en el proceso. Ahora, como las coordenadas X' (7, o) se cuantizan
de la forma ya utilizada, se siguen teniendo los operadores de creaciéon ol ,. De manera que los

estados en el sector Neveu-Schwarz son de la forma:

9 oo
=[I1I (%) “H II @) Ns)y@|pt,br). (4.89)

I1=2n=1 J=2p=13

El operador de masa en el sector NS esta dado por

1 E YR SR (40)

pséO rEZ+§
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Recuérdese que la constante de ordenamiento para las cuerdas bosénicas tiene el valor a = —1.
Ahora, si a esta se suma la contribucién de los fermiones NS, la constante resulta a = —1/2, con
esto el operador de masa es

1/ 1
2 _ 1 I I
M= (—2+N ) § a_p Iy § rbl bl (4.91)

2’2

Con N1, el operador nimero que cuenta la contribucién de los o y los b’. En el cuadro se
listan los primeros niveles de estados en el sector NS.

Es 1til tener un operador que asigne el valor 4+1 a los estados bésonicos y el valor —1 a los
estados fermiénicos. Este operador es (—1)", se conoce a F' como el niimero fermiénico. Se declara
el autovalor del operador sobre los estados fundamentales [NS) ® [p™, pr) como —1, siendo estos
estados fundamentales fermiénicos, es decir:

(—1)FINS) ® |p*, pr) = —INS) ® |p*, pr)

su accién sobre el estado genérico en es (=1)F|A) = —(=1)Zr7P77|)), esto es, anticonmuta
con todos los operadores fermidnicos. Todos los estados con N1 entero tienen un ntmero par de
osciladores fermiénicos, por lo tanto, son estados fermiénicos con (—1)" = —1. Los estados con
N+ semientero tienen un nimero impar de osciladores, y por lo tanto (—1)f = 4-1. Este carécter
fermiénico o bosénico por ahora estd restringido simplemente a la hoja de mundo (7, 0).

Con las condiciones de frontera de Ramond en (4.87)) el campo W' es periédico y puede expan-
dirse mediante osciladores con modos de valor entero:

o)~ Y dlem o), (4.92)

neL

Los modos negativos se asumen como operadores de creacion y los modos positivos son operadores
de aniquilacién. Los osciladores satisfacen la relacion de anticonmutacion:

{d{n, d;,]L} = 5m+n,0 5IJ7

analogamente al sector NS, los operadores de creacion en el sector R son todos anticonmutativos y
pueden aparecer maximo una sola vez para un estado dado.

Los estados fundamentales en el sector R son mas complicados que en NS. En este caso existen
dos conjuntos de estados degenerados |R,) v |Ra) que actian sobre el vacio tnico |0), estando

Cuadro 4.3: Lista de los primeros estados en el sector Neveu-Schwarz

Nt o/ M? Estados posibles
0 -1/2 INS) ® [p*, r)
1/2 0 bl ,INS) ® |p*, pr)
1 1/2 {al_l, bry )b 1/2}!NS>®!1) , T)

32 1 {al b by b b7, 65, LINS) @ It )
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el conjunto completo denotado por |R4) con A = 1,...,16. Asi, el espacio de estados del sector
Ramond contiene los estados de la forma:

9 oo 9 o
=TI I 2™ TI IT (@)™ IRa) @ [p*, ) (4.93)

I1=2n=1 J=2m=1

El sector R también tiene definido un operador (—1)%, y se impone que el estado |0) sea fermiénico,
es decir,

(=1)7]0) = —[0).
Se establece entonces que los ocho estados | R,) son fermiénicos, y los |R;) son bosénicos. El operador
de masa esta dado por
M= 2% (ol oyl dy). (4.94)

n>1

Se listan ahora los estados en varios niveles de masa

o/ M?=0: [Ra) || 1 Fa)
O/M =1: aly|Ra), dly |Ra) ol 1 1R > dll\R>
alyd?y, dI—Q} [Ra) | {04—1d‘117 _2} |R

(4.95)

A la izquierda de las barras se encuentran los estados fermidnicos, y a la derecha los estados
bosénicos. Obsérvese que a cada estado del lado izquierdo le corresponde uno del lado derecho.
Existe entonces la misma cantidad de estados bosénicos y fermidnicos en cada nivel de masa, siendo
una senal de supersimetria. Sin embargo, esta simetria es de la hoja de mundo, la supersimetria
espaciotemporal aparece después de combinar estados de los sectores de Neveu-Schwarz y Ramond.

Antes de ensamblar una teoria supersimétrica, es importante introducir el concepto de funcion
generadora, util en el contexto del conteo del nimero de estados que aparecen dentro de un nivel
de masa dado. Se introducen ahora las funciones que encapsulan estos nimeros para los sectores
NS y R. Como un primer ejemplo, la funcién generadora f,s para la teoria de cuerdas bosénicas

abiertas es:
1 o0
fos ; H 1 _ :L‘n

Cuya expansién en serie de potencias tiene los coeficientes:
1
fos(z) = — + 24 + 3242 + 320022 + 256502° 4 17625621 + - -
x

esta funcién generadora se ha definido basandose en o M?. Efectivamente, da cuenta de un estado
taquiénico con o/ M? = —1, luego 24 estados sin masa del campo de Maxwell y 324 estados con

o’ M? = +1. Estos estados fueron listados en el cuadro 4
En el sector NS, o/M? = N+ — l , v se tienen ocho coordenadas transversales bosénicas. De esta

manera, la funcién generadora del sector NS es

o) n,% 8
st(ﬂrr)zi <1+x> : (4.96)
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su expansién a primeros ordenes es

fns(x) = + 8 4+ 36y/x + 128z + 4022/ + 115222 + - - - |

1
N7
muestra que existe un taquién en el nivel &’ M= = —1/2, ocho estados sin masa y 36 estados en
o’ M? = 1/2. Estos estados fueron listados en el cuadro

2

Para el sector R, se tiene que o/ M? = N1, y la funcién generadora corresponde a

_16H(1+in> , (4.97)

su expansién en serie de potencias es
fr(x) = 16 + 2562 + 230422 + 153602° 4 - - - .

Es un hecho que el sector Ramond presenta supersimetria de la hoja de mundo. Los estados fun-
damentales de este sector se dividieron en dos conjuntos |R,) y |Ra), con ocho estados cada uno
y valores opuestos de (—1)f". Los osciladores dJ se transforman como vectores bajo Lorentz. Sin
embargo, los estados fundamentales no transforman como vectores, sino que ambos transforman
como espinores, siendo la transformacién apropiada para fermiones espaciotemporales. Los indices
a v a son indices de espinor e indican la existencia de dos clases de fermiones en un espaciotiempo
de diez dimensiones.

Se puede hacer un truncamiento del sector R, de manera que solo se escoja el conjunto de
estados con (—1)¥ = —1. Este sector se denota como R—, y contiene estados fermiénicos en el
espaciotiempo. Este proceso de truncamiento se conoce como la proyeccion GSO, propuesta por
Gliozzi, Scherk y Olive en 1976 . Asimismo, el sector R+ se define como el conjunto de los
estados en R para los que (—1)¥ = +1. Tras el truncamiento, la funcién generadora para el sector

Ramond es
1+x
— . 4.
= H (1 — xm) (4.98)

Considerando ahora los estados en el sector NS, se nota que estos estados no tienen indices de
espinor, este sector produce bosones. Se hace el truncamiento de este sector al conjunto de estados
con (—1)¥ = +1, sector que se denota como NS+. Este sector contiene estados sin masa y elimina
los estados taquidnicos. Ademads, el conjunto de niveles de masa en el sector NS+ coincide con
los del sector R—. Se puede definir también el sector NS— que contiene un taquién. La funcién
generadora del sector NS+ es:

o) n?% 8 0o —J;"fé 8
Frsele) = 5= 1 (Tfﬂg) 11 (11_3&,) . (4.99)

n=1

Asi, la teoria de supercuerdas abiertas estd completamente definida al combinar aditivamente los
conjuntos de estados de los sectores R— y NS+, y se obtiene un espectro supersimétrico. Para
observar cémo el nimero de estados fermiénicos y bosénicos coinciden para todos los niveles de
masa, debe cumplirse que fxsy(x) = fr—(z), de forma explicita:

0 _1\8 _1\ 8 o0 8
1 14+2"2 1—z" 2 14+ 2"
— || - —|| - = || . 4.1
2\/x n:1<1—x”> (1—1:”) 8 <1—x”> (4.100)

n=1
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La identidad (4.100]) fue probada por Jacobi en un trabajo publicado en 1829 . Esta es una ecua-
cion esencial de la teoria de cuerdas supersimétrica. La teoria de supercuerdas abiertas construida
es la teoria de una tnica D9-brana estable, debido a que la teoria no presenta estados taquiénicos.

Las teorias de supercuerdas cerradas se obtienen al combinar los sectores NS y R en pares de
la forma (-,-), donde la primera entrada es el sector izquierdo y la segunda el sector derecho. Se
tienen de esta manera cuatro sectores para cuerdas cerradas:

(NS, NS), (NS,R), (R,NS), (R,R).

Para obtener una teoria con supersimetria se deben truncar los cuatro sectores. Puesto que el
sector NS— contiene un taquién, no es comuin construir teorias de supercuerdas cerradas usando
este sector. Asi, un primer truncamiento corresponde a la teoria de supercuerdas de tipo IIA,
obtenida al combinar los sectores de la forma:

Tipo ITA: (NS4, NS+), (NS+, R+), (R—, NS+), (R—, R+). (4.101)

La teoria de supercuerdas de tipo IIB aparece cuando los sectores Ramond son iguales, es decir, se
tienen las combinaciones

Tipo IIB: (NS+, NS+), (NS+, R—), (R—, NS+), (R—, R—). (4.102)

Existen también dos tipos adicionales de teorias de supercuerdas, las conocidas como super-
cuerdas heterdticas. Mientras que las teorias de cuerdas Tipo II se construyen combinando super-
cuerdas abiertas, en los sectores izquierdo y derecho, las supercuerdas heterdticas combinan una
cuerda bosonica abierta izquierda con una supercuerda abierta en el sector derecho. Existen dos
versiones de estas cuerdas, las tipo Eg x Eg y las tipo SO(32), nombradas segiin el grupo de simetria
caracteristico de cada teoria.

Un dltimo tipo de teoria de supercuerdas es la teoria de Tipo I, una teoria supersimétrica
de cuerdas abiertas y cerradas sin orientacién, a diferencia de las ya descritas consideradas como
teorias de cuerdas cerradas orientadas. La lista completa de las teorias de cuerdas supersimétricas
de diez dimensiones es: Tipo ITA, Tipo IIB, Eg x Eg, SO(32) y Tipo L.



Capitulo 5

Breve introduccion a la
correspondencia AdS/CFT

Uno de los resultados mas impactantes en teoria de cuerdas es quien da nombre a este capitulo.
Conocida también como la dualidad gauge/gravedad, correspondencia hologréfica, dualidad ho-
logréfica o AdS/CFT. La introduccién hecha en este capitulo pretende ensenar algunos principios
bésicos de la geometria del espacio anti-de Sitter, de las teorias cudnticas de campos conformes,
incluye una formulacién pedagégica de la conjetura de Maldacena y algunas de sus aplicaciones
mas importantes.

5.1. Espacio anti-de Sitter

Antes de entender exactamente qué es el espacio anti-de Sitter, es necesario describir un poco la
teoria de la relatividad general. La relatividad general puede ser vista como la teoria gauge de las
transformaciones locales de coordenadas. Esta teoria se fundamenta en el principio de equivalencia,
el cual establece que la fisica debe ser independiente de la eleccién de un sistema de coordenadas;
este hecho ya esta en la dindmica newtoniana, donde la masa inercial de una particula es igual a
su masa gravitacional.

Otra versién del principio de equivalencia, que es el principio de equivalencia débil, puede ilus-
trarse con un experimento mental debido a Einstein. Suponiendo a un observador dentro de una
caja, entonces dicho observador no deberia ser capaz de distinguir entre la aceleracion gravitacional
v la inercial mediante experimentos locales, es decir, si la caja es lo suficientemente pequena, ningiin
observador podria distinguir entre estos dos tipos de aceleracion. Dicho de otra manera, el principio
establece que los efectos de una aceleracién y un campo gravitacional uniformes son indistinguibles
localmente. Por otra parte, segun el principio de equivalencia fuerte se concluye que las particulas
se mueven a lo largo de las geodésicas de una variedad espaciotemporal M con curvatura, sin im-
portar la naturaleza de las particulas bajo consideracion. En este sentido, la gravedad es equivalente
a la curvatura del espaciotiempo .

La relatividad general describe el universo como un espaciotiempo clasico M con d — 1 dimen-
siones espaciales y una dimensién temporal . Matematicamente, M es una variedad pseudorie-
manniana cuya forma estd descrita por la métrica gqp, con signatura de Lorentz (—,+,...,+). En
un sistema de coordenadas (xo, P *1), la distancia invariante ds entre dos puntos infinitesi-
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malmente cercanos esta dada por
ds® = ga (wo, .. ,:):D_l) dzdz®,

donde se asume el convenio de suma de Einstein. Por ejemplo, para el espaciotiempo plano de la
relatividad especial (el espacio de Minkowski en d = 4) la métrica tiene la forma:

ds® = —dt? + da? + dy? + dz?
= —dt* + dr® + r?dQ?,

dada en coordenadas cartesianas y esféricas, respectivamente. Otro ejemplo es el agujero negro de
Schwarzschid de masa M, descrito por la métrica

oM oM\ !
ds® = — (1 - ) dt* + <1 - ) dr? 4 r2d?.

T T

El horizonte del agujero negro, r = 2M, es una hipersuperficie regular, aunque no puede verse
explicitamente en estas coordenadas, existe una singularidad en r = 0 .

El espaciotiempo anti-de Sitter (AdS) es una solucién méaximamente simétrica de las ecuaciones
de Einstein para un universo vacio con constante cosmoldgica negativa. Matematicamente se expresa
a partir de la ecuacién de campo de Einstein:

Rup — %Qab R+ Agyp = 87G Ty, (5.1)
siendo Ry, — % gab B = Ggp el tensor de Einstein, g4, la métrica del espaciotiempo, A la constante
cosmolégica y Ty el tensor de energia-momento; asociado a la materia que se puede acoplar al
campo gravitatorio. La ecuacion de Einstein relaciona entonces la geometria del espaciotiempo con
su contenido de materia. Las soluciones de vacio son aquellas donde T, = 0. Asi, la ecuacién de
Einstein se reduce a:

Gab + Agab =0. (52)

Un subconjunto de estas soluciones de vacio son las soluciones maximamente simétricas, siendo
maximamente simétrico el espaciotiempo que admite un nimero maximo de generadores de si-
metria. Las soluciones maximamente simétricas considerando los distintos valores de la constante
cosmolégica son las siguientes :

e A =0 — Minkowski.
e A >0 — de Sitter.
e A < 0 — anti-de Sitter.

Particularmente, el espaciotiempo anti-de Sitter tiene curvatura negativa y, cuando tiene dimensién
d + 1, su métrica puede escribirse como [37]

dr?
rz24+1

ds*> =L* |- (r* + 1) dt* + +r%dQ7_ | (5.3)

Dentro de las aplicaciones hechas para la correspondencia AdS/CFT, es til expresar la métrica del
espaciotiempo anti-de Sitter en un sistema de coordenadas conocido como el parche de Poincaré:

—dt? + di%_| + d2?

2 _ 12
ds“ =1L 2

(5.4)
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Figura 5.1: Diagrama de Penrose del espacio anti-de Sitter .

Las propiedades de la geometria del espacio anti-de Sitter se alejan mucho de la geometria eucli-
deana. Una representacién bidimensional euclidiana usual del espacio AdS es el disco de Poincaré,
también conocido como geometria de Lobachevsky, con quien comparte gran parte de sus propie-
dades . El espacio AdS es un claro ejemplo de espacio hiperbdlico, esto es, de un espacio con
curvatura constante negativa.

Existe una representacion del disco de Poincaré hecha por el artista M. C. Escher, Circle Limit
111, el lector interesado puede apreciar dicha representacion artistica para ganar cierta intuicién;
en ella los peces se hacen cada vez mas pequenos e infinitos a medida que se acercan a la frontera
del disco. Segtn este punto de vista, el disco es finito, pero aun asi los peces se hacen cada vez mas
pequenos cerca del borde, de manera que se acercan a la frontera siempre sintiéndola infinitamente
lejos.

El espaciotiempo anti-de Sitter puede verse como una pila de estos discos de Poincaré, confor-
mando un cilindro sélido, exactamente como en la figura [5.1] y donde la direccién temporal corre
a lo largo de su eje. De este modo, existe otra forma de representar el espaciotiempo AdSgy1, se
consigue mediante su diagrama de Penrose. Pese a ser el espacio AdS espacialmente infinito en su
extension, puede definirse una frontera sobre el infinito. La frontera contiene la direccién temporal
y una esfera S9!, el diagrama se observa en la figura

Teniendo en cuenta la métrica dada en , entonces la frontera conforme del espacio AdS
estd en z = 0, descrita en las coordenadas de Poincaré. Las geodésicas del espacio AdS presentan
comportamientos distintos segun sea la masa de la particula viviendo en dicho espacio. Asi, los
fotones que viajan desde un punto fijo del espacio AdS, a lo largo de la direccién z hacia la frontera
en z = 0, retornan desde la frontera al punto de partida en un tiempo finito. Por el contrario,
una particula masiva con energia finita no alcanzara la frontera —alcanzar la frontera del espacio
requeriria una energia infinita— pero retorna como si se tratase de un biimeran. El comportamiento
de las geodésicas en el espacio AdS se observa en la figura [5.2
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Figura 5.2: Las geodésicas para particulas sin masa (representadas con la linea punteada) alcanzan la frontera en
el infinito y retornan en un tiempo finito. Las geodésicas con masa no alcanzan la frontera, puesto que necesitarian
una energia infinita para hacerlo. .

5.2. Teoria cuantica de campos conforme

Las teorias de campos clasicas sin parametros dimensionales son invariantes de escala. Un ejem-
plo sencillo es la teoria del campo escalar con un tnico término de interaccidn:

1 A
5= [ (2@@% - 4¢’> ’

esta accién es invariante bajo el escalamiento simultdneo con un factor especifico, de las coordenadas
espaciotemporales y el campo, de la forma

() = A2p(\x), (5.5)

donde A se conoce como la dimensién de escalamiento del campo, en este caso A = 1. La misma
teoria no es invariante bajo la transformacion (5.5)) si se agrega un término de masa:

1 1 A
S = /dm4 <Qaﬂ¢>aﬂ¢ — 2m2¢52> — Iqs‘*.

Otro ejemplo de una teoria de campos clasicamente invariante de escala es la teoria de Yang-Mills
acoplada a fermiones sin masa y a escalares. En todas las teorias invariantes de escala en su version
clésica, tal invarianza de escala se ve violada al incluir correcciones cuanticas . Sin embargo,
existen ejemplos de teorias cudnticas de campos con invarianza de escala exacta, son las descritas
brevemente en esta seccién, y tienen la particularidad de ser teorias muy ttiles en el contexto de
la correspondencia AdS/CFT.

Las teorfas cudnticas de campos con simetria conforme (CFT), son teorias donde, ademds de
presentar simetria de Poincaré, también existe la invarianza bajo dilataciones de la forma

/
' = At
v transformaciones especiales conformes

y o + ata?
14 2a,2" + a2x?’
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Estas transformaciones tienen como generadores a D, generador de la dilatacién, y a K, genera-
dor de la transformacién especial conforme. Junto con los generadores de Poincaré P,, generador
de traslaciones, y J,,, generador de las transformaciones de Lorentz, integran el grupo conforme
S0(d,2) del espacio de Minkowski de dimensién d [40].

La invarianza bajo transformaciones de escala tipicamente implica —bajo condiciones leves—
también invarianza bajo el grupo de transformaciones conformes, donde estas reescalan las longi-
tudes pero preservan los angulos entre vectores. Es posible construir las corrientes asociadas con
las transformaciones conformes como

Jy =Tz,

donde T}, es el tensor de energia-momento, expresién que puede derivarse a partir del teorema de
Noether. La conservacién de la corriente correspondiente a las traslaciones requiere de la conserva-
cién del tensor de energia-momento, es decir:

oM, =0,

y la conservacion de la corriente correspondiente a las transformaciones de Lorentz se cumple si
T}, es simétrico. La corriente para la dilatacion J, = T}, x” se conserva si
I VY TV =
oM (Ta") =T, =0.
Asi, la condicién para la invarianza de escala consiste en que el tensor de energia-momento sea sin
traza. Entonces, se puede notar que en una teoria invariante de Poincaré e invariante de escala

—con un tensor de energia-momento conservado simétrico y sin traza— las corrientes conformes se
conservan:

1 1
ot (TMVUV) - 8MTMVUV + Tuyauuy = §TMV (8MUV + 81/“;1) = BaTUTT[; =0.

Las condiciones sobre la traza y la propiedad de simetria del tensor de energia-momento se
pueden cumplir en la mayoria de las teorias de campos clasicas y cuanticas. Pese a que existan
algunos pocos contraejemplos, se puede asumir que las teorias invariantes de escala poseen también
la invarianza conforme completa .

Especificamente en una teoria cuantica, la invarianza conforme es violada al introducir una
escala de renormalizacion. Por ejemplo, en una teoria de Yang-Mills pura, que es invariante de
escala a nivel clasico, el acoplamiento gauge viene dado segin la escala de energia de la teoriaﬂ y
se introduce ademas un parametro dimensional ocasionado por el proceso cudntico llamado trans-
mutacién dimensional (DT, por sus siglas en inglés). De manera que el tensor de energia-momento
en su version cuantica pierde la propiedad de ser sin traza, perdiendo también la teoria su simetria
de invarianza de escala, y por tanto, la simetria conforme.

Un ejemplo estdndar de teoria cudntica de campos con simetria conforme es la teoria N = 4
super-Yang-Mills, teoria que estd involucrada en la correspondencia AdS/CFT.

'En las teorfas clasicas de campos, la constante de acoplamiento (denotada comtnmente como g) corresponde
a una constante adimensional. Sin embargo, bajo el proceso de cuantizacién, esta “constante” va a depender de la
escala de energfa del proceso en consideracién, escala conocida como la escala del grupo de renormalizacion (RG,
por sus siglas en inglés).
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5.3. La correspondencia

En 1997 surgié una conexion fascinante entre dos tipos muy distintos de teorias. En un lado
de esta correspondencia estan las teorias gauge cudnticas; similares a las que describen las fuerzas
fuerte y electrodébil, las cuales rigen la naturaleza en las escalas microscopicas de la fisica de
particulas. Del otro lado de la correspondencia se encuentran las teorias de gravedad, cuya fuerza
gobierna la naturaleza en las escalas macroscépicas de la cosmologia y los agujeros negros. Por
aquel entonces, se descubrié que dentro de la teoria de cuerdas existian objetos cuya descripcién
viene dada por campos gauge en cierto limite, y por la gravedad en un limite diferente.

El limite en el cual la descripciéon mediante la gravedad es adecuada corresponde al limite donde
la teoria gauge se convierte en fuertemente acoplada. La correspondencia AdS/CFT, o dualidad
gauge/gravedad, afirma que estas dos descripciones son equivalentes para todos los valores del
acoplamiento gauge, aunque por lo general, un tnico lado de la correspondencia es manejable.
En acoplamiento débil, la teoria gauge estd bajo control perturbativo, mientras que los grados de
libertad gravitacionales duales se acoplan a la torre completa de las excitaciones de la cuerda y no
pueden tratarse clasicamente. Por el contrario, en acoplamiento fuerte, los grados de libertad de la
teoria gauge no tienen un tratamiento perturbativo, y se reorganizan en una descripcién dual en
términos de la gravedad clasica .

La correspondencia AdS/CFT explota el hecho de que el grupo de isometrias del espacio anti-
de Sitter en d + 1 dimensiones es idéntico al grupo conforme en el espacio de Minkowski en d
dimensiones. La correspondencia AdS/CFT establece lo siguiente: toda la fisica en un espacio
asintéticamente AdS puede ser descrita por una CEF'T local que «vive» sobre su frontera . Aunque
se dice que la teoria de campos se define sobre la frontera de AdS, realmente, describe toda la fisica
ocurriendo dentro del espacio AdS. Entonces, cuando se piensa en la imagen de AdS, no es correcto
considerar simultdneamente una teoria de campos adicional viviendo en la frontera [1f.

Una forma mas general de exponer la correspondencia es la siguiente:

Cualquier teoria cudntica de campos conforme que vive en RxS* 1 es equivalente a una teoria de
la gravedad cudntica en un espacio asintoticamente AdSgi1 X M, siendo M una variedad compacta

0.

El ejemplo més famoso y estudiado de esta correspondencia fue el propuesto por Juan Maldacena
en [42]. Este ejemplo relaciona una teorfa de supercuerdas Tipo IIB en el espacio AdSs x S° con
una teorfa de super-Yang-Mills N' = 4 SU(N) en d=4. Note que la teoria de gravedad cudntica
se relaciona con una teoria que vive en un espaciotiempo sin gravedad y en una dimension menor.
Algunos ejemplos de la correspondencia se listan a continuacién:

e Supercuerdas Tipo IIB en AdSs x S° +— N =4 super-Yang-Mills SU(N) en d=4.
e Supercuerdas Tipo IIB en AdS; x S3 x T*  «+—  producto simétrico de CFTs.

e Supercuerdas Tipo IIA en AdS; x CP3 +— N = 6 super-Chern-Simons SU(N) x
SU(M) en d = 3.

Para el ejemplo dado originalmente por Maldacena, existe una suerte de diccionario entre los
parametros de cada una de las teorias involucradas en la correspondencia. La teoria gauge posee
dos pardmetros adimensionales gyy v V. Una combinacién de ambos da lugar al acoplamiento de
't Hooft: A\ = g% yN. Técnicamente, la teoria gauge tiene ahora dos pardmetros adimensionales
independientes gy v A.
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Por otro lado, la teorfa de cuerdas en AdSs x S° tiene un acoplamiento adimensional g5 y dos
pardmetros dimensionales: la escala de longitud de la cuerda £; = v/o/ (definida anteriormente en
(3.56)), y el radio del espacio AdS representado por L en las ecuaciones y . Asi, la teoria
de cuerdas tiene dos pardmetros adimensionales: g5 y L/{s.

Los parametros de la teoria gauge y de la teoria de cuerdas estan relacionados de la siguiente
forma:
g%/M = 27 Js;
1L
2a/2°
De acuerdo con la versién més fuerte de la correspondencia AdS/CFT, se conjetura que la dualidad
entre la teorfa gauge supersimétrica SU(N), y la de supercuerdas de Tipo IIB se debe mantener
para cualquier valor de N y gs. Esto implicaria que la teoria N' = 4 super-Yang-Mills es exacta-
mente equivalente a la teorfa de supercuerdas Tipo IIB AdSs x S°. Sin embargo, en la actualidad
es imposible comprobar esta forma de la correspondencia, puesto que no existe todavia una formu-
lacién cuantica consistente a nivel no perturbativo de la teoria de cuerdas, y particularmente para
espaciotiempos curvos .

En la forma débil de la correspondencia AdS/CFT, se conjetura que es solamente valida en el
limite de Maldacena: N — oo y A muy grande. Asi, en su versién débil relaciona la supergravedad
clésica con la teorfa N/ = 4 super-Yang-Mills en acoplamiento fuerte y N — oo . De manera que:

A — 00 o %7 0

N — o0 =0 )
Claramente se observa que la correspondencia AdS/CFT provee una dualidad de acoplamiento
débil/fuerte. La correspondencia es una dualidad en el sentido usual, es decir, cuando un lado

de la correspondencia esta débilmente acoplado, entonces la descripcién dual del otro lado estéa
fuertemente acoplada.

Una forma de ver una interpretacién matematica de la correspondencia se consigue al estudiar
las simetrias del espacio AdS. Considerando, por ejemplo, la métrica del espaciotiempo AdSs en
coordenadas de Poincaré:

2
ds? = (%)2 (—dt® + da? + dy?® + dz2) + LQ%,

este espaciotiempo tiene simetria SO(4,2), de gran importancia fisica. La métrica tiene invarianza
de Poincaré I150O(3,1) en z* = (t,z,vy, 2), que corresponde a la simetria de Poincaré de la teoria
de campos dual en el espaciotiempo de 4 dimensiones. Asi, x* se interpreta como las coordenadas
espaciotemporales de la teoria de campos conforme. Analogamente, para el espaciotiempo AdSg 2,
d representa el numero de dimensiones espaciales de la teoria gauge.

La métrica del espacio AdS5 también es invariante bajo las transformaciones de escala

1
ot — axt, r— —r,
a

bajo este escalamiento, r se transforma como la energia conjugada a t. Esta es una razén del porqué
la teoria de campos conforme es cuadridimensional, mientras que la teoria de gravedad tiene cinco
dimensiones. La coordenada r tiene una interpretacién como la escala de energia de la teoria sin
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gravedad. Asi, por ejemplo, la teoria N' = 4 super-Yang-Mills tiene esta invarianza de escala, mas
la invarianza es vista geométricamente dentro de la teoria de gravedad .

El hecho de que la teoria de campos viva en un espacio de dimensién menor estd en acuerdo con
especulaciones hechas acerca de la gravedad cuantica. Desde el punto de vista histérico, rondaba
sobre la década de los noventa una idea no muy bien establecida conocida actualmente como
principio hologrdfico. Tal principio fue desarrollado por 't Hooft y Susskind @], sugiriendo que
las teorias de gravedad cuantica deben ser holograficas, es decir, la fisica en cierta regién puede ser
descrita sin perder informacién por una teoria en la frontera. El principio holografico surge como
resultado del estudio de la termodindmica de los agujeros negros.

Stephen Hawking y Jacob Bekenstein demostraron a mediados de los 70 que los agujeros negros
se comportan como objetos termodindmicos con temperaturas Ty = he /StkGM, con M la masa
del agujero negro, emitiendo radiacién de Hawking, y también tienen una entropia dada por ,
donde se considera el drea de su horizonte de eventos. Esto implica que eventualmente irradiara
su energia, perdiendo masa en el proceso conocido como evaporacién de Hawking. Dada la evapo-
racién de Hawking, existe una paradoja en torno a la descripcion cuantica de lo ocurrido con la
informacién al caer dentro de un agujero negro, pareciera posible lanzar estados cuanticos puros
dentro de un agujero negro y obtener en cambio estados mixtos/térmicos, aparentemente violan-
do la propiedad de unitariedad y resultando en una pérdida de informacién —esta es la paradoja
de pérdida de informacién en agujeros negros. Hawking creia que este andlisis demostraba que la
mecanica cudntica es violada por agujeros negros en evaporacién. Al asignar una entropia a los
agujeros negros, se deduce que deben tener asociados un conjunto de microestados, convirtiéndose
asi en un reto para las teorias cuanticas de la gravedad obtener tales microestados, compatibles con
lo propuesto por Bekenstein .

Segun el limite de Bekenstein, la maxima entropia dentro de una region del espacio estd dada
por
Area
4Gy’
donde el area corresponde a la de la frontera de dicha regién. Suponiendo un estado con una
entropia mayor que Spsx, entonces se puede mostrar que tal estado viola la segunda ley de la
termodinamica. Este limite para la entropia implica que el nimero de grados de libertad dentro
de alguna regién crece como el area de su frontera y no como el volumen de la regiéon dada; en
las teorias cuanticas de campos tipicas este comportamiento no es posible. Intentar entender este
comportamiento conduce al principio holografico antes mencionado, segun el cual, dentro de una
teoria cudntica de la gravedad, toda la fisica dentro de un volumen dado puede ser descrita en
términos de una teoria sobre la frontera que tiene menos de un grado de libertad por drea de
Planck, satisfaciendo el limite de Bekenstein. Como es sabido, en la correspondencia AdS/CFT
se estd describiendo la fisica dentro del seno del espacio AdS mediante una teoria de campos con
una dimensién menos viviendo sobre la frontera, en este sentido, es una realizacién del principio

holografico [1].

(5.6)

Sméx =

Actualmente, la correspondencia presenta varias extensiones y generalizaciones. Una de ellas es
la exploracién de la posibilidad de una correspondencia dS/CFT. La dualidad dS/CFT relaciona una
teoria de cuerdas en un espaciotiempo de Sitter de dimension d con una teoria de campos conforme
euclidiana sobre una esfera de dimensioén (d — 1), tal correspondencia se entiende mucho menos. Sin
embargo, una de las motivaciones para dicha correspondencia es la evidencia experimental de una
constante cosmoldgica positiva, es decir A > 0, sugiriendo que el universo se estd acercando a una
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cosmologia de Sitter en el futuro lejano. Esta correspondencia podria ser relevante en el universo
muy temprano .

Existe mucha evidencia de la validez de la correspondencia AdS/CFT, pese a que atn siga
presentando la condicion de conjetura. Se puede pensar en el problema de la construccién de una
prueba matematicamente rigurosa de la correspondencia, pero no existe aun para formular tal
prueba, otra forma de ofrecer una definicién completa de lo que es la teoria de cuerdas. Se ha
asumido la conjetura como correcta, considerando que hasta ahora no ha llevado a contradicciones
o paradojas. Por ejemplo, en el caso de cuatro dimensiones, las teorias gauge duales se definen sin
ambigiiedad, por lo tanto, la dualidad puede ser tomada como la definicién de la teoria de cuerdas
para la clase de configuraciones de fondo donde se aplica. Se puede tener la esperanza de que algtin
dia se encuentre una formulacién completamente independiente de la teoria de cuerdas, asi seria
mejor formulado el objetivo de probar la correspondencia AdS/CFT [30].

5.4. D3-branas y la conjetura de Maldacena

Un escenario en el cual ha sido posible probar la efectividad de la teoria de cuerdas es el de los
agujeros negros. Es bien sabido que un agujero negro corresponde a una regién del espaciotiempo en
donde la gravedad es tan fuerte que incluso la luz no puede escapar de ella. Si la teoria de cuerdas
continia con su propédsito de reconciliar la relatividad general con la mecdnica cudntica, deberia
ser capaz de explicar la termodindmica de estos objetos astronémicos.

Pasos se han dado en esta direccién con el desarrollo hecho por Strominger y Vafa en 1996,
cuando encontraron que, al suponer los agujeros negros como compuestos por cuerdas, es posible
conseguir un resultado para su entropia similar a . Siendo este el primer calculo para la entropia
de Bekenstein mediante el conteo de sus estados cuanticos, uno de los mayores avances luego del
descubrimiento de las D-branas. Aunque la situacién considerada para el cdlculo es altamente
ideal, porque se estudian agujeros negros con un valor grande de carga eléctrica y viviendo en un
espaciotiempo de cinco dimensiones; muy diferentes a los que se observan en el universo. A pesar
de esto, su entropia es también proporcional al drea del horizonte de eventos. Tales agujeros negros
son soluciones relativamente sencillas de las ecuaciones de la teoria de cuerdas con cinco de sus
diez dimensiones compactificadas . Este cédlculo necesita la existencia de D-branas dentro de la
teoria, y es relevante ante la paradoja de la pérdida de informacién .

Varios fisicos siguieron el camino trazado por Strominger y Vafa, entre ellos Curtis Callan y
Juan Maldacena, quienes hicieron un andlisis similar para el caso con agujeros negros de Reissner-
Nordstrom no extremales. Esta clase de ideas, combinadas con la nocién de utilizar el limite para
valores grandes de N D-branas coincidentes con descripciones duales, da origen a la que puede
considerarse como la tercera revolucién de supercuerdas. En este sentido, puede verse condensada
en la correspondencia AdS/CFT gran parte de los desarrollos hechos durante esta revolucién, lo que
es lo mismo, es una consecuencia del conjunto de conceptos como dualidades y teoria M, agujeros
negros y D-branas.

Las D-branas codifican las descripciones duales que la teoria de cuerdas lleva dentro de su for-
mulacién matemaética, es decir, se cuenta con dos maneras distintas pero equivalentes para describir
la misma fisica. Uno de los ejemplos representativos de esta propiedad se encuentra en la interaccién
entre dos D-branas. Si se considera, por ejemplo, la situacién en que estos objetos intercambian
cuerdas entre si, entonces la fuerza que una D-brana ejerce sobre la otra puede representarse me-
diante el intercambio de una cuerda cerrada propagandose entre ellas, como se observa al lado
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Figura 5.3: Representacién esquemaética de la dualidad entre cuerdas abiertas y cerradas. Del lado
izquierdo se muestra el intercambio de una cuerda cerrada entre dos D-branas, del lado derecho se
muestra un proceso equivalente que corresponde al intercambio de cuerdas abiertas .

izquierdo de la figura

Dada la simetria de dualidad, el mismo proceso de interaccion también puede verse como el
intercambio de un par de cuerdas abiertas (con sus extremos atados a las D-branas) propagandose
alrededor de la region que trazaria la cuerda cerrada, como se observa del lado derecho de la
figura Ambas descripciones son matemaéticamente equivalentes. El primer caso involucra un
intercambio de gravitones, mientras que en el segundo no aparecen, teniendo en cuenta la ausencia de
estados correspondientes al gravitén en el espectro de cuerdas abiertas. Esto puede dar la sensacion
de la posibilidad de construir una teoria cuantica de la gravedad sin gravitones, y de esta forma
una teoria con gravedad puede ser equivalente a una teoria gauge sin gravedad .

En el limite a bajas energias de las teorias de cuerdas se pueden encontrar solitones El corres-
pondientes a soluciones de agujeros negros. Existe ademas la posibilidad de construir cierto tipo de
agujeros negros como configuraciones de D-branas coincidentes. La dualidad descrita en el parrafo
anterior —conocida también como dualidad entre cuerdas abiertas y cerradas o dualidad agujero
negro/D-brana— es la base para la correspondencia AdS/CFT.

Considerando un conjunto de D3-branas paralelas, se puede demostrar que para cada par de
ellas sus interacciones son nulas, puesto que la atracciéon gravitatoria es compensada con la repulsién
debida a otros campos ante los cuales presentan carga. Esta condiciéon de nulidad en la interaccion
se garantiza siempre y cuando las D3-branas se mantengan paralelas, tal arreglo permite alejar o
acercar las D3-branas de manera arbitraria. En la figura se observa un conjunto de D3-branas
paralelas con los diferentes tipos de cuerdas posibles. Dentro de las cuerdas abiertas estdn aquellas
con ambos extremos sobre una misma brana, y las que tienen cada extremo atado a una brana

2Los solitones se definen como soluciones localizadas, no singulares e independientes del tiempo, de las ecuaciones
del movimiento cldsicas con energia finita en una teoria de campos. En un espaciotiempo de dimensiéon D, dichas
soluciones se conocen como p-brana si estan localizadas en D — 1 — p coordenadas espaciales e independientes de las
restantes p coordenadas, donde p < D — 1. Por ejemplo, el caso p = 0 (0-brana) tiene caracteristica de particula
puntual y también es llamada agujero negro; con p = 1 se tiene una cuerda; el caso p = 2 se conoce como membrana

7.
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Figura 5.4: Conjunto de D-branas, con una cuerda abierta sobre la misma superficie y las tres
restantes estiradas entre dos D-branas paralelas, como se observa en la figura, las cuerdas cerradas
pueden propagarse libremente.

distinta. También es posible la existencia de cuerdas cerradas propagandose libremente, con la
posibilidad de alejarse de todas las D3-branas a la vez.

En el minimo nivel de energia, las cuerdas abiertas con extremos sobre dos D3-branas distin-
tas, presentan estados con una masa que es proporcional al estiramiento de la cuerda, esto como
consecuencia de su tensién intrinseca (este resultado, pero referido a una cuerda relativista, fue
introducido en la seccién referenciada como . Asi, su masa puede aumentar o disminuir segin
se alejen o se acerquen las D3-branas. Por otra parte, las cuerdas abiertas con ambos extremos
sobre la misma D3-brana dan lugar a particulas sin masa, situacién donde pueden contraerse has-
ta tener tamano nulo. Finalmente, las cuerdas cerradas viajan libremente, se perciben como un
espaciotiempo plano en 10 dimensiones. En principio, las cuerdas abiertas y cerradas interactiian
mutuamente .

Se supone ahora que el conjunto de N D3-branas se acerca de manera que sean coincidentes, esto
es, se encuentren en el mismo lugar del espacio. Esto sugiere que todas las particulas, derivadas de
las excitaciones de cuerdas abiertas con extremos en distintas D3-branas, experimentan una pérdida
de masa, producto de tal acercamiento. De manera esquemaética, la descripcion de este sistema estd
dada por:

S = Scuerdas abiertas en N D3-branas T Scuerdas cerradas lejanas + Sinteraccic’)n ) (57)

donde la S se refiere a “sistema”. Teniendo en cuenta que las D3-branas son hipersuperficies con
masa, y como su tamafio es infinito, entonces el conjunto de D3-branas de este tipo se puede inter-
pretar como un objeto de gran peso deformando el espaciotiempo, comportandose esencialmente
como un agujero negro. En la figura [5.5] se representa de forma muy simplificada la situacion, don-
de se observa que el espaciotiempo de diez dimensiones de la teoria —dibujado en lineas de color
negro— sufre una marcada hendidura en el lugar donde estdn superpuestas las N D3-branas —
representadas en azul con lineas punteadas— y lejos de este lugar, es plano, dada la débil influencia
gravitacional.

Un paso importante dentro de la conjetura de Maldacena consiste en considerar solamente el
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Espacio asintéticamente plano

Fondo de la hendidura

Figura 5.5: El conjunto de D3-branas deforma el espaciotiempo, y la conjetura de Maldacena asume
que es intercambiable por el campo gravitacional generado por el conjunto .

campo gravitacional generado por el conjunto de D3-branas, es decir, eliminando las D3-branas y
dejando en su lugar al campo gravitacional promedio (conocido como una brana negra). Dados sus
aspectos gravitacionales, este objeto ahora pertenece a una teoria de cuerdas cerradas. Alexander
Polyakov se refiri6 a esta maniobra habil de cambiar la descripcion con D-branas a una descripcién
gravitacional como sigue: “un poco como sustituir el famoso gato por su sonrisa” [3], probablemente
refiriéndose al gato de Cheshire de la obra de Lewis Carroll, Las aventuras de Alicia en el pais de
las maravillas.

Al haber eliminado las D3-branas en la descripcion del sistema , se tiene entonces un sistema
de cuerdas cerradas moviéndose bajo la influencia de la geometria del espaciotiempo. La mecanica
cuantica impone a las D3-branas una forma de carga repartida a lo largo de toda su extension
tridimensional, generando campos similares al electromagnético. Asi, el arreglo de D3-branas tiene
carga N, mostrando que a nivel microscopico su descripcién viene dada en términos de un niimero
N de D3-branas, cada una de las cuales presenta una unidad de la carga fundamental. Conside-
rando que existen seis direcciones transversales —las D3-branas dejan un rastro cuadridimensional
cuando se mueven dentro de un espaciotiempo de diez dimensiones— y como las seis direcciones
transversales se pueden representar como el conjunto de todas las posibles esferas de dimensién
cinco, entonces quedan asi encerradas las N unidades de la “carga eléctrica generalizada” poseidas
por las D3-branas. En analogia con el campo electromagnético, se dice que las esferas encierran N
unidades de flujo .

La nueva configuracién (representada en la ﬁgura tiene solamente cuerdas cerradas viviendo
en un espaciotiempo curvo, donde existen cuerdas cerradas en el fondo de la hendidura (con campo
gravitatorio fuerte) y otras cuerdas cerradas muy lejos de la misma. En este caso, también es posible
la interaccién entre ambas, es decir, las cuerdas pueden entrar o salir de la hendidura. Representando
esquematicamente esta situacion, se tiene el sistema:
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S = Scuerdas cerradas en hendidura & N flujos + Scuerdas cerradas lejanas + Sinteraccic’)n . (58)

Tal sistema es equivalente al representado en . Pese a que los términos de interacciéon en
y aparentemente tengan una interpretacién distinta, en el caso en que la longitud de
la cuerda es arbitrariamente pequena ambos términos son insignificantes. Maldacena anticipo las
profundas consecuencias a las que se llega si se supone adicionalmente que el niimero de las D3-
branas es muy grande. Ademas, si se considera la longitud de la cuerda como infinitesimal, entonces
los sistemas descritos se parecen a las teorfas de particulas y campos basadas en objetos puntuales.

Dentro de la descripcién de las cuerdas abiertas para el sistema, el primer término en ,
hacer infinitesimal el tamano de las cuerdas lleva a simplificaciones — la teoria de cuerdas produce
un resultado preciso para la dindmica de cuerdas abiertas con extremos en las N D3-branas: se
trata de la teoria ya nombrada en este capitulo, la teoria super-Yang-Mills A" = 4 , prima cercana
de la cromodindamica cudntica. Asi, la descripciéon de la dindmica de las D3-branas puede estar dada
por el mismo tipo de teorias usadas para describir la fisica de particulas. Sin embargo, dicha teoria
se trata de una extensién supersimétrica de la teoria de Yang-Mills, con la maxima supersimetria
posible, hecho bastante alejado de la fenomenologia, debido a la falta de evidencia experimental
precisa para la supersimetria. A pesar de ser de la misma clase que la cromodindmica cudntica, la
teoria es demasiado simétrica como para ser compatible con el universo observable.

Continuando con la descripcion de los términos dentro del sistema, , la contribucién de las
cuerdas cerradas se simplifica a gravitones propagandose libremente en un espaciotiempo plano.
También, el término de interaccién (en principio el mas complejo del sistema) se ve eliminado
totalmente.

Se puede resumir el sistema S en (5.7)), considerando las suposiciones de que la longitud de la
cuerda es infinitamente pequena y el nimero de D3-branas es muy grande, de la forma:

S = Ssuper—Yang—Mills N=4+ Sgravitones libres - (59)

Las cuerdas cerradas se mueven en la geometria mostrada de forma esquemaética en la figura,
dicho limite hace muy estrecha la hendidura y con una profundidad grande. De tal manera que las
pequenas cuerdas cerradas quedan atrapadas en el fondo, con nula probabilidad de escapar de la
hendidura y también es cero la probabilidad de que una cuerda cerrada se adentre en la hendidura.
Asi, el término de interaccién no figura en el sistema [5.9

El primer término del sistema, referenciado como , caracteriza el movimiento de las pe-
quenas cuerdas cerradas en la hendidura. Esta hendidura adopta una geometria especifica, conocida
como el espacio anti-de Sitter en cinco dimensiones, previamente mencionado; las cinco dimensio-
nes restantes estan compactificadas en una esfera, donde las N unidades de carga descritas en esta
secciéon quedan encerradas por aquella 5—esfera. El segundo término corresponde a las pequenas
cuerdas cerradas que viven en una geometria plana, considerando que la curvatura solo se presenta
en la regién de la hendidura. Asi, el sistema resulta:

S = Sgravedad en AdS & N flujos 1 Sgravitones libres » (510)

donde el primer término corresponde a una teoria de supergravedad obtenida como el limite a bajas
energias de la teoria de supercuerdas Tipo IIB. Los sistemas ([5.9)) y (5.10]) son los mismos, son dos
descripciones alternas de un mismo conjunto de N D3-branas paralelas. Por lo tanto, se pueden
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“igualar” los sistemas (5.9) y (5.10]), tras cancelar los términos de gravitones libres, se llega a la
igualdad:

Sgravedad en AdS & N flujos = ©Pn=4 SYM »

denotada simbdlicamente como:

AdS = CFT. (5.11)

Con esto se ha revisado una forma intuitiva de entender la correspondencia AdS/CFT, de la que se
hablé en la seccién [5.3] especificamente en este caso, para el ejemplo propuesto originalmente por
Maldacena.

5.5. Aplicaciones

La caracteristica mas util de la correspondencia es el hecho de que traduce el régimen fuerte-
mente acoplado, o no perturbativo, de una teoria cudntica de campos a una teoria de la gravedad
débilmente acoplada. Los cédlculos convencionales en teoria cudntica de campos dependen de una
expansién perturbativa en términos de una constante de acoplamiento (denotada generalmente por
g) suficientemente pequena. Este enfoque a nivel perturbativo, permite describir las interacciones
electrodébiles, la cromodinamica cudntica con libertad asintdtica a altas energias y gran parte de
los sistemas de la materia condensada, por ejemplo, los conductores fuertemente correlacionados,
superconductores estandar tipo BCS, cadenas de espin, etc.

Sin embargo, el enfoque perturbativo falla en el acoplamiento fuerte, y por lo tanto, no es
adecuado para dar razén a muchos problemas abiertos en sistemas cuanticos fuertemente interac-
tuantes: la cromodindmica cuantica a escalas de energia bajas o intermedias, el plasma de quarks y
gluones, y los metales extranos en sistemas de materia condensada. La correspondencia AdS/CFT
simplifica de gran manera dichos cédlculos en acoplamiento fuerte. Pero teniendo en cuenta que in-
volucra teorias poco realistas, a lo sumo puede ser util como un modelo de prueba para los sistemas
fuertemente acoplados del mundo real . A continuacion, se presentan las descripciones de dos
aplicaciones de la correspondencia:

o El plasma de quarks y gluones es un nuevo estado de la materia que pudo ser generado
experimentalmente en el ano 2000, mediante la colisién a muy altas energias de iones pesados
—iones de oro en el caso del RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider), operado por el laboratorio
nacional de Brookhaven, en Nueva York. Se usan iones de plomo en el experimento Alice que
se realiza en las instalaciones del LHC. En estos experimentos se hacen chocar los nicleos de
frente, viajando a velocidades muy cercanas a la de la luz. La colisién produce una pequena
region del espacio donde la temperatura resulta casi un millén de veces la temperatura del
nticleo de sol, es decir, del orden de 10'3K. Asi, cada uno de los quarks y gluones presentan
una gran cantidad de energia.

La cromodinamica cudntica por medio del fenémeno de desconfinamiento predice que los
quarks y gluones se comportan como si estuvieran libres de toda interaccion, siempre y cuando
estén a energias lo suficientemente altas. Para estos experimentos se esperaba observar algo
similar a un plasma gaseoso de quarks y gluones, donde luego de la colisién se dispersaran
en todas las direcciones, porque si su interacciéon es muy pequena, entonces cada particula
saldria despedida en alguna direccién aleatoria e independiente de las demés .

Lo que se observa realmente en los experimentos de colisiéon de iones pesados es algo diferente
a lo esperado. El plasma de quarks y gluones se comporta como un liquido fuertemente
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interactuante y de muy baja viscosidad. Los fisicos de particulas tuvieron grandes dificultades
para describir este comportamiento inesperado. Sin embargo, Policastro, Son y Starinets
usaron la correspondencia AdS/CFT para explicarlo, aprovechando el hecho de que a altas
temperaturas las teorfas N = 4 super-Yang-Mills y la cromodindmica cuéntica son similares.

El valor que calcularon para la relacion entre la viscosidad 7 y la densidad de entropia s, rela-
cién que en unidades de h/kg, toma el valor 1/47 en una clase amplia de sistemas holograficos.
Este valor es ampliamente diferente al calculado mediante las teorias débilmente acopladas,
y estd muy cerca del valor experimental observado en el plasma de quarks y gluones ,
considerando que las medidas en el RHIC favorecen un valor pequeno, n/s < 0,25, asi el valor
de n/s = 1/4mw ~ 0,08 obtenido mediante la dualidad gauge/gravedad estd en total acuerdo
con dicho acotamiento . El valor tan pequeno para n/s indica que el plasma de quarks y
gluones es el fluido mas fuertemente acoplado conocido hasta el momento.

Otra caracteristica importante del plasma de quarks y gluones es el fenémeno de termali-
zacion. Cuando los iones pesados colisionan, se forma un estado de no equilibrio, que luego
se relaja a un estado de equilibrio térmico. Existen distintos modelos dentro de la dualidad
holografica para describir este fenémeno. Una posibilidad consiste en considerar ondas de cho-
que colisionantes dentro de la teoria dual gravitacional. Otra posibilidad consiste en estudiar
el colapso de una capa de materia y la formacion de un agujero negro en el espacio asintoti-
camente AdS. Este es un area de la investigacién bastante amplio. Los resultados obtenidos
recientemente implican que para los sistemas fuertemente acoplados el tiempo de relajaciéon

es muy corto .

Existe una combinacién particular de las areas de la fisica: materia condensada, gravedad,
teoria de cuerdas y la teoria cuantica de campos. Dicha interfase de areas tan variadas ha
sido posible gracias a la dualidad holografica, en este caso particular se ha nombrado como la
correspondencia AdS/CMT (donde CMT hace referencia a Condensed Matter Theory).
AdS/CMT es el estudio de sistemas de materia condensada sin quasiparticulas, ofreciendo
modelos sin una descripcion basada en las quasiparticulas, y en las que aun asi los calculos
controlados se pueden realizar.

Dentro de la fisica del estado sélido, los metales extrarnios exhiben una fase metalica de la
materia que no estd bien descrita por la teoria del liquido de Fermi propuesta por Landau,
la cual trata con pequenas perturbaciones en torno al mar de Fermi. Este modelo es am-
pliamente exitoso para los metales ordinarios, pero falla en materiales con orden topoldgico
no perturbativo, es decir, en los metales extranos. Los metales extranos exhiben un orden
topolodgico en el sentido de que su estado fundamental tiene un entrelazamiento de largo al-
cance (correspondiente a una fase topolégica de la materia). Asi, en lugar de estar descritos
por la teoria de liquido de Fermi, tienen una mejor descripciéon en la version de la dualidad
hologréafica con aplicaciones a la materia condensada, la dualidad AdS/CMT.



Apéndice A

Operadores de momento y
generadores de Lorentz en el gauge de
cono de luz para la particula puntual

En la teoria cuantica, las cargas conservadas se convierten en operadores que generan mediante
su conmutacién una versiéon cudntica de las transformaciones de simetria que las origina clasicamen-
te. Otra manera de cuantizar la particula puntual es mediante la cuantizacion covariante, donde se
tienen los operadores de Heisenberg z#(7) y p*(7) con relaciones de conmutacién:

[z"(r), p"(T)] = in™,  [aH(7), 2 (7)] = [P"(7), p"(7)] = 0.

En esta cuantizacién, el operador p*(7) genera traslaciones. Considerando que el lagrangiano
de la particula puntual es invariante bajo las traslaciones dx#(7) = €”, es preciso comprobar que el
operador de momento i €, p”(7) genera dicha transformacién de simetria.

dzt(1) = [ie, pP (1), (1) = i€, (—inH) = €.

Se puede notar claramente dicho resultado en el marco de la cuantizacién covariante. En la
cuantizacién de cono de luz desarrollada en el capitulo ] no es claro si los operadores de momento
generan traslaciones. Expandiendo entonces el operador i€, p”(7) en coordenadas de cono de luz:

ie,pf (1) = —ie pt—ietp i pl.

Es bien sabido que los operadores de momento en el cono de luz son p*, p~ y p’, estos operadores
conmutan entre si. Se esperaria que si fueran momentos «honestos» entonces generaran traslaciones

. Se procede a comprobar:
Szt (T) = [—i e pt—ietp +iepl, x“(T)] .
Probando el primer caso con €~ # 0:
ozt (1) = —ie” [p+, 3:“(7)] ,
esperando que en este caso se generen las traslaciones dzt =0, d2f =0 y oz~ = €
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r +
Szt =—ie |pT, pT] =0,

- o
dxl = —ie |pt, x(l) + Z:n} =0,

_ g N . —
ox~ = —1 , Ty +—5| = —te (i) =€ .
€ |p", x, ] € (i)=c¢

Los conmutadores se calculan directamente obedeciendo las reglas de conmutacién en (4.9)). Para
el primer caso ocurre lo esperado. Ahora se prueba el caso con €' # 0:

bt = =it [, ()] = it | o). at(r).
donde se esperan las traslaciones 0zt = €T, 02! =0 y dz~ = 0:
dxt = —iet :2;+(plpl +m?), I:;;] =0,
dx~ = —ie" :2;+(plpl +m?), 2y + Z:;L;] = —€" i;
oxl = —ief :2];(19]1)1 +m?), zb + ]:;;—} = —¢" I];JIF

El resultado no coincide con lo esperado, pero una traslacién en z* implicarfa la transformacién
en la definicién del gauge de cono de luz, es decir, z* = pt7/m? + €. Una traslacién como la
esperada tendria como consecuencia salirse del gauge con el que la teoria fue cuantizada. Este
resultado ocurre debido a que existe otra transformacion de simetria que el operador p~ genera,
una reparametrizacion. La invarianza bajo reparametrizaciones implica que la transformacién

(1) — 2 (1 + A(7)) = 2#(7) + N(7) Or2H(7),

ozt (1) = X(7) OrzH (7).

Siendo la anterior una simetria de la particula puntual. Asi, el operador p~ genera una traslacién
mas una reparametrizacién de la forma:

zt s+t + 20,2,

Como la variacién de =T es cero,

+
p
0=¢c"+ N0zt (1) :e++)\—2 — A= ——¢€".
m pt
Asi se consigue explicar las transformaciones que p~ genera en z~ y z!, ya que no hay traslacién
para estas coordenadas sino simplemente una reparametrizacién, siendo justo la transformacién
necesaria para preservar la condicién del gauge de cono de luz.

Existen cargas conservadas asociadas a la invarianza de Lorentz. Clasicamente, las cargas aso-
ciadas a las transformaciones de Lorentz infinitesimales para las coordenadas x#(7) se conservan;
con las cargas dadas por

MM = g (r) p () — 2* (1) p*(7)
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Asimismo las cargas cudnticas generan dichas transformaciones. Cualquier teoria cudntica inva-
riante Lorentz debe satisfacer el dlgebra de Lie del grupo de Lorentz definida por la ecuacion:

[MM, MP7) = inh? MY7 — i’ MP7 + " MPY — i MPH, (A.1)

siendo una combinacién lineal de cuatro generadores de Lorentz El Dado el caso en que sea imposible
construir los operadores M*” en la teoria cuantica, entonces significa que la teoria no es invariante
Lorentz. Este hecho es importante para la cuantizacién de la cuerda, ya que la ecuacién
impone restricciones adicionales que tienen consecuencias fisicas muy relevantes.

Utilizando la ecuacién (A.1)) se puede encontrar la forma de los conmutadores para las cargas
de Lorentz en coordenadas de cono de luz, con los generadores dados por

MIJ, M+I, M_I, Mt

Note que el conmutador:
(M~ M) =0,

este resultado debe también satisfacerse para asegurar la invarianza Lorentz de la teoria cuantica. El
calculo de dicho conmutador en la teoria de cuerdas cudnticas es bastante extenso y difl’cilﬂ Resulta
que también es igual a cero con la condiciéon de que la cuerda se propague en un espaciotiempo de
dimensién particular y con la aparicién de campos gauge en el espectro de la cuerda abierta. En
este sentido, la teoria de cuerdas es una teoria restringida que solo es invariante Lorentz para una
dimensionalidad fija del espaciotiempo.

'El lector interesado puede consultar la proposicién 1.5 del libro para una prueba del conmutador.
2Un célculo detallado puede encontrarse en la seccién 4.2.1 de las notas de clase , Ademads, en se encuentra
una exposicién pedagdgica de dicho resultado.



Apéndice B

Operadores de Virasoro en el gauge
de cono de luz para la cuerda
relativista abierta cuantica

La expansion del operador de las coordenadas transversales tiene una conexién explicita
con los operadores de creacién y aniquilaciéon. En este apartado se revisa lo que ocurre con las direc-
ciones restantes en el cono de luz X (7, o) y X (1, o). La expansién para X (7, o) es simplemente
la expresién en ([3.85))

Xt (r,0) =2dp" T = V2/afT.

La expansién para X~ fue dada en (3.86)):

1 :
X (1,0) =5 + V2 a5 T +iV2 Z Ea; e """ cosno,
n#0

donde los modos «;, podian reescribirse en términos de los o)

1 —
20, = p+Ln, Li== Z 20 (B.1)
PEZL

Los L;: se nombran en este caso opemdores de Virasoro transversales. Existe una ambigtiedad

en cuanto al orden de los operadores ozﬁ » p, el caso con n = 0 es problemético:
I_I
Ly = Za a = faoao + = Z a,pap +apal ). (B.2)
pGZ =1

En teoria cuantica de campos, un concepto bien conocido es el de ordenamiento normal ﬂ vy 1o
es mas que la expresiéon de algin operador con todos los operadores de creacién a la izquierda de
los operadores de aniquilacion. De tal modo, la primera suma del lado derecho tiene ordenamiento

1Se puede encontrar una definicién concisa de este concepto en la seccién 4.2 de .
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normal, pero la segunda suma no lo tiene y se puede reescribir como

o0

1
720% fp:§Z(apro‘p+[ ZQ*P p+ an
=1
lpoo . (B.3)
=3 al_pa{,—kf(D—Q)Zp
p=1 p=1

El operador L& queda escrito como

L aoao + Z a_,o p ZP (B.4)
p=1

Resulta conveniente definir L& como operador con ordenamiento normal sin incluir la constante de
ordenamiento, es decir:

Ly 6%+Za a —o/plp“erap al,

p=1 p=1

recordando la definicién en 1 con n = 0: V2doy = 2d/p” = p%Lé‘, ecuacién a la que es
introducida dicha constante de ordenamiento a:

[\DM—A

1
Qap_EE<Lé+a).

La inclusién de esta constante modifica el cdlculo del operador de masa proveniente de la ecuacién
relativista M? = —p?,

~ 1
M? = —p*=2pTp —plpl = = (Lé + a) —p'p!
B.5)
1 > (
=2 (a + Zna{:aﬁ> .
n=1

Comparando con (3.93)), la constante de ordenamiento introduce un desplazamiento en el operador
de masa. La constante es ambigiia, por ahora:

2 1 >
p:

el valor de esta constante afecta el valor de las masas de todos los estados de la teoria. Un re-
sultado famoso en matematicas sugiere darle un valor finito para la sumatoria del lado derecho.
Considerando la continuacién analitica de la funcién zeta ((s), se puede obtener el resultado

1
(1) =——=Z14+243+4+-.

12
Asi, el valor de a es
1
=—-——(D—-2), B.6
a=—5;(D-2) (5.6)
Para conservar la consistencia de la teoria debe exigirse D = 26, de manera que a = —1. Este valor

es el necesario para que el espectro de cuerdas abiertas incluya estados de fotones sin masa.
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Para finalizar este apéndice, se exponen las relaciones de conmutacion de los operadores de
Virasoro y se muestra la forma en que acttian sobre las coordenadas de la cuerda. Los operadores
de Virasoro cumplen con la propiedad (L,LL)Jr = Lfn, y satisfacen las relaciones de conmutacién

L Lir | = (m =) L+ == (m = ) G (B.7)

el segundo término del lado derecho se conoce como la extension central del dlgebra de Virasoro,
siendo el algebra quizad méas importante en teoria de cuerdas. Ahora, la accion de los operadores de
Virasoro sobre las coordenadas de la cuerda genera el mismo cambio que ocurriria como resultado
de una reparametrizacién de la hoja de mundo

L, X!(r,0)| = ¢, X1 + €3, X7, (B.8)

donde ,
& (1,0) = —ie"™7 cosmo,

€0 (1,0) = ™ sinmo.

Se comprueba este hecho al ver que la expansién de Taylor para las transformaciones de las coor-
denadas 7 — 7 + €&, (1,0), 0 — 0 + €£7,(7, 0), produce:

X' (r+eg,o0+eky) =X (r,0)+e

N

X+, x7)

= XI(r,0)+¢ [L#z, XI(T,U):| .
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