SUPERCONDUCTORES TOPOLOGICOS E INFORMACION
CUANTICA

Daniel Alejandro Rodriguez Diaz

Trabajo de Grado en la modalidad de profundizacion

UNIVERSIDAD DEL CAucCA
FAcUuLTAD DE CIENCIA NATURALES Y EDUCACION
DEPARTAMENTO DE Fisica
MATERIA CONDENSADA

Popayan 2023



SUPERCONDUCTORES TOPOLOGICOS E INFORMACION
CUANTICA

Daniel Alejandro Rodriguez Diaz

FacuLTAD DE CIENCIA NATURALES Y
EpucacioN

Trabajo de Grado para optar al titulo de Ingenieria Fisica

Director(a):

Ph.D Servio Tulio Perez Merchancano

Popayan Enero 2023









Nota de aceptacion

Jurado: Ph.D. Luz Elena Bolivar Marinez

Jurado: Ph.D. Adriana Isabel Figueroa

Director: Ph.D. Servio tulio Pérez Merchancano

Popayan, 23 de Febrero de 2023






Indice de cuadros

[1.1. Clasificacion de Aislantes y Superconductores topologicos en funcion [

de Las simetrias e invariantes topologicos.| . . . . . . . . . .. .. .. 28

[3.1.  Propiedades experimentales de algunos materiales utilizados en la fa- [

bricacion de nanohilos de Majorana en la busqueda de MF.[100]| . . . 61




INDICE DE CUADROS {NDICE DE CUADROS




CONTENIDO

[Agradecimientos| I
[Resumen 111
Introduccionl VII
1. Superconductores Topologicos| 1
(L1. FEcuacion Klein-Gordonl . . . . . . . . . .. ..o oL 2
[[2. Ecuacién de Dirad. . . . . . . .. . ... ... ... 3
[1.3. Soluciones ecuacion de Dirad . . . . . . . . . . .. ... 4
(1.4.  Fermiones de Majorana | . . . . . . . .. ... ... ... ....... 6
[1.4.1.  Punto de vista de la fisica de particulas| . . . . . . .. .. .. 7

(L.4.2. Punto de Vista de la materia condensadal . . . . . . . ... .. 8

(1.4.3. Fermiones de Majorana como particulas emergentes en siste- |

| mas de solidos superconductores.| . . . . ... ... ... ... 9
(b, ModeloIdeall . . . . . . . ..o 10
[L.5.1. Superconductor de onda p (1D) sin espin: Modelo de Kitaev| . 10

[1.6. Enfoque Bogoliubov-Gennes| . . . . . . .. ... ... ... ... ... 13
(1.6.1.  Formalismo Bogoliubov-de-Gennes(BdG) para supercondutores| 18

[1.6.2. Simetrias e Invariantes topologicos| . . . . . .. .. ... ... 21

[1.6.3. Fases topologicas protegidas por simetrias| . . . . . . ... .. 24

[2. Superconductores Topolégicos 2D)| 31
2.1.  Soluciones Jackiw-Rebbil . . . . . . . ... ... 31
[2.2. Superconductor 2-D sin Espin.|. . . . ... .00 0000000 34
[2.2.1. Ecuaciones BdG de superconductores p+ip|. . . . . . . . . .. 37

[2.2.2.  MZMs radiales en vortices de un superconductor p+ip| . . . . 40

[2.2.3.  Efectos de la vorticidad en la presencia de M7} . . . . . . . .. 41

2.2.4. Resolucion de la ecuacion diferenciall . . . . . .. ... .. .. 42

[2.2.5.  Espectro de energial . . . . ... ... ... ... 43

2.2.6. Puntos criticos e identificacion de fases . . . . . . . . ... .. 47



CONTENIDO CONTENIDO

[3. Superconductores con Espin| 51
[3.1. Superconductores con Simetria TR} . . . . . ... ... ... ... .. 51
[3.2. Nanohilos de Majoranal . . . . . . ... ... ... ... ........ 54

[3.2.1.  Aproximacion experimental del modelo de Kitaev|. . . . . . . 57
[3.3. Senales experimentales de MZM| . . . . . ... .. ... ... ... .. 73
[3.3.1. Reflexién de Andreev Anomalal . . . . . ... ... ... ... 74
[3.3.2. Efecto 47 de Joshepson|. . . . . . . ... ... ... 78
[3.3.3. Resultados Experimentales|. . . . . . .. ... ... ... ... 82

[4. Computacion cuantica topological 93

[4.1. Q-bits y su manipulacion|. . . . . . . ... ... 94
[4.1.1. Compuertas cuanticas y proyecciones| . . . . . . . . . . . . .. 96
[4.1.2. Computacion cuantica adiabatical . . . . . . . . ... ... .. 98

[4.2. Fase Geometrica y Fase de Berryl . . . . . . ... ... ... ... .. 100
[4.2.1. Fasede Berry| . . . . . ... ... L 100
[4.2.2. Curvatura de Berry| . . . . . .. ... ... ... ... ..., 102
4.2.3. Fase adiabatica No Abelianal . . . . . ... ... ... ... .. 102

[4.3. Computacion con Anyones| . . . . . . . . . . . ... 104
[4.3.1. Braiding, tipos de particula, reglas de fusion y propiedades de [

[ mmtercambiol . .. ... L 107

[4.3.2. Computacion topologica con MZM| . . . . .. .. .. ... .. 112
[4.3.3. Desatios de La computacion topoldgica con MZM vy el porvenir.|119

[Conclusiones| 123

I ANEXOS 125

[A. Notacion Tensoriall 127

(B. Modelo de Tight Binding| 131

IC. Cadena de Kitaev abiertal 139

[D. Teoria de Ginzburg-Landau| 143

[E. Identidades Hexagonal y Pentagonal| 145




Indice de figuras

1L

Representacion de los estados de energia del mar de Dirac|64|

2.

(a) La pareja electron-hueco (exciton) actia como un boson (b)Un

hueco-par de cooper en un superconductor actia como un fermion (En

carga son equivalentes a un electron y puede ser un fermaon de Majo-

rana). [T1]|. . . .

3.

Las dos fases presentes en el modelo de una cadena unidimensional de

Kitaev. (a) La fase trivial (b) la fase topolégica (TSC). (c) el diagrama

de fases del modelo d Kitaev. [69| . . . . .. . ... ... ... ... .

4.

Diagrama de Fase de la cadena de Kitaev en funcion del termino de

acoplamiento superconductor A . . . . . . .. ...

5.

relacion de dispersion de un superconductor de onda S, 1-D.Para va-

lores de =00t | . . . . . . . .

IT.6.

arriba: Fermion de Majorana, abajo: MZMs en los limites de una

cadena de Kitaev aplicando condiciones de borde a (1.5471.57)y se

toma una cadena de 16 dtomos(Ver Anexo C)|. . . . . . .. . .. ..

7.

Grafico de la relacion de dispersion de un superconductor de onda P,

1-D.Para valores de p = —2t, —1,5t — 0,5t,0,0,0t, 1,6t y 2t|. . . . . .

TS.

Grafico de la relacion de dispersion de un superconductor de onda P,

1-D.Para valores de =05t ||| . . ... ... ...

[1.9.

Diagrama de fases de la cadena de Kitaev en funcién de A" = Ap |

[T.10.

Diagrama de fases de un superconductor de onda P, 1-D en el plano

L—T | o e

(1.11.

Grafico de la relacion de dispersion de un superconductor de onda P,

1-D.Para valores de pp = [—2¢,2t]| . . . . . ... oo

(1.12.

Grafico de la relacion de dispersion de un superconductor de onda P,

1-D.Para valores de = 10,2t]| . . . ... ...

pT.

Representacion _grafica de un_dominio_de pared, para un_sistema de

Dirac unidimensional, en este caso m(x) hace las veces de un valor

variable de 1 en modelo de la cadena de Kitaev| . . . . . . . ... ..




INDICE DE FIGURAS fNDICE DE FIGURAS

[2.2. Representacion grafica en el espacio de momentum sobre una super- [
ficie esférica de las fases topologicas (a) Curva azul fase trivial (b) |

Curva negra fase topologica. (96 . . . . . . . . . ... 36

[2.3. MZMs y perfil del vortice en un superconductor bidimensional sin espin.| 43
[2.4. Bandas de enerqia Y MZM en dominios de pared, para 2y . . . . . . 45
[2.5. Bandas de enerqia Y MZM en dominios de pared, para 3u . . . . . . 45
[2.6. Bandas de enerqia Y MZM en domanios de pared, para 4y . . . . . . 46
[2.7. MZM en los bordes en una geometria cilindrica de la red bidimensio- |

| nal, para 200 y 2,050 . . . . .. 48

[2.8. (a) Espectro de energia de un superconductor quiral en coordenadas
| cilindricas a lo largo del eje y, y limites de bordes en el eje z, (b)
| comparacion entre los estados de borde de un superconductor quiral y [
un superconductor helical (c) Efecto de un vortice y su paridad en la |

presencia de estados MZM.[99] | . . . . . .. .. ... ... 49
[2.9. Modelo de una red bidimensonal en la geometria de Laughlin(Periodica |
| en una direccion y Abierta en la otra). . . . . . . ... 49

[3.1. Izquierda, Los electrones sobre la superficie de fermi tienen el espin |
| totalmente polarizado en funcion de un campo magnético. Derecha, [
| Los electrones estan polarizados en presencia de un campo magnético [

| y acoplamiento espin orbita.[77]. . . . . ..o 57
[3.2.  Espectro de energia de 2 cadenas de Kitaev Ay By, en presencia de [
| un _campo magnético que varia entre 0y 0.5 . . . . . . .. ... ... 58

[3.3. Esquema experimental de una heteroestructura Superconductor de on- |
da S(Nb o Al)-Nanohilo semiconductor(InAs o InSb). Figuras tomadas |
de [100/[101]) . . . . . 60

[0.4.  Efecto Zemman asociado al Espin en el espectro de energia, evidenciado |

| por un campo magnético B que wvaria entre 0 y 0.2. Arriba, la pardabola |

| magenta corresponde al espin T, y la pardbola roja al espin |.[100)| . . . . 62
[3.5.  Efecto del acoplamiento Rashba de espin-orbita en el espectro de energia
(Degeneracion de Krammer). Se toma u =0, u =05y B=A =0 en
la ecuacion (3.17).7102]] . . . . . . .. ... 64
[3.6.  Levantamiento de la degeneracion de Krammer de la Heteroestructura
(Ruptura de inversion TR). Se toma =0, uw =0,5, B=02y A =0
en la ecuacion (3.17).7102). . . . . . . . . ... ... ... ... ... 65
[3.7. Arriba, Efecto del acoplamiento Rashba de espin-orbita en el espectro [
de energia (Degeneracion de Krammer). Abajo, Espectro de energia |
en el limite de aislante topologico, se toma u = 0,0,1 y 0,3.[101]| . . . 66
[3.8. Arriba, Efecto del acoplamiento Rashba de espin-orbita en el espectro
de energia (Degeneracion de Krammer). Abajo, Espectro de energia
en el limite de aislante topoldgico, se toma u = 0,0,1 y 0,3.[101]| . . . 66




INDICE DE FIGURAS fNDICE DE FIGURAS

[3.9. Arriba, Espectro de energia de un nanohilo con acoplamiento finito y [
[ campo de zeeman iqual a cero, se grafica unicamente los valores pro- |
| pios de energia asociados a los electrones(Degeneracion de Krammer). |
Abajo, Fspectro de energia del nanohilo de majorana en la presencia
de un campo de Zeeman B, y acoplamiento de Rashba variable,en el
| limite de aislante topologico al tomar v =0,0,1 y 0,3.[101] . . . . . . 67

[5.10. Espectro de energia y espin electrones del nanohilo semiconductor: Arri-
ba Izquierda, Sin acoplamiento SO y campo B finito; Arriba Derecha,

Acoplamiento SO finito y sin campo magnético, Abajo Izquierda, El aco-
plamiento SO domina la apertura del gap de energia, los electrones pre-
sentan espin opuesto; Abajo derecha, El campo de zeeman B domina el

mecanismo de apertura del Gap, el espin esta polarizado con el campo) . . 69

lo.11. Arriba, Espectro de energia de un nanohilo en diferentes regimenes. Aba- |

| 70, Espectro de energia del nanohilo de majorana en la presencia de un |
| campo de Zeeman B variable, y acoplamiento de Rashba u = 0,6./100]| . . 71

[o.12. Comparacion del espectro de enerqia de la cadena de Kitaev, y un nanohilo |

| de Majorana: Arriba, un superconductor de onda p; Abajo, Nanohilo de |

| majoran en el régimen de un acoplamiento de espin orbita finito y campo |
| de Zeeman variable.[100/| . . . . . . . . ..o 72

13.13. (a) Metal convencional(N) acoplado a un superconductor topologico
(TSC) con MZMs en los bordes (b) Diferencial de la conductancia a
temperatura T’ = 0 (c) Diferencial de la conductancia a una tempera-
tura finita. |99 . . ... 75

[3.14. Cuantizacion de la condutancia en un nanohilo de Majorana. (a) Fx-
| perimento tipico de conductancia donde el nanohilo se encuentra pro-
| ximo a un metal a travez de una marrera de tunelamiento bajo un vol- [
taje finito Viias. (b) Reflexion de andreev como un problema de trans-
mision a traves de una barrera doble donde se presentan:S.. (Reflexion
normal),Se;, (Reflexion de Andreev). (c) La reflexion de Andreev pre-
senta un pico de resonancia asociado a un MZ(E = 0) y temperatura
cero, para un voltaje de referencia eV =0, el cuantum de conductan- [
cia en este caso es Go = 2e~/h.J100] | . . . . . ... ... 76

[3.15. (a) Reflexion de andreev como un problema de transmision a traves
de una barrera (b) Pico de resonancia cuantizado, el cual puede servir
como prueba de un MZ aislado.[102]| . . . ... ... ... ... ... 7




INDICE DE FIGURAS fNDICE DE FIGURAS

[3.16. (a) Los fermiones de majorana internos vy y o ubicados a los bordes de

las regiones topologicas median una componente adicional a la corriente

convencional de Josepshon de periodo 4w en funcion de @, entre ambos T'SC

entre los TSC es reemplazado por un superconductor o semiconductor (3.3),

la_corriente de Josepshon de periodo 4w puede aislarse mediante mediciones

|
|
|
se encuentra una region aislante (Una barrera). (b) En la region intermedia [
|
|
|

de los denominados escalones de Shapiro. (c¢) Superficialmente es igual a

(a) y (b) pero la corriente presenta un perido de 2w en o [40/|. . . . . . . 78

[5.17. Energia como funcion de la diferencias de fases susperconductoras a tra-

ves de una union de Josepshon. Las areas grises corresponden a los niveles

cha,Superconductor topologico en el subespacio de bajas energia, los cruces

I
I
excitados de altas enerqias. Izquierda, Superconductor Topologico. Dere- |
I
I

para o = w,3m estan proteqido por la conservacion de la paridad de los
fermiones.[99]| . . . . Lo 80

[3.18. Efecto de Josepshon fraccional en un Nanohilo de Majorana (a) Union
de Josepshon realizado por la aproximaziom dos superconductores, mo-
delados como dos segmentos 1-D acoplados mediante una barrera de
tunelamiento, y diferente fases superconductora ¢r y ¢r. (b) Un su-
perconductor 1-D en una geometria de anillo con una unica unica
union de Josepshon que encierra un campo magnetico ®.(c) Niveles
de Energia asociados a a unién de Josepshon como funcion de la fa-
se p = ¢. (d) Corriente supercconductora-Corriente de Josepshon en |
funcion de p = @.[101]| . . . . .o 81

[3.19. (a)Conductancia dI/dV esperada como funcion del voltaje Viiqs para un |
montaje experimental de STM el nanohilo de majorana es de InAs, A = 0,5
meV; Nb, p =0, a = 0,1eV — A y T = 100mK. (b) Dependencia de la

| posicion de la conductancia para un voltaje Vi;.. ubicada cerca del limite |

| del nanohilo.[105]) . . . . . . . .o 85

[3.20. (a) Geometria Tipica de un dispositvo sujetoa la deteccion de MZM de borde

via espectroscopia de efecto tunel (b) En la presencia de una doble barre-
ra como en la fig]5.14] lios electrones pueden pasar a traves de efectotunel

mediante diferentes trayectorias, por otro lado en el caso que los coeficien-

tes a ambos lados de las barreras son iquales tp y tr, dicho tunelmaiento

presenta una unidad de probabilidad asociada todos los caminos posibles.
(c) Y (D) Evento de tunelamiento en presencia de un MF, en este caso la
punta del microsopio de efecto tunel actua como en la fig. |3.15/106//107]| . 86




INDICE DE FIGURAS fNDICE DE FIGURAS

[3.21. (a)Superconductor acoplado con un nanohilo de InSb para pobar MZM(b)Pico

de resosnancia en Vs cuando el campo de Zeeman es grande, que indica

|
|
la existencia de MZM [35]. Por lo general en la configuacion de un mi- |
croscopio de efecto tunel (STM). La corriente de tunelamiento I que es [
equivalente a la debida por transferecnia de carga en la interfaz N-TSC se |
|
|
|
|

made a lo largo del hilo para todas las coordenadas en x y y manteniendo

un Vyias constante, sin embargo en el caso de ser usado para la espectros-

copia de efecto tunel la punta permanece en un unico lugar y variando el

valor del voltaje Vs se miden los valores de la corriente y mediante una

diferenciacion numerica se obitiene la grafica de la Izquierda./35/[106/| . . 86
[3.22. (a) Atomos de Hierro sobre un film superconductor (b) Densidad local de los |
| estados mediante un STM, Se observa una densidad de estados localizada |
| en el borde del hilo a Energia cero, medidas tomadas por microscopia de |
| efecto tunel de escaneo (STM)[103/| . . . . . . . . . . . .. ... ... 87

[3.23. Izquierda: Conductancia G = dI/dV en un nanohilo de majorana co- |

| mo funcion de un campo de Zeeman Vyz relativo al gap superconductor |

A, se observa un cierre del gap de energia para un valor critico V7, =
A? + 1. Centro La conductancia no local entre el final del semiconduc-

| tor/superconductor presenta un cierre del gap superconductor Derecha: [

| La conductancia en el punto critico cerano a un voltaje de cero peresenta |

| una dependencia lineal de Vi [77] . .« « o 0 o oo o000 0oL 87

|0.24. Izquierda: Fsquema experimental para evidenciar el Efecto de Josepshon |
| AC. Derecha: La conductancia teorica para la configuracion del circuito |

| (a) permite predecir lo antes mencionados escalones de Shapiro [108].. . . 89

[3.25. (a):Una union de Josephson construida sobre un pozo cuantico de HgTe. [
| (b): Patron de inteferencia de la conductancia. (c): Densidad de la super- [

| corriente en el espacio real, obtenido mediante una transformada de fourier |
| inversa de (b). [109] . . . . . ..o 90
[0.26. a. Fsquema experimental para evidenciar el Efecto de Josepshon AC. b La |

| conductancia teorica para la configuracion del circuito (a) permite predecir [

| lo antes mencionados escalones de Shapiro. ¢ Los puntos naranjas marcan |
| los puntos donde se esperaba encontrar MF [108/[110] . . . . . . . . .. 91
[3.27. Graficas del voltaje caracteristico V(1) de una Union de Josepshon en la

I
presencia de un campo magnetico B y un Vy.s entre 3 y 6 mV en incre- |
mentos de 0,6mV . Para B < 21", el rpimer escalon de Shapiro ocurre para |
I
I

AV =6uV, y para 5 > 21", dicho escalon desaparece, y esta vez el pri-

mer escalon se encuentra en 12uV . Este efecto es una senal del Efecto de
Josephson Fraccional y de superconductividad topologica (1101 . . . . . . 91

|4.1.  Esquema basico de las fases de un algoritmo de computacion cuantica y |
| manipulacion de bits cuanticos (Q-bits). [99]| . . . . . . . . ... 96




INDICE DE FIGURAS fNDICE DE FIGURAS

4.2, Diagrama de energia en el subespacio de bajas de energias. izquierda, sis- |

| tema no degenerado. derecha, sistema degenerado, anyones.| . . . . . . . . 104

|4.5. Esquema del proceso de trenzado No abeliano de un sistema de 4 Aniones, |

[ en base a la manipulacion de un parametro del hamiltoniano.[114[. . . . . 104

|4.4. Proceso de traslacion de una particula alrededor de otra, 1zquierda; En 3-D

Todos los posibles caminos pueden deformarse unos en otros con lo cula

el resultado final son equivalentes. Derecha; En 2-D, debido a la reduccion

a un sistema con un grado de Libertad menos, el proceso de rotar una
particula alrededor de la otra no es equivalente a dejarla en su posicion
mactall ... 105

[4.5. (a-c) Representacion grafica de las trayectorias en el espacio real, (d-g)
Lineas de mundo de un sistema de cuasi particulas. La evolucion en (b)
corresponde al elemento del grupo de trenzado del panel (f), la evolucion
en (c) se representa en el panel (g). Tanto (f) como (g) pueden expresarse
en términos de operaciones elementales como se muestra en (d)-(e).[46]. . 107

|4.6. Izquierda, correspondencia entre el proceso de fusion de § aniones con un
canal fijo de fusion, pero diferente ordenes en el proceso de fusion. La ma-
triz ' puede ser vista como una rotacion en el espacio de los estados inter-
medios de fusion. Derecha, representacion simbolica de un intercambio en

contra de las manellas del reloy de los aniones a y b en un tipo de particula

c. Bl proceso de intercambio genera una fase RS, .| . . . . . .. ... ... 109

4. 7. Representacion de las lineas de mundo de un par de aniones de [sing o |
(a) generados del vacio , en este caso el proceso de trenzado causa un [
cambio del canal de fusion (b) uno generado del vacio otro de una particula |

|

Y (fermion), tras el proceso de trenzado existe una teleportacion del fermion

de uno de los pares de anyones al otro.. . . . . . . . .. ... ... ... 111

|4.8. El intercambio de dos aniones genera una fase RS, = e%av, en otras palabras
R, corresponde a una matriz diagonal dependiente del canal de fusion.

Cuando el proceso de intercambio se realiza después de un proceso de fusion

la accion de intercambio, afecta a los estados del subespacio intermedio de
fusion mediante la matriz F' con lo cual el intercambio le da a diferentes
canales de fusion entre by c,una fase diferente). . . . . . . . . ... ... 112




INDICE DE FIGURAS fNDICE DE FIGURAS

[4.9. 1. Union de tipo T, vista como tres segmentos de un naohilo de Majorana

con fases superconductoras ¢ pc (a) St un unico segmento es topologico

la interaccion mediante tunelamiento I' no puede destruir los MZM (b) 2

Regiones topologicas donde los MZM 1 o se acoplan en un fermion ordina-
rio excepto en la unitones w. (c¢) St las tres regiones son topologicas 12,3 se
acoplan en un fermion convencional y un modo de Majorana protegido to-

pologicamente. I1. Intercambio adiabatico de Aniones de Ising (Majorana)

en una unton tipo 1 asociado al movimiento de los dominios topologicos
mediante el cambio de parametros como el potencial quimico debido a la
aplicacion de un voltaje local. 1I1. Eyemplo de un superconductor topologi-
co unidimensional. Las compuertas a lo largo del nano hilo controlan el

potencial Quimico de modo que puedan moverse los bordes de la region
topologica donde se localizan los MZM.|. . . . . . . . . . . . . ... ... 115
|4.10. Operaciones de trenzado de modos de Majorana mediante operaciones no |

| abelianas (a) La operacion Uio y Usy no son equivalentes. (b) La composi- [
| cion de las transformaciones U1oUss y UasUio mo conmutan. (¢) Esquema [
| de la ecuacion de Yang-Baxter (4.46)./100) . . . . . . . . .. ... ... 116

[B.1. Relacion de dispersion en un cristal 1D sequn la aproximacion de [

| Tight Binding.[74] | . . . . . . . .o 134
[B.2. Relacion de Dispersion para una red bidimensional en funcion de |
v(a) = 0,5eV, y diferentes valores de v(b); v(b) = 1leVla linea ver- |

da yv(b) =05 eV la linea azul. [71)|. . . . . . . ... ... ... 135
[B-3. BandA de energia tipo S en el modelo de Tight binding para una red [
| cubica, a la izquierda ~ es negativa y a la derecha v es positiva.|[75] | . 136

B.4. Estructura de bandas en el modelo de Tight Binding. [zquierda Los |
[ niveles de energia en el caso de un solo atomo. Derecha los niveles de |
[ energia de una red cristalina de N atomos, en funcion de la integral |
| de solapamiento (el inverso de la distancia entre atomos)./85/| . . . . 137

[C.1. a. Fase Trivial cadena de Kitaev que cuenta con N fermiones ordi- |
narios c¢; localizados en cada punto de la cadena. b. Fase topologica
cadena de Kitaev que cuenta con N — 1 operadores d; localizados a lo
lartgo de la cadena y un fermion convencional deslocalizado en funcion

[ de 2 MZM. . . . . . . 141

[E.1. Representacion geométrica de la identidad pentagonal tomando en [
| cuenta todos las posibles operaciones de fusion| . . . . . . . . ... .. 145
[E.2. Representacion geometrica de la iaentidad hexagonal tomando en cuen- |
| ta todos las posibles operaciones de fusion como de braiding|. . . . . . 146




INDICE DE FIGURAS {NDICE DE FIGURAS




Agradecimientos

Principalmente a Dios por las bendiciones y oportunidades que se han presentado lo
largo de mi vida y para la elaboracion del trabajo.

A mi familia en particular a mi padre y madre por estar presentes y apoyandome
en mi camino academico.

A mi director el Ph.D Servio Tuio Perez Merchano, las evaluadoras; Ph.D Adria-
na Isabel Figueroa y Luz Helena Bolivar, por sus sugerencias, correcciones, tiempo
y guia para que el presente trabajo de grado llegara a buen puerto.

Un gran agradecimiento especial a Angelica Bolivar y Nayibe Hurtado com-
paneras y Amigas que iniciaron junto a mi este camino academico de la ingenieria
fisica y me inspiraron para seguir aquello que tanto me apasiona dentro de la fisica.



Agradecimientos Agradecimientos

1I



Resumen

En el estudio de sistemas a bajas temperaturas y en particular en sistemas fuer-
temente correlacionados como la superconductividad topolégica surgen de manera
natural y como resultado del gran nimero de investigacién una comprensién cada
vez mayor, a partir de aspectos que han hecho parte de la formulacion del problema
e hipotesis de este proyecto entre ellas:

i) ¢Cudl es la importancia de la superconductividad en ciencia y tecnologia?

La superconductividad es un puente entre la fisica macroscépica mas cercana a
la experiencia del dia a dia (leyes de la mecénica de Newton, termodinamica, elec-
tromagnetismo de Maxwell) y las leyes de la mecanica cudntica que rigen el compor-
tamiento a nivel microscépico de atomos y moléculas, que es mucho menos familiar
y aparte de un paradigma intuitivo. A los superconductores se los ha caracterizado
como parte de sistemas fuertmente correlacionados. A nivel microscépico los elec-
trones asociados a una corriente pueden ser transportados a través de un material
superconductor sin experimentar fricciéon ni disipar energia.

El “Santo Grial”de la superconductividad son los materiales que superconductora
en condiciones de temperatura y presién ambientales, lo cual ampliaria enormemente
el uso de superconductores para aplicaciones practicas. Actualmente, los imanes mas
potentes se fabrican con bobinas de cables superconductores (electroimanes super-
conductores). Este es el caso de los imanes que se utilizan en grandes instalaciones
cientificas, como los aceleradores de particulas, y en medicina, como los aparatos de
resonancia magnética nuclear. Los imanes potentes son también un componente im-
portante de los generadores que transforman energia mecanica en electricidad entre
ellos los generadores edlicos e hidraulicos. De poderse utilizar en estas condiciones
y la vida diaria, aportarian mucho a la resolucién de los problemas de energia y de
contaminacion ambiental en forma notable.

i) ¢Qué es un sistema fuertemente correlacionado y cudl es su importancia en
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la fisica de la materia condensada?

En los sistemas de electrones fuertemente correlacionados la interacciéon entre los
electrones no se puede despreciar lo que hace que el problema sea muy dificil de
resolver puesto que no se puede simplificar a una teoria efectiva de una particula
como en los metales descritos por la teorfa del liquido de Fermi (véase metales en
sélidos cristalinos). Sin embargo, la interaccién entre los electrones es lo que da
lugar a fenémenos de emergencia sorprendentes inconcebibles desde sus elementos
constituyentes. Estos sistemas presentan diagramas de fase muy ricos con diversas
fases que compiten o coexisten entre si. Entre las fases que se encuentran estan las
fases magnéticas, superconductoras y otras fases que presentan fisica nueva como las
fase protegidas por simetrias. Los diagramas de fase presentan transiciones de fase al
variar la temperatura y también transiciones de fase cuanticas en base a los valores
de los parametros del sistema en cuestion. Un ejemplo seria el aislante de Mott que se
encuentra en los cupratos. El aislante de Mott es un claro ejemplo de fallo de teoria
de bandas, que predice el sistema como metal. Su caracter aislante proviene de la
interaccién entre los electrones. La caracterizacion y la descripcién microscépica de
los electrones fuertemente correlacionados es un campo de investigacion muy activo.

iii) 5 Qué papel juega la superconductividad topoldgica en la computacion e infor-

macion cudntica? jtienen importancia fisica y tecnoldgica los fermiones de Majora-
na?
La computacién cudntica provee un método que puede hacer calculos a tasas sig-
nificativamente mas rapidas que la computacién convencional. Esto se debe a que
las computadoras convencionales procesan bits digitales en forma de ceros y unos,
mientras que las computadoras cudnticas implementan bits cudnticos (q-bits) super-
osicién de todos los valores entre 0 y 1, elevando 2™ veces la capacidad y la velocidad
del procesamiento de datos.

la investigacién en las particulas de Majorana, que son sus propias antiparticulas,
ve reflejado su valor en su potencial para almacenar y procesar informacion cuantica
de forma tal que esta protegida del ruido ambiental. Sin embargo, no hay material que
hospede naturalmente para estas particulas. Como resultado, los investigadores han
tratado de disenar plataformas, sobre las cuales se puedan realizar estos calculos. “El
nuevo descubrimiento de la superconductividad topolégica en una plataforma tanto
unidimensional y/o bidimensional allana el camino para construir ¢-bits topoldgicos
escalables no solo para almacenar informacién cuantica, sino también para manipular
los estados cuanticos .

i) ¢ Cudl es la relevancia fisica y tecnoldgica de estados mezclados que se producen
en los superconductores topologicos? sSon importantes los efectos termodindmicos y
estadisticos en el estudio de dicho fendmeno fisico?

Los estados topoldgicos de la materia, que deben sus exéticas propiedades es-
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tados cuanticos correlacionados de sus electrones, de rara curiosidad han pasado a
ser una de las areas méas pujantes de la fisica. Como resultado, las cualidades fisicas
estan «protegidas topoldgicamenter».Se piensa que los materiales «fuertemente to-
poldogicos» que albergan esos efectos robustos son prometedores en cuanto materiales
termoeléctricos, que convierten el calor en electricidad. Y algunos fisicos esperan que
en ellos se basen los futuros ordenadores topoldgicos cuanticos, que podrian resolver
ciertos problemas exponencialmente mas deprisa que los ordenadores clésicos.

El ejemplo méas famoso es el efecto Hall cudntico, descubierto en 1980 en ciertos
materiales bidimensionales que conducen la electricidad y en los que la resistencia
no se ve afectada por cambios pequenos en variables como la temperatura. El efecto
es tan robusto que se ha tomado como fundamento para definir el ohmio (la unidad
de medida de la resistencia) en el Sistema Internacional de unidades reformado que
entrd en vigor en mayo. Un efecto parecido en sistemas tridimensionales permite que
algunos materiales, los aislantes topoldgicos, sean en sus fronteras exteriores, pese a
su nombre, unos conductores perfectos mientras que el grueso del material es aislante.

En atencién a los anteriores interrogantes, este trabajo se desarrolla bajo la si-
guiente estructura: Primero se estudia con cierto detalle a través de un “modelo
tedrico ideal o elemental”, en el que intervienen fermiones de Majorana, y por medio
del método “tight-bindinglinidimensional de un superconductor de onda p, introdu-
cida hace un decenio a través del modelo de Kitaev. [1-15] Posteriormente se realiza
una introduccién general a las notables propiedades de los fermiones de Majorana
en sistemas de materia condensada, asi como su naturaleza intrinsecamente no lo-
cal y estadisticas de intercambio exdticas, y se explica el por qué se sospecha que
estas cuasiparticulas son especialmente adecuadas para el procesamiento de informa-
cion cuantica de baja decoherencia. Finalmente, se discute el potencial experimental
de superconductores topolégicos utilizando semiconductores con fuerte acoplamiento
de espin-6rbita, los cuales estan acoplados a superconductores de onda S estandar
y expuestos a un campo magnético.[21-34] Se proporciona una introduccién en los
aspectos mas importantes para la comprensién de la fisica basica siendo accesible
para estudiantes con una comprension basica de la mecdnica cuantica y la segunda
cuantificacion.
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Introduccion

Los fermiones de Majorana, descubiertos teéricamente en 1937 como soluciones reales
a la ecuacion de Dirac, presentan una propiedad muy notoria: ellas son sus propias
antiparticulas. Este hecho ha afectado desde entonces a diversos problemas que van
desde la fisica de neutrinos, hasta el efecto Hall cuantico fraccionario y la supercon-
ductividad [1-5]. En particular, en materia condensada, estos fermiones de Majora-
na, emergen como excitaciones de modo cero fundamentalmente en superconductores
de ondas p unidimensionales, lo que tiene potenciales aplicaciones en computacion
cudntica [6-20].

La materia topoldgica es fundamentalmente mecanico-cuantica, sin un similar en
el mundo clésico. En particular, la superconductividad topoldgica [1-20][1-63] combi-
na dos temas fascinantes en la fisica de la materia condensada: las fases topoldgicas
de la materia y la superconductividad no convencional, siendo el componente clave
de la computacién cudntica topoldgica tolerante a fallas [1-50]. Durante la dltima
década, se han logrado avances significativos en la clasificacién de superconductores
topoldgicos con simetrias internas y/o cristalinas.[86] Para las realizaciones experi-
mentales, gran parte del enfoque se ha puesto en ideas similares al superconductor
Fu-Kane [7], donde un superconductor convencional estd cerca de un material to-
poldgico. Por otro lado, los superconductores no convencionales exhiben propiedades
topoldgicas y de rompimiento de simetria atin mas ricas.

A la par, la computacion cuantica presenta un marco tedrico para resolver efi-
cientemente tareas computacionales dificiles, por ejemplo, factorizacion de grandes
nimeros usando el algoritmo de Shor [1]. Sin embargo, un problema practico en un
sistema con muchos bits cudnticos (q-bits) es la decoherencia cudntica. La interaccién
con un entorno externo hace que colapse la funcion de onda y no se puede obtener
informacion confiable. Un computador cuédntico libre de errores necesita evitar de
alguna manera los fenémenos de decoherencia [20-50]. La idea principal es construir
sistemas en los que la presencia de simetrias discretas proteja los estados prepara-
dos, haciendo que el sistema sea robusto a dicha decoherencia. Una reflexién sobre
los fundamentos de la mecénica cuantica permite captar la delicada raiz que hace que
el mundo cuantico sea completamente extrano y hermoso, y luego seguirlo a medida
que crece desde la esfera de la fisica de pocas particulas hacia el reino de sistemas
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de muchos cuerpos [40-63] permitiendo una formacién a modo de introduccién mas
extensa y completa.

La computacién cuantica es un elemento destacado en la lista de posibles aplica-
ciones para los estados cuanticos topoldgicos, por otro lado, los conceptos clave en
la teoria cudntica, como el entrelazamiento cudntico, juegan un papel central en la
comprension de la materia topologica.
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Capitulo 1

Superconductores Topoldégicos

En este capitulo se da una introducciéon al tema de la superconductividad to-
poldgica, explicando los ingredientes genéricos necesarios de la superconductividad
topoldgica, asi como las propiedades bésicas de los fermiones de Majorana (MFs),
y cémo estos se pueden acoplar a semiconductores estandar debido a la proximidad
con estados superconductores. Anteriormente han aparecido dos excelentes articulos
de revisién que tratan el tema [40] y [41], raz6n por la cual, no se realiza una revisién
exhaustiva del tema, o deriva detalladamente todos los resultados, en cambio se brin-
da una visién fisica de lo que se cree que son los conceptos béasicos mas importantes.
Eventualmente se desvelaran algunas de sus propiedades, como las estadisticas No
abelianas y mencionara su potencial para el calculo cuantico topoldgico.

La superconductividad topolédgica es un estado interesante de la materia, en parte
porque esta asociada con excitaciones de cuasiparticulas que son MFs. En fisica de
particulas, los MFs son particulas (fermidnicas) que son sus propias antiparticulas
[1-20]. Mientras, en materia condensada es probable que existan como excitaciones
de cuasiparticulas en ciertos sistemas de muchos electrones, donde son una cuasi-
particula que es su “propio agujero”. Un fermién de Majorana es en cierto sentido
la mitad de un fermién normal. El interés tedrico de los MFs, principalmente re-
cae en su estadistica especial de intercambio; al ser aniones no abelianos significa
que los intercambios de particulas son operaciones no triviales que en general no
conmutan|2-10].

Por otro lado,en los superconductores topoldgicos los MFs que conforman un
estado fermionico ordinario se encuentran efectivamente deslocalizados protegidos de
la mayoria de los tipos de decoherencia, es decir, perturbaciones locales que afecten
solo a uno de sus constituyentes Majorana. Sin embargo, el estado puede manipularse
mediante el intercambio fisico de MFs debido a sus estadisticas no abelianas, lo que
ha llevado a la idea de un céalculo cuantico topoldgico de baja decoherencia [21-40].
Durante los tltimos anos, varios grupos experimentales han asumido el desafio de
crear MFs , y se han hecho observaciones que pueden interpretarse como pruebas de



1.1. ECUACION KLEIN-GORDON CAPITULO 1. SUPERCONDUCTORES TOPOLOGICOS

fermiones de Majorana [35-39]. El tiempo dird cudles son observaciones genuinas de
la fisica de Majorana.

1.1. Ecuacion Klein-Gordon

Partiendo de la relacion de Einstein para particula de masa m tomando como
operadores a la energia y el momentum,

E? =p*+m? = E? — p*® = p''p, = m? (1.1)
se obtiene una ecuacién relativista sencilla del sistema cuantico para una particu-
la.
P'oud = m?¢
(iho")(ihd,)d = m>¢ (1.2)
—h20¢ = m?¢

Realizando la consideracién de h = 1 por simplicidad, se observa que ecuacién

(O+m*)e=0 (1.3)

es una ecuacion invariante ante transformadas de Lorentz, dado que el operador
entre los paréntesis es un escalar de Lorentz. Al mismo tiempo, la funciéon de onda,
®(X,t) , es una funcién escalar invariante de Lorentz.

La ecuacién (1.3, es conocida como la ecuacidn de Klein-Gordon, y al igual que
. . . . il .l
las ecuaciones de onda tiene como soluciones funciones de onda plana.: eT¥sa" =
eFilkot=kX) GQiendo, k#* = (k°, k) los valores propios del operador de energfa-momentum.

—m?= (k" -k —m?=0
' = +F = £Vk2 + m2.

Peculiaridad: Al permitir soluciones tanto de energia positiva como energia ne-
gativa, se tiene que es consistente con la relacién relativista ((1.1)) energia-momentum.

(1.4)

Al estudiar mas la ecuacion de Klein-Gordon, esta vez partiendo junto a su com-
plejo conjugado

(O+m*)¢ =0

2



1.2. ECUACION DE DIRAC CAPITULO 1. SUPERCONDUCTORES TOPOLOGICOS

Se obtiene operando algebraicamente que

¢*D¢ —¢U¢" =0,  0u(¢70"d — ¢0"¢") =0

00 09" . N (1.6)
5 (05— 0% ) Vo v =0

Definicién : La densidad de probabilidad es un cuadrivector J* = (p,J), sien-
do J, la densidad de corriente de probabilidad igual que en el caso de la mecdnica

cudntica no relativista.(Ver[1.7)
? (9¢ 0¢*

1
_ v * 1.7
(Vo= 6V), p= (675 —0 ), (17)
Al tomar como soluciones a la ecuacién de Klein-Gordon ondas planas ¢(x) =
e—ik-x,
i ,0_,0_k0_ E
p= —Zm(zk’ ik”) = = :I:—m (1.8)

Por tanto, p no puede representar la densidad de probabilidad entendiéndole como
la probabilidad de que una particula se encuentre en cierto estado al momento de
hacer una medicion. Mas atun el restringir las soluciones de energia a los valores
positivos pretendiendo evitar esta inconsistencia no permite obtener informacion
completa de todo lo que le sucede al sistema.

1.2. Ecuacion de Dirac

Esta claro que apesar de no poder evitarse las soluciones de energia negativa, se
debe obtener una definiciéon de densidad de probabilidad consistente. La propuesta
de Dirac consiste en expresar la energia relativista (1.1]) de la siguiente manera

E = acp + pmc? (1.9)

A su vez esta expresion es equivalente a con lo cual al tomar su valor al
cuadrado se observa que debe cumplirse o =1, 2 =1y (af + Ba) = 0. Al pensar
en o y [ como numeros reales o complejos las 3 condiciones son incompatibles,
al obligatoriamente tener que cumplirse que aff = —fa. Afortunadamente para las
matrices la conmutatividad efectivamente no se cumple. Esto implica que la ecuacion
que se busca corresponde a una ecuacion de matrices actuando sobre vectores.

Para obtener esta situacién se considera la expresion como una relacion
matricial

E?=p?+m?
i (1.10)
“w
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Se asumen 4 matrices linealmente independientes v*, u = 0,1,2,3 , tales que

P="Du (1.11)
Siendo que (1.11)) representa la matriz raiz cuadrada de p?, es decir

pp=p’l
vﬂvyp#p,, = p2I, (1.12)

1
5 (" +9"") pupy = p’l

Donde I es la matriz identidad (n x n), y la matrices v# cumplen con el dlgebra

de Clifford,

YN At = [y ] = 2 (1.13)

Estas definiciones, permiten a partir de dichas matrices, encontrar una relacién
lineal energia-momentum equivalente a la relacion de Einstein.

pY = my (1.14)

Esta nueva ecuacién conocida como la ecuacion de Dirac, es lineal respecto a las
coordenadas espaciales y temporales. En cuanto a la forma explicita de estas matrices
~?, estas deben ser Hermiticas, ya que el hamiltoniano es un operador Hermitico. Las
matrices mas pequenas que funcionan de esta forma al igual que cumplen el Algebra
de Clifford son matrices 4 x 4, y hay mas de una representacion de estas matrices.

1.3. Soluciones ecuacion de Dirac

H=a p+pm (1.15)

La ecuacion de Dirac se trata pues de una ecuacién de primer orden, y se iden-
tifica que el hamiltoniano es consistente con la propuesta hecha por Dirac
de la relacion energia-momentum . En dicho caso la funciéon de onda ha de ser
formulada como un espinor,

T
T
T
T

%
w(ﬂf) = w?))( ) (1.16)
Ya()
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En el espacio de momentum

Vo(2) = e PPuy(p); donde a=1,2,3,4. (1.17)

(p — m)u(p) =0, (1.18)

Restringiendo el movimiento a lo largo del eje z, es decir, p; = py = 0, de este
modo
Fp, —m)u(p) =0
, TEn ) (1.19)
(7"po +7°ps — m)u(p) = 0

En funcién a la anterior igualdad se evidencia: las ondas planas solucion de la
ecuacion de Dirac existen unicamente para los valores de energia

po = Ex = £4/p3 +m? (1.20)

m

—7n

Figura 1.1: Representacién de los estados de energia del mar de Dirac[64]
En general y no solo para un movimiento unidimensional

El sistema de ecuaciones (1.19) toma la forma

(B ) () o 0z

Donde
i(p) = (ul(p)> 10(p) = <u35p§> (1.23)
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Las soluciones de ([1.19) en el caso de energia positiva y negativa tienen la forma
explicita:

1 0
0 1
ub) = __m | ub(p) = 0 (1.24)
E++m
0 Efj—m
0 E —m
dp=| | |ete =T (1.25)
0 1

= Al tratarse de una ecuacién de primer orden, es posible definir la densidad de
probabilidad aun en la presencia de energias positivas y negativa.

= La presencia de soluciones de energia trae otras muchas dificultades tedricas.
Puesto que no existe un limite para los valores de energia negativos conduce a
cualquier sistema fisico (de particulas de Dirac) a una transicién a estos estados
energéticos no fisicos, lo que ocaciona un colapso de todos los sistemas estables.

= Teoria de huecos; propuesta por Dirac segtn la cual el vacio no es del todo
vacio, por el contrario, lo describe como un mar de electrones de energia ne-
gativa, llamado el mar de Dirac.[Ver fig 1.1]. Esta hipotesis a su vez permite
predecir algunos fenémenos fisicos que son experimentalmente observables.

= Si los estados propios de energia negativa estan llenos de forma incompleta,
cada estado propio no ocupado, llamado “Hueco”, podria comportarse como
una particula igual al “electron” cargada positivamente.

= Este estado de “hueco”se viene a reconocer como la antiparticula, en este caso,
un positron. la teoria de Dirac predice una antiparticula de la misma masa para
cada particula de Dirac.

1.4. Fermiones de Majorana

Se establece que soluciones simétricas a la ecuacién de Dirac describen una
particula fermiénica que es a su vez su propia antiparticula. [79] De especial interés
aqui son las soluciones en 1-D y 2-D a exactamente energia cero. Estos modos Majo-
rana cero (MZM) estan dotados de algunas propiedades fisicas notables que pueden
conducir a avances en la computacién cuantica y, de hecho, existe la posibilidad de
ser observados experimentalmente.
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1.4.1. Punto de vista de la fisica de particulas

Las matrices a y 8 en la ecuacién de Dirac no son de tunica representacién, por
el contrario las matrices v* son un conjunto de matrices convencionales que junto a
unas relaciones de anti conmutacion generan una representaciéon matricial del algebra

de Clifford.

Una eleccion particular de estas matrices es de la forma

0 . 7 ?
v = (O I) ;Y = ( ’ 0) donde 7 = 1,2,3. (126)

Cada elemento de las matrices 4 X 4 representa una matriz 2 x 2, en particular o;
corresponden a las 3 matrices de Pauli. Es 1til definir el producto de cuatro matrices
¥ como

st

= 4!€Wam“7”7a75 (1.27)

Y

Esta eleccién de representacién matricial es conocida como las matrices de Di-

rac, o representacion Paul-Dirac. Estas matrices pueden ser escritas, en la
representacion de Weyl, como

0 “ L ,
o= (o ) o= @58 = (00 (1.25)

g

La idea de Majorana es para una eleccion particular de las matrices a y § en la
ecuacion (1.9 las soluciones de son de naturaleza real. Las correspondientes matrices
~v* en representacion de Majorana son:

0o _ 0 (o) 1 7:0'3 0 . 2 0 —09 3 — —ial 0
Tm = 0.2 0 y TM = 0 iO’3 s Ym = o 0 M = 0 —0q

(1.29)

Esta representacién la ecuacion de Dirac se trata de cuatro ecuaciones acopladas
para 4 componentes del espinor. [64] [69] Para la ecuacién de Majorana, la represen-
tacion de las matrices de Majorana es real, con lo cual el sistema de cuatro ecuaciones
se reduce a dos sistemas independientes, cada uno con dos ecuaciones acopladas. El
equivalente en la imagen de Majorana considera que 2 MFs degenerados con paridad
de carga (CP) opuesta serian indistinguibles de un fermién de Dirac con esa misma
masa.
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1.4.2. Punto de Vista de la materia condensada

Los electrones en el formalismo de sequnda cuantificacion estan representados
. A S
por un conjunto de operadores de creacion c; y de aniquilacion c; que cumplen las
relaciones de anti-conmutacion

{c;r,c;} = {ci,¢;} =0, {cj,cj} = 0;; (1.30)

En forma general, se puede realizar una transformacion canonica del hamilto-
niano (y cualquier otro operador de interés) a la “base de Majorana”

1 . 1 ,
¢ =5 (1 + 2) o= 5 (Vi1 = 172) (1.31)
Yia = i+ 7 = —i (e = ) (1.32)

Donde los nuevos operadores ;o satisfacen el algebra {7Via,Vjs} = 20ij00s-

Al invertir la transformacion especificada en y[1.33

Y = c} +cj,v2 =1 <c§ - Cj) (1.33)

Estas relaciones sugieren que los fermiones de Majorana aislados pueden encon-
trarse en sistemas con orden superconductor el cual consiste superposiciones cohe-
rentes de los estados ocupados de un electréon y hueco, que surgen naturalmente en
la teoria BCS de la superconductividad. Por otro lado, un operador definido en la
ecuacion s6lo puede actuar no trivialmente en un sistema en estado funda-
mental propio de una fase superconductora producto de cierta interaccién entre las
particulas del sistema, en este caso los electrones.

Esta transformacién no suele ser de mas ayuda que el formalismo anterior, fisi-
camente esto es porque los 2 fermiones de Majorana que comprenden un electrén
dado estan entrelazadas en el espacio y por lo tanto tiene poco sentido describirlas
como entidades separadas. Sin embargo, hay una clase especial de sistemas, llama-
dos superconductores topologicos y ciertos sistemas cudnticos de Hall, en los que dos
fermiones de Majorana que comprenden un solo electréon se separan espacialmente.
En este caso una descripcion a través de la base de Majorana se convierte en esen-
cial, la separacion espacial serd de gran importancia en aplicaciones dentro de la
computacién y codificacién cuantica de la informacién puesto que la informacién en
cada Q-bit, al no encontrarse localizada, presenta largo tiempo de decoherencia, una
caracteristica para una computacion cuantica robusta.
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1.4.3. Fermiones de Majorana como particulas emergentes
en sistemas de solidos superconductores.

Un fermiéon de Majorana seria entonces una cuasi particula que es su propia
anti-cuasi particula presentdndose ambas de forma emparejada (es decir, una super-
posicién en partes iguales de una cuasiparticula y una anti-cuasiparticula).(Ver fig.
1.2) El interés en estos extranos fermiones radica en su exdtica fisica estadistica. En
vez de ser fermiones o bosones como la materia ordinaria, son aniones no abelianos
lo que significa que el intercambio de particulas no es una operacién trivial y no
conmuta.

Electron -2e

@ .
/ +e .
Hueco Hiteco Electron

Par de Cooper
(a) (b)

Figura 1.2: (a) La pareja electron-hueco (exciton) actia como un bosén (b)Un hueco-
par de cooper en un superconductor actia como un fermién (En carga son equiva-
lentes a un electron y puede ser un fermion de Majorana). [71]

Entender en que consiste el fenomeno de superconductividad No convencional
mediada por MF tiene en cuenta la descripcion del comportamiento de un electron
dentro de un sélido y puede considerarse en tltimo término un problema de encontrar
los auto valores de la energia asociados a la interacciéon marcada por un potencial
determinado, bajo el formalismo conocido como Aproximacion de tight binding
(Ver Anexo B). Las excitaciones de un superconductor se denominan excitaciones
de Bogoliubov y estan formadas por la superposicion de una cuasi particula y una
anti-cuasi particula y en estos ultimos la superposicion tiene que ser a partes igua-
les.[72] Sin embargo, la superposicién de hueco y electrones asociada a los pares de
Cooper como cuasiparticulas; resulta no ser suficiente para la aparicién de fermiones
de Majorana. Resulta natural buscar tales excitaciones en sistemas superconductores
donde el tipo méas comin de emparejamiento superconductor es de la simetria onda
s, y onda p.
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1.5. Modelo Ideal

A continuacién, nos centraremos tan solo en la fisica de cuasiparticulas, sin consi-
derar ningin origen microscopico de la superconductividad no convencional. Es por
ello que se asume que la fisica de cuasiparticula esta bien descrita usando una for-
mulacién de campo medio e ignoramos los efectos (posiblemente importantes) que
resultarian de considerar una solucion completa. La superconductividad puede surgir
de electrones emparejados en onda s de espin opuesto; entonces los operadores de
las cuasi particulas toman la forma d = uc} + vc, siendo fisicamente distintas de

d' = v*c | u"ctr, con lo cual el espin es el culpable de los superconductores de onda
s convencionales.

Se sugiere la necesidad de tratar con superconductores sin espin con lo cual
sistemas emparejados con un solo tipo de especies fermiénicas en lugar de dos pro-
porcionan plataformas ideales fermiones de Majorana. Por el principio de exclusion
de Pauli, el emparejamiento de Cooper en un metal “sin espin”debe ocurrir con pa-
ridad impar, lo que resulta en un superconductor (1D) unidimensional de onda p y
un superconductor p+ip en el caso bidimensional (2D). Estos superconductores son
muy especiales: A continuacion, se describe el caso unidimensional, se dan cuenta de
fases topologicas que soportan excitaciones exdticas en sus limites y en los defectos
topolégicos. Lo méas importante, los modos cero de Majorana (MZM, energia cero)
estan localizados en los extremos de un superconductor topolégico de onda p 1D
[77,78], y en vortices superconductores en el superconductor 2D p + ip.

1.5.1. Superconductor de onda p (1D) sin espin: Modelo de
Kitaev

En este caso, los MZM ocurren cerca de los limites extremos de la cadena uni-
dimensional. El modelo de superconductividad topolégica por Kitaev incluye un
fenémeno de salto de los electrones entre los vecinos cercanos (Ver Anexo B),

N N—-1
HK = — ZMC}CJ‘ — Z <tC}L-Cj + A/Cjcj-i-l + hC) (134)
Jj=1 Jj=1

Donde t > 0, 1 > 0y A" = Ae’® con A > 0 :son la integral del salto entre
vecinos proximos, potencial quimico, y el parametro de orden superconductor, res-
pectivamente, a su vez c; y ¢; son el operador de creacién y destruccién en una red

unidimensional.
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¥ ¥ X X XY X Y Y
b)

2 —8 0—0 0—0 —0 —0 —0 —0 ¢
c)

Figura 1.3: Las dos fases presentes en el modelo de una cadena unidimensional de
Kitaev. (a) La fase trivial (b) la fase topoldgica (TSC). (c) el diagrama de fases del
modelo d Kitaev. [69]

1.5.1.1. Elcaso pu=0t=A
El hamiltoniano ([1.34]) puede escribirse como
N-1
Hig =—t Z (c}cﬂ_l + c;r.ch +ecjejy + e‘wc;'.ﬂcz.ﬂ)
(1.35)
= — (ei¢cjcj+1 - c]-c;r-ﬂ + C;[CjJrl + €7i¢c;[c;[+1)

j=1
Transformando los operadores en la base de Majorana ((1.31) y (1.32)), en los cuales
se introduce el factor de fase para tener en cuenta la fase superconductora

Vi = e_id’/zc;r- +e T2 =i (e_w/?c; — 6_i¢/2Cj) (1.36)

Estos operadores cumplen con la condiciéon de Majorana Vjtj = 7+;. En términos
de estos operadores el hamiltoniano en ([1.34) se reescribe como

N-1
Hic = =it Yy (1457 41) (1.37)
j=1

11
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Notese que en los operadores de Majorana y_; y 74y no se toman en
cuenta, mientras el resto de operadores de Majorana son emparejados entre prime-
ros vecinos esta situacion da como resultado que los atomos vecinos més cercanos se
emparejen, y a su vez existan un par de MZM en los dos extremos de la red unidimen-
sional que permanecen desapareados (Ver Fig. 1.3 (b)), los cuales forman un fermién
cuyo estado es no localizado.(Ver Fig 1.5) Ahora bien, otro aspecto interesante es el
que los operadores y_ 1 y 74y conmutan con Hg, es decir,

(Hi,v-1] = [Hrk, 745 =0 (1.38)

Con estos operadores de Majorana se puede construir un operador fermidnico
convencional, ¢' = (=1 — ¥4 n) que también conmuta con H.

Definiendo un nuevo operador d; = (y—,+1 + 7+,,) ¥ €l correspondiente d;r-, se
tiene que
N1
_ T
HK_§§:@@—4N—1H (1.39)

j=1

Al no incluir este operador en el hamiltoniano, ocupar el estado correspondiente
requiere energia cero. Por lo tanto, en contraste con los superconductores “norma-
les”, donde el estado fundamental no es degenerado y consiste en una superposicion
de estados de nimero par de particulas (condensado de pares de Cooper), el ha-
miltoniano permite un ntmero impar de cuasi particulas a costo de energia
cero. El estado fundamental corresponde a tener en total un nimero par o impar de
electrones en el superconductor.

1.5.1.2. Elcaso u<0yt=A=0
El hamiltoniano de en la base de Majorana se reduce a

Hy = —

N =

N
> (L +ive0-4) (1.40)
j=1

En este caso los modos de Majorana ubicados en el mismo lugar j de la red uni-
dimensional estan emparejados. Como resultado no existen MZM desemparejados en
los dos extremos (Ver Fig. 1.3(a)).

Los 2 casos considerados anteriormente representan dos distintas fases en el mo-
delo de Kitaev para una cadena unidimensional: El primer caso corresponde a una
fase topoldgica no trivial que permite la existencia de MZM desapareados mientras
el segundo caso corresponde a una fase trivial. [69,80] Un punto sutil es que ambas

12
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fases tienen las mismas propiedades punto por punto. De hecho, una fase puede ser
transformada a la otra (y viceversa) por simple permutacién de operadores de Ma-
jorana. Pero a su vez tienen propiedades diferentes en los extremos de la cadena.

o
TP1 TP2

TR

Figura 1.4: Diagrama de Fase de la cadena de Kitaev en funcion del termino de
acoplamiento superconductor A

No tomar en cuenta el espin en el modelo de Kitaev asegura que un solo MZM
reside en cada extremo de la cadena en su fase topoldgica. Introducir el espin dentro
del modelo, inicialmente sin interacciones espin-orbita, en un superconductor de onda
p duplica la degeneraciéon para cada estado propio del hamiltoniano, de modo que
cuando |u| < t cada extremo soporta dos modos cero de Majorana, o, de manera
equivalente, un modo cero fermiénico ordinario, con lo cual estos estados fermionicos
ordinarios se alejaran de la energia cero al incluir las perturbaciones como el aco-
plamiento de espin-érbita. Estas consideraciones implican un requisito previo para
observar los MZM desemparejados [81]. Hay una serie de propuestas bastante inge-
niosas y realistas que abordan esta cuestién, al tiempo que se cumplen los requisitos
clave de la superconductividad. Estos incluyen el limite de los aislantes topolégicos
bidimensionales [15,27,82,83] o nanocables hechos de un aislante topoldgico tridi-
mensional [84], ambos con superconductividad inducida por proximidad.

1.6. Enfoque Bogoliubov-Gennes

El enfoque BdG se basa en el supuesto de que en el superconductor existen cuasi
particulas bien definidas. Tiene la ventaja de proporcionar informacién sobre las
excitaciones de una particula del sistema. Se puede obtener el espectro de excitacion
de las cuasiparticula, junto con las correspondientes amplitudes de cuasiparticula. El

13
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formalismo BdG es esencialmente correcto en el régimen de acoplamiento débil, pero
también rinden resultados cualitativos en situaciones de acoplamiento muy fuerte.
Para la comparacién con los casos mas interesantes que se discuten mas adelante,
comenzamos introduciendo la formulacién del campo medio de la fisica cuasiparticula
para un superconductor de onda S convencional ( de Bardeen-Cooper-Schrieffer 6
BCS). Comenzamos con un metal simple con degeneracién de espin dada por el
Hamiltoniano de una tnica particula.

p2

Donde p es el potencial quimico y define la superficie de Fermi, m es la ma-
sa, Iswo es la matriz identidad en las variables de espin, y asumiendo un modelo
isotrépico,p? = Zil p?. Para un sistema de muchos cuerpos, el hamiltoniano en
segunda cuantizacion es

2
p —
H= E CI)J (% - u) Cpo = g c;,s(p)cpa (1.42)
p,o p,o

Donde CLO crea una cuasiparticula de cuadrimomento p y espin o. El estado
fundamental de muchos cuerpos de este hamiltoniano se obtiene simplemente com-
pletando todos los niveles por debajo de la energia de Fermi(E < 0). Formalmente
se puede escribir el hamiltoniano como

H =5 e s — cpoc(plel] + 5 3 <00
: p.o P . (1.43)
H= 3 Z [cLag(p)cpg — c,paa(—p)CT_pU} + 5 Z e(p)

Habiendo tenido en cuenta que {CLU, cp/(,/} = 050'0ppr al mismo tiempo que se re-
etiqueto el indice sobre el que se realiza la sumatoria de p a —p. Retomando el
concepto de espinor esta vez definido como

T
Vp = (CpT7 Cpls cT_pT, cT_m> (1.44)

El hamiltoniano se puede reescribir en funciéon del hamiltoniano BdG de una forma
mas compacta tal que asi

H = Z wLHBdg(p)wp + cte (1.45)
e(p) O 0 0
Hpia(p) = % 8 6%?) _g(o_p) 8 (1.46)
0 0 0 —e(—p)
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Dicho hamiltoniano al ser hermitiano cumple que Hpyg(p) = —CHL,o(—p)C 71,
donde
cC=r1" & IQXQTI = ((1) (1)) (147)

Esta invariancia, que llegard a ser méas importante cuando se considera el em-
parejamiento superconductor, que se conoce como “simetria’de conjunciéon de carga
o bien una cuasiparticula Hueco-Particula. Se debe tener especial reserva a llamar
a esto una simetria porque lo que realmente se ha hecho es introducir una redun-
dancia en nuestra descripcién de este material o sistema de muchos electrones,y en
lugar de tener dos grados de libertad (una banda y dos Espines) el Hpyq tiene cua-
tro con lo cual se tiene la misma cantidad de valores propios de energia puesto que
actia sobre funciones de onda cuya primera mitad esta compuesta por operadores
de aniquilacién de electrones, y la segunda mitad por operadores de creaciones de
los mismos electrones. Se puede pensar en ellos como operadores de aniquilacion de
un conjunto adicional de agujeros. En otras palabras, mediante este formalismo se
crea una reduncdancia artifical al efectivamente duplicar los grados de libertad, con
lo cual, a priori este formalismo complica nuestra descripcion de lo que era un simple
problema de fermiones libres. Sin embargo lo que se busca mediante este formalismo
es mostrar que la forma maés facil de resolver para el espectro de energia y bandas
de un superconductor es mediante una teoria de campo medio en la forma BdG.
El potencial de emparejamiento, que ahora introduciremos, simplemente se anade al
Hpgaq que se tiene.

Iniciando con un metal convencional de onda-s (A" = A), y con lo electrones
emparejados en configuracion de singlete el potencial de emparejamiento toma la
forma

Hp = AC;TCT_N + A%c_picm

L : (1.48)

Donde A es un ntimero complejo que representa el parametro de orden superconduc-
tor, y a su vez capta la fisica de dos electrones o huecos combinados en un par de
Cooper o bien en un par de Cooper separado en sus dos constituyentes. Considerando
el hamiltoniano total en el formalismo BdG se tiene

H+ Ha = Z¢LHBdG (P, A)Yp (1.49)

p
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e(p) O 0 A
1 0 e(p) —-A 0
A0 0 —e(-p)
1/ H A
Hpac (P, A) = B (—A* —H*) (1.51)
Podemos encontrar facilmente el espectro de energia puesto que
Hpue (. A) = (2(p)* + |A*) Tixa (1.52)

Con lo cual podemos observar que dicho espectro es doblemente degenerado y las
bandas tienen como valor propio de energia

Ey = £v/e(p)® + |A)? (1.53)

Este espectro presenta un “gap”de energia siempre y cuando |A| # 0 (ver figura
1.4). Presentando similitud con el espectro de energia de un material aislante.

Energia E
[}

Marmentum p

Figura 1.5: relacion de dispersion de un superconductor de onda S, 1-D.Para valores
de p = 0,5t

Sin embargo, una diferencia importante entre las excitaciones fermionicas del gap
en un estado aislante y un estado superconductor es que en estos ultimos se tratan de
cuasi particulas formadas por la combinacion de estados particula y estados huecos.

16
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MWoda Zero de Majorana

Funcidn de Cnda

Funcidn de Onda

Figura 1.6: arriba: Fermion de Majorana, abajo: MZMs en los limites de una

cadena de Kitaev aplicando condiciones de borde a (1.5}1.57)y se toma una cadena
de 16 dtomos(Ver Anezxo C)

Esto lo podemos ver facilmente en la definicién de los operadores de creacién de las
cuasi particulas (“estado fermionicos”)

VL,pT = %2 sin ozchT +e 2 cos QpC_p| (1.54)
Vi,m = —¢%%gin ozpc;rw +e "2 cos ape_pt (1.55)
VT—,pT = /% sin ﬁpCLT +e792 cos BpC_py (1.56)
VT_,N = —e??sin BPCI& + e % cos Bpc_py (1.57)

Los operadores ’yl,pa crean una cuasi particula en las bandas de energia Eycon
momentum p y espin , al mismo tiempo se cumple que

2 2
e(p) +1/e(p)” + |A
tan o, = ) |i|) A (1.58)
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£(p) — \J=(p)* + |A]
Al

tan fp = (1.59)

Yot = Tmmpli Ve p = V-—pt (1.60)

1.6.1. Formalismo Bogoliubov-de-Gennes(BdG) para super-
condutores

Anteriormente ya hemos realizado una descripcién del modelo de Kitaev: Super-
conductor de onda p (1D) sin espin, se trata de un modelo muy simple de supercon-
ductores topoldgicos que consiste en fermiones sin espin cuya importancia se da en
que funciona perfectamente como un modelo de juguete de un modelo mas complica-
do de materiales con espin o el caso de fermiones cuyos espines estén completamente
paralizados debido a un campo externo o una ruptura de simetria TR debido a un
campo magnético.

Primero consideramos el modelo de Kitaev de un hilo en 1-D (ver fig 1.3), bajo
el formalismo BdG. Sea una cadena de atomos en 1-D que aportan solo un fermién
sin espin (espin polarizado) cuyo hamiltoniano en segunda cuantizacion es

2
p
p

Y el potencial de emparejamiento es de la forma (A" = Ap)

1 *
Ha =3 (Apchel, + A% e, ) (1.62)
De donde se tiene que el hamiltoniano BdG a resolver seria
1 b Ap
Hpae =Y wh |2 1 1.63
BdG d 2% ( Ap _% +M> Uy (1.63)

T
Siendo ¥, = <cl, vty Cps ci, cT_p> agrupando todos los operadores de creacion y
destruccion. Los valores propios de energia asociados a este hamiltoniano describen

dos bandas de energia £ = j:\/s(p)2 + |A]’p? (ver figura 1.4), se observa que en el
punto critico 4 = 0 separa dos fases dentro del mismo material del mismo modo en
que se observo en el modelo de Kitaev en la seccion anterior. La topologia no trivial
inherente al emparejamiento débil conduce a la aparicién de modos Majorana en una
cadena con condiciones de frontera abiertas (MF desapareados en los extremos). En
el caso de p # 0 los MZM se acoplan al resto de la cadena
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Figura 1.7: Grdfico de la relacion de dispersion de un superconductor de onda P,
1-D.Para valores de p = —2t, —1,5t — 0,5¢,0,0,5¢, 1,5t y 2t

A modo de argumento de esta afirmacién, se tiene que retomando el hamiltoniano
de Kitaev en base a una aproximacion de tigth Bindig

N —1
Hie= =3 ey = 3 (tees + e ez + e (160

j=1 j=1

=2

Por simplicidad tomando Ae = |A| se tiene que bajo el formalismo de Bogliubov-
de-Gennes, asumiendo t > 0, el hamiltoniano descrito en el espacio de momentum
mediante una transformada de Fourier

1 . 1 4
Ci — —— e pxaoc : CT~ — efszaOCT
TUN Zp AN Zp b

L (1.65)

1 —2tcosp — 27 |Al sin

o =3 50 (s oot )
P

2 —2i|Alsinp 2tcosp+ p

permite evidenciar un espectro de energia doblemente degenerado tal que asi

E = i\/(2t008p+,u)2+4|A|28in2p (1.66)
En su forma compacta ((1.65]) se reescribe como
Hpge = (—2tcosp — p)1, + 2AT,sinp (1.67)
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Figura 1.8: Grdfico de la relacion de dispersion de un superconductor de onda P,
1-D.Para valores de = 0,5t ]

En el caso de |A| # 0 se presenta una peculiaridad ya que ambos términos dentro

de la raiz tienden a desparacer al mismo tiempo cuando pu. = —2t lo cual implicaria
que el gap entre ambos valores de energia también desapareceria en dicho punto
critico. Esta condicion define dos lineas, indicadas en la Fig. 1.3 ¢ , que marcan la
fase limite entre las dos fases estables del modelo. (Segin el principio general de con-
tinuidad adiabéatica que establece que dos fases son idénticas si pueden deformarse
suavemente entre si sin cerrar la brecha de excitacién) Identificamos las regién (1)
una fase trivial cuando p < —2t y (2) una fase topoldgica cuando p > —2¢. Un
cambio de fases entre ambas al presentar las mismas simetrias fisicas se trata de un
tipo especial de una transicién de fase llamada transicién de fase topoldgica. Las dos
fases se distinguen por la presencia o ausencia de MZMs no emparejadas en los ex-
tremos de la geometria con condiciones de contorno abierto. Las implicaciones fisicas
de esta condicién fueron descritas y expuestas copn anterioridad en la presentacion
del modelo de Kitaev para un material superconductor de onda-p.
La pregunta que surge naturalmente en la bisqueda de sistemas superconductores
topologicos es, sEn ausencia de distincion de simetrias es posible distinguir teori-
camente la topologia fase de la fase trivial mediante el estudio de la mayor parte
del sistema?, la respuesta es afirmativa ya que tales fases pueden ser diferenciadas
por medio de invariantes topolégicos. Entre los invariantes topolégicos mejor conoci-
dos se encuentran el nimero de Chern, permitiendo diferenciar entre diferentes fases
cuanticas Hall en sistemas cudnticos de Hall bidimensionales, y es uno de los invarian-
tes que caracterizan aislantes topoldgicos en 2-D Y 3-D. Para los superconductores
en 1-D, el invariante topolégico relevante es el niumero de Majorana M(H) = +1
formulado por primera vez por Kitaev quien mostré que todo sistema fermionicos
1-D con orden SC se clasifican en dos categorias diferenciadas por su valor de M que
indica la presencia o no de MZMs no emparejadas.
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Figura 1.9: Diagrama de fases de la cadena de Kitaev en funcién de A" = Ap .

La topologia estudia objetos que en esencia presentan la peculiaridad de poder
transformarse continuamente entre si.[70] Mientras que, en materia condensada cabe
preguntar si los hamiltonianos de dos sistemas cuanticos pueden transformarse con-
tinuamente el uno en el otro. De ser ese el caso, entonces se puede afirmar que dos
sistemas son topoldgicamente equivalentes. Esto cambia drasticamente en el caso de
sistemas con un gap de energia, entonces el hamiltoniano del sistema no tiene valores
propios en un intervalo finito alrededor de la energia cero. En este caso Dos sistemas
cudnticos son topoldgicamente equivalentes si sus Hamiltonianos pueden deformarse
continuamente entre si sin cerrar el “gap”de energia

En base a esto se busca algin camino que conecte Hx v Hpge inicialmente se
pude recurrir al conteo del nimero de niveles por debajo de la energia cero (Er),
es decir, el nimero de niveles de energia llenos. Esto es posible porque los valores
propios de un hamiltoniano pueden tomar cualquier valor siempre y cuando no supere
el nivel de Fermi. Por lo tanto, las transformaciones continuas existen exactamente
entre los hamiltonianos con el mismo ntimero de niveles de energia por debajo de la
energia de Fermi.

1.6.2. Simetrias e Invariantes topologicos

En general, un cruce del nivel de Fermi entre los niveles de energia ocurre en
presencia de una cantidad que se conserva. En el caso del Hamiltoniano de campo
medio Hpyg de un superconductor si bien no conserva el nimero de particulas, si
conserva la paridad de este ntimero. En otras palabras, formar y romper pares de
Cooper no afecta si la red del material superconductor contiene ya sea un ntimero
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par o impar de electrones, es decir, la paridad de fermion seria una cantidad que se
conserva.

Cualquier Hamiltoniano H g4¢ anticonmuta con el operador de simetria particula-
Hueco (Ver Anexo B), A = 7, K | es decir

ANHpic\ = —Hpaa

(1.68)
TeHpacT: = _HgdG

Se revela que la existencia de cruces del nivel de fermi se debe a la conservacion
de la paridad de fermiénes. La paridad de fermién, sin embargo, es una cantidad de
muchos cuerpos, que no se puede describir directamente en términos de la imagen
de una sola particula del Hpgyg. Para obtener una descripcion del superconductor
tuvimos que duplicar el nimero de grados de libertad mediante la introduccion de
agujeros haciendo que un par de Niveles de energia +F, no corresponde a estados
cuanticos diferentes, sino a un tnico estado al que hemos denominado Cuasiparticula
de Bogoliubov.

Cuando un par de niveles cruza la energia cero, la energia de excitacion E cambia
de signo y favorece la creacion o destruccion de una cuasiparticula de Bogoliubov
dentro del superconductor. En otras palabras estos cruces del Nivel de Fermi son
interruptores de paridad de fermiones. Para definir formalmente este nuevo invariante
se realiza una transformacion del Hamiltoniano en una matriz anti simétrica
esto posible al hacer uso de la simetria particula-hueco

_ 1/1 1 1 —
HBdG:§ (z —z'> Hpac <1 ; )
(1.69)

7 1/ H-H+A-A" —H—H+iA+iA*
BdG = 5 iH+-iH*+iA—iA* H-H'—A+A*

La matriz A es antisimétrica debido a que los operadores de los fermiones anti
conmutan (6.12),al igual H—H"es anti simétrica, asi que de forma sencilla podemos
notar que Hpye es matriz anti simétrica sesgada (AT =—-A6 aj = —aj ).

Una propiedad interesante de estas matrices anti simétricas, es lo que se denomina
Numero de Pfaffian

pf(A)? = det(A) (1.70)

Si una matriz es similar a su propia transpuesta, deben tener los mismos valores
propios. De ello se deduce que los valores propios de una matriz simétrica sesgada
siempre vienen en pares, en particular los valores propios de corresponden a
+F, que tomando el producto de estos valores propios de energia se nos facilita el
calcular el determinante de Hpyq

Pf(A) = £det(Hpae) = = [[ (-E.*) = £ [ ] (iEn) (1.71)
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El signo del producto esté definido de forma tunica. En caso de un cambio de la
paridad de los fermiones, el signo de Pfaffian cambia también entre los valores posi-
tivo y negativo (mientras que el determinante permanece igual). Esta caracteristica
del Nimero o polinomio de Pfaffian realmente lo convierte en lo que estamos bus-
cando. Por el momento podemos definir el signo del Pfaffian como nuestro invariante
topologico () pge asociado a la simetria de paridad de fermiones presente en los su-
perconductores.

Qpac = sign [P f(iHpa)] = £1 (1.72)

A su vez Kitaev introdujo la nociéon del nimero de Majorana, por el momento
No se intenta dar una derivacion rigurosa del mismo como invariante topolégico -una
tarea que a menudo es dificil incluso para los investigadores avanzados en el campo-
mas bien se le dard una explicacion Heuristica del mismo- sigue que cualquier hamil-
toniano Bd(G invariante ante traslaciones se caracteriza por el momentum del cristal
p, de todos sus posibles valores Hpys presenta una simetria particula-agujero para
p = 0,7 los cuales satisfacen p = —p = |27|. De este modo, nos encontramos ante
la posibilidad de usar a como un invariante topolégico de dos componentes,
dado que este nimero no puede cambiar bajo transformaciones continuas dentro del
conjunto de Hamiltonianos considerados (Hx v Hpac)

M = sgn [Pf [TJJHBdG(O)] ,Pf [TxHBdG('/T)H (173)

ToHpac(p = 0,7) = (£2t — p) 7,7, = i (£2t — p) 7, (1.74)
Substituyendo ((1.74)) en la definicién del Numero de Majorana ((1.73)) esta ltima

se transforma en

M =sgn [p* — (2t)2} (1.75)

Recuperando exactamente el criterio |p| < 2t caracteristica principal de la exis-
tencia de la superconductividad topoldgica en el modelo de Kitaev. Este invariante
topoldgico también proporciona informacion sobre la topologia de superconductores
bidimensional, que se describen generalmente por un invariante topolégico denomi-
nado como numero de Chern, la invariante topoldgica determina la paridad
del nimero de Chern en superconductores topolégicos bidimensionales, que es exac-
tamente la condicién para obtener ntimero impar de modos Majorana en vortices.

Dado que este niimero no puede cambiar bajo transformaciones continuas dentro
del conjunto de Hamiltonianos a considerar. Y cada vez que un nivel de energia cruza
la energia cero (Es exitado), el nimero de niveles por debajo de la energia de Fermi
cambia. Por lo tanto, tal cruce cambia el invariante topolégico. A eso lo llamamos una
transicion de fase topoldgica. Una vez identificado el invariante topoldgico, podemos
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Figura 1.10: Diagrama de fases de un superconductor de onda P, 1-D en el plano
u—t

clasificar todos los hamiltonianos cuanticos segin su valor. De esta manera creamos
clases de Hamiltonianos que son todos topoldgicamente equivalentes, y podemos ha-
cer un seguimiento de todas las diferentes fases topolégicas que estos Hamiltonianos
pueden soportar ,dando inicio al trabajo de probar las propiedades tedricamente
predichas de los MFs y los sistemas de superconductores topolégicos y disenar confi-
guraciones para una manipulacion cada vez mas avanzada de la informacion cuantica
que pueden codificar.

1.6.3. Fases topolégicas protegidas por simetrias

Las fases topoldgicas tienden a ser robustas bajo la accion de perturbaciones
ambientales. Esta robustez estd asociada a una simetria particular o un grupo de
simetrias que “protege.? la fase ante perturbaciones, por este motivo a estos esta-
dos de la materia se los denomina fases topolégicas protegidas por simetrias (fases
SPT). Las fases SPT se encuentran entre las mas robustas fases de la naturaleza. Su
funcion de onda de muchos cuerpos no se puede describir con orbitales puramente
localizados, y la informacién que define a estas fases se almacena de manera no local,
repartida por todo el sistema. Por lo tanto, sus propiedades fisicas estan protegidas
de perturbaciones locales, como defectos, impurezas u otras imperfecciones materia-
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Figura 1.11: Grdfico de la relacion de dispersion de un superconductor de onda P,
1-D.Para valores de p = [—2t, 2t]

les. En los 1ltimos anos, la bisqueda de fases de SPT ha generado muchos trabajos
tanto en el lado tedrico como en el experimental.

Uno de los logros mas grandes de la fisica en el siglo pasado fue el entendimiento
y la clasificacion de las fases basado en el concepto de las rupturas espontaneas de
simetrias (spontaneous symmettry breaking). Con este paradigma, desarrollado en
primer lugar por Landau (Ver Anezo D), una fase es caracterizada de acuerdo a
la simetria que es espontaneamente rota en la transicién. Por ejemplo, la fase ferro-
magnética rompe la simetria rotacional de spin (SU(2)), aunque las interacciones en-
tre los electrones respetan esta simetria. Otro ejemplo mas cotidiano es la transiciéon
de un liquido a un sélido, en donde los iones se acomodan en una estructura periddica
rompiendo de manera espontanea la simetria traslacional. En la década de los 80 se
descubrif el efecto Hall cudntico (QHE), abriendo las puertas a una nueva nocién en
el estudio de las transiciones de fases que iba mas alla del paradigma de Landau, a
diferencia de las transiciones de fases continuas descriptas por la teoria de Landau
ninguna simetria es rota y ningin pardametro de orden puede ser identificado. Por
otro lado, la distincién entre estas fases es topoldgica [49], esto significa que no se
puede ir de manera continua, variando los parametros del sistema, desde una fase a
la otra sin cerrar el gap de energia en el proceso. Estas nuevas fases, denominadas
fases topologicas, deberan ser caracterizadas por un invariante topoldgico, el cual
no se modifica bajo una variaciéon continua de los parametros del sistema siempre y
cuando no ocurra un cierre del “bulk gapz una transiciéon de fases. Para el QHE la
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Figura 1.12: Grdfico de la relacion de dispersion de un superconductor de onda P,
1-D.Para valores de pu = [0, 2t]

conductividad Hall es un invariante topoldgico del sistema.

Principales simetrias en materiales topolégicos

El teorema de Weigner que postula la forma general de un operacién de simetria
arbitraria S actuando en un estado x del espacio de Hilbert H se define como

St =(¢(x)U)x (1.76)

Donde U es una matriz unitaria o anti-unitaria y ¢ (z) es una fase de médulo 1.
Puesto que este teorema es valido para toda simetria, se entiende que cualquier ope-
rador generador de simetrias es también unitario o anti-unitario dando asi una pista
clara de cémo encontrar la forma explicita de estos. Para materiales que muestran
propiedades topolégicas, las dos simetrias que son de importancia son: la simetria
particula-hueco (PHS) y la simetria de inversién temporal (TRS). Cuyos operadores
se denominan A y T respectivamente. Y se tienen que, un operador A presenta si-
metria TR (PH) si conmuta con T'(A).

I.1 Simetria de inversiéon temporal:

Un sistema que presenta simetria TR es aquel invariante ante la siguiente trans-
formacién [A, T] = 0; o bien A = TAT~! donde

T:t— —t (1.77)
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Para apreciar mas a detalle como luce el operador 7', se debe observar cual es su
efecto en el conmutador [z, p|. Mientras la posicién no se ve afectada por el operador
T, en el caso del momentum que se encuentra asociado a una derivada con respecto
al tiempo; al realizar la transformacién ¢t — —t el signo de p también cambia, es
decir

T[z,p| T ' =TihT™' = —[2,p| TT ' = —ih (1.78)

Se evidencia que el operador de la T'RS actia como T' = ioyk, siendo proporcional
al operador complejo conjugado x el cual es un operador anti unitario .
I.2 Simetria particula-hueco:

Una simetria particula-agujero existe cuando un sistema es indiferente a descri-
birlo en términos de particulas o en términos de agujeros (ausencia de particulas).
En el formalismo de segunda cuantificacion el efecto de un sistema que tiene PHS es
facil de ver, puesto que si se sustituyen los operadores de creacion del hamiltoniano
en operadores de aniquilacion, el hamiltoniano debe permanecer igual. Como conse-
cuencia un sistema con PHS presenta un espectro de energia simétrico alrededor de
E=0.

De manera similar a la simetria de inversion temporal pero esta vez tomando
la accién del operador A sobre el conmutador [t, E] = ih, permite deducir la forma
explicita del operador en cuestion. En este caso se tiene que

NiRA™! = —ih (1.79)

es decir, esta simetria lo que hace es “intercambiar” particulas por huecos, me-
i =T iz 1 Ty ) A\
diante el operador A K, donde, la matriz de Pauli actua las veces de los
grados de libertad hueco-particula. A razén del signo menos por cada auto vector
T , . ,
oY = (uf,v?)" de energia €, existe un auto vector con energia —¢,, dado por

S LTAY
o), = (1)

En el caso del Hamiltoniano de Bogoliubov de Gennes que actua sobre conjunto
de estados bésicos |n)|7) con |7) = £1 correspondientes a los electrones y huecos
respectivamente. El escribir el Hamiltoniano en el espacio de momentum no afecta
la simetria particula-agujero. Se tiene que

Alp)|r) = (Z 6‘“‘”‘) [n) 7a|7)" = |=p) 7:l7)"

n

Por lo tanto la accién de P sobre Hgyq en el espacio de momentum es

AHpaeN™ =Y H' (p)70 |=p) (=p| = Y = H* (—=p)7: [p) (1|
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Lo cual implica que AHggoA™' = —Hpy, dada una solucién con energia £ y mo-
mentum p, existe la presencia de energia —F y momentum —p.

I.3 Simetria Quiral Simetria Quiral Esta tercera simetria puede ser definida
como el producto de los otros dos operadores, C' = T'P. E implica fisicamente que
los grados de libertad (el hamiltoniano) del sistema cuantico puede ser dividos en 2
Subsistemas H4 y Hp con lo cual el hamiltoniano original puede ser reescrito como

0  Hgap
H = 1.
(H;B 0 ) (1.80)

La presencia o ausencia de las simetrias anteriormente mencionadas es usada como
una forma de clasificar tanto superonductores y aislantes topolégicos. En funcién de
todas las combinaciones que se pueden presentar de las simetrias en un sistema
cuantico existen un total de 10 simetrias compuestas(Ver tabla 1).

Nomenclatura Cartan TRS | PHS | CHS | d=1 | d=2 | d=3
A(unitario)-(Wygner-Dyson) 0 0 0 - Z -
Al(ortogonal)-(Wygner-Dyson) 1 0 0 - - -
All-(Wygner-Dyson) -1 0 0 - Zy Zo-
AIll-(Quiral unitario) 0 0 1 Z - Z
BDI-(Quiral ortogonal) 1 1 1 Z - Z
CII-(Quiral) -1 -1 1 Z - Zsy
D-(BdG) 1 0 | Z | Z | -
C-(BdG) 0 -1 0 - Z -
DIII-(BAG) 1 1 1 | % | 2 | Z
CI-(BdG) 1 -1 1 - - Z

LISTA DE TABLAS 1.1: Clasificacién de Aislantes y Superconductores topolégicos
en funcion de Las simetrias e invariantes topolégicos.

El modelo de la cadena unidimensional de Kitaev en 1-D y del superconductor
quiral de onda p pertenecen a la clase D, esto significa que presentan PHS mientras
tienen una ausencia de TRS y CHS. A partir de la tabla 1 se observa que para
sistemas de la clase D con dimensién d = 1(Cadena de Kitaev) se espera que tenga
un invariante topoldégico Z, (Numero de Majorana), y para sistemas d = 2presentan
un invariante topoldgico Z (Numero de Chern-Winding).

De momento, Se puede concluir del analisis presentado anteriormente que los
fermiones de Majorana aparecen naturalmente en la descripcién tedrica de un su-
perconductor genérico. El interés reciente en la fisica de la materia condensada ha
sido centrado en los modos cero Majorana (MZMs), ya brevemente mencionado en
relacion con la condicion de Majorana. Los MZM constituyen un caso especial de
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fermiones majoranas que ocurren a la energia cero exacta y se localizan tipicamente
en espacio en las proximidades de defectos, como vértices o dominios de paredes. Su
propiedad clave es que el estado estacionario asociado con el MZM por si mismo satis-
face la condicion Majorana. Veremos como tales modos cero ocurren en los llamados
superconductores topoldgicos y de hecho no obedecen el intercambio fermionico ordi-
nario siendo anyones no abelianos [115]. Es esta propiedad que ha motivado intensa
tedrica y estudios experimentales en la ultima década e hizo busquedas para MZMs
entre los subcampos mas activos de materia condensada fisica. Dedicamos tiempo
a continuaciéon a estos modos cero de Majorana, superconductores topoldgicos y la
explicacion de las estadisticas de intercambio no abelianas. Es importante destacar
que estos fendmenos asociados con Los MZM en sélidos solo se producen en sistemas
unidimensionales y bidimensionales y no tienen analogo directo en la fisica de alta
energia.
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Capitulo 2

Superconductores Topoldgicos 2D

Antes de discutir los estados ligados a valores propios cero de energia localizados
en defectos del parametro de orden en materiales superconductores 2-D, es instruc-
tivo discutir como emergen tales soluciones en un hamiltoniano de Dirac unidimen-
sional (1D). Las soluciones del estado ligado a energia cero para diversos sistemas
discutidos en este capitulo pueden ser entendidos cualitativamente por mapeo de los
hamiltonianos correspondientes en el problema de Dirac unidimensional.

En este capitulo se hace uso del argumento cualitativo que proporcionan las
soluciones de Jackiw-Rebbi, como una imagen atractiva de estados de energia cero
topologicamente robustos localizados en limites y defectos de pardametros de orden
en superconductores p, + ip, sin espin. Se da por finalizado el estudio de estos
superconductores de onda p, + ip,, obteniendo el espectro de energia y la forma
explicita de estos MZMs ubicados en los defectos topoldgicos como pueden ser los
vortices cuanticos. Al mismo tiempo se calcula el respectivo invariente topoldgico
asociado a este modelo bidimensional (Ndmero de Chern-Winding) con la finalidad
de poder observar las caracteristicas que diferencian la fase trivial como topoldgica
presentes en este tipo de sistemas.

2.1. Soluciones Jackiw-Rebbi

Uno de los ejemplos de soluciones de estado de borde a energia cero en un sistema
de materia condensada unidimensional fue investigado en los estados del dominio
de pared del poliacetileno, demostrando la existencia de una solucion de estado a
energia cero localizada en un dominio pared del parametro de orden, al recurrir a la
resolucién explicita de las ecuaciones de campo-medio [94][95]. Notablemente, este
estado ligado de energia cero se muestra como una realizacién de lo que se conoce
como MZ, asociado a la masa de solitones de un problema de Dirac 1D investigado
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por Jackiw y Rebbi. El hamiltoniano de Dirac estd dado por[100],

Hp =—"7-V++"m (2.1)

Cumpliéndose las relaciones

1’ =Ly 491 = 0,91 = ~L’ = 0.9 = o, (22)

El hamiltoniano (2.1 en la segunda cuantizacién toma la forma en 1-D

H}, = /dm [—ivfwTayﬁxi/J + m(x)z/ﬂazw} (2.3)

Donde ¢ = < @y, A (x)), siendo fi2(x) dos campos fermiénicos independien-
tes, vy la velocidad de Fermi en reemplazo del factor de la velocidad de la luz, ¢ = 1,
de tal manera se puede describir una ecuacion efectiva de Dirac valida para una
red cristalina. El segundo término en presenta una masa efectiva de la cual se
asume que presenta un cambio de signo en z = 0 (ubicacién del domino pared), es
decir, m (—zx) = —m (z).

A partir de lo anterior se tiene que el operador de la cuasi particula

i = [ dz [su(@)f] + 6alo) £ )] (2.4

Satisface la siguiente condicién de conmutacién. Al desarrollar (2.3]) se encuentra la
ecuacién de Dirac para la funcién de onda de 2 componentes ¢ (z) = (¢ (), ¢2 (x))

—iv70,0,0() + o.m(x)d(z) = ed(x) (2.5)

cuyo hamiltoniano se ve facilmente que es

H}, = —ivso,0, + o.m(z) (2.6)

y anti conmuta con o, al igual que o, anti conmuta con o, y o, es decir,{ H},, 0, } =
0. Entonces, si es una funcién propia de (2.5) y valor propio dado que

Hho,é (v) = —0,0 (z) Hf, = —c0,¢ () (2.7)

o,¢ (x),también es una funcién propia con auto valor —e. Como resultado, las
soluciones de € = 0, en pueden ser estados propios de H}, y o,. Denotando
¢o(z) como dicha solucién o,¢0(x) = Apg(x). A la par, definiendo € = 0 en (2.7) y
multiplicando por io, se obtiene

A

A . v—fozm(x/)dx/
0,00 () = —m(x)dg (x) , donde o (x) = e ¢o (0) 2.8
o () o ()¢ () { (@) = Lsign(a) [m(e)] (2.8)
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Lado topologico

Dominio de Pared

m(—x)=—m(x)

o | wffe | wffe | o | | wufen| | wujien| |
hY

Dominio de Pared

Figura 2.1: Representacion grafica de un dominio de pared, para un sistema de Dirac
unidimensional, en este caso m(x) hace las veces de un valor variable de  en modelo
de la cadena de Kitaev

Se demuestra que para un cambio de signo hay un auto valor de energia cero del
Hamiltoniano de Dirac 1-D, (ver fig[2.1)) con una funcién de onda funcién normalizadle
para A = F1, que decae exponencialmente lejos del dominio de pared. Nétese que,
la solucién de energia cero es robusta ante variaciones en la funcion de distribucion
de masa m(z) , al igual que hay un cambio del signo del termino asociado a la masa
para ciertos valores de x. Las soluciones normalizables existen para dos valores my,
mo >0

m(z) =—my; si x <0 (2.9)
m(z) =+mg; si x>0 '

En particular, las soluciones existen incluso si la masa al lado derecho del dominio
de pared diverge mo — 00, es decir, la funcién de onda corresponde a auto valores
cero de energia y se desvanece para x > 0. Sin embargo, sigue siendo distinto de
cero y exponencialmente localizadas para x < 0. Con lo cual (2.8)) supone un sistema
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topoldgico cerca de un limite recto (interfaz) con el vacio, que puede ser moldeado
cémo una ecuacién de Dirac 1-D (en direccién perpendicular al limite) con un término
de masa negativa. Mientras el vacio justo fuera del limite es una region con una masa
positiva “infinita”, esto asegura la existencia de una funcién propia robusta de energia
cero localizada exponencialmente en la direcciéon perpendicular al limite del medio
topoldgico.

2.2. Superconductor 2-D sin Espin.

Los superconductores 2-D sin espin son sistemas que de manera analoga al caso
en una dimension soportan MZMs localizados en defectos de la red de fermiones
ordinarios, como puede ser los bordes de esta. En el caso bidimensional se trata de
un fenémeno conocido como vortices cuanticos. (Ver Anexo C)

Un vértice cudntico se caracteriza por una regiéon no homogénea en un fluido
superconductor, acompanado por la presencia de momentum angular. En el centro
la densidad de electrones superconductores, ng, vy consecuentemente el parametro
de orden, tiende a cero. Para un vértice con simetria rotacional [t (r)]* depende
unicamente de r, con lo cual una aproximacion simple para estos vértices viene a ser

W (r) = g(r) e (2.10)

Siendo g () una funcién real. Sea v (r) una funcién propia del operador momen-

tum angular, L, = ihd/06, con lo cual S (r) = nf para un valor arbitrario de n y 6 un

angulo en coordenadas polares. Por otra parte, se tiene que 1(r, §) sea uni-evaluada,

es decir, ¢(r,0) = ¥(r,0 + 27) dando lugar a que n € Z, a este nimero entero se le
denomina vorticidad.

Anotacion: Si una particula cargada viaja en una region libre de campo que rodea
otra region, en la que hay un flujo magnético atrapado @, entonces al completar un
bucle cerrado, la funcién de onda de la particula adquirira un factor de fase adicional.
Pero la funcién de onda debe ser de un solo valor en cualquier punto del espacio.

En 2-D el hamiltoniano de campo medio que describe las excitaciones en forma
de quasiparticulas de dicho sistema es A" =’ A(py + ;)

H, = &ebep+ A [(pe +ipy) chef + huc] (2.11)
P P

Donde &, = €p — p siendo e, — % para valores pequenos de p,y m* es la masa
efectiva, y se omite el operador asociado al espin del electréon puesto que se sigue
considerando un sistema sin espin (o con espin polarizado). Read and Green demos-
traron que para el hamiltoniano (2.11]) la funciéon de onda de los pares de Cooper
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sufre un cambio dramadtico el cual se da en funcién de p.[6]

En el caso de p < 0, g(r) ~ e/ los pares estdn estrechamente acoplados y el
superconductor se encuentra en una fase de acoplamiento fuerte.

Por otro lado en el caso de 1 > 0, g(r) ~ % los pares estén acoplados débilmente y
el superconductor en cuestion se encuentra en una fase similar a la de un Supercon-
ductor BCS de emparejamiento débil.

La transicion de fase en p = 0, ocurre cuando el gap de energia se cierra en el
espacio de momentos para k = 0, al igual que en el caso unidimensional no esta
asociada con ningin cambio en la simetria del estado superconductor pero si en su
naturaleza topoldgica dejando de ser invariante ante transformadas de inversion tem-
poral. El invariante topoldgico en cuestién asociado al hamiltoniano puede ser
deducido a partir del propio hamiltoniano escrito en la base de Nambu.

Hyp = Z W(P)Hgdew(l))

> (2.12)
Hpye =d(p)-o

Donde ¥'(p) = ( ,C_p) ¥ ¥ (p) su conjugado. Mientras d (p) es un vector de
3 componentes deﬁnldo de la siguiente manera, d (p) = (Re(Ap),—Im (Ap),&);
Ap = Ag(ps +ipy) y 0 es un “Vector”de las matrices de Pauli.

Definicién: El vector unitario correspondiente a d (p)como d (p) = SE ;‘ provee
un mapeo en 2-D del espacio de momentos en la superficie de una esfera definida por

‘a (p)‘ = 1. A medida que p se mueve alrededor del espacio de momentos en 2-D
el vector d (p) delimita un rea sobre la esfera unitaria. Al iniciar con |p| — ooun
recorrido del espacio de momentos termina en el punto de |p| = 0, el nimero de

veces que el vector recorre la esfera unitaria es el invariante topolégico denominado
nimero de Chern (C) cuya definicién formal es

C= /d2 a dxa, )) (2.13)

Geometricamente:

Para |p| — oocen cualquier direccién, &, ~ £—, es dominante y dapunta al Norte
de la esfera unitaria. En la fase de acoplamiento fuerte de (2.12), u < 0y |p| = 0,
dx,nd =0, d, = = —pu > 0, es decir contintia apuntando al polo norte. Asi mismo en
la fase de acoplamiento débil i > 0, el origen de la esfera en el espacio de momentos
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A

d, = —u < 0, y el vector unitario esta vez apunta al polo sur.

Figura 2.2: Representacion grdfica en el espacio de momentum sobre una superficie
esférica de las fases topoldgicas (a) Curva azul fase trivial (b) Curva negra fase
topoldgica. [96]

Fisicamente:

FEstos MZMs no existen en la fase de fuerte acoplamiento, aun en la cercania de
los vortices o bordes (jn < 0) .

El ntimero de Chern desaparece en la fase de acoplamiento fuerte mientras que
adquiere un valor de en la fase de acoplamiento débil, su valor inicamente puede
cambiar debido a una transicién de estas fases topoldgicas, en el presente caso, ocu-
rre debido a un cierre del “gap de energia”para u = 0. Read and Green|6], mostraron
que las diferencias topoldgicas entra ambas fases da acoplamiento fuerte y débil; en
la fase de emparejamiento débil (> 0), la ecuacién BAG HY L (r) = Ev (r) en la
proximidad de vértices o los bordes (donde el pardmetro de orden A se desvanece)
admite soluciones cuyo valor propio de energia es £ = 0, asi mismo el operador
correspondiente en segunda cuantizacion de los estados de Bogliubov, es hermitico,

=7

Para poder entender esto considérese que un borde o limite del sistema se encuen-
tra paralelo con el eje y, separando el sistema en una fase de emparejamiento débil
en z < 0, y un estado de vacio en x > 0. Este estado de vacio se caracteriza por la
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ausencia de particulas, que puede ser implementado teniendo un potencial relativa-
mente alto (una pared) para x > 0, dicho potencial modifica el potencial quimico en
(2.11) como p — (u — V). Mientras que para z < 0 donde el emparejamiento es débil
con p > 0, indica la presencia de un dominio de pared en funcién de u, que permita
dicho cambio de signo cerca al limite paralelo al eje-y , lo cual hace de dicho domino
de pared una plataforma ideal donde encontrar MZMs. Haciendo uso de la aproxima-
cién para valores pequenos de p se tiene que &, = an—z* — = —pu, es posible ignorar
el termino cuadrético de p respecto al termino lineal de p del parametro de orden,
con lo cual, para E = 0, las ecuaciones BAG para el espinor ¢ (r) = (u (r),v (r))"
cerca del limite paralelo al eje y puede escribirse como

Z'A@ = p(z)u

Ox (2.14)
Z'A@ = —pu(x)v

Oz

Al reescribir estas ecuaciones en términos de 1 (r)y las matrices de Pauli en el
espacio de momentum es idéntica al ecuacién de Dirac en 1-D (2.7) cone =0y p(x)
jugando el rol de la variacion espacial de la masa de Dirac . A partir de las soluciones
de Jackiw-Rebbi (2.8) sigue que, en la fase de emparejamiento débil de la ecuacién
(2.11) existe una solucién de energia robusta topolégicamente para las ecuaciones
BdG cerca del limite el cual acttia como un dominio de pared en funcién del potencial
quimico, y la funcién de onda correspondiente esta localizada exponencialmente en
direccién perpendicular del limite. Para la fase de acoplamiento fuerte (u < 0) de la
ecuacion (2.11) tanto para x > 0 (el vacio) y z < 0 (el sistema), en ausencia de un
dominio de pared en funcién del potencial quimico no hay garantia de que soluciones
de energia cero existan en los limites.

2.2.1. Ecuaciones BdG de superconductores p-+ip

Retomando la ecuacién (2.11) el hamiltoniano en el régimen continuo toma la
forma [97][98]

2
H= / &2yt (r) (h_w - M) () + = / drd? (wr)D(r, )t (r) + h.c>
2m 2
(2.15)
Sea D (1) = A (257) (0, +i0,) 6 (r —1') con 6 (r —r') la funcién delta
de Dirac en 2-D.

Mediante El formalismo BdG se pretende diagonalizar este hamiltoniano al igual
que en el capitulo anterior mediante la definicién de un conjunto de operadores de
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cuasi particulas{I', }>°, tales que (2.15) se puede reescribir como

H=Eqs+Y» EJTiL, (2.16)

Estos operadores siguen preservando la estadistica de los fermiones convencionales
cuyas operaciones satisfacen

{Fn7 I“;fn} = 5m,n;

(0, T} ={rf, Tt} =0 (2.17)

Para Egg, la energia del estado fundamental. La sumatoria se realiza para todos los
valores positivos de energia F,, > 0. Al mismo tiempo se tiene que los MZ denotados
para E, = 0 no contribuyen al espectro de energia obtenido de este hamiltoniano, su
contribucion se describe en la siguiente seccion. La motivacién de aplicar este forma-
lismo se debe a que como se vio en el caso del modelo de Kitaev las bandas de energia
positiva y negativas emergen de una tnica sumatoria para todos los valores propios
positivos de E,,, esto en conjuncién con la definicién de cuasi particulas asociadas a
valores positivos de energia.

La transformacion de BdG permite definir la relacion entre i(r) y Iy,

Y(r) = Z (un(r)rn + U:L(r)ril)
" (2.18)
= [ @ (ue)0t) + o0 )
Al combinar y se obtienen las relaciones de ortonormalidad
[ ) 3) 4 5 (0] = 1
(2.19)
/d2r [Un (1)U () + Uy (T) 0 ()] = 0

A su vez ([2.19)) se pueden tomar como la relacién de ortogonalidad de un espinor de
2 componentes y su respectivo producto interno

Un(r)

bnlr) = (“"(”) (onlon) = [ ol (1600 (2.20)

Para poder diagonalizar el hamiltoniano de forma sencilla se calcula [H, 1 (r)] de dos
diferentes maneras.
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Primera forma
A partir de (2.17) y (2.18)

[H, Pn] - _Enrn;

2.21
[H,T]] = —E,I (221)

[H, @Zj(r)] = Z (un(r) [Hv Fn] + U:L(r> [Hv FH) [va(r)] = Z E, (_un(r)rn + U;;(I')FL)

(2.22)
Segunda Forma
Calculando explicitamente [H, 1 (r)], teniendo en cuenta que el término Ha del ha-

miltoniano ([2.15) en la variable compleja z = @ + iy y 0.« = 0, + 10, = (9, + L0y)

1
2

1

HAQ

/ drd®r T (r)D(r, x )t (r') = / Pyt (r) A(r) 0.t (r) (2.23)

Por otro lado

{vm).0'a)} =69 —r)

{em),ee)} = {v'm,via)} =0 (2:24)

Evaluando el conmutador de interés se obtiene

How)] = (57 4 n) o) - 5 A0 210w 22)

Introduciendo la transformada de BAG (2.18)) en ([2.27]) y comparando la expresion
resultante con ([2.22)

h? 1
Bl Bl = (30 1) (1l 4 0T0) = AR 00} (5T + )
(2.26)

Igualando termino por termino se obtiene 2 ecuaciones en el formalismo BdG

(g7 ) )+ 5 80,00} 0 (5) = Eun)

2m
( ° . (2.27)
—V°+ ;L) v, (r) 4+ 5 {A*(r), 0.} u,(r) = E,v,(r)

2m
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2.2.2. MZMs radiales en vértices de un superconductor p-+ip

La excitacién de vértice mas simple en un superconductor 2D se puede modelar
como un punto que desaparece poco a poco A’ (Nticleo de vértice) y la fase super-
conductora tiene una fase de enrollamiento igual a 27 alrededor de dicho punto. Esto
puede ser modelado como un agujero en el superconductor, donde A es automatica-
mente cero, y una fase de enrollamiento igual a 27, del parametro de orden alrededor
del agujero. Por lo tanto, para una excitacion de vértice en la fase de emparejamiento
débil de un superconductor p, + ip, sin espin con un flujo cudntico ;—g , puede consi-
derarse los limites del vortice como un anillo circular de radio , que separa una region
con de la region dentro del ntcleo del vértice modelada como vacio . Asumiendo la
simetria azimutal en presencia de un tnico vértice situado en el origen, y escribien-
do el pardmetro de orden superconductor en dicha regiéon A’ = A(r) = gZ(r)el+ir
donde, [ es la vorticidad (Al es el momentum angular) las ecuaciones BAG cerca del
vortice pueden ser escritas en coordenadas polares.

Se tiene que en la fase emparejamiento débil y para un vortice con un flujo
cuantico @ . Las ecuaciones BdG nuevamente admiten soluciones a valores de energia
cero al igual que las soluciones de Jackiw-Rebbi cerca de un dominio de pared como
si de un limite o borde se tratase. La solucion de energia cero cerca del nicleo del
vortice existe con un momentum angular orbital Al = 0. En general, las ecuaciones
BdG de baja energia describen soluciones como modos de borde y simetria quiral
que se propagan a lo largo del borde circular en r = rq, y pueden ser escritas a partir
de soluciénes de la representacién matricial de Hpgyq de se tiene

oy S0 00)-20n)  e»

al incluir un término asociado al gauge del vértice como A(r) = g2(r)e?+™ se
tiene que [ € Z por el requerimiento de que el parametro de orden es uni-valuado.
Un modo de Majorana se caracteriza por u(r) = v*(r) al igual por £ = 0, esto hace
reducir (2.28) a una unica ecuacién

{—% (83 + %& + 71283) - M} u(r)—g (r) ezt (&« + ;%) [Q(T)U(r)ewé] =0

(2.29)
Tomando en cuenta que el campo asociado a un fermién se requiere uni-valuado,
en coordenadas polares ¢(r,0 + 2w) = (r) se imponen restricciones a u(r) y

v(r)segun las cuales deben ser uni valuadas para una rotacién de 27 de 6. En particu-
lar se propone una aproximacién donde son estados propios del momentum angular

u(r) = a(r)e™

v (r) = o(r)e”™ (2.30)
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Con m € Z siendo el momentum angular cuantizado. En concordancia con el criterio
de los MF se cumple que,u = @* = v, es decir, el coeficiente radial es real, en caso que
tuviese una parte imaginaria las soluciones tenderian al infinito lo cual no permite
una funciéon de onda normalizable.

2.2.3. Efectos de la vorticidad en la presencia de MZ
A. Vorticidad Par

Al reemplazar en permite, observar una conexién entre la vorticidad
y m mediante la expresion m = (I + 1)/2, segin la cual [ es impar de tal forma
que m € Z cono lo cual se requiere nuevamente de una dependencia adicional en 6:
a(r) — u(r)e? | sin embargo esto hace que u(r) y v(r) sean a su vez complejas
entrando en contradiccion con la condiciéon de Majorana, es por esto que por el mo-
mento se seguiran tomando en cuenta todo [ incluyendo los valores pares e impares.
Pero, se excluye la posibilidad de obtener MZM para una vorticidad par.

B. Vorticidad I'mpar

Por el contrario, si la vorticidad es impar introduciendo (2.30) en (2.29)) esta vez
con m = (I + 1)/2 es posible eliminar la dependencia angular de (2.29)) obteniendo
una expresion reducida

h? h? 2 I+1)°
%8311 + (g2 + 2—) Oy + (u + g—r + 90,9 — (%) ) u=0 (2.31)

mr

Si por otro lado se considerara el modelo p, — ip,, la ecuacion resultante de los MZ

se transforma en (2.31) al tomar [ — —[, y presenta simetria para [ = —1, -3, =5, ...
Si el vértice tiene un nimero impar de flujo cuantico % , la funcion de onda BdG

debe ser anti peridédica en una rotaciéon completa alrededor del centro del voértice,
0 — 0+ 27 . A su vez, el espinor de la parte derecha de (2.30)) es también anti

periédico en una rotacion # — 6 + 27, al igual que sigue que [ debe ser un entero

incluido el cero. Por lo tanto un vértice g—g (o vortices con flujo con impar) admite

una solucion de energia cero para [ = 0 . Por el contrario, si el flujo dentro del niicleo
del voértice es un multiplo de % , la funcién de onda BdG debe ser periddica en
0 — 0 + 27 . Esto asegura que [ debe ser entero impar, y habra un MZ dentro del
nicleo del vortice incluso en la fase de emparejamiento débil de un superconductor
de 2-D p, + ip,. A su vez la funcién de onda cumple con la simetria particula-hueco

haciéndola candidata a ser fermién de Majorana.
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2.2.4. Resolucion de la ecuacion diferencial

Con la finalidad de facilitar la resolucion de la ecuacion (2.31]) es preciso realizar
una formulacién adimensional de la misma mediante la introducciéon de nuevas va-
riables, en particular la longitud de coherencia de Ginzburg-Landau, a, (ver Anexo

2 _
C)p=1, Eﬁ,nz%u,ygz\@g-
La ecuacién adimensional se transforma

1 & [+1\?
2 o 1 - 9 _ -
d,u + (g —I—p) 0, + (77+2p+gﬁpg <—2p ) )u

Considérese 2 limites diferente de

0 (2.32)

Primer Limite: g(p) = 0 (Centro del Vértice) y n > 0(x > 0), en esta situacién
(2.32) se transforma en la ecuacién reducida de Bessel,

o (1+1)%) _
el - = 2.
u + P + (7} 1 )u 0 (2.33)

Cuyas soluciones vienen dadas por las funciones de Bessel

{ T (VD) Vi (viip) } (2.34)

Puesto que para la normalizacién de las soluciones se debe cumplir p|a(p)|* debe ser
integrable surge un inconveniente puesto que |J,(z)|” es integrable tinicamente para
p > 2, al mismo tiempo Y, (x = 0) no es finita para = = 0, lo cual da lugar a que
(2.34) sean descartadas como soluciones aceptables.

Segundo Limite: Segun lo sucedido respecto a las soluciones escritas como fun-
ciones de Bessel, y su inviabilidad para describir funciones de onda consistentes con
la definicién de la misma. Un camino para suplir este inconveniente surge al tomar
en cuenta los términos dependientes de g los cuales contribuyen a una supresion ex-
ponencial de las soluciones contribuyendo asi con la normalizacién de las soluciones.
La transformacion de las soluciones consiste en

a(p) = x(p)e 2 K w7 (2.35)

Que al reemplazarse en ([2.31)) la ecuacién se transforma en

(' (+v?
g 2 4p?
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Donde, si el pardmetro de orden se toma como constante g2(p) = 8o y (69/2)> < 7 se
tiene nuevamente una ecuacién de Bessel esta vez para y.
Finalmente, las soluciones con un parametro de orden Homogéneo estan dadas por

2 30 4
ul(p) = S (V= (00/2) ple==" s el (2.37)
(V1= (80/2) p)e= 37,0 < pp < mé%- '

Figura 2.3: MZMs y perfil del vortice en un superconductor bidimensional sin espin.

2.2.5. Espectro de energia

A partir del hamiltoniano de una red bidimensional definido como:

H = Z {—t (c:rnﬂ’ncm,n + h.c) —t (cin,nﬂcmﬂ + h.c) — (pu — 4t) c:rmncmm
oy (2.38)
+ <chn+1’ncin7n + A*cmmchan) + (iAcInJanch + A*cm,nchan) }

Los operadores fermidnicos ¢, ,, aniquilan fermiones en los puntos de la red (m, n)
los cuales no cuentan con espin o bien el espin esta totalmente polarizado a lo largo
de la red . Se toma el parametro de red a = 1 por simplicidad en los calculos.
La amplitud de emparejamiento es anisotrépica (tiene una fase adicional de i en
la direccion y, en comparacién con el emparejamiento en la direccion x). Debido a
que el emparejamiento no ocurre en un unico sitio, como en el caso de la cadena

unidimensional de onda p, los términos de emparejamiento tendran dependencia de
momento.
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Para obtener el hamiltoniano BdG, se tiene que A es invariante ante traslaciones,
realizando una transformada de Fourier

1 e (p) 2iA* (sinp, + i sinp,)
_ = 1 Y
HBdG - 2 g l/Jp (_22A* (sinpz - isinpy) —e (p) wp (239)

Donde £(p) = —2t(cos p, + cospy,) — (1 — 4t) y ¥p = (cp cT_p)T. En el caso del
limite del continuo (p — 0)

conty 1 - 2iA*(p, + ipy)
gyleont) _ 1 t om M e 7 WPy 2.40
BdG 9 Zp: e —2iA*(p, — ip,) —% + U (2.40)

Se evidencia una familiaridad al hamiltoniano en el espacio de momentos obtenido
para el caso del modelo de Kitaev, tomando en cuenta que m = % yp’=p:+ p?l.
De forma analoga al caso del capitulo anterior se obtiene el espectro de las bandas

de energia de las cuasi particulas del sistema que presenta un gap de energia para

p=p—4t#0
p? ? 2

Se espera que el Hpyo exhiba diferentes fases en funcién de A y p dada una
integral de salto ¢t > 0. Por simplicidad se toma un valor ¢t = 1/2 y realizando una
transformacién de Gauge cp — e/ 2cp,cL — e/ 201,, el hamiltoniano toma la forma:
Hpic (p) = (2 — p — cosp, — cospy) 78 — 2| Al sinp, 79 — 2 |Alsinp,7* Cuya estruc-
tura es igual a la de un modelo de Dirac con una velocidad vy = 2 |A| y un término de
“masa”’ M (p) = 2—p1—cos p,—cos p,. En el caso |A| # 0, este hamiltoniano tiene fases
superconductoras separadas en determinados puntos criticos. El espectro para una

red de las cuasi particula es entonces, Ey(p) = j:\/M(p)2 + 4|A P (sin®p, + sin’p,).
Los 3 puntos criticos ocurren para (ps, py, 1) = (0,0,0); (7, 0,2);(0,7,2) y (7, 7,4).
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Espectra de Energia Chiral Supercanducter

[ Fase Topolsgica

Py
Py Espectro de Energia-Damino de Pared
5 T T T T
— Fase Topoligica
g o 4
2
&
- 1 I
] 3 2 a i 1 2 3

Px

Figura 2.4: Bandas de energia Y MZM en dominios de pared, para 2u

Espectra de Energia Chiral Supercanductor

[ F ase Topolsgica

Energia
o

Energia
Lo
T T
!

Px

Figura 2.5: Bandas de energia Y MZM en dominios de pared, para 3u
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Espectro de Energia Chiral Superconductor

[ ase Topolsgica

Py Py
MZMs en Dominos de Pared

4 T T

— MIMs en Px=0

Py
o
T
I

Px

Figura 2.6: Bandas de energia Y MZM en dominios de pared, para 4p
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2.2.6. Puntos criticos e identificacion de fases

A continuacién, se demostrara que la fase trivial ocurre para p < 0y pu > 4
mientras la fase topoldgica ocurre en 0 < p < 2y 2 < pu < 4 presentando quiralidad
opuesta. En la seccion 2.2 se definié de forma rapida el nimero de Chern como
invariante topoldgica, y su calculo se realiza en breve, pero primero es necesario
introducir algunos argumentos fisicos sobre la naturaleza de las fases. Una forma
de examinar el cardcter de las fases, es realizando una interfaz entre ellas, y de
encontrarse una interpolacion entre estos dos regimenes que siempre presente un gap
de energia, se corresponde a fases topolégicas equivalentes, por el contrario, si ocurre
un cierre de del gap de energia, se corresponde a fases topoldgicas distintas. Primero
considérese la transicion de fase en p = 0. La geometria a considerar es un dominio
de pared donde

e

Siendo g una constante positiva. Esta interfaz tiene la peculiaridad de ser inva-
riante a lo largo del eje y, con lo cual el hamiltoniano de las cuasi particulas para
esta geometria en 1-D

1 ) 2lAl(=idk i)
=5 (oo iy ) e

Se propone una aproximacion inicial a los estados de la interfaz tal que

0y (2, ) = € exp ﬁ / w(z)dz' | [60) (2.44)

Siendo p, = 0, se puede observar que (2.43) es similar al problema resuelto para
los estados de borde en el hilo superconductor propuesto por Kitaev. La ecuacion
resultante para un modo de energia cero es

_ —p(x) p() _
HBdG |¢0(xay)> =0= (_Z(x) Z(x)) |¢0> =0 (2'45>
Donde |¢) = 1/v/2(1 1)T, con lo cual
Hpac [thp, (2,9)) = % (—21' ‘A|—(li§9% o) 2i |A| (Qési_”i - ipy)) iy (2, )

(2.46)
Hpac |po) = —2|Alp, 7 |do) = —2|A|py|po). El espinor |¢y) es un auto funcién
de Hpyq, es decir, ‘z/pr> también lo es y tiene un auto valor de energia igual a
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E (py) = —2|A| py. Se evidencia asi la existencia de estados de borde en la interfaz de
estas dos fases, habiendo un inico modo fermiénico por cada valor de p,;, estos estados
son ademas de modos quirales también cumplen con la condicién de Majorana, una
interpretacion sencilla de estos fermiones de Majorana-Weyl, es la de observarlo como
la mitad de un fermién de Weyl convencional, estos surgen dentro de los sistemas de
efecto Hall cuéntico entero (QHI) cuyo hamiltoniano puede ser escrito de la siguiente
manera

Hoy = hv an;np (2.47)
P

De manera similar a lo estudiado en el capitulo 1, al transformar (1.29) a la base
de Majorana

1
Hon = 2 Zp (Mp71,-p + V2,-p720) (2.48)
P

Se obtiene un hamiltoniano que es exactamente 2 copias del de Majorana, es
decir,

Onda
Borde p) Zp7 »p (249>

p>0

Modos Quirales de Borde

Mormenturn Kx
Modos Quirales de Borde

Energia

Mornenturn K

Figura 2.7: MZM en los bordes en una geometria cilindrica de la red bidimensional,
para 21 y 2,54
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Modos Quirales de Borde (a) B
k (c)
. Chiral SC
1 1 L 1 1 k
) omentum kx (b) En o
Modos Quirales de Borde Fk I
10 ‘ ‘ : . ‘ . . E g f B 11
i T ® o | d=0
g | N Helical SC E, o
g:E ® o+ 1
k —= & o
Momentum Kx ‘ o (I) =h/2€

Figura 2.8: (a) Espectro de energia de un superconductor quiral en coordenadas
cilindricas a lo largo del eje y, y limites de bordes en el eje z, (b) comparacion
entre los estados de borde de un superconductor quiral y un superconductor helical
(c¢) Efecto de un vortice y su paridad en la presencia de estados MZM.[99]

e T C e
g 1 ] 1 ] I
1 ] 4 |

——tm—p = -

!/ / / / 7
P rd rd rd 4

|}
- — F —

-1,L)

x y

(L) «

an (L

-1,1)

x

Figura 2.9: Modelo de una red bidimensonal en la geometria de Laughlin(Periodica
en una direccion y Abierta en la otra)
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Los estados de borde presentes en un superconductor 2-D de Onda-P (fig 2.6),
se observan al diagonalizar el hamiltoniano Hpgg unicamente con respecto a los
terminos que dependen del momento K, las condiciones de borde se anaden al
ubicar la red bidimensional sobre un cilindro de forma paralela al x lo cual hace que
K, presente valores periodicos alrededor de la circunferencia del cilindro, el hacer
esto permite introducir condiciones de borde en una de las dimensiones de la red y
de forma equivalente obtener un modelo efectivo de una red 2-D.

Para finalizar,se describe de forma mas explicita el célculo de la invariante to-
polégica que permite distinguir el estado superconductor trivial del superconductor
quiral de onda p, se retoma la ecuacién (2.16) y (2.17) se tiene que el hamiltoniano
BdG tiene la forma

1 a
Hpic = 3 ;d{,da (P, ) Ty

da (P, 11) = (=2 |Alpy, —2|Al ps, (9 /2m) — 1) (2.50)

Y retomando la definiciéon del nimero de Chern, y la equivalente definicién sim-
plificada del nimero de Winding

C= / % (& (apgca X apya»
N, = %/dQPgijdA. (ang % prc?> (2.51)
Donde:

(—2|1Alpy,—2|Alps,(p? /2m) —p1)

(names(2-n)) "

de forma numérica en funcion del potencial quimico

N, — {0 Si,p <0 (2.52)

, al evaluar la anterior integral

En forma explicita d =

1S, >0

Evidenciando asi 2 distintas fases separadas en el punto critico gy = 0. Asi mismo
existen otras dos transiciones de fases en t = 2y u = 4. Siendo 0 < pu < 2y
2 < p < 4 superconductores topolégicos.
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Capitulo 3

Superconductores con Espin

En el presente capitulo se toma en cuenta el efecto del espin en la existencia de
MZMs en presencia de defectos topoldgicos, dando lugar a indicativos de como ob-
tener sistemas superconductores topologicos realistas a partir de los modelos ideales
estudiados hasta el momento.

Para ello se estudia en maximo detalle el espectro de las bandas de energia de
una estructura hibrida conocida como nanohilos de Majorana la cual presenta un
fenémeno medible de acoplamiento espin-orbita de Rashba, y un efecto asociado al
espin evidenciable bajo la accién de un campo magnético externo. Por ultimo se
presentan una recopilacion de algunos resultados experimentales relacionados a la
deteccién en laboratorios de sistemas superconductores topoldgicos 1-D (nanohilos
de Majorana), dada la evidencia de fenémenos asociados a la superconductividad
topoldgica presentes en este tipo de sistemas. Dichos fenémenos son: La reflezion de
Andreev, y El efecto Joshepson de periodo 41 6 efecto Josepshon Fraccional; ambos
proporcionan senales e indicios de que estos nanohilos hospedan efectivamente MZM
asociados a defectos topologicos de borde.

3.1. Superconductores con Simetria TR

En esta seccién se describen un sistema més general a los descritos hasta el
momento. Al tomar en cuenta el espin en el término del emparejamiento de electro-
nes.[97]

1 _ _
Hy=Y3 [CLUAM, (P + po (AT)M,@)CW,] (3.1)
p
Donde ¢p, = idga,cpa*. En el caso de la superconductividad no convencional la

convencién comunmente usada para un emparejamiento de onda s es A = 1
que al tratarse justamente de una matriz 2 X 2 puede descomponerse en una parte
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escalar y una parte vectorial A, /(p) = do(pP)/,," + da(P)o?_,, la forma explicita de
cada termino es

1
I §d0(p) (CLTCT—N - CL¢CT—pT>

1
ot 5di(p) <CL¢CT—p¢ - CLTCLT>

o¥: %‘b(P) ( bl + Cp¢CT—p¢)
. 1
0"+ 5d3(p) <CLTCL¢ - CI)WL)T)

El termino identidad I estd asociado al emparejamiento singlete del espin, mien-
tras las matrices de Pauli se encuentran relacionadas con el emparejamiento triplete
de los electrones. Por otro lado la denominada estadistica de fermi comprende cier-
tas restricciones de las funciones dy(p) y du(p), en el emparejamiento singlete de
los electrones do(p) = do(—p),es decir, el termino comprende potencias pares del
momentum

‘Zdo ( chrclpy — bty ) Zdo ( oyl eyt p¢> (3.3)

Mientras que en el emparejamiento de los electrones en forma de triplete d,(p) =
—d,(—p), es decir, el termino comprende potencias impares del momentum.

T i
9 Z di(p < pic pl pTC—pT) Z di(— ( pic—pi + CpTC pT) (3.4)

En secciones anteriores se observé que en sistemas fermidnicos sin espin pue-
den presentar emparejamiento correspondiente a valores impares del momentum (Si-
metria Particula-Hueco), lo cual corresponderia a polarizar el espin de un sistema con
emparejamiento triplete del espin. Al mismo tiempo habiendo discutido en el capitulo
2- los superconductores quirales de onda p, en dicho sistema se observé la existencia
del fenémeno Hall cudntico anomalo en los bordes del superconductor (QAH) al pre-
sentarse lo que se conoce como corrientes de borde caracteristicas de dicho fenémeno.
Al momento de introducir un grado de libertad asociado al espin (1,]), en el caso
del superconductor bidimensional se generan un fenémeno de Hall asociado a cada
espin (QSH), al mismo tiempo que existe un rompimiento de simetria TR asociado
a dos corrientes de borde en sentido opuesto. A este sistema superconductor se le
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viene a conocer como superconductor helicoidal, cuyo hamiltoniano es

1 o M p20 ( 0 | —A (pz + ipy)
0 L A (py — ip 0
HHelicoidal == ,QZ}T *Qm . 2 v 1/1
32U 0 A* (po+ip,)  —L 4 p 0 ’
—A* (pr —ipy) 0 0 —gm T 1
(3.5)

Notése que (3.5) puede ser pensado como dos copias del superconductor qui-
ral. Donde ¢p = (cpry, —cpN)T en la notacién del vector d, este estado es d =

—iA (P + pyT).

= Operador TR: En esta base el operador de Inversiéon temporal es T' = I ®
IoYK.

= Operador C: A su vez el operador de conjuncién de carga es C' = 7" Q@ 0V K.

Dado que el hamiltoniano tiene la forma de un hamiltoniano de Dirac, en
base al andlisis de los superconductores hecho hasta el momento, se tiene que para
i > 0, el sistema presenta una fase topologica no trivial con modos de borde a
energia cero. En cada borde existe un tnico MF quiral y otro MF anti-quiral de
espin opuesto, el hamiltoniano del borde es

Hegge = Zqﬂ <p 0 ) o, = Zq)ppa (3.6)

Donde ¢p = (Yot Tpi), siendo vy, superposiciones de estados particula-hueco
con espin o, soluciones de la ecuacion con limites abiertos. Este hamiltoniano es
invariante ante inversion temporal T' = ioYk, a su vez satisface simetria de conjuncion
de carga con C' = Ik. Al verificar esto, se observa puesto que el hamiltoniano de borde
es real,

T Hegge(p)T ™" = po¥0°0" = —po” = Heage(—p)
OHedge(p>C_1 = po_z - _(_p)o_z = _Hedge(_p)

La tarea a continuacion, es observar si es posible abrir el gap de energia del
espectro de energia de los estados de borde, preservando la simetria TR (y la simetria
C). Los posibles términos de masa que se pueden anadir al hamiltoniano son:

Hflidge = Hedge + m()I + maaa (37)
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El segundo término rompe la simetria C, por otro lado, el tercer término rompe
la simetria TR. A su vez, m, y m, por su parte rompen la simetria C. Unicamente
de no requerir la presencia de simetria de inversion temporal, es posible abrir el gap
de energia en el caso de tomar un valor finito de m,0Y, esto robustece los estados de
borde ante simetria TR.

Del mismo modo para el caso de dos estados de borde cuyo hamiltoniano es:

H).(p) =pI® o) (3.8)

El cual presenta las mismas simetrias que el hamiltoniano de un tunico borde
(3.6). Para encontrar un posible termino de masa, es necesario encontrar una matriz
M que satisfaga tanto la simetria T como C, tal que, {M,I® o*} = 0. La tltima

C L (2) . .y
condicién implica: Hedge(p) + mM presenta un gap de energia si la condicion de
anti-conmutacion se mantiene.

Al tomar M = 7Y ® ¢ bajo la acciéon del operador T, se demuestra que es
invariante ante dicho operador, al igual que bajo el operador C' (CmMC~t = mM =
—mM™). Por ultimo al igual que en el caso unidimensional y bidimensional es posible
identificar y clasificar, los sistemas con espin en funcién de un invariante topoldgico.
En el limite donde los bloques con espin T y | permanecen desacoplados, es posible
definir 2 nimeros de Winding, Ny y N, que al preservarse la simetria TR cumplen
con la condicion Ny + N; = 0, y en este limite puede definir un nuevo invariante
topologico

vy = 5 (N =N méd (2) (3.9)
El nimero de Winding, tal cual como ha sido definido en el capitulo 2 indica la
cantidad de los modos de borde. Si v,, = 0, hay un niimero par de parejas de estados
de borde que no son estables. Cuando v,, = 1, existe un unico par de estados de
borde estables.

3.2. Nanohilos de Majorana

Una primera aproximacion para abordar el problema de obtener Fermiones de
Majorana en un sistema real, surge al entender el modelo de Kitaev como un boceto al
cual debe anadirse nuevas interacciones hasta obtener un sistema con caracteristicas
reproducibles experimentalmente. Retomando el modelo de un superconductor de
onda p unidimensional, escrito en el espacio de momentum

Hy = [-2tcos(p) — p] 7. + 2A7, sin(p) (3.10)
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Este modelo toma en cuenta un emparejamiento superconductor A de los electro-
nes de la cadena y un espectro de dispersion normal dado por los términos proporcio-
nales a p y t. Sin embargo, se trata de un modelo insatisfactorio puesto que requiere
de consideraciones poco realistas entre ellas y la mas relevante es la consideracién un
sistema sin espin. De forma paralela la presencia de estados de borde desacoplados
se asocia a valores y condiciones especificas de los parametros u, Ay ¢, mencionadas
en el formalismo del primer capitulo.

El siguiente punto de interés es el cardcter superconductor, asociado al pardmetro
de orden superconductor.

Dado que en la cadena de Kitaev surge un acoplamiento entre electrones de
dtomos vecinos, implica que el acoplamiento superconductor A’ es proporcional al
momentum (Ap), un emparejamiento de onda p. Sin embargo, los superconductores
reales en su mayoria presentan un emparejamiento de onda s, esto implica que el
acoplamiento en su caso no depende del momentum, y es local en el espacio real.
Por otro lado, los superconductores de altas temperaturas como cupratos o pnictidos
si presentan un acoplamiento dependiente del momentum pero en este caso son de
tipo onda d u onda s£. Asi que con la finalidad de obtener MF, resulta necesario
hacer uso de superconductores de emparejamiento onda s cuyos electrones presentan
emparejamiento singlete, el cual debe ser modificado de tal manera que el sistema
resultante pueda ser visto como un modelo efectivo superconductor de onda p. El ha-
miltoniano asociado al acoplamiento de los electrones en un sistema superconductor
de onda s es:

Hppir = A (crep — ce4) + hec (3.11)
A partir del trabajo [101] se observa que el escenario antes mencionado puede ser
realizado experimentalmente en una variedad de sistemas, entre los cuales el mas
prometedor son los nanohilos de Majorana que consisten en una heteroestructura de
un semiconductor en proximidad de un superconductor de onda s (Ver fig . Los
ingredientes fisicos basicos son siempre los mismos en todos los casos:

1. Acoplamiento préximo a un superconductor de onda s: Emplear un
fenémeno de superconductividad inducida por proximidad resulta apropiado
en la discusién de sistemas unidimensionales mediante una teoria de campo-
medio. El sistema en cuestién consiste en un semiconductor 1-D (Nanohilo), y
esta descrito por el hamiltoniano

H = /dx [W(x) (g—; +uoyp, — p+ B a> Y(z) + () (Ae?ioy,) ¥(z) + h.c}

H= Z/dr (Wl (1) Hop (1)) + /drdr/ <¢¢(T)A (r, 7“,> @/}T(r)> + h.c
(3.12)
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Donde A (r, r') es el potencial de emparejamiento superconductor (pardmetro
de orden superconductor) inherente del superconductor de onda s, el cual in-
duce en el semiconductor un emparejamiento singlete entre los electrones del
nanohilo.

2. Polarizacién del espin (Ruptura de la simetria TR): Todo sistema por lo
general presenta espin, en el caso particular del espin (1/2), de forma inicial el
sistema del nanohilo se toma cémo cadenas de Kitaev unidimensionales ubicada
en forma paralela una al lado de la otra, es decir, el hamiltoniano seria
dos copias de [1.34] una por cada proyeccién del espin. De forma efectiva se
obtiene 2 MF por cada condicién de borde, a este fendmeno se le conoce como
degeneracion de Krammer, y las parejas de estos estados se les conoce como
pares de Krammer, esta degeneracion se encuentra ligada a la simetria TR
presentes en los superconductores topoldgicos en 1-D, mencionada al final del
primer capitulo.

Consecuentemente para obtener MF desacoplados localmente (sin pares de
Krammer), es necesario romper la simetria TR entre las dos cadenas con espin
opuesto, experimentalmente esto puede realizarse incluyendo una capa de un
aislante ferromagnético, o un medio-metal en la Heteroestructura, o bien apli-
cando un campo magnético externo. Finalmente, el hamiltoniano con el espin
polarizado describe dos sectores que pueden ser tratados de manera efectiva
como un sistema sin espin. ( Ver fig. . Por supuesto, dado que los electrones
de un superconductor de onda s presentan un acoplamiento singlete se presenta
un conflicto pues no es posible que conseguir un sistema que tenga supercon-
ductividad inducida por proximidad de onda s y a su vez polarizacion del spin,
esto debido a los procesos que conservan el espin [102].

3. Acoplamiento espin-orbita: El conflicto mencionado en el ingrediente an-
terior es en verdad una oportunidad al incluir el acoplamiento espin orbita.
Puesto que es mas sencillo encontrar este acoplamiento en el sistema super-
conductor en lugar del sistema unidimensional. Nuevamente se evidencia una
degeneracion de Krammer, entonces, el momentum angular ya no es un numero
cuantico adecuado para la caracterizacion del sistema superconductor.

El efecto combinado del acoplamiento espin orbita, rompimiento de la simetria
TR, y superconductividad inducida por proximidad (ver ﬁg., es equivalen-
te a tener un sistema efectivo de superconductividad asociada a electrones de
acoplamiento triplete y un sistema sin espin, puesto que existe una pequena
mezcla de acoplamientos de onda s y p. De este modo el acoplamiento super-
conductor inducida de onda s presente en el nanohilo (3.11)) se modifica en la
direccion del campo Magnético B y se obtiene de forma efectiva una compo-
nente en dicha direccion de un acoplamiento inducido superconductor de onda
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Figura 3.1: Izquierda, Los electrones sobre la superficie de fermi tienen el espin total-
mente polarizado en funcion de un campo magnético. Derecha, Los electrones estdn
polarizados en presencia de un campo magnético y acoplamiento espin orbita.[77].

p, justamente relacionado al rompimiento de la simetria TR. A diferencia de
las correlaciones de onda-s las de onda p pueden transferirse a sistemas con
polarizacion del espin, dando como resultado que el sistema unidimensional
presente efectivamente superconductividad inducida por porximida de onda p.

3.2.1. Aproximacién experimental del modelo de Kitaev

Una vez mencionados los tres ingredientes que son requeridos para obtener un
superconductor topologico no trivial de forma sintética. Se estudian sus efectos en
uno de los sistemas mds promisorios el de los nanohilos de Majorana cuya propuesta
experimental es sencilla en su geometria.

Este sistema consisten en un nanohilo semiconductor puesto que la densidad de
electrones es baja, es decir, el potencial quimico se encuentra cerca del nivel de fer-
mi, lo cual hace sencillo definir u cerca de la condicion de Majorana pu — u — 2t.
Esto hace que la transicién de fase entre los estados triviales y no triviales suce-
da para p = 0. Por supuesto, los semiconductores no presentan ningin fenémeno
de superconductividad. Afortunadamente, es posible resolver este inconveniente al
aproximar el semiconductor al superconductor de onda s, en lo que se conoce como
una heteroestructura (estructura hibrida), el hacer esto genera un fenémeno de su-
perconductividad inducida en el semiconductor. Si bien la geometria del sistema es
sencilla, su implementacion experimental no lo es tanto, pero por el momento no es
necesario preocuparse por ello. Otro aspecto a tener en cuenta es considerar que pu
sea pequeno en comparacion al ancho de banda (u << 2t) al igual que el pardmetro
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superconductor A << 2t. Esto se debe a que la superconductividad es un efecto
bastante débil en comparacion a la energia cinética de electrones.

Inicialmente tomando un limite al continuo del modelo de Kitaev, de tal manera
que sea posible observar el efecto del espin en dicho modelo

Hyg = (K*/2m — p) 7. + 2A7,p (3.13)

El inconveniente de incluir el espin es, dado que el punto del modelo de Kitaev es
conseguir modos de Majorana no emparejados, al incluir una degeneracién del espin
de estos MF, el extremo de la cadena va a contener dos MZM que en formalismo de
operadores es equivalente a tener un fermién ordinario a energia Cero. Una forma
de anadir el espin y evitar este inconveniente es tener dos cadenas de Kitaev cada
una asociada a un valor del espin i.e: Una cadena asociada a un valor del espin 1
es no-trivial (u > 0), mientras la otra cadena asociada al espin | es parte de la fase
trivial (i < 0). El efecto del espin en el espectro de energia se observa introduciendo
un campo magnético externo B con la finalidad de identificar el efecto Zeeman B
(Campo de Zeeman) que este genera.

Hyi = (K*/2m — pu — Bo,) 7, + 2A1yp (3.14)

SC de onda p en un campo magnetico B
: g - -

Energia

_1|:| N . :
4 4 2 0 2 4

B=0.3 Momentum P B=0.5

Figura 3.2: Espectro de energia de 2 cadenas de Kitaev Ayy By, en presencia de un
campo magnético que varia entre 0y 0.5
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En la figura [3.2] se observa que para un valor dado de p = 0,3 a medida que el
efecto del campo magnético B aumenta los electrones ven polarizados su espin, y
existe un cierre del gap de energia para 2 bandas con un mismo espin, en el espacio
de particulas-hueco. Lo anterior implica que para valores de |B| tan grandes como
i, se puede obtener un fermién de Majorana al final de la cadena de Kitaev aun en
la presencia del espin, a su vez los fermiones en el punto critico p = 0 presentan un
acoplamiento triplete del espin, con lo cual es posible entender como un sistema con
el espin completamente polarizado funciona correctamente como modelo efectivo de
un sistema sin espin.

Experimentalmente considérese un tnico hilo quantico (estrictamente unidimen-
sional) con acoplamiento espin-orbita de Rashba u, en presencia de un campo de
Zeeman B (Campo magnético externo) ,y acoplamiento superconductor inducido A
debido a la proximidad con un superconductor de onda s.

Siempre que se describe sistemas superconductores se incluye los grados de liber-
tad de electrones y huecos en forma explicita (Formalismo BdG) introduciendo los
espinores denominados espinores de Nambu. En el capitulo 1 se introdujo el forma-
lismo de BAG en una de las 2 bases que se encuentra en la literatura (Ver seccién
1.6), en dicha base él Hpye v su respectivo espinor de Nambu (k) en el espacio de
momentum son

1 T
H— 5 Z [}, ¢p] Hpac |:CT—p7 Cp]
p
A Hy A
HBdG = (—A* _H*> = (A? _HOT) (315)

wie) = (0lk) w(R) er(—k) (k)

Entre tanto, se introduce una nueva base la cual resultara extremadamente 1util
al final de este capitulo, en dicha base ¢(k) = <¢T(k) ¥, (k) wl(—k:) —1%(—]6))
Para reescribir el hamiltoniano (3.12)) en esta nueva base, se introduce nuevamente

las matrices de Pauli 7; similares a o; tales que las matrices que actian sobre el
espinor de Nambu son matrices 4 x 4 e iguales a 7; ® 0,

H(r) = (H&(f) UyHg((TT)U) i (—A ((;'C:T’) 1 A*(g;r/)1> (3.16)

Tanto Hy como 1 son matrices 2 X 2. En esta nueva base se tiene que el hamilto-
niano presenta simetria particula-hueco (P = 7, ® 0,K) , es decir, en el espacio de
electrones-hueco se doblan el nimero de estados propios del mismo.[100][101]
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Superconductor

Q Nanohilo C) Contacto metalico
- Superconductor - Estado borde de Majorana

Figura 3.3: Esquema experimental de una heteroestructura Superconductor de onda
S(Nb o Al)-Nanohilo semiconductor(InAs o InSb).Figuras tomadas de [100][101]

En el esquema experimental de la figura [3.3] se observa un conjunto de electro-
dos acoplados a la heteroestructura, usados para controlar el potencial quimico del
nanohilo y controlar el paso del sistema a un régimen topoldgico. Los MF al igual
que en el modelo de Kitaev, surgen en los bordes del semiconductor y decaen ex-
ponencialmente a lo largo del nanohilo. Este modelo puede implementarse para mas
de un nanohilo con lo cual es posible tener N MZMs en la bisqueda de aplicaciones
practicas para sus exoticas propiedades.

En el espacio de momentum, se tiene (3.16]) se puede reescribir en forma compacta
para un campo magnético perpendicular al acoplamiento espin-orbita

2
H = <p_ + upo, — ,u) 1, — Bo, + AT, (3.17)

2m

Donde, B = (gug/2)B, siendo g el factor-g de Landé ,up el magnetén de Bohr. A
su vez u denota la fuerza del acoplamiento espin-orbita de Rashba, que e encuen-
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Semiconductores InAs InSb
Masa efectiva m 0.023 m, 0.014 m,
12000 eV/c? 7200 eV/c?
Factor-g 8-15 40-50
b/B = gup/2 0.2-0.4 meVT™! | 1-1.5 meVT™!
Energia espin orbita Eg 0.05-1 meV 0.05-1 meV
Acoplamiento espin orbita « 0.2-0.08 eV A 0.2-1 eVA
Longitud espin orbita kgé 180-40 nm 230-50 nm
Nanohilos de Majorana
Superconductores Al NbTIN
Campo critico B, 10 mT 10T
Temperatura critica T, 1.2 K 15 K
gap superconductor A 0.2 meV 3 meV
gap inducido por proximidad max A 0.2 meV 1 meV

LISTA DE TABLAS 3.1: Propiedades experimentales de algunos materiales utiliza-
dos en la fabricacion de nanohilos de Majorana en la bisqueda de MF.[100]

tra en direccién perpendicular al campo de Zeeman B. El valor particular de cada
pardmetro depende precisamente del arreglo experimental (ver fig , se han rea-
lizado nanohilos de Majorana con un nano hilo semiconductor de InAs o InSb, en
proximidad de delgada laminas superconductoras de Al o NbTiN (Ver tabla 2). El
InAs o InSb presentan un acoplamiento espin orbita fuerte y un factor-g grande
con lo cual es posible tener un campo de Zeeman grande con un campo magnético
relativamente pequeno facilitando la obtencién de MZM en forma experimental.

Maés adelante en este capitulo se realizard una deduccién més formal de (3.17))
y del cambio de base descrita en . Por el momento se procede estudiar este
hamiltoniano hasta el ultimo detalle. Esta tarea se facilita restringiendo la respectiva
expresion a los casos limite. En especifico se consideran dos limites dependiendo del
valor del campo de Zeeman con respecto al campo de acoplamiento espin-orbita el
cual se mide mediante la relacién ey, = mu?, asumiendo que A < max{B, e, }.[102]
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1. Limite de Kitaev (B > ¢,,): No tomando en cuenta el acoplamiento de espin
orbita, y p = Olos valores propios de energia vienen dados por la expresion:

P A

En este caso consiste en dos parabolas asociadas al valor del espin 1 y espin |

Efecto del Campo B de Zeeman

1 12 12

08
08 5 - 08
ue 08 : i 06|
(L] PO O SO PP PO 04 . : 0.4

02 e S 02
02 ; }

Energia
[s.]]

A B=0 S 4 ,:':" B=0.1

21 05 [ 05 1 ] 08 [ 08 1 ]

05
A=01ypu= A=01yp=0 A=01ypu=0

Momentum P

Figura 3.4: Efecto Zemman asociado al Espin en el espectro de energia, evidenciado por
un campo magnético B que varia entre 0 y 0.2. Arriba, la pardbola magenta corresponde al
espin T, y la parabola roja al espin |.[100]

Puesto que el superconductor de onda s presenta un acoplamiento de singlete,
y que el campo magnético conserva el espin en la direccion z, las excitacio-
nes BdG presentan un espin total, con lo cual se genera un inconveniente al
querer obtener MZM dado que dichas cuasi particulas no deben tener espin ni
ninguna otra propiedad para diferenciarse de sus antiparticulas. El hecho de
que los MZ aun presenten espin, afecta en que el gap de energia no puede ser
abierto haciendo imposible tener un régimen topoldgico. Por otro lado, los MZ
que se encuentran en los puntos donde el gap se cierra corresponden a bandas
con espin opuesto, es decir, el sistema no corresponde a un sistema efectivo del
modelo de una cadena de kitaev sin espin. Del mismo modo, las cuasi particu-
las BAG de nuestro interés no tiene en cuenta estados que correspondan a una
mezcla de estados del espin (d = ucf, + ve, = u*c, + vel = d'), cumpliéndose
facilmente la condicién de Majorana de ser indistinguible de sus antiparticulas.
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En secciones anteriores se menciond que el tomar en cuenta el valor del espin,
estas excitaciones asociadas a la superconductividad inducida en el semicon-
ductor se acoplan facilmente al resto de la cadena haciendo una transicién a la
fase trivial de la misma.

Lo anterior puede entenderse formalmente para p diferente de cero en el Ha-
miltoniano (3.17)) varia su forma dado los diferentes valor de B [102]

2

H= (p—Q—(B—i-,u)) T4 pt— H= (p——(B—f-,u)) T.4+pt  (3.19)

2m 2m

En ausencia del acoplamiento espin orbita, el espin asociado a la cuasi particu-

la y anti cuasi particula son |[d) = [1 0 0 O]T y respectivamente |d)f =
T P ., .

[0 0 0 1] los cuales no presentarfan ningiin emparejamiento puesto que

(d| AT, |d) = 0, es decir, los pares de Cooper en configuracién de singlete

no permiten inducir superconductividad en un sistema perfectamente po-

larizado.

Al incluir el acoplamiento espin orbita para valores muy pequenos de es-
te, se tiene que a partir de la teoria de perturbaciones de primer orden, es-
te término modifica los espinores tal que asi |d) = [I —up/2B 0 O]T y

' =0 0 —up/2B 1]T, en este caso (d| A7, |d) = —%A. El hamiltoniano
(3.19) es por tanto
2
p _ up
H~|—— — = .
(Qm u) -5 AT, (3.20)

Cuya forma es la del hamiltoniano de un superconductor de onda p sin espin
(1.63) tomando el parametro de orden superconductor como un valor efectivo
A = uA/B. Dado que ,, <, implica que el nano hilo presenta una fase
superconductora tunicamente tomando en cuenta el acoplamiento espin orbita

y en el limite de un campo de Zeeman fuerte.

2. Limite Aislante topolégico: B < ¢,,: Tomando tnicamente el efecto del
acoplamiento espin orbita, a partir de (3.17)) se tiene que el espectro de energia

es
2 2 1 1
£p = P p=2 tup+ cmu? — —ma?
1 1 '
— — (p+ _ = 2
& = 5 (pEmu)” — gmu

En la figura se observa la existencia de estados degenerados asociados
al espin, a estos estados se les denomina pares de Krammer puesto que su
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Efecto del Acoplamiento Rashba Espin Orbita
T T

i T T T T

T
Banda de energia Espin Up
——— Banda de energia Espin Down
—— Nivel de Fermi

251 : -

Energia

05 R H . F -

25 i | | i | | |
3 , E E

Momentum P

Figura 3.5: Efecto del acoplamiento Rashba de espin-orbita en el espectro de energia
(Degeneracion de Krammer). Se toma p =0, u = 0,5y B = A =0 en la ecuacion

G17).102)

respectivo estado cuantico presenta una degeneracion de la energia tal que
E|(p) = E+(—p)(Degeneracion de Krammer) la existencia de existencia se en-
cuentra asociada a que el hamiltoniano presenta simetria de inversién temporal.
Por otro lado, la existencia de esta degeneracion de los estados corresponde a
tener dos cadenas de Kitaev con espin completamente polarizado, fenémeno
similar al ocurrido en los aislantes topoldgicos donde se tienen dos corrientes
de borde independientes asociadas cada una un tnico valor del espin.

Al aplicar un campo magnético en direcciéon perpendicular al acoplamiento de
espin orbita, dicho campo mezcla estos dos estados en p = 0 y abre el gap
en 2B(Ver fig. 3.10)), con lo cual el espectro cambia en funcién del campo

efectivo de Zeeman-Espin orbita resultante ( (up)2 + B?) actuando sobre la

componente del espin que es ortogonal tanto a B cémo el acoplamiento espin
orbita (ver fig. [3.6) de esta forma,

2
e, = p—m + 1/ (up)? + B2 (3.22)

En presencia del campo magnético y acoplamiento de espin orbital que rompe
la conservacion del espin, se levanta la degeneracién de Kramer, asociado a
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Efecto Zeeman B + El acoplamiento Espin Orbita u
35 T
! ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Banda de energia Espin Up
Banda de energia Espin Dawn
Mivel de Fermi
b : ! : |

250 : : : -

Energia
T

0s|- o : o ; a

25 i | | i | | |
- - R 05 1 15 2

o
Momentum P

Figura 3.6: Levantamiento de la degeneracion de Krammer de la Heteroestructura
(Ruptura de inversion TR). Se toma p = 0, u = 0,5, B =02y A =0 en la

ecuacion (3.17).[102]

una ruptura de la simetria TR, lo cual estd asociado con un tnico modo de
Majorana por borde y no dos (Asociados a la degeneraciéon de Krammer). Se
observa como los electrones presentan un espin en funcion del momentum p, en
particular presentan espin opuesto respecto al valor p = 0, dando lugar a una
cadena de kitaev efectiva sin espin (ver fig. 3.6]). A su vez se tiene que el MZ
asociados a las bandas que se cierran en los puntos criticos presentan el mismo
espin presentando un acoplamiento triplete o en su defecto corresponde a un
sistema con el espin completamente polarizado. De este modo, al no existir
una componente de espin que permita diferenciar la cuasi particula de la anti
cuasi particula se tiene que dichas excitaciones de un nanohilo de Majorana
son MZM.
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Figura 3.7: Arriba, Efecto del acoplamiento Rashba de espin-orbita en el espectro
de energia (Degeneracion de Krammer). Abajo, Espectro de energia en el limite de
aislante topolégico, se toma u = 0,0,1 y 0,3.[101]
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Figura 3.8: Arriba, Efecto del acoplamiento Rashba de espin-orbita en el espectro
de energia (Degeneracion de Krammer). Abajo, Espectro de energia en el limite de
aislante topolégico, se toma u = 0,0,1 y 0,3.[101]
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Energia

Heteroestructura Semiconductor(Nanohilo)-Superconductor (S-wave)
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Figura 3.9: Arriba, Espectro de energia de un manohilo con acoplamiento finito y
campo de zeeman igual a cero, se grafica unicamente los valores propios de energia
asociados a los electrones(Degeneracion de Krammer). Abajo, Espectro de energia
del nanohilo de majorana en la presencia de un campo de Zeeman B, y acoplamiento
de Rashba variable,en el limite de aislante topoldgico al tomar v = 0,0,1 y 0,3.[101]
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El efecto del campo de Zeeman y del acoplamiento, Rashba espin orbita en
el espectro de energia de la heteroestructura semiconductor-superconductor se
observa en cuanto dicho espectro presenta dos mecanismos que cierran el gap
de energia: Primero, Para valores del momentum cercanos a p = 0, el gap
se cierra debido a la magnitud del campo de Zeeman B (ver fig y (ver
fig ; Segundo, para valores grandes de p, el cierre se debe tinicamente al
acoplamiento espin orbita (ver fig ). Esto se puede observar rapidamen-
te, tomando el hamiltoniano del nanohilo de Majorana en el limite de
aislante topoldgico

H ~ upo,1, — Bo, + A1, (3.23)

Ahora dicho hamiltoniano presenta exactamente la forma del Hamiltoniano de
un aislante topolégicocon lo cual espectro de energia esta dado por la expresion

E, = :I:\/ up (B + A) el gap se cierra para B = +A y valores cercanos
ap=0,lo cual mdlca una transicién de fase topoldgica.[102] El acoplamiento
espin orbita y la aplicacion de un campo de Zeeman, en aproximacion al con-
tinuo es decir valores pequenos del momentum p, juegan un rol importante en
la obtencion de un sistema topoldgico.

Finalmente, es momento de realizar un analisis de la relacién de dispersién para el
nanohilo de Majorana.[100][101] Al tomar en cuenta los 3 ingredientes mencionados
anteriormente mencionados, de forma que se observen los efectos de los mecanismos
que abren y cierran el gap de energia para todos los valores de p.

Se retoma en primera cuantizacion

= [ar 010 (2 woyp— o+ B0 ) (o) + 60) (M) ) +

Donde, B = (gup/2)B, siendo g es el factor-g de Landé ,u 3 el magnetén de Bohr.
A su vez u denota la fuerza del acoplamiento espin-orbita de Rashba, mientras el
espinor ¢ (z) en el espacio real es igual a ¥ (x) = [¢1(x), ¢ (z)]. Para efectos de obte-
ner un sistema que sea equivalente a un superconductor de onda p, el acoplamiento
espin-orbita se encuentra en direcciéon perpendicular al campo de Zeeman y por ulti-
mo se toma ¢ = 0. El nanohilo se encuentra ubicado a lo largo del eje z, la superficie
del superconductor es perpendicular a la direccion z, mientras el acoplamiento espin
orbita se toma en direccion y. Mediante una transformada de Fourier la funcién de
onda es ¢(p) = [ dp (e"4)(x)), el hamiltoniano en el espacio de momentums

= [a]o (—+uayp i B0) 0lp) + vlp) (Aiy) (o) + | (320
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Heteroestructura Semiconductor-SC: Caso A= 0
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Figura 3.10: Espectro de energia y espin electrones del nanohilo semiconductor: Arriba
Izquierda, Sin acoplamiento SO y campo B finito; Arriba Derecha, Acoplamiento SO
finito y sin campo magnético; Abajo Izquierda, El acoplamiento SO domina la apertura
del gap de energia, los electrones presentan espin opuesto; Abajo derecha, El campo de
zeeman B domina el mecanismo de apertura del Gap, el espin estd polarizado con el campo.

A. Caso A < max{B, e, } =0 : En este caso (3.24] se reduce a
2 —
H= /dp {W(p) (2% +uoyp —p+B- 0) 1/)(19)} (3.25)

Cuya forma compacta es h(p) = ¢,1 + r,.0 con: g, = % — ; v, = B+ upj un
campo magnético efectivo que toma en cuenta el aporte del campo de zeeman y del
campo asociado al acoplamiento espin orbita. El espectro de energia en este caso es
facil de obtener resolviendo la ecuacién caracteristica det (h(p) — E(p)) = 0, es decir

. 8p+_BZ Bx+i(By_+ua) _(E 0)\]_
(hip) = £ 1|_’(Bx—|—i(By—|—ua) e, — B. 0o £)]="
P’ 2 (B 2, A
Ei:ap:i:rp:%—nu:l:\/Bg—l—(By—i-ozp) + B? (3.26)

Esta relacion es la forma general de la relacién obtenida en para un campo
de Zeeman en la direccion z y p = 0. En este caso para un campo de Zeeman
B > 0, las bandas de energia no estdn degeneradas, mientras que para B = 0y
p = 0, las bandas vuelven presentar degeneracion de Krammer asociada al espin. El
acoplamiento espin orbita como el campo de zeeman compiten para la polarizacién
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del espin, en funcién también del momentum (ver fig. [3.10]), como resultado, los
electrones con la misma energia y momentum opuesto tienen un espin dirigido en
diferentes direcciones.

B. Caso A > 0: En este caso resulta de utilidad usar la nueva base del ha-
miltoniano H g4z mencionada con anterioridad. Reescribiendo el hamiltoniano del
nanohilo de majorana en el formalismo BdG

1= [ap[610) (L + o=+ B0 ) 6(a) + 000) (Bim) (5 + D]

2m

e e B e i

Es posible cambiar el hamiltoniano a la base antes mencionada via una transforma-
cién unitaria U = diag(1,0,), lo cual significa

t_ _ [H(p) -A ]
UHpacU' = Hpac = { A —o,H(—p)'o, (3.27)
ep+B  —up 0 —A
Hpe: = H(p) —A ) 1 _ | —u'p &—-B —A 0
—A —TH(p)T! 0 —A  —(gp+ B) —u*p
—-A 0 —up — (¢, — B)
(3.28)

Las simetrias particula-hueco y de inversion temporal en esta nueva base son A =
7, ® 0y, K y T = i0, K respectivamente, es decir, mientras el operador de la simetria
Particula-Hueco cambio no lo hizo el de inversién temporal tal y como se definie-
ron en (1.79) y (1.78). Este cambio de base resulta 1til, puesto que el pardmetro
de orden superconductor asociado al fenémeno de superconductividad inducida por
proximidad corresponde a una matriz unitaria respecto al sistema que se conside-
ra. Por otro lado, es facil obtener el hamiltoniano asociado al grado de libertad de
los huecos entendiéndolos como electrones bajo la acciéon del operador de inversion
temporal, es por esto que su hamiltoniano se puede obtener al cambiar el signo de
todos los términos que conservan esta simetria, y dejar con el mismo signo a aquellos
que la rompen, es decir, los que son proporcionales al campo magnético B. A par-
tir de , es posible hallar la forma general de la expresion en el espacio
particula-hueco. Puesto que se puede escribir en el espacio de momentums de
forma compacta tal que asi

H(p) = (g +upo,) 7. + B -0 — Ar, (3.29)
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La relacién de dispersion de las cuasiparticulas se obtiene resolviendo la ecuacién
caracteristica det(Hpqse — E(p)I) = 0.

By = i\/ 2 B2 A~ (up)® £2\/(B2 — (wp))(A2 +22)  (3.30)

La expresion fue obtenida rapidamente mediante el programa Matlab itroducien-
donla matriz mediante variables simbdlicas y hallando sus valores propios. Operando
algebraicamente se tiene que tomando r, = B + upy, (3.30) para un campo B per-
pendicular al acoplamiento espin orbita, puede rapidamente simplificarse tal que

E, = j:\/gg + 1,2+ A2 £ 2\/(8§rp2) + (A252) (3.31)
Dada la anterior expresion, se obtuvieron las siguientes graficas

Heteroestructura Semiconductor-SC: Caso A> 0
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Figura 3.11: Arriba, Espectro de energia de un nanohilo en diferentes regimenes. Abajo,
Espectro de energia del nanohilo de majorana en la presencia de un campo de Zeeman B
variable, y acoplamiento de Rashba v = 0,6.[100]

En la figura se muestra que mientras, el acoplamiento de Rashba sea positivo,
u > 0 y exista superconductividad inducida por proximidad en el nano hilo A > 0
el sistema presenta un gap de energia AFgc.

2u ‘pp+‘

AESC = QE_(pF+) ~ (332)

B? + (Upp+)2
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Heteroestructura vs Superconductor de Onda P
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Figura 3.12: Comparacién del espectro de energia de la cadena de Kitaev, y un nanohilo
de Majorana: Arriba, un superconductor de onda p; Abajo, Nanohilo de majoran en el
régimen de un acoplamiento de espin orbita finito y campo de Zeeman variable.[100]

Donde, pr,, es el valor del momentum para el cual se cerraria el gap de energia en
el caso que A = 0. El valor de pp, , se obtiene a partir de (1.84) y hallar los puntos
para los cuales dicha expresién se hace cero,F(£p) =0

» Para B = u = 0, el momentum para el que el gap se cierra es k= ~2mp
» Para 1 = u = 0, el momentum para el cual el gap se cierra es k, = V2mB

= Para b = p = 0, el momentum para el cual el gap se cierra es kgo = mu

, 0 en otras palabras solucionando la ecuacién €, = r,?

kp, = \/ 2o+ k2 % \[ (K2 + K2)? — Kl + K (3.33)

Por otro lado en la figura (3.12)), se observa que para un valor fijo de p, u > 0 en
la presencia de un campo magnético variable, el espectro de energia empieza ce-
rrarse para valores cercanos a p = 0, donde el gap de energia después de operar
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algebraicamente viene dado por AE, = 2E.(0) = 2 ‘B — 2+ A2’. Esta ltima
condicién estd directamente relacionada con la transicion de fase trivial y topoldgica
del sistema, explicitamente se define como B > +/u2 + A2. De este modo es po-
sible obtener un sistema cuyo espectro de energia es equivalente al obtenido para
un superconductor de onda p asociado al modelo de la cadena de Kitaev (ver fig.
, y mas importante ain este nuevo sistema efectivo puede ser implementado
experimentalmente.

3.3. Senales experimentales de MZM

Existen materiales en los que surge de forma intrinseca superconductividad de on-
da p como un efecto de las interacciones de muchos cuerpos. Sin embargo, se tratan
de sistemas muy raros. Los candidatos mejor conocidos son: La fase superfluida del
He, y el superconductor con emparejamiento triplete del espin SroRuQOy4. A la vez
que, la implemetacién de vortices semicuantico capaces de hospedar MZM represen-
tan serios desafios en ambos sistemas. Por otro lado, la realizacion de superfluidos de
onda p con el espin polarizado en sistemas de atomos ultrafios posee otros desafios
debidos a la corta vida de los pares de borde.[99] Debido a estas dificultades se tie-
ne realizar, detectar y manipular MZM en superconudctores topologicos intrinsecos
como una ardua tarea. Apelando a la factivilidad y repetibilidad de resultados en la
busqueda de MF como cuasiparticulas presentes en el fenémeno de sueprconductivi-
dad topoldgica, una alternativa promisoria desde el punto de vista de la ingenieria y
experimentacion son los superconductore topologicos sintéticos. Una de las propues-
tas mas sencillas es la mencionada en las secciones anteriores, que como se discutio
en su momento se trata hetroestructura que combina un superconductor convencio-
nal con otro material que bien puede ser un semiconductor o un aislante topoldgico.
Los pioneros de esta propuesta fueron por Fu y Kane mediante el uso de un su-
perconductor convencional de onda s en combinacién con un aislante topologico[16].
El siguiente paso fue remplazar los aislantes topologicos con semiconductores que
tecnologicamente hablando se tratan de materiales més amigables[61][63]. Uno de
los de los desarrolos posteriores prpone la realizacion de MZM en cadenas de ato-
mos ferromagnetica [103] sobre un substrato superconductor. Teéricamente se pudo
concluir que para la sintesis de un superconductor topoldgico se requiere de la combi-
nacién de: Un acoplamiento espin orbita, Un efecto de desdoblamiento de Zeeman vy
superconductividad inducida por proximidad. Los primeros dos ingredientes proveen
la plataforma de un sistema de fermiones sin espin, en forma efectiva, mientras la
tercera provee el emparejamiento de los electrones en pares de cooper. Al mismo
tiempo, ser capaz de probar los modos cero de Majorana no se trata unicamente
de un requrimieno para su investigacién experimental, tambien permite ir varios pa-
sos hacia adelante en la manipulacién controlada de los mismos necesaria para la
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computacién cuantica.

Las caracteristicas que necesitan ser demostradas pueden dividirse en tres: (%)
MZM son estados cuanticos a energia cero y estan localizados en defectos toplogicos
de los SC topologicos (Vortices, Borde, Dominios de pared, etc), (4) Un par de MZM
corresponde a un fermion de Dirac altamente deslocalizado, y (%4i) Los MZM tienen
una estadistica no abeliana. Esta tltima propiedad representaria la ultima validacion
de la existencia de MZMs. Por supesto, la prueba de estas propiedades envuelve todo
tipo de experimentos y mediciones complejas, el primer paso natural es demostrar
la existencia de estos estados de borde a un valor propio de enegia cero, ain asi se
presentan todo tipo de efectos a tener en cuenta para lo que respecta a tener optimas
condiciones experimentales entre ellas: reducir el desorden debido a efectos del campo
de Zeeman, la temperatura, asi como el propio diseno de la nanoestructura.

Un fermion de Majorana es un objeto neutral que por tanto no puede acoplarse
a un campo electrico, a su vez mo poseen espin, es decir, tampoco pueden percibir
los efectos de un campo magnetico externo. Sin embargo, debido al fenomeno de
no conservacion de la carga asociaciado con la presencia de pares de Cooper (Un
condensado superconductor), si un electron entra al interior de un superconductor
topoldgico, estos electrones deberian percibir la presencia los MZ. Es por esto que los
efectos en la conductividad o efecto tunel de la carga o espin proveen una herramienta
conceptual simple pero fuerte como herramienta para la deteccion de MF mediante
técnicas experimentales entre ellas la espectroscopia de efecto tunel. o STM.

A continuacion se realizara una revisién teorica de algunos de los fenomemos
asociados a la superconductividad topol()gica que permitan evidenciar la existencia
de MZ en estos sistemas, asi como tambien se dara aconocer ciertos resultados ex-
perimentales que se han hecho a lo largo de los anos desde el inicio de la busqueda
en 2012.[35][106]

3.3.1. Reflexion de Andreev Anomala

Para entender cual es el efecto en conductividad asociado a la presencia de un
MZM en un material superconductor topoldgico (T'SC), es instructivo primero com-
prender el caso de un superconductor convencional(S 6 SC). El montaje experimental
incial es de lo mas simple, consiste en un metal que presenta una interfaz con un su-
perconductor y mediante la aplicacion de un voltaje se observa que existe un paso de
corriente a través de ambos bloques (ver fig ; ahora bien existe un punto peculiar
que lo diferencia de un un circuito convencional, eso es la presencia de una corriente
superconductora aun cuando el voltaje aplicado al sistema es mas pequeno que el
potencial asociado al gap superconductor.(ver fig [3.14(a)). La pregunta es: 4Qué su-
cede con el electron que llega a la interfaz N-S(Metal Normal-Superconductor) para
valores pequenos de voltaje?
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Figura 3.13: (a) Metal convencional(N) acoplado a un superconductor topologico
(TSC) con MZMs en los bordes (b) Diferencial de la conductancia a temperatura
T =0 (c) Diferencial de la conductancia a una temperatura finita.[99]

Al momento que un electrén llega a la interfaz con el superconductor, hay dos

posibilidades que pueden tener lugar;una reflexion normal, segin la cual el electron
simplemente se refleja en la interfaz con lo cual no existiria transferencia de carga
entre los electrodos y por tanto no hay corriente que fluya a traves del sistema, y en
efecto esto ocurre aun cuando en la interfaz no haya un Superconductor. La segunda
opcién es un mecanismo asociado a la transferencia de carga y al cual se le conoce
como reflexion de Andreev se da en unicamente en el caso de tener una interfaz
N-SC.
La reflexiéon de Andreev bien puede ser vista como un problema de transmicion
atraves de una unica barrera (ver fig[3.15}(a)) entre N y SC; o por otro lado debido a
la presencia del superconductor se tiene que tanto electrones como huecos participan
en la transferencia de carga, conceptualmente, este tltimo punto de vista se puede
imaginar separar el lado metalico en dos secciones, una que unicamente conduce
electrones mientras que la otra conduce unicamente mediante Huecos. Estas dos
secciones se encuentran conectadas por el superconductor, que al momento de que
el electron incide en el SC se transmite un hueco al otro lado de la barrera.(ver fig
[3.14F(b)) en esta imagen, el fenomeno de la reflexién de andreev puede ser entendido
como un problema de transmision por tunelamiento en una doble barrera.

En las figuras v (3.15)) cada electrén transfiere una carga 2e a través de
la interfaz. Esto ocurre puesto que el electrén incidente presenta una retroreflexion
debida al superconductor y se refleja un agujero de espin y velocidad opuestos pero
igual cantidad de movimiento al electrén incidente. Se supone que la interfaz pre-
senta una transparencia alta de modo que se reduce la posibilidad de una dispersion
normal.(Ver fig . Dado que este par consta de un espin hacia arriba y espin
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(a) (b) ()

NI STN] |

e — = e _ Sen -—h

_— -
¢ 2

e e - h 0
h-— ——»

She -1
eV (arb. unit)

Figura 3.14: Cuantizacion de la condutancia en un nanohilo de Majorana. (a) Expe-
rimento tipico de conductancia donde el nanohilo se encuentra proximo a un metal
a travez de una marrera de tunelamiento bajo un voltaje finito Vis. (b) Reflexion
de andreev como un problema de transmision a traves de una barrera doble donde
se presentan:Se (Reflexion normal),Se, (Reflexion de Andreev). (c¢) La reflexion de
Andreev presenta un pico de resonancia asociado a un MZ(E = 0) y temperatura
cero, para un voltaje de referencia eV =0, el cuantum de conductancia en este caso

es Go = 2¢*/h.[100]

hacia abajo, un segundo electron de espin opuesto al electrén incidente forma un par
de Cooper en el superconductor, este fenomeno se le conoce como conservacion de la
carga.

Se define r., la amplitud para la relexion de Andreev, y su valor absluto al
cuadrado |reh|2, es la probabilidad de que un electrén incidente se refleje como un
agujero. Una vez conocido r., se puede conocer la conductancia G(V'), relacionada

con la corriente superconductora que se genero como respuesta del pequeno voltaje

dl
V,G(V) = W Al mismo tiempo, la conductancia se tiene que cumple con la relaciéon

G(V) = 2Go|ren|? (3.34)

Si bien en este trabajo no se realiza la deduccién de la ecuacién , esta
puede ser entedida intuitivamente. La conductancia es proporcional a la probabilidad
\reh]2 de la reflexién de Andreev, puesto que se tiene que para valores pequenos del
voltaje este es el inico mecanismo que permite la transferencia de carga. El factor
2, se debe a que cada reflexiéon de Andreev transfiera la carga asociada a un par de
copper 2e. Finalmente, Gy = €%/h, es el quantum de la conductancia, la constante
de proporcionalidad fundamental que relaciona la corriente con los voltajes.

Una vez entendido lo que sucede en una interfaz convencional NS, se tiene que
para el caso de un superconductor topolégico que como se sabe en base al formalismo
estudiado en el presente trabajo, a priori presenta un modo de Majorana asociado a
sus bordes y es uno de estos bordes el que se encuentra en la interfaz con el metal. Se
considera que el segundo modo se encuentra lo suficientemente alejado de la interfaz
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Figura 3.15: (a) Reflexién de andreev como un problema de transmisién a traves de
una barrera (b) Pico de resonancia cuantizado, el cual puede servir como prueba de
un MZ aislado.[102]

y no presenta un rol en el tranporte de carga. Surge la pregunta, ;Cémo afectaria al
fénomeno de la reflexion de Andreev, y en su defecto a la conductividad que presenta
comunmente el sistema N-S, la presencia de el MZM 2.

Retomando el problema de reflexién de Andreev como un proceso de transmision
en la presencia de una barrera doble, segiin el cual se presenta una resonancia en el
fénomeno de tansmision en la presencia de un estado de borde. Esto implica que la
probabilidad |r.;|* se ve mejorada dramaticamente si la energia del electrén incidente
detecta a presencia del modo de borde. En este caso, la energia del electrén se define
mediante el voltaje aplicado que a nivel experimental se tomara como Vj;,s, v puesto
que en el caso de un MZM se trata de un modo a energia cero, se esperaria obtener
un pico de resonancia en la conductancia de la interfaz a Vi;,s = 0 (ver fig .b). A
nivel experimental la observacién de este pico de resonancia es la forma mas direc-
ta de medir la presencia de MZ que posiblemente sea un MZM de demostrarse las
otras dos propiedades, esto se debe que la resonancia que se le esta asociando a los
supuestos fermiones de Majorana bien se puede deber a cualquier estado de borde
da baja energia. Dicho pico de resonancia se vera acompanado de otros dos picos
relacionados con el par de Cooper a valores de voltaje diferentes de cero.

En la seccién de resultados experimentales se explicara y tendran un poco maéas
encuenta los por menores como la correlacion de la conductancia con los procesos
involucrados en la reflexién de Andreev anomala en materiales TSC (ver fig
(b) ¥ (c), de manera méas formal se partira de resultados experimentales obtenido
mediante espectroscopia de efecto tunel, donde se pretende encontrar un fenomeno
de reflexién de Andreev perfecto.
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3.3.2. Efecto 47 de Joshepson

Retomando el concepto del modelo de Kitaev presentado en el capitulo 1 con la
finalidad de construir un sistema bidimensional con 2N MZM (71, 2n), que exhibe
por tanto 2 estados fundamentales totalmente degenerados. Al definir operadores
de fermiones normales a partir de los MZM f; = (y2;—1+72;)/2 y el operador nimero
n; = fjT fj, el estado fundamental colectivo puede der convenientemente etiquetado
por |nq, ...,ny), donde, n; son estados de Q-bits protegidos topolégicamente. El efec-
to de Andreev y su aplicacién como base fundamental de los experimentos de STM
permite deducir la existencia de MZM tal y como se vera mas adelante. Sin embargo
no provee informacion de como los Q-bits se codifican.

Una forma de obtener esta informacion es preparar un sistema de 2 MF v, y v
aproximados adiabaticamente de forma que sus funciones de ona se solapen de forma

apreciable (ver fig. (a)). La hibridacién de estos modos puede modelarse por el
hamiltoniano H, = Z'E’}/l’)/Q = e(ny — 1/2). Al tomar € > 0, el sistema permanece en

un estado fundamental si ny = 0, mientras que la fusién de 71 y 72 (ny = 1) produce
una cuasiparticula de energia finita adicional. Es decir, se puede comprender el estad
de n; como la deteccién de la presencia o auencia de tal cuasi particula.

(a)
73 TopoSC 7L [72 TopoSC 74

-m. LA N} -m
oL Or

73 TopoSC 1 72 TopoSC V4

()

T fyo
Il.-....l!..... -..-.’......-II
L Pu | PR

Figura 3.16: (a) Los fermiones de majorana internos vy, y -2 ubicados a los bordes de
las regiones topoldgicas median una componente adicional a la corriente convencional de
Josepshon de periodo 41 en funcion de ¢, entre ambos TSC se encuentra una region ais-
lante (Una barrera). (b) En la region intermedia entre los TSC es reemplazado por un
superconductor o semiconductor , la corriente de Josepshon de periodo 4w puede ais-
larse mediante mediciones de los denominados escalones de Shapiro. (c) Superficialmente
es igual a (a) y (b) pero la corriente presenta un perido de 27 en ¢ [40]

Otra senal experimental de la presencia de MZM es el efecto conocido como efecto

Josepshon Fraccional que consiste en evidenciar la fusion a traves de lo que se conoce
como unién de Josepshon (JJ) que a diferencia del caso anterior se considero una
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union entre TSC y un metal normal (N-TSC); en este caso se trata de un mecdnismo
de transferencia de carga asociado a la unién entre dos superconductores que sean
topologicos, los cuales se presumen que tiene MZM 7, y 75 asociados a los bordes,
efectivamente dichos MZM se acoplarian uno con el otro de tal forma que pasarian
a ser un fermion convencional cono energia diferente a cero. Esta unién entre ambos
TSC sigue presentando ciertos fenomenos asociados a las fases topologicas de los
superconductores a pesar de la hibridacién de los MZM. Esto ultimo esta relacionado
con las dos componentes de la corriente I que puede fluir atraves de dicha unién,
asociado al fenomeno de transferencia de carga en la JJ en funcion de lo que se conoce
como diferencia de fase de Josepshon p asociada al cambio de la fase supercondcutora
®r,1 en las dos regiones topoldgicas.

Atraves de esta uniéon pueden fluir dos tipos de corriente en forma paralela, es
decir, I = Iy, + I.. La corriente I5., denota la coriente de Josepshon convencional
debido a los pares de Cooper que atraviesan por efecto tunel la region intermedia
entre ambos TSC, y su perido se tiene que es de 27 en funcion de ¢ = A¢.[40] Por
otro lado, se propuso que debido a la hibridaziéon de modos 7; » median una nueva
contribucién I, [99].

Una forma de entender esta nueva contribuciéon es modelar las dos regiones to-
poldgicas como dos copias del hamitlniano definiendo p = 0 y A = t. De-
finiendo los operadores CTL’ r que anade fermiones a los segmentos topoldgicos, el
Hamiltoniano es

N-1
H= Z (H,+ Hr) = —% Z (cjwcaxﬂ + €9 ConCanin + h.c) — F(CTLNch + h.c)
a=L,R =1

(3.35)

Donde Hrp describe el tunelamiento de un electrén a traves de la barrera con

fuerza I' > 0. Recuerdese que H, soporta MZM localizados en los sitios 1 y N de cada

cadena. Por otro lado los MZM 7, » de la unién estan relacionados a los operadores

de los fermiones de la red mediante las siguientes relaciones cpy = €*+/2(y; +iv,) /2,

y cp1 = €7/2(vy, + iv3) /2. Aqui 7, , estan hibridizados con los operadores en los

sitios vecinos. Por tanto, cpn v cr1 pueden proyectarse a un subespacio de energia
cero de H, al hacer

1 .
Cin = 56_1%/271
- 3.36
Cpy = t —ipRr/2 ( )
R1 = 56 2

Luego (3.36) y (3.35) describen un efecto de tunelamiento para un estado fer-
mionico a lo largo de la barrera cuyo hamiltoniano efectivo en el subespacio de bajas
energias es
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—-A

Figura 3.17: Energia como funcion de la diferencias de fases susperconductoras a traves
de una union de Josepshon. Las areas grises corresponden a los niveles excitados de altas
energias. Izquierda, Superconductor Topolégico. Derecha,Superconductor topoldgico en el
subespacio de bajas energia, los cruces para p = w,3mw estan protegido por la conservacion
de la paridad de los fermiones.[99]

1 . .
=) () o

Hepp = —% [ Y172 + h.c]

1
Siendo que n; = g7 el operador nimero de la cuasiparticula formada por los

dos operadores de Majorana, se conserva [H.sf,n1] = 0, esto permite encontrar un
espectro de energia como la corriente I.:

r
Heopp == cos (£) (m = 1/2)
2 N2 (3.37)
2e <Heff> € . ; '
[ = Wil ©p 2)(2ni — 1
= 2Bt o) on - )

A partir de para un nimero de ocupacién n} fijo, y una unién de Josepshon
constituida por dos superconductores topologicos se predice la existencia de una
corriente de Josepshon de periodo 47 (Efecto de Josephson Fractional) debido al
efecto tunel de la mitad de un par de cooper a traves de la interfaz. En contraste
con la corriente convencional de Josepshon entre dos SC, cuyo periodo es de 27 dado
que en dicho caso el paso de un par de cooper seria el causante de una corriente
superconductora en un sistema de SC convencionales, (ecuaciones de Joshepson)
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cuya expresion es

I(t) = I = 2eZ—E = I.sen(p(t))
12 (3.38)
Op _ 2eV(t)
o h

En el caso del sistema de dos TSC (ver fig. (a)) el Hamiltoniano Hr que
acopla MZ hace que los electrones y no unicamente los pares de Cooper puedan ser
parte del proceso de transferencia de carga.

(a) © [0
1
§ 0
sa)
-
0 n 2n in 4rn
10)
b
( ) (d) 1
0)
=
~
Ll

Figura 3.18: Efecto de Josepshon fraccional en un Nanohilo de Majorana (a) Union
de Josepshon realizado por la aproximaziom dos superconductores, modelados como
dos segmentos 1-D acoplados mediante una barrera de tunelamiento, y diferente fases
superconductora ¢r y ¢r.. (b) Un superconductor 1-D en una geometria de anillo con
una unica unica union de Josepshon que encierra un campo magnetico ®.(c) Niveles
de Energia asociados a a unidn de Josepshon como funcion de la fase ¢ = ¢. (d)
Corriente supercconductora-Corriente de Josepshon en funcion de p = ¢.[101]

Segin lo anterior, la observacion del efecto Josepshon con periodo de 4w y su im-
portancia en la deteccion de MZ, se debe a que justamente la paridad de los fermiones
se preserva.

A partir de : Supongase un sistema tal que ¢ = 0 y paridad igual a 1, si el
sistema inicia en un estado base de Hr y valor propio de energia £ = —I"/2 de modo
que la paridad se conserva, para un cambio ¢ = 0 hasta 27 el estado cuantico es por
tanto fisicamente diferente puesto que su energia energia para ¢ = 27 es £ = I'/2
en adicion a un valor finito de la energia de las cuasiparticulas asociados a los otros
fermiones de Majorana lejos de la interfaz (ver fig |3.16)). Puesto que la paridad de
fermiones global dicta que el sistema puede decaer de nuevo al estado fundamental
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solo si los fermiones pueden transferencirse entre los fermiones ;9 — 73 4 situacién
que se excluye debido a la separacion espacial entre los MZM de los extremos de
cada sector TSC. El tinico modo de regresar el sistema al estado inicial es avanzar
nuevamente desde 27 hasta 47 se obtiene el sistema de nuevo en su estado inicial, esta
doble periodicidad en los estados fisicos saca a relucir el efecto Josepshon fractional o
Efecto Josepshon con periodo 47. En este caso la presencia de fermiones de majorana
permite el paso de electrones individuales a través de la unién (ver fig. .

De forma experimental, la medicion del efecto de Jospeshon de periodo 47 resulta
en una senal inequivoca de la presencia de MZM en cuenta el signo de la corriente I,
depende unicamente del niimero de ocupacién n! de la cuasiparticula formada
por MZM en la unién.

3.3.3. Resultados Experimentales
I. Espectroscopia de efecto tunel

Antes de dar paso alo experimental resulta de gran ayuda conocer la expresiéon de
la corriente de Andreev desde el metal hacia el superconductor topolégico mediante
lo que se conoce como teoria de scattering.[40][102][105] De esta forma queda mas
claro como interpretar los resultados experimentales.

Tomando en cuenta todos los procesos de reflexién y retroreflexion en la figura
3.14] (a) o figura (a). El mecanismo de transferencia de carga explicitamente
consiste en: la amplitud asociada un electrén en la region del metal presenta un
fenomeno de transmicion atraves de la barrera, para valores de energia del electron
menores a la del gap superconductor £ = eV < A al no haber modos de propagacion
en el superconductor en este caso el electron transmitido se acopla a otro electron
con espin opuesto y forma un par de cooper, por efectos de conservacion de la carga
se genera un hueco, el cual se refleja nuevamente atraves de la barrera hacia el metal.
En otras palabras, el electréon enviado atraves de la barrera sufre una retroreflexion
como un hueco en el limite con superconductor. Al final por reflexién de Andreev
desde el punto de vista del metal convencional puede verse de forma efectiva que
se ha dado una transferencia de una carga igual a 2e hacia el superconductor tal y
como se menciono en la secciéon anterior.

La amplitud de propbabilidad asociada a todos estos procesos es t,7p.t., donde
The(reh) son la amplitud de la reflexién de Andreev; y t.(t5), las amplitudes de trans-
micion de la barrera para electrones y huecos. De momento se deja la dependencia
energetica de estas amplitudes de forma implicita, en adicion se tiene que la corriente
total atraves de la barrera no comprende un tnico fenémeno de Andreev sino que
subsecuentemente a la primer reflexion existen mas fenomenos de reflexién del mismo
tipo para los electrones y huecos que ya se han visto reflejados, es por ello que la
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amplitud total de reflexién para este fenomeno es

zfhrhete

She = ta[l + Thererenrn + (Thererehrh)z + . hete = (3.39)

11— TheTelehTh
Con el fin de obtener la expresion de la corriente de tunelamiento, se multiplica la
probabilidad de reflexién de Andreev por la distribucion de Fermi de los electrones
entrantes y los huecos salientes (Al igual que el caso contrario- huecos incidentes y
electrones reflejado) definida como ng(w — eV)[1 — ns(w + €V')] v se integra para
todas las energias.
Lo corriente de Andreev para un supeconductor efectivo sin espin es entonces

I= %26/%|Sh6|2[nf(w—€‘/) —ns(w+eV)) (3.40)
La carga 2e en se debe a que se transmite una carga asociada a un par de
cooper por cada reflexiéon de Andreev. Se toma que el nanohilo que forma el TSC es
lo suficientemente largo que el MF al otro extremo del nanohilo no se toma en cuenta,
permitiendo obviar la transmisién atraves del superconductor para lo que sucede en
la interfaz. Luego la matriz de scattering S, se reduce a una matriz (unitaria) r de
reflexién que cumple la siguiente relacién con el operador de la simetria particula
hueco.

r—= Tee Ten
The Thh (3.41)
1.7 (—E)m = 177(EF)

Del mismo modo, la relacion entre las funiones de onda de las particulas incidentes
y las reflejas tanto de forma normal como mediante reflexién de Andreev en el lado
metalico de la barrera debe ser invariante tanto para huecos como para electrones.
En este caso la reflexién de andreev se puede tomar como un problema de scattering
atraves de una barrera doble (ver fig .b) cuya ecuacion es

1/}: o Tee r. we—
(Qﬁf) B |:rhe rhﬂ <¢;) (3.42)

Donde ;" y 1, son los electrones y huecos incidentes mientras, 1, y ¢;" son los
reflejados y r,p describen matrices tanto para la reflexiéon normal como la de Andreev.

A partir de[3.41] especificamente se tiene que para el nivel de Fermi E = 0, el cual

esta relacionado con las condiciones de superconductividad topoldgica tal y como se
vio en los capitulos anteriores, se cumple r. = 7}, ¥ The = 77;,. Lo mismo ocurre
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para la matriz r en [3.42] Esto implica que det[r(E = 0)] en ambos casos es real, y
en funcién de las condicién de unitariedad, dicho determinante toma unicamente dos
valores det(r) = +1.

Por otro lado, |re|? + |ren|* = 1 con lo cual nos deja que si el determinante de
la matrix de reflexion es igual a £1, se corresponden a los dos siguientes casos (i)
Un fenomeno de reflexién normal total |re.| = 1 6 bien (ii) Un fenomeno de reflexién
de Andreev perfecto |re,| = 1. De ninguna manera existe un punto intermedio entre
ambos casos, y notese que esta vez el detr toma las veces de invariante topoldgico para
nuestro sistema, definido como (—1)¥ = 41, para v = 0y v = 1 el sistema es trivial o
topoldgico respectivamente. En otras palabras los posibles valores del determinante
de la matriz ya sea para el caso de transferencia de carga por una barrera o dos
barreras |3.42| se encuentran constrenidos por la simetrias del sistema.

De (3.40), la conductancia G(V) = dI/dV (w = €V) es proporcional a [Se;| ~
ren| tal y como se menciono en . La forma explicita de los elementos de la matriz
r (Jren| = r, tengase presente las tres notaciones que aprecen en la literatura) ya sea
para el sistema de la figura[3.15|6 la figura[3.20]y que en efecto son los mismos, pueden
obtenerse mediante diferentes metodos como: (i) cdlculo via funciones de Green al
relacionar la corriente de tunelamiento con las funciones de Keldysh Green[105], (ii)
Mediante la formula Mahaux Weidenm’uller [77], (iii) La formula de Landauer[100]
o (i) en su defecto a partir del hamiltoniano asociado al sistema N-TSC con el
fin de obtener la relacién entre las funciones de onda de los electrones que llegan
y la funcion de onda de los huecos que se reflejan justo en el limite de la interfaz
donde ambas deben conincidir [109][105][111], sin importar el método de obtencién
de dichos elementos finalmente se tiene que la conductancia asociada a un sistema
Metal-TSC es

202 5 22 I
GV)=—|ra) = ———
V) =l =537
Donde I' es la razon del tunelamiento tanto de los electrones como de los huecos
definida en funcién de la amplitud de transmisién de la barrera tal que, I'/p, = 1" =

(3.43)

1
EAtg/h.[102] Existe un pico para V = 0 de altura G(0) = 2¢*/h y ancho I' respecto

al cero (ver fig. , dicho valor cero del voltaje V' = Vjs = 0 es una de las
magnitudes a medir en el montaje experimental de la espectroscopia de efecto tunel
(STM). Lo interesante de la existencia de un valor de la conductancia a un valor
cero de voltaje, es que no dependen del tamano de la barrera sino de las simetrias
del sistema, es decir, la unica forma de eliminar dicho valor es eliminando el MZM
lo cual sucede unicamente al cerrar y abrir el gap de energia del TSC, es decir,
al ocurrir una transicién de fase, (ver fig. y consecuentemente un campo del
invariante topoldgico. Ahora bien esto es completamene cierto al menos para una
temperatura T = 0 y para MZM a energia cero exactamente donde todo efecto
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de las perturbaciones que puedan romper la paridad de los fermiones pueda no ser
tomado en cuenta.

En base a lo anterior es posible explorar un modelo experimental denominado
STM.[106][107] que consiste en reemplazar el material metalico por la punta de un
microscopio de efecto tunel, la barrera es entonces la distancia entre la punta y el
TSC.(ver fig. . Para completitud y poder evidenciar todos los resultados hasta
el momento no solo en la busqueda de fermiones de majorana sino en general de
estados de borde de Andreev, categoria la que los MF pertenecen se refiere la lectura
de [112], en el cual se encuentran los resultados mostrados a continuacién para la
STM y la evidencia del efecto Josepshon de periodo 47 mostrados a continuacion.

Los resultados experimentales recopilados en este trabajo eferentes a la anomalida
de la reflexion de Andreev para un TSC se muestran en las figuras|[3.19(3.213.29 y
[3.25 tomadas de [105][35][103][77] respectivamente. Mientras un esquema del montaje
experimental se encuentra en la fig se tomo de [106]. Alguna de las figuras res-
pecto al montaje experimental para las mediciones de etos dos fenomenos asociados
a la superconductividad topolégica fueron tomadas de [112]

T T T
- Vy=0meV b - V,=0.55 meV

_ (a) -~ V,=025meV g ( ) VZ =0.75 meV
a V=055 meV g — V;=10meV
5 V= 0.75 meV o
£ ‘ — V,=1.0meV &

n 1 =
— il ?
4 ;i 2
=i Py =

: | 3
-0.5 I

5 .
V (meV)

Figura 3.19: (a)Conductancia dI/dV esperada como funcion del voltaje Vias para un
montaje experimental de STM el nanohilo de majorana es de InAs, A = 0,5 meV; Nb,
p=0,a=01eV -4 y T = 100mK. (b) Dependencia de la posicion de la conductancia
para un voltaje Viiqs ubicada cerca del limite del nanohilo.[105]
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a)

Metal T > Superconductor

4

d)

1ro

<h_ Majorana

Figura 3.20: (a) Geometria Tipica de un dispositvo sujetoa la deteccion de MZM de bor-
de via espectroscopia de efecto tunel (b) En la presencia de una doble barrera como en la
fig[3.14), lios electrones pueden pasar a traves de efectotunel mediante diferentes trayecto-
rias, por otro lado en el caso que los coeficientes a ambos lados de las barreras son iguales
tr ytr, dicho tunelmaiento presenta una unidad de probabilidad asociada todos los caminos
posibles. (¢) Y (D) Evento de tunelamiento en presencia de un MF, en este caso la punta
del microsopio de efecto tunel actua como en la fig. 106][107]

05

=
W

di/dv (2e3h)

0.1

-400 -200 0 200 400

Figura 3.21: (a)Superconductor acoplado con un nanohilo de InSb para pobar MZM(b)Pico
de resosnancia en Vs cuando el campo de Zeeman es grande, que indica la existencia de
MZM [35]. Por lo general en la configuacion de un microscopio de efecto tunel (STM). La
corriente de tunelamiento I que es equivalente a la debida por transferecnia de carga en la
interfaz N-TSC se mide a lo largo del hilo para todas las coordenadas en x y y manteniendo
un Vipias constante, sin embargo en el caso de ser usado para la espectroscopia de efecto
tunel la punta permanece en un unico lugar y variando el valor del voltaje Viias se miden
los valores de la corriente y mediante una diferenciacion numerica se obitiene la grafica de
la Izquierda.[35][106]
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(a) (b)

Ferromagnet
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Figura 3.22: (a) Atomos de Hierro sobre un film superconductor (b) Densidad local de los
estados mediante un STM, Se observa una densidad de estados localizada en el borde del hilo
a Energia cero, medidas tomadas por microscopia de efecto tunel de escaneo (STM)[103]

0 Grr(e*/h) 5 1 Gur(07'e*/m) Ly VemeY)
T 1 | — Y 1
N Rl 2
— KRL §,
. ;
" va then
- :1: .
0.1 = =
—0.1
~03 0.0 0.3
0 1 2 0 1 2
V; (meV) V, (meV) Viias(mV)

Figura 3.23: Izquierda: Conductancia G = dI/dV en un nanohilo de majorana como
funcion de un campo de Zeeman Vz relativo al gap superconductor A, se observa un cierre
del gap de energia para un valor critico VZ2C = A% + 2. Centro La conductancia no local
entre el final del semiconductor/superconductor presenta un cierre del gap superconductor
Derecha: La conductancia en el punto critico cerano a un voltaje de cero peresenta una
dependencia lineal de Vyqs [77].
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I1. Espectroscopia de Josepshon

Los aspectos experimentales a tomar en cuenta son:

1. La corriente I, debe poderse separarse de la componente Is. que fluye en pa-
ralelo. Con el fin de obtener una aproximacién de la magnitud de las corriente
a tratar se define I' ~ 1K, es decir, IS = el'(2h) ~ 10nA lo cual define la
resolucion de las mediciones de corriente que se deben afrontar.

2. Los operadores 7, » realmente se acoplan con 73 4 para una energia caracteristica
SE o el/¢; para L la longitud de las regiones topoldgicas y & la longitud
de coherencia, esta hibridacion levanta la conservacién de m; y restaura la
periodicidad 27 de I,.

3. A temperaturas finitas procesos inelasticos pueden causar trnasiciones entre los
valores de ny, provocando telegraph noise en la medicién de la corriente.[113]

En definitiva la corriente de la uniéon de Josephson depende unicamente de las
propiedades de los superconductores, y puede verse afectada por factores ambienta-
les como la temperatura o un campo magnetico externo. Una forma de afrontar lo
anterior es que la diferencia de fase ¢ debe verse modulada muy lentamente, y el
cambio en la paridad ocurriria unicamente a la presencia de una cuasiparticula en el
borde que rompa dicha simetria. Existen tres metodos para la modulacién de ¢[104]:

n FEfecto Josepshon AC: Al aplicar un voltaje fijo Vpo a la JJ, la fase variaria
linealmente con respecto al tiempo, y se evidencia segun el periodo de la co-
rriente a traves de la unién, que se genera una corriente AC (Efecto Josepshon
AC) cuya frecuencia es la mitad a la frecuancia de Josepshon convencional de
una Unién SC-SC, , lo que resulta en una clara senal de superconductividad
topoldgica.[104][108]

» Ffecto Jospeshon AC Inverso: Un fenomeno de radiacion de microndas de una
unica frecuencia w puede inducir voltajes Vpe EN LA jj, en cuyo caso la fase
de Josepshon toma la forma

o(t) = ¢(t) + nwt + asin(wt)

Y el voltaje corriente atraves de la JJ son tomando (h = 1)

V(t) = %ew(n + acos(wt))
(3.44)

I(t)=1. Y [Jm(a)sin(go + (n +m)wt)]

m=—0oQ
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= Fscalones de Shapiro: Una tultima alternativa corresponde al efecto de lo que se
conocen como escalones de Shapiro. En uniones de Josepshon convencionales,
la combinacién de un voltaje V. y un voltaje AC Vycsin(wt) se genera una
corriente de Josephson (ver fig. |3.24])

I = I;sin(p + 2eVyt — (eVae/w)cos(wt)) (3.45)

Expandiendo esta expresion en funciones de Bessel, se observa que la corriente
exhibe escalones como funcion del voltaje de referencia denominados escalones
de Shapiro[104]. Dichos escalones se originan debido a la resonancia entre el
voltaje AC' y la fase debida al voltaje en DC' que ocurre para 2eVy. = nw con
n entero. Esta condicion cambia cuando la relacion corriente-fase de Josepshon
es peridica en 47 y los escalones ocurren cuando eV;. = nw. Los supuestos
MEF solo contribuyen cada segundo escalén de Shapiro, existiendo un asimetria
par-impar en los mismos, esto brinda una fuerte senal de estados de Majorana

(ver fig. B-27).

Ciertos modelos epxerimentales resultan mas sencillos que otros en cuanto a su
implementacién puesto que dicha observacion experimental requiere de extenzas re-
gones topologicas estables a ambos lados de la unién (ver fig . En base a esto
los bordes presentes en los aislantes topoldgicos proveen una plataforma ideal para
este tipo de eperimentos. Sin embargo, de momento continuaremos con el sistema de
un nanohilo de majorana implementado tal y como se muestra en (3.3)).

Uno de los montajes experimentales que permite evidenciar el efecto Josepshon
y su periodicidad propuesto en 2011 se encuentra acontinuacién [108]

a.
dl,
dvdc
Vdc T /\ /\
0 2 4
[ 2V,
o ho

Figura 3.24: Izquierda:Esquema experimental para evidenciar el Efecto de Josepshon AC.
Derecha: La conductancia teorica para la configuracion del circuito (a) permite predecir
lo antes mencionados escalones de Shapiro [108].
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En 2012 se realizo una implementacién del montaje de la figura|3.24] experimen-
talmente algunos de los resultados que se han obtenido son [109][110]

(b) (€) =

DC current (nA)

18 3500
av
dl
2)
0 . ,

Magnetic field(mT)

> 14

Supercurrentdensit

-

-Z 0 2
Position(pm)

Figura 3.25: (a):Una unidn de Josephson construida sobre un pozo cuantico de HgTe.
(b): Patron de inteferencia de la conductancia. (c): Densidad de la supercorriente en el
espacio real, obtenido mediante una transformada de fourier inversa de (b). [109].
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a. C.

di;

¢1 ¢m q) b.
T 1% "
- é) * [ |
l g %2 0 2 4

Vdc ]
]

Figura 3.26: a. Esquema experimental para evidenciar el Efecto de Josepshon AC. b La
conductancia teorica para la configuracion del circuito (a) permite predecir lo antes men-
cionados escalones de Shapiro. ¢ Los puntos naranjas marcan los puntos donde se esperaba
encontrar MF [108][110].
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Figura 3.27: Graficas del voltaje caracteristico V(I) de una Unién de Josepshon en la
presencia de un campo magnetico B y un Viqs entre 3 y 6 mV en incrementos de 0,6mV .
Para B < 2T, el rpimer escalon de Shapiro ocurre para AV = 6uV, y para B > 2T, dicho
escalon desaparece, y esta vez el primer escalon se encuentra en 12uV . Este efecto es una
senal del Efecto de Josephson Fraccional y de superconductividad topolégica [110].
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Capitulo 4

Computacion cuantica topolégica

La computacién es un proceso en el cual se realiza un gran nimero en cantidad
de operaciones simples. El componente principal de los computadores clasicos son los
Bits. Cada uno de ellos puede tomar los valores de 0 o 1. Una serie de compuertas
pueden cambiar estos valores al actuar de forma selectiva en ellos, y este proceso se
estructura de tal forma que sirva para cumplir con cierto propésito, y que la informa-
cién codificada en los bits al igual que los cambios realizados por las compuertas den
como resultado la respuesta deseada. Mientras que sea posible construir algoritmos
que puedan realizar cualquier proceso computacional, también es deseable encontrar
una respuesta en un tiempo corto y con un uso de recursos razonables. Es por ello que
existe una creciente demanda en elevar el poder computacional tanto para propdsitos
cientificos como comerciales, esto ha llevado a un esfuerzo inmenso en la investigacion
de como incrementar tanto la velocidad como el procesamiento de los computadores
basados en el concepto de la maquina universal de Turing, que desde su introduccion
se ha visto influenciada por la fisica en muchas formas. La mayor influencia se debe a
la introduccion de la légica cuantica en los procesos computacionales. La posibilidad
de una maquina de Turing cuantica fue inicialmente sugerida por David Deutsch. Al
mismo tiempo Richard Feynman, se enfrentaba con la dificultad de simular sistemas
cuanticos con los computadores clasicos, sugirié la posibilidad de construir una pode-
rosa computadora a partir de los sistemas cuanticos que facilmente pudiesen superar
los computadores clasicos. La idea de la computacién cuantica nacié a la par de la
apertura de numerosas aplicaciones potenciales.

Conceptualmente, los computadores cuanticos siguen el paradigma de sus con-
trapartes clasicas, junto con algunas modificaciones distintivas. En lugar del bit que
describe los estados cldsicos 0 y 1 de un sistema binario, existe el Q-bit. Dicho Q-bit
codifica el estado binario de un sistema cuantico, que en general consiste en una
superposicién de los estados |0) y |1). La mecéanica cudntica también permite la su-
perposicion entre muchos Q-bits, en lo que se conoce como estados entrelazados. La
presencia del entrelazamiento incrementa draméaticamente la dimension del espacio
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de codificacién. Dichos Q-bits se ven modificados por las compuertas cuanticas, las
cuales consisten en operaciones unitarias que pueden generar cualquier transforma-
cién deseada de los estados. El principal obstéculo de las aplicaciones practica de los
computadores computacionales es realizarlas fisicamente en el laboratorio. Para que
un proceso computacional sea realizable, se debe contar con la inicializacion de los
Q-bits, la creacion de compuertas cudnticas y la lectura de la salida computacional.
En cada una de estas etapas los errores inherentes a cualquier procedimiento expe-
rimental, pueden introducirse como perturbaciones incontrolables producidas por el
ambiente.

Existe una busqueda activa de nuevas arquitecturas de la computacion cuéntica
que permitan resolver el problema de la decoherencia y errores ambientales de forma
mas eficiente que los modelos actuales. Motivados por la riqueza de la fisica cuantica,
un gran nimero de esquemas de la computacion cuantica han sido propuestos. Estos
modelos computacionales novedosos se han basado en: Las mediciones, Raussendorf
y Briegel; Transiciones adiabatica, Farhi et al; fases geométricas, Zanardi y Rassetti;
o en evoluciones topoldgicas, Kitaev. Aun asi, ante su diversidad cada uno de ellos
pueden ser vistos computacionalmente equivalentes a la maquina e Turing tanto
clasica como cuantica. En el presente capitulo se implementa en forma tedrico el
modelo de un nanohilo de Majorana para mas de un nano hilo con lo cual es posible
tener efectivamente N cantidad de MF en la busqueda de aplicaciones préacticas de
otra de sus caracteristicas exoticas, su estadistica no abeliana mediante el intercambio
de estas cuasi particulas en una unién T de 3 nano hilos, sin olvidar que la informacién
que define a estas fases se almacena de manera no local proveyendo una capacidad
de proteger la informacion ante perturbaciones ambientales locales. Por otro lado,
antes de dar pasa al concepto de computacién topoldgica mediada por fermiones de
Majorana, y un esquema basico del mismo, resulta esclarecedor entender algunos de
los principios de la computacion e informacién cuantica cominmente usados en los
esquemas computacionales anteriormente mencionados.

4.1. Q-bits y su manipulacién

El primer elemento de codificacién de la informacién cuantica son los Q-bits cu-
yos estados |0) y |1)pueden presentarse como una superposicién lineal de la forma
1Y) = ap|0) + ap|1) donde, ap y a; son nimeros complejos los cuales cumplen con
lag]* + |a1|* = 1. En el momento que un Q-bit es medido, el estado colapsa a una
de sus componentes, en particular en la base de los estados medibles {|0) , |1)}(base
computacional) el estado colapsa en |0)con probabilidad |ag|” o bien en |1) con proba-
bilidad |ay |2. Los coeficientes pueden expresarse en termino de 2 angulos: ag = cos g y
a; = e sing que permiten obtener una representacién del el espacio bi-dimensional

de un Q-bit como una esfera unitaria (Esfera de Bloch) cuyos polos Norte y sur
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corresponden a |0) y |1) respectivamente.

Esta superposicién es la responsable del aumento en la eficiencia de los algoritmos
cuanticos comparados con sus contrapartes clasicos. Considérese un sistema cuantico
de n-Q-bits cuyo espacio de Hilbert de dimensién 2" es el producto directo del espacio
de Hilbert asociado con los Q-bits, el estado general se encuentra definido por

|¢> = Z ai,ig 77777 in |'L7 7:2, ceey ZTL) (4]‘)

iyi2:--~77f'n{0’1}n

Donde la suma de los coeficientes complejos cumple con Zwm |ai7i27,,,,in\2 =1,y
1,92y cooyin) = |11) ® |ig) ® ... ® |i,). Nétese que la sumatoria se realiza sobre 2"
indices, lo cual da un indicio sobre un aumento exponencial del espacio de Hilbert
en comparaciéon con el espacio de codificacién clasico de dimensién 2-n. Un ejemplo
de (£.1), es el estado de 2 Q-bits [¢1) = ag |0) + a1 [1) y |¢1) = by |[0) + by |1) es de la

forma

[V) = [11) @ |t2) = aoo [00) + a1 [01) + aio [10) + ayy [11) (4.2)

Cuanticamente es posible tener dos estados que describe estados entrelazados, con-

sistentes con la superposicion de estados compuesto, conocidos como estados de Bell
o pares EPR.
01) £ |10 00) £ |11
o) = |01) £ [10) y |ot), = |00) & |11)
V2 2 V2

Segtn los cuales una medicién sobre el Q-bit |¢1) permite conocer instantdnea-
mente el estado del Q-bit [1)5). Estos estados entrelazados dan lugar a muchos efectos
dramaéticos dado que las propiedades globales del sistema de ambos Q-bits son irredu-
cibles a mediadas locales, ejemplo de estos nuevos paradigmas son una codificacion
super densa de la informacién, y un fenémeno conocido como teleportaciéon fruto
de la ruptura de las conocidas inecuaciones de Bell. Por tltimo, se tiene que estos
estados entrelazados no pueden ser descritos cono estados puros, pero si es posible
describirlo en base a las matrices de densidad por

(4.3)

p=5l0) U+ S0l v p=310) (0] + 511 (1 (1.4)

Este formalismo también puede plantearse para un sistema donde un sistema debido
a su interaccién con el ambiente representado por el sistema asociado de 1), y asu-
miendo que no es posible acceder a dicho Q-bit, en este caso la densidad del sistema
viene dado por pi12 = |112) (12| v la densidad asociado al sistema 1 con respecto a
los indices del sistema 2

pr = tra(prz) = 5103) O3] + 5 1) (1 (4.5
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Con lo cual, un sistema cuantico que interactiia con el ambiente es generalmente
descrito como un estado mezclado. En el caso de un sistema en equilibrio térmico
con su ambiente a temperatura igual a T, la matriz de densidad estd dado por

—E/KgT . s ;.
p = ”(;TBBT, y es posible obtener un estado puerto inicamente en el limite 7" — 0.

Si computacionalmente los estados cudnticos se entrelazan debido a interacciones con
el ambiente o debido al conocimiento de dicho estado a través del procedimiento de
control, la computacion cudntica proveeria resultados erréneos. El objetivo de la
computacién cuantica topoldgica es mantener los estados computacionales lo mas
cercano posible a los estados cuanticos puros.

4.1.1. Compuertas cuanticas y proyecciones

Un protocolo de procesamiento cuantico de forma general consiste en inicializar
el estado cudntico [1)) (preparar) en base a una informacién clésica proveida por
un dispositivo de control. El estado |¢)) evoluciona en el tiempo bajo operaciones
cuanticas representadas por operaciones unitarias, y finalmente el proceso de edi-
ci6én se realiza mediante la proyeccién de la medicién de los valores (PVM) de las
componente de [¢)). A la luz del objetivo del presente trabajo basta con enfocarse
en la evolucion ideal de los estados cudnticos considerando operaciones unitarias U,
para la manipulacion de la informacién cuantica. El procesamiento de la informacion

Control Cldsico k

Figura 4.1: Esquema bdsico de las fases de un algoritmo de computacion cudntica y ma-
nipulacion de bits cudnticos (Q-bits). [99]

cuantica codificada es usualmente realizado por compuertas cudnticas, y consiste en
evoluciones reversibles que operan uno a uno, en 2 o mas Q-bits simultaneamente, en
la misma forma que las compuertas clasicas. Esencialmente se busca recrear el com-
portamiento de las compuertas clasicas en base a la naturaleza cuantica consistente
con matrices unitarias pertenecientes al grupo U (2"), cuya forma explicita se puede
entender en base al efecto de las compuertas clasicas sobre los bits. por ejemplo,
Clasicamente, existe una tinica compuerta légica asociada con la manipulacion de un
unico bit: La compuerta NOT. Es natural definir un analogo cuéntico que evolucione
el estado desde |0) a [1), y viceversa. El operador unitario x que corresponde a la
compuerta NOT se representa por la matriz de Pauli o, cuyo efecto sobre el Q-bit
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=0 d] =[] 40

Noétese que la compuerta cudntica NOT corresponde a una rotacién en el espacio de
Hilbert del Q-bit, en especifico a una rotacion de 7 respecto al eje-x en la esfera de
Bloch. Dicha rotacién también es posible definirla recto a los otros ejes-y y ejes-z.

N B P R

En general, un operador unitario que actué sobre un Q-bit puede escribirse como
U = €eR~(0), para una rotacién arbitraria R~ () de 6 respecto al eje n y cuya
representacion es

R~(0) = exp <—i97€ : %) = COS (g) I —isin (g) (X +n,Y +n,2)  (4.8)

Donde ¢ = (X, Y, Z) son las matrices de Pauli. Se tiene que X = e™/2R, () al igual
que para Y y Z. En adicion a las matrices de Pauli, otra operacién para un tinico
Q-bit es, la compuerta Hadamard

111 1
= L _1] (1.9)
La cual realiza una transformacion de los estados de la base computacional a estados
cudnticos superpuestos (Base Hadamard), de la siguiente forma |0) — (|0) + |1)) /v/2 =
[4+) v [1) = (|0) —|1)) /v/2 = |-). Esta operacién corresponde a una rotacién de /4
en la base original respecto al eje z. Por ultimo otras dos compuertas freceuntemente
usadas con la llamada compuerta de fase (S) y la compuerta 7/8(T), que pueden ser
obtenidas implementadas a partir de la compuerta de Pauli-Z, puesto que Z = S? y
S =T2
En contraste a lo anterior, para las compuertas clasica AND, OR, XOR, etc, no
es posible encontrar una correspondencia en el mundo cuantico como evoluciones
unitarias puesto que estas compuertas son de caracter irreversibles mientras que las
evoluciones U siempre son reversibles. Ahora bien, en el contexto de la teoria concer-
niente a la existencia de una compuerta universal dentro de la computacién clasica,
se tiene que toda funcién Booleana puede ser implementada como una combinacion
de compuertas NAND. Finalmente, una de las operaciones més importante en la
computacién clasica corresponde a una operacién de control, consistente con 2 bits
cuya tabla de la verdad se obtiene mediante la siguiente consideracién: Si x es cierto,
y— —.
Con lo anterior, se tiene dentro del mundo cuantico que es posible realizar una
operacién que requiera de 2-Q-bits y realice la transformacion del estado Q-bit obje-
tivo |¢7) conociendo de antemano el estado del Q-bit de control [¢))_, a este prototipo
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de compuerta se conoce como compuerta C-NOT. Haciendo uso de la base compu-
tacional en (4.2)) la representacién matricial de esta compuerta y su accién sobre el
estado de 2 Q-bits es

1 0 00 aoo aoo
(01 00 ai| _ |@io0
UCN — O 0 0 1 9 UCN ao - aqy (41())
0010 a1 a10
ONOT (M@wm) — L ooy + iy (4.11)
V2 V2

El cambio del estado de [¢7) bajo la accién de C-NOT corresponde a dejar el Q-bit
sin ningin cambio si |¢)¢) = |0) mientras que en el caso contrario se le aplica la
matriz unitaria U = o,. Dentro de estas compuertas de control C'U, la compuerta
de control de fase (C'P) correspondiente a U = Z cuya representacion es

UCN = , (412)

o O O
o O = O
O = O O

o O O

-1

La posibilidad de control del estado de un Q-bit con respecto al estado de otro se debe
a la capacidad de generar estados entrelazados . Similarmente a las compuer-
tas clasica, un circuito cuantico donde cualesquiera compuertas de multiples Q-bits
puede ser implementado como una combinaciéon de compuertas CNOT y compuertas
de un 1nico Q-bit, lo importante es mantener un equilibrio entre la capacidad del
circuito y el nimero de compuertas.

Por otro lado, la manipulacién de informacién cuantica incluye un conjunto de
operadores {P;} que al momento de actuar sobre un estado cudntico da como re-
sultado una de sus componente en cierto sub espacio del espacio de Hilbert, una de
sus aplicaciones es la de herramienta matematica para la medida de los Q-bits; i.e,

el operador Py = |0) (0] = {(1) 8} proyecta el estado [1)) = ag|0) + aq |1) a |0) con

probabilidad |ao|® = tr (|¢) (1| Py). Mientras que, el proyector al estado |1) estd dado
por P, = 5o — Fy. Con lo cual una media a lo largo de cualquier direccién puede
ser obtenida por el proyector P = [¢) (1|, donde |¢) = cos 6 |0) + €*sin 6 |1).

4.1.2. Computaciéon cuantica adiabatica

Uno de los modelos novedosos que surgieron del concepto de computacion cuanti-
ca, es el de la computacion cudntica adiabatica en la cual el algoritmo cuantico es
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producido por un proceso adiabatico. Para entender esto, considérese un Hamilto-
niano con un estado fundamental no degenerado y un gap de energia bien definido
respecto a los estados excitados (ver fig. . Asumiendo que el accionar sobre un
conjunto particular que codifican Q-bits, se debe a un Hamiltoniano y que
este ultimo puede ser cambiado en forma controlada, a través de la manipulacién de
los parametros del mismo,

H(\) = (1— \H; + \H; (4.13)

Donde el parametro varia de forma mondtona en el tiempo, A = t/T; H; es el ha-
miltoniano inicial con un estado fundamental conocido |1;); y Hy es el hamiltoniano
final cuyo estado fundamental es tnico |¢;). Pese a que |¢y) en ciertas ocasiones
ca dificil de determinar, el hamiltoniano Hy es ficil de obtener. Por ejemplo, En
el caso de querer satisfacer ciertas condiciones en la resolucién de un problema, se
puede penalizar energéticamente a toda configuracién que viola las condiciones que
se quieren satisfacer, es decir Hy es el Hamiltoniano que no viole o bien viole el
menor nimero de condiciones. La informacion se encuentra codificada en el estado
fundamental del hamiltoniano, y el procesamiento de la misma, se debe entonces a
los cambios de los parametros del hamiltoniano hechos de forma adiabética permi-
tiendo que el estado no entre en ninguno de sus estados excitados. Tedricamente, la
condicién que asegura estas transiciones adiabdticas corresponden a que la energia
cinética que corresponde a la velocidad de cambio de los parametros se menor a la
del gap de energia sobre el estado fundamental, en estas condiciones el estado inicial
puede ser preparado facilmente mientras que el estado final seria la solucién deseada
del problema a resolver computacionalmente.

La caracteristica principal de este modelo computacional es el requerimiento de
que el hamiltoniano H (\)presente en todo momento un gap de energia para todo A.
i.e, considérese

H())
H(X)

(1= NH; + \H;

z z z __z T T <414>
(1 =A)(=0f —03) + A(—070; — 0oi07)

El estado fundamental de H; corresponde al estado |00) y a medida que A varfa entre
Oy 1, dicho cambio ocasiona que como resultado el estado fundamental de H¢ sea uno
de los estados entrelazados definidos en (4.3]) para un sistema de 2 Q-bits. Durante
este proceso el Hamilotniano siempre permanece con el gap de energia abierto.
Es asombroso como el concepto de computaciéon adiabatica permite definirse un pro-
ceso computacional equivalente al modelo de circuitos descrito hasta el momento. En
esta ocasion los algoritmos cuanticos pueden ser traducidos a Hamiltoniano, donde
la computacién no solo se realiza en evoluciones adiabaticas, sino que también en
términos de interacciones precisas en el tiempo. A partir de este concepto novedo-
so resulta menos apresurado, el adentrarse en el concepto de computacién cuantica
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topologica, donde el gap de energia permanece constante a lo largo de la transicion
de los parametros del sistema, y las coordenadas de las cuasi particulas presentes en
estos proveen los parametros de control del hamiltoniano.

4.2. Fase Geometrica y de Berry

Historicamente, el concepto de fase geométrica ha sido reconocido cono un ele-
mento genérico de la mecanica cuantica de manera reciente, particularmente después
de la publicacion en 1984 del trabajo de Michael Berry sobre los factores de fase que
acompanan la evolucién adiabatica de sistemas cuanticos con variaciones lentas de
parametros externos. En dicho trabajo realizo la investigacién de fases geométricas
que se acumulan durante evoluciones ciclicas de sistemas cuanticos en un entorno
clasico que cambia adiabaticamente. Al derivar el potencial gauge Mead-Truhlar y
la correspondiente fase geométrica denominada, Fase de Berry, y demostrar que la
fase Aharanov-Bohm generada por la presencia de un potencial vectorial, asociada
a una modificacion del parametro de interferencia de particulas cargadas; represen-
ta un tipo especial de fase geométrica. Las derivaciones de Berry se restringieron
a evoluciones ciclicas de estados cuanticos puros no degenerados. Esto genera fases
geométricas Abelianas dependientes de la geometria del camino tomado por el ha-
miltoniano en el espacio. El mismo ano, estas restricciones fueron subsecuentemente
removidas por Wilczek y Zee apuntando a que el transporte adiabatico de un estado
degenerado de un conjunto de estados cuanticos genera una geometria No Abeliana
de la fase geométrica.

Durante los anos posteriores, se realizé un rapido progreso en el estudio del con-
cepto de fase geométrica en el contexto de estados mezclados, en geometrias no
ciclicas. Hoy en dia, las fases geométricas juegan un rol central en muchas areas de
la fisica, incluyendo el estudio de sistemas de la materia condensada; por ejemplo, la
fase de Berry a través de la zona Brillouin asociada con la dinamica de electrones en
solidos peridédicos. Al mismo tiempo, es el concepto central en la teoria topologica de
bandas y provee el mecanismo responsable de la estadistica de anyones en correla-
cion de sistemas de muchos cuerpos, un elemento esencial que puede ser usado en la
creacién de computacién cuantica tolerante a fallas (Sistema de baja decoherencia)

4.2.1. Fase de Berry

Considérese un sistema cuantico descrito por un hamiltoniano H = H (R) que de-
pende de un conjunto de pardmetros R = (R, Ry, ...) cuyo valor representa una con-
figuracién particular del entorno y corresponde a un punto en el espacio de parame-
tros . Un cambio en dichos parametros es descrito por un conjunto de pardmetros
dependientes del tiempo y la evolucién adiabética R(t) del sistema corresponde a

100



4.2. FASE GEOMETRICA Y DE BERRY CAPITULO 4. COMPUTACION CUANTICA TOPOLOGICA

variar lentamente dichos parametros a lo largo de un camino C en el espacio de
parametros. En consecuencia, la base orto normal de los estados puede ser elegida
de forma instantanea, para cada R, como la base orto normal |n;R) dada para los
valores propios de H(R),

H(R)|n;R) = E,(R) [n; R) (4.15)

La ecuacién determina los vectores de estados mas una fase, dicha transfor-
macién de fase representa una transformacion de fase |n; R)/ = ¢(®) |p: R). Una
eleccion natural de la fase para la remocién de un efecto arbitrario es la de requerir
que la fase de cada |n; R) sea univaluada a lo largo de C'(Transformacion de Gauge).
En seguida al enfocarse en la evolucién adiabatica del sistema como R(¢) moviéndose
a lo largo del camino C. De acuerdo al teorema adiabatico, si el sistema si el sistema
inicia en un estado descrito por |n;Ry), el estado propio instantdneo corresponde
a F,(R(t)). El unico grado de libertad en el problema, la fase puede determinarse
solucionando la ecuacién de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo cuya
soluciones correspondiente a una condicién inicial [¢,(0)) = |n; Ry) es

t
[Pn(t)) = ™ exp ‘;3 / dt B, (R(t

0

/

)| [ R(8)) (4.16)

Donde la segunda exponencial representa la fase dindamica, la fase adicional v,, se
conoce como la fase de Berry definida como

t t

on(t) = / JR-A"(R) — / <n;R(t')‘%

0 0

n; R(t’)>dt’ (4.17)

La fase de Berry proviene del hecho que los estados en t y t 4+ dt no son idénticos, y
en analogia con el transporte de electrones en un campo magnético, se define A"(R)
como un potencial vectorial, llamado conexiéon de Berry. Esta nueva cantida(/i es

dependiente de un gauge, con lo cual bajo una transformacién de gauge |n;R) —
e (®) |n; R);A"(R), también se transforma de manera similar.

0

A'(R) — A"(R) = oo

G (R) (4.18)
En consecuencia, La fase de Berry también se modifica a lo largo del camino C,
Un(T) = v (T) 4+ ¢u(Ro) — (u(Ry), para un instante de tiempo grande. Berry de-
mostré que para evoluciones ciclicas donde se tiene Ry = Ry, y puesto que, el
facto e“"(®) es univaluado y asociado con una transformacién de gauge implica que
G(Rr) — (u(Ro) = 2mm, como resultado la fase de Berry puede cambiar por un
multiplo de 27 representando asi un observable fisico.
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4.2.2. Curvatura de Berry

La conexién de Berry es una cantidad dependiente de la eleccion del gauge,
en forma andloga al potencial vectorial de la electrodinamica. En base a esto, es
posible tomar como la circulacion del potencial vectorial a lo largo de un
camino cerrado C, de forma analoga al flujo magnético a través de una superficie
delimitada por C'. Llevando un poco mas alla la analogia con la electrodinamica,
introdizcase un tensor del campo 2, de gauge definido en términos de la conexién
de Berry

7, (R) = V, 4 (R) - V, A7 (R) (4.19)

A la expresién (4.19) se le define como el tensor de la curvatura de Berry. Si el espacio
de pardmetros es tridimensional, dicho tensor es posible escribirlo como un vector
V x A™(R), lo cual provee una imagen intuitiva de la curvatura de Berry como un

“campo magnético.® el espacio de parametros. Con lo cual, usando el teorema de
Stokes puede reescribirse (4.17) como

vy = 7{ iS - Q" (R) (4.20)

O en otras palabras la fase de Berry es el flujo de la curvatura de Berry a través de la
superficie delimitada por C'. Ciertas aclaraciones son apropiadas en este punto. En
primer lugar, a diferencia de v,, que esta asociado con un camino cerrado, la curva-
tura de Berry es una cantidad local que caracteriza ciertas propiedades geométricas
asociadas con el estado en el conjunto de parametros R. Por otro lado, la conexién
de Berry se calcula usando pequenos cambios univaluados de los vectores propios de-
finidos en cierto camino del espacio de parametro; ahora bien, la curvatura de Berry
definida en para el caso general de una dimensién arbitraria de M, sugiere
que esta puede entenderse como resultado de una “interaccion residual”del n-esimo
nivel de energia con los otros niveles de energia proyectados como resultados de la
aproximacion adiabatica realizada.

4.2.3. Fase adiabatica No Abeliana

En la seccién previa se considero la evolucion adiabatica de un sistema cudntico
con estados no degenerados F,, (R), al asegurar una curvatura de Berry finita. A con-
tinuacién, se levanta dicho requerimiento y se permite el nivel de energia n** presenta
un numero de degeneraciones g, independientes de R. Para cualquier valor dado de
los parametros R € M, el conjunto de estados propios |n,a; R) con a = 1,2, ..., g,
provee una base ortonormal del subespacio de degeneraciones asociado con el n-
esimo nivel de energia. Nuevamente se asumen los estados base como univaluados,
por tanto, para una evolucién ciclica R (T) = R (0) se cumple |n, a; Ry) = |n, a; Ro).
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Similarmente al caso anterior la eleccion de las bases es arbitraria, sin embargo, dos
elecciones cualesquiera estan relacionadas por una transformacion unitaria

gn
n,a;R) =Y |n,b;R)Up (R) (4.21)

b=1

Donde U}, (R) son los elementos de la matriz unitaria U™ (R) € U (g,,). Con U (N)
designando el grupo unitario de grado N. A continuacion, considérese una evolucion
ciclica, al asumir el estado inicial |, (0)) perteneciente al subespacio degenerado de
energia. El teorema adiabatico, implica que no existe transferencia entre los estados
excitados y los estados degenerados separados por un gap de energia A (ver fig.
, con lo cual el estado final para cualquier valor de tiempo ¢ se encuentra en el mismo
subespacio. En particular terminado un ciclo, la fase nuevamente puede determinarse
solucionando la ecuacién de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo en el
subespacio de estados degenerados que esta vez presenta la forma

T

0 (1)) = exp |~ [ deEL(R®) | 0212, (0) (122

0

Donde U{ corresponde a un operador unitario que rota la base de vectores en el

subespacio degenerado, mediante la relacién definida en (4.21)). Y comparando (|4.22))
h4.16

con se observa como el operador Uj representa la generalizacion No Abeliana
de la fase de Berry e € U (1), el cardcter No-Abeliano se puede observar a partir
de la definicion de la conexién de Berry que consiste en una matriz hermitiana A}
de dimensién g, X g, cuyos elementos son

o (R) =1i(n, ;R % In, b; R) (4.23)

De forma analoga a la seccién anterior la generalizacién No-Abeliana de la fase
de Berry puede formalmente expresada en términos de A™ como una exponencial
proporcional al operador P que denota el orden de los caminos. Esta generalizacion
fue descubierta por Wilczek y Zee

U = Pexp f{ dR - A™(R) (4.24)
C

Nétese que, las marices A7 (R) no conmutan y su orden se representa en el operador
P, con lo cual Uj es de naturaleza topolégica.
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Figura 4.2: Diagrama de energia en el subespacio de bajas de energias. izquierda, sistema
no degenerado. derecha, sistema degenerado, anyones.

Figura 4.3: Esquema del proceso de trenzado No abeliano de un sistema de 4 Aniones, en
base a la manipulacion de un pardmetro del hamiltoniano.[114]

4.3. Computacion con Anyones

La computacién cuantica topoldgica es un campo de investigacién de rapido cre-
cimiento donde confluyen la fisica, matematica y la ciencia computacional. La con-
vergencia de estos temas presenta un significado mas alld de la realizacion de cierta
aplicacion y generar un nuevo paradigma. El pensar acerca en la materia cuantica
topologica desde el punto de vista de la computacién cuantica es mas fructifero que
simplemente pensar en las preguntas estandar de la fisica de la materia condensada.

La computacion cuantica topoldgica se realiza mediante el empleo de anyones pa-
ra codificar y manipular informacién en una manera que son resistentes en contra de
las perturbaciones ambientales. Los aniones son excitaciones de cuasi particulas de
estados topoldgicos bidimensionales cuyas propiedades de intercambio son diferen-
tes a las particulas convencionales bosones y fermiones. Aquellos anyones relevantes
para la computacién cuantica son los anyones No abelianos, cuya estadistica de Brai-
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ding/Trenzado de las lineas de mundo es no Abeliana ver fig. . En las siguientes
secciones se hara uso de la terminologia particula, anyon y cuasi particula de forma
intercambiable.

En un computador topoldgico cuantico la informacién se codifica de forma no
local al usar multiples estados de cuasi particulas, lo cual la hace inmune a errores
causados por perturbaciones locales y generar tolerancia a los fallos. La estadistica de
intercambio, es pues un elemento central tanto de la descripcién cuantica del mundo
como en la computacion topolédgica. El intercambio de dos particulas idénticas en un
sistema cuantico de muchos cuerpos representa una operacion de simetria, y conse-
cuentemente las propiedades fisicas del estado cuantico no se ven afectadas, es decir,
la funcion de onda es consistente con esta simetria. En el caso de un sistema tridimen-
sional, existen solo dos tipos de particulas: bosones y fermiones caracterizados por
funciones de onda simétricas y anti simétricas respectivamente bajo el intercambio de
dos particulas que bien puede ser vista geométricamente bajo un proceso adiabético
en forma equivalente al proceso de que una particula gire alrededor de otra ubica-
da en el origen del sistema de coordenadas, en un camino cerrados que siempre y
cuando este pueda ser modificado en forma continua, sin intersectar la posiciéon de
la particula ubicada en el origen la funcién de onda no se ve afectada (Ver fig. .
En el caso tridimensional cualquier cambio de la funcién de onda esta sujeto al signo
de la funcién de onda una vez finalizado el intercambio de las particulas. Si el signo
se mantiene se trata de bosones, en el caso contrario corresponde al intercambio de
fermiones.

3D 2D

Figura 4.4: Proceso de traslacion de una particula alrededor de otra, Izquierda; En 3-D
Todos los posibles caminos pueden deformarse unos en otros con lo cula el resultado final
son equivalentes. Derecha; En 2-D, debido a la reduccion a un sistema con un grado de
Libertad menos, el proceso de rotar una particula alrededor de la otra no es equivalente a
dejarla en su posicion inicial.

Las propiedades del intercambio de particulas en una y dos dimensiones son fun-
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damentalmente diferentes al caso anterior. El intercambio unidimensional la estadisti-
ca de intercambio no esta bien definida porque para darse dicho efecto las particulas
deberian atravesarse una a otra. Por otro lado, los sistemas bidimensionales son ricos
en comportamientos diversos, esencialmente por que el camino particular que encie-
rra a una particula en el origen no puede ser deformado de forma continua (ver fig.
sin que las particulas deban pasar a través una de otra. Es por ello que en el caso
2-D es posible tener una rotacion no trivial de una particula alrededor de otra, lo
cual implica que los estados inicial y final de un sistema no necesariamente idénticos.
Es esta diferencia entre el intercambio 3-D (m; {R® — {0}} = 1- Todo camino puede
ser deformado a un punto sin pasar por el origen) y 2D (m {R?* — {0}} = Z- No
todos los caminos son triviales alrededor del origen) en forma natural es topoldgica.

En base las secciones anteriores, considérese a continuacion un intercambio en
contra de las manecillas del reloj de dos particulas idénticas en 2D. Como resultado
de este proceso, la funcién de onda se transforma por un factor de fase ¥ (r1,79) —
e (ry, ). Realizar un intercambio ahora en la direccién de las manecillas del reloj
no necesariamente deja el sistema en su estado inicial, puesto que e*? puede ser ar-
bitraria en funcién de 6, y diferente de 0 (Bosones) y 7 (Fermiones). Las particulas
para los que 6 # 0,7 se denominan Aniones con estadistica 6. Para un sistema 2D
de particulas idénticas N, lo caminos asociados con el intercambio de las particulas
(ver fig. pertenecen a clases topoldgicas con correspondencia uno a uno con los
elementos de un grupo de Braid(Trenzado). La evolucién del sistema estd dada por
la accién del grupo de Braid en estado cuantico de las multiples cuasi particulas, y
se puede representar como un factor de fase ¢™?, donde m es el nimero de inter-
cambios de 2 particulas en la direccién contraria a las manecillas del reloj (En la
direccién de las manecillas del reloj se anade un sino menos). En esta representacién
el intercambio es abeliano en cuanto el nimero m no depende en especifico del orden
de las operaciones de trenzado. En adicion a los aniones Abelianos, se puede asumir
un sistema cuantico de N cuasi particulas cuyas posiciones estan fijas inicialmente
y presenta degeneracién de los estados cudnticos, ¥,=12,. 4 €s una base orto normal
del sub espacio de estados degenerados.

En este caso un elemento del grupo se representa por una matriz g X g, cuya
acciéon viene definida por

Yo = [p(0)]as¥s (4.25)

Consecuentemente, el intercambio de dos particulas corresponde a una rotacién
del espacio de Hilbert degenerado de N-cuasi particulas. Donde en general p (o) y
p (0/) corresponde a dos operaciones de trenzado diferentes y que no conmutan,
la evolucion de los sistemas depende en especifico del orden de las operaciones de
intercambio tal y como se observé en la seccién anterior. Las cuasi particulas caracte-
rizadas por este tipo de evoluciones estadisticas se denominan anyones No abelianos.
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La tnica forma de realizar transformaciones unitarias en este sub espacio de cuasi
particulas se debe mediante el trenzado de las mismas. Esta propiedad, junto a la ri-
queza del grupo de Braid, son indicios clave que permiten una computacién cuantica
topoldgica con este tipo de anyones.

4.3.1. Braiding, tipos de particula, reglas de fusiéon y pro-
piedades de intercambio

@) (d)L o105 010y
o @ T Q
1 3 1 -
2 3D (e) 'L
()'.
® 1" | e
1 3 §
B~
Py
2 2D (f)L )
1 0201 h
1 Posicién

Figura 4.5: (a-c) Representacion grdfica de las trayectorias en el espacio real, (d-g) Lineas
de mundo de un sistema de cuasi particulas. La evolucion en (b) corresponde al elemento
del grupo de trenzado del panel (f), la evolucion en (c) se representa en el panel (g). Tanto
(f) como (g) pueden expresarse en términos de operaciones elementales como se muestra

en (d)-(e).[46]

Considérese un sistema de N particulas con posiciones iniciales Ri, Ro, ..., Ry
a un tiempo inicial ¢; y posiciones finales Ry, Ro,...,Ry a un tiempo final ¢;, La
trayectoria de las particulas corresponden a N lineas de mundo (trenzas) en un
espacio de dimensiones (d + 1). En el caso bidimensional, un elemento del grupo
de Braid puede representarse graficamente como un conjunto de lineas de mundo
que inician en las posiciones iniciales y finalizan en las posiciones finales, las cuales
corresponden a N diferentes puntos en el eje horizontal, y el tiempo se representa en
el eje y. La distinciéon entre un intercambio en direccion de las manecillas del reloj
corresponde a identificar qué linea de mundo pasa “por encimaiina sobre otra.(ver
fig. (d)-(e)-(f) y (g)), y en el efecto algebraico de los operadores o; (sentido
contrario manecillas del reloj) y su inverso o; '(Sentido manecillas del reloj), los
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cuales g; # 0, ! con1<i< N—1.Un elemento del grupo de Braid puede escribirse
como un producto de los generadores de dicho grupo. Graficamente esto corresponde
a deformaciones continuas de las lineas de mundo (ver fig. 4.5/ ?(g)). Los generadores
0;; presentan las siguientes relaciones basicas:

o;0; # 0;0;, parali—j|=1
0,05 = 004, para]i—j\ 22

Bajo la perspectiva de explicar todos los tipos de particulas existentes como
anyones y definir sus propiedades, se asume que la dinamica del sistema en el subes-
pacio de bajas energias se describe tinicamente en términos de los aniones. Bajo esta
premisa las posibles evoluciones estan limitadas a tres escenarios.

1. Los anyones pueden crearse o aniquilarse en pares.
2. Los anyones pueden fusionar para formar otro tipo de Anyones

3. Los anyones pueden intercambiarse adiabdticamente.

El marco formal que captura las propiedades de estos aniones corresponde a la
teoria topoldgica cuantica de campos. Por otro lado, dentro del marco de la compu-
tacién cudntica topoldgica mucha de la rigurosidad formal puede ser omitida en
virtud de un modelo minimalista que provea una estructura de un modelo de anio-
nes que presenta una proteccion asociada al espacio de bajas energias mencionado en
la subseccion 4.2.3. A la luz de un modelo completo este debe presentar los diferentes
tipos de aniones como un sistema trivial y el respectivo de vacio, etiquetado como
lque corresponde a no tener aniones.

Considérese un conjunto de particulas ¢g = 1, ¢g, v, ..., donde ¢u, Py, ... pueden
ser vistos como cargas topoldgicas por cada Anion, y como tales satisfacen las reglas
de conservacion. Las reglas de combinar 2 aniones se denominan reglas de fusion.
Estas reglas corresponden a conocer como 2 aniones se comportan colectivamente
sin tomar en cuenta las interacciones entre estos. Por ejemplo, fusiones 2 fermiones
equivale a un bosén de espin 1 o 0. En el caso de los aniones abelianos, la regla
de fusién es simple ¢,, X ¢ = ¢,1r. Donde ¢, denota la particulas de tipo k, y su
antiparticula corresponde a ¢_p = ¢, = —k. Recuérdese que en ciertas situaciones
la antiparticula y la particula pueden coincidir, como es el caso de los fermiones
de Majorana. En general, la regla de fusién de 2 aniones toma en cuenta todos los
canales de fusién (formas de interaccién) para el conjunto de particulas antes definido
puede definirse como

Ga X Oy = Y Niyoe (4.26)
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En el caso de particulas abelianas el orden en esencia no es importante, ¢, X ¢, =
Op X Pq, (4.20]) expresa como la fusién de las particulas ¢, y ¢, puede resultar en
cualquier particula ¢. para NS, # 0. Los aniones abelianos presentan un tinico modo
de fusién N, = 0p4k, , mientras los aniones no abelianos NS > 1. Esta ultima
caracteristica da como resultado una evidencia de la estadistica no abeliana como
una evaluacién entre las diferentes fusiones. Mientras que la estadistica abeliana
corresponde a la evolucion de un tnico estado por un factor de fase.

a b c a b c

i = Z (F aic)if
J

Izquierda Derecha

Figura 4.6: Izquierda, correspondencia entre el proceso de fusion de 3 aniones con un
canal fijo de fusion, pero diferente ordenes en el proceso de fusion. La matriz F puede
ser vista como una rotacion en el espacio de los estados intermedios de fusion. Derecha,
representacion simbolica de un intercambio en contra de las maneillas del reloj de los
aniones a y b en un tipo de particula c. El proceso de intercambio genera una fase R, .

A continuacién, considérese el caso particular de la fusién de 3 aniones ¢, ¢, v
¢. en una particula ¢4. Se puede fusionar ¢, y ¢, en una cuasi particula intermedia
¢; que se fusiona posteriormente con ¢. para obtener ¢4. O bien ¢, y ¢. se fusionan
en ¢; para que finalmente se fusione con ¢,. Si bien el estado final es el mismo, los
estados intermedios no lo son, estos estados hacen parte del espacio conocido como el
espacio de Hilbert anionico con lo cual las elecciones antes mencionadas corresponde
a diferentes elecciones de la base de dicho espacio, y se define una relaciéon entre
las bases mediante la matriz de fusién F, que puede ser vista como la rotacién en el

espacio de los estados intermedios. La dimensién de las matrices f% . cuyos elementos

(‘fbc}z relacionan los 2 diferentes procesos, depende de los posibles anyones que

surgen de las fusiones [i) = > (F4 ); |7), explicitamente
J

abc

|¢a7 ¢b — ¢Z> |¢Z7 ¢C — ¢d> = Z (F;lbc);' |¢b7 ¢C — ¢]> |¢a’ ¢] — ¢d> (427>
J
Retomando el caso de 2 particulas ¢, v ¢, que se fusionan en un canal particular

¢.. El intercambio de las 2 particulas no cambia el canal de fusion, luego la carga
topologica total del par es una propiedad no local, que indica cuando una particula
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corresponde el vacio, bosén y /o fermién. En consecuencia, el intercambio en contra
de las manecillas del reloj corresponde a multiplicar la funcion del sistema por un
factor RS,, o en otras palabras a un semigiro o rotacién de la particula ¢., (ver fig.

ab’
139).

i) = (Fite) ™ iy (Fie) 1) (4.28)
En el anélisis del proceso de braiding o trenzado de aniones corresponde a un proceso
que requiere de determinar: i) Los tipos de particulas envueltas, ii) Las reglas de
fusién Ng,, iii) La matriz F y iv) La matriz R (4.2§). En contraste al caso abeliano
donde existe un tnico canal de fusién; en el caso no abeliano se tiene una degeneracién
en el espacio de Hilbert de los anyones.

4.3.1.1. Aniones de Isyng

Son un modelo que consiste en particulas no triviales v y o cuyas reglas de fusion
satisfacen

1x1=1 1x¢v=¢ 1xo=0

Yxh=1 vyxo=0c oxo=1+7 (4.29)

Lo dltima de estas reglas de fusion codifica la naturaleza no abeliana como se obser-
vard mas adelante. Por el momento, dadas la base del espacio de Hilbert de lo
anyones de Ising corresponde a los dos canales de |0, 0; 1),|0, 0; 1). Esta degeneracién
hace que en el caso de los anyones no abelianos, RS, = ¢, La operacién de trenzar
las lineas de mundo de los aniones asigna diferentes fases asociada con los diferentes
canales de fusion en funcién del orden y direccién de los intercambios. En el caso de
los anyones de Ising las matrices R(Un canal fijo de fusién) pueden ser obtenidos
usando lo que se conoce como identidad Hexagonal (Ver anexo E).[114]
R,,=e ™8 Ry, =e"® Ry, =—1 y Ry, =i (4.30)
Fisicamente, las relaciones de fusion y pueden ser entendidos en
el contexto de un superconductor topologico de onda p. El estado de vacio 1 es un
condensado de pares de Cooper. Los fermiones 1) son cuasi particulas de Bogliouvob
que al emparejarse |1 x ¥) se vuelven parte del vacio, el condensado de pares de
Cooper. Y los aniones ¢ corresponden a MZM ya sea hospedados en vortices de
sistemas bidimensionales o modos de pared en el caso unidimensional. En el caso de
2 vortices que hospeden MF independientes bien corresponden a un modo fermiénico
no local ¥, que bien puede estar desocupado (o X ¢ — 1) u ocupado (o X o — ).
Es por esto que dentro del paradigma de la computacion cuantica basado en el uso
de Q-bits de carga, de tenerse un par preparado en un canal de fusiéon dado. Para la
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implementacion de un Q-bit se requiere 4 anyones como minimo de tal forma que el
canal de fusion de uno de los pares cambia por efecto de la operacion de trenzado.
Considérese la fusion de 3 aniones cuya canal de fusién total es fijo 0. El espacio de
fusiéon intermedio es 0 x 0 — 1y 0 X 0 — . Haciendo uso de lo que se conoce como
identidad pentagonal e identidad hexagonal, las matrices F y R estdn dadas por

o 1 1 1 R;a 0 =T 1 0
Fao‘o - E <1 _1) R = < 0 Rgg) e '8 <O 'l) (431)

N/
Tiempo

~

” ” I y

Figura 4.7: Representacion de las lineas de mundo de un par de aniones de Ising o (a)
generados del vacio , en este caso el proceso de trenzado causa un cambio del canal de
fusion (b) uno generado del vacio otro de una particula 1 (fermion), tras el proceso de
trenzado existe una teleportacion del fermion de uno de los pares de anyones al otro.

Para una derivacién explicita de se refiere la lectura del libro de Jiannis
Pachos [114] y del Anexo E. Ahora, témese en cuenta las implicaciones del trenzado
de lineas de mundo y fusion de los aniones de Ising. En un sistema de 4 aniones,
cuya matriz B asociada al intercambio de los aniones en funcién de y
esta dado por

B =F 'RF =¢ "/ <(1) (1)> (4.32)
En el caso de que los 2 pares de aniones surjan del vacio. El estado de los 2 pares
es |o,0 — 1) |o,0 — 1). Al trenzar 2 aniones de pares diferentes con lo cual el canal
de fusién ya no es fijo sino que hace parte del espacio intermedio (una superposicién
del estado 1 y v), luego el efecto de rotacién se toma al aplicar R, donde « es 1

oo
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Izq. Dch.
b a ¢ a b ¢ a c b a b ¢
~ N\ 1
— d - a
g/ zRgb \e</ \f? _(Fabc) R(Fabc) \e</
d d d d

Proceso de Intercambio de Particulas Proceso de Trenzado de Particulas

Figura 4.8: El intercambio de dos aniones genera una fase RS, = e, en otras palabras

RS, corresponde a una matriz diagonal dependiente del canal de fusion. Cuando el proceso
de intercambio se realiza después de un proceso de fusion la accion de intercambio, afecta
a los estados del subespacio intermedio de fusion mediante la matriz F con lo cual el
intercambio le da a diferentes canales de fusion entre by c,una fase diferente.

o 1. De forma similar a (4.28]) el canal de fusién del primer par cambia después del
trenzado con la tercera particula de acuerdo a

0,0 = 1) => |o,0 = B)Bg = ¢ /* <(1) (1)) (4.33)
B Bl
Bsy =) [(F 5] (Ro)’[(F )7, =e ((1) (1))5 (4.34)
@ o gl

como un factor de fase (ver fig. . Consideraciones de este tipo se pueden hacer
para un sistema donde uno de los pares es creado del vacio y otro de un fermién (ver
fig. . En otras palabras, el proceso de trenzado de 30, puede ser implementado
como una compuerta NOT. Esto hace que los aniones de Ising son los principios
de la computacién cuantica debido a su posible realizacion como MZM en heteroes-
tructura de nanohilos de Majorana. Ahora bien, se tiene que las transformaciones
unitarias mediante un proceso de trenzado no son suficientes para la implementacién
de todas las operaciones unitarias, con lo cual y a la luz de un algoritmo universal de
computacién cudntica es necesario la implementacién de una compuerta de fase 7/8
de tal forma que sea posible obtener una transformacion arbitraria. Esta operacion
no estaria protegida topolégicamente, pero es posible implementar los protocolos de
correccién de errores desarrollados para la computacién cudntica. [99][114]

4.3.2. Computacién topolégica con MZM

En lo que resta de capitulo, se hara especial hincapié en la naturaleza no abeliana
de los MZM localizados en vortices o dominios de pared y como esta propiedad puede
ser explotada para la implementacion de computacién cudntica. En el capitulo 2, se
mostré como en un superconductor quiral los MZM se encuentran ligados con un
fenémeno de vértices cuanticos, y la estadistica no abeliana se encuentra asociada con
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el intercambio de estos vértices. Por otro lado, en sistemas 1-D el intercambio no esta
propiamente definido. Sin embargo, es posible entender un fenémeno de intercambio
al implementar un sistema de varios nanohilos de Majorana en un modelo semi-
unidimensional. Otro modo de realizar intercambio de fermiones de majorana puede
implementarse mediante el cambio de posicién de los dominios de pared y de los MZM
sin solapar las funciones de onda de los MF, es decir, no se levanta la degeneracién
del estado fundamental en un sistema de N-anyones. Al retomar el hamiltoniano
de los nanohilos de Majorana y el resultado obtenido como condicién critica para
la presencia de MZM, B > +/u2 + A2, se puede implementar de forma inicial un
método de manipulacién de estos aniones de Ising. Considérese aplicar un voltaje
para variar el potencial p uniformemente a lo largo del hilo, de este modo la condicién
critica se define en funcién de dicho potencial quimico, |u| < pu. = VB2 — A? con
lo cual la aplicacion de cierto voltaje permite crear, remover o modificar la posicion
de MZM. Una dificultad intrinseca de este proceso surge en el momento de cerrar
el gap se pueden generar nuevas cuasi particulas, para evitar este inconveniente es
pertinente que la modificacion de p sea de caracter adiabatico mediante el uso de
una serie de compuertas de voltaje (ver fig. acopladas a la heteroestructura que
afectan de forma local el potencial quimico en regiones muy pequenas del nanohilo
y longitud Lgqe al ocasionar cruces del nivel de fermi de manera también local con
lo cual siempre existe un Gap de energia remanente asociado a la compuerta Egqy, ~
hom Lgate. Asumiendo gug|B.|/2 ~ 2|A| y hv ~ 0,1eV A, entonces v ~ 10*m/s;
el gap para una longitud de 0,1um es del orden de 1K, un aspecto a considerar
a la hora de elegir materiales que pueden soportarlos como él InAs. El uso de las
compuertas de forma local permite manipular MF (ver fig que al surgir en pares
la degeneracién del estado fundamental aumenta junto con la capacidad de realizar
computacién cuantica. En particular, 2N fermiones de Majorana generan fermiones
de energia cero cuyo nimero de ocupacién especifica un estado de Q-bits topolégicos.
Si bien el trenzado no adiabatico permite la manipulacion de Q-bits este proceso no
se puede dar en un sistema estrictamente unidimensional debido a que 2 fermiones
no pueden ocupar un mismo estado cudntico y/o posicién.

4.3.2.1. Trenzado de Fermiones de Majorana y estadistica No abeliana

La manipulacién adiabatica de los fermiones de Majorana permite su aplicaciéon
en computacién cuantica. En la presente seccion se explora un arreglo de 3 nanohilos
que permite de forma accesible el intercambio de MZM, en lo que se conoce como
unién T. De forma inicial, se toman los tres nanohilos como 3 regiones topoldgicas de
un dnico segmento, existe un MF por cada regién. Como ejemplo ilustrativo (ver fig.
4.9) adonde los segmentos a la izquierda y cerecha son topoldgicos, es decir, p =0y
t = |A|. Por el momento se omite el segmento vertical como no topoldgico. Se tiene
que la fase ¢ superconductora es ¢ = ¢r,p , Cprn el fermién en la posicion N de
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la cadena de Kitaev a La izquierda y Cg; el fermién en la posiciéon 1 de la cadena
de Kitaev a la derecha. Ambos fermiones estan débilmente acoplados mediante el
hamiltoniano

Hy = =T (C yCro + he) (4.35)

En la base de Majorana

Hy ~ zg cos (%) 7é7N7§71 (4.36)
Con lo cual ambos MF se combinan en un fermion ordinario salvo para ¢ — ¢r = 7,
a estas uniones se les conoce como uniones de tipo . La relacién (4.36) puede ser
usada en el contexto de Nanohilos semiconductores.

En la fase topoldgica el hamiltoniano de los nanohilos de Majorana puede redu-
cirse a un hamiltoniano de una tnica banda como el del modelo de Kitaev, cuando
gup |B.| > mu® y definir

gps | B:|

Con 9, un operador fermionico asociado a la banda de méas baja energia

W22 .
Hers / o w (‘ om '“eff) Uy + [Aess| €9050,0,00, + hec (4.38)
Donde fiepy = p1+ By [Acps| e~ —USleieers (§ + id). A partir de (4.38), 2

nanohilos con un dngulo recto entre ambos presentan una fase de 7/2 lo cual el
sistema se aleja del punto critico de ¢, — ¢r = 7. El proceso de trenzado puede
hacerse de 2 formas: En contra de las manecillas del reloj (ver fig b-d), y a favor
de las manecillas del reloj (ver fig. e-g) tanto en contra como a favor de las
manecillas del reloj. Este modelo permite como realizar el intercambio de fermiones
de Majorana. Sin embargo, no resulta evidente la estadistica no abeliana. Para ello
de momento avanzaremos a un sistema bidimensional que en presencia de vértices
que hospedan MZM, estos sistemas fueron descritos en el presente trabajo capitulo
2, en estos superconductores p + ip la naturaleza No Abeliana se estudia mediante
el intercambio de 2 vértices o mas.
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Figura 4.9: I. Union de tipo T, vista como tres segmentos de un naohilo de Majorana
con fases superconductoras ¢4 pc (a) Si un unico segmento es topoldgico la interaccion
mediante tunelamiento I' no puede destruir los MZM (b) 2 Regiones topoldgicas donde los
MZM 1,2 se acoplan en un fermidn ordinario excepto en la uniones . (c) Si las tres regio-
nes son topolégicas 1,23 se acoplan en un fermion convencional y un modo de Majorana
protegido topolégicamente. II. Intercambio adiabdtico de Aniones de Ising (Majorana) en
una union tipo T asociado al movimiento de los dominios topoldgicos mediante el cambio
de pardametros como el potencial quimico debido a la aplicacion de un wvoltaje local. III.
Ejemplo de un superconductor topoldgico unidimensional. Las compuertas a lo largo del
nano hilo controlan el potencial Quimico de modo que puedan moverse los bordes de la
region topoldgica donde se localizan los MZM.
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4.3.2.2. Intercambio de Fermiones de Majorana- Q-bits Topolégicos

El caso inicial mas sencillo es considerar 2 vortices que hospedan a un tinico MZM
7y V2. Considérese el intercambio adiabético U (t) de ;2. En el limite adiabético y
la presencia de un gap finita de energia estos MZM permanecen estables durante
la transformacién unitaria ~,(t) = U (t) 7,(0)U(t)"; mientras el “gap”’de energia
permanece abierto la paridad de fermiones se conserva, la evolucién U (¢) de un
estado de los 2 modos de Majorana se restringe al estado fundamental con una
paridad fija de los fermiones, luego

UnU'=x272, v UpU'=xim (4.39)

Siendo x; y x2 factores de fase. Los operadores 7; son idempotentes en funcién de
la estadistica de Clifford que estos cumplen (), lo que sigue, (U, U T)Q =2 =1y
Xn = *£1. Considérese también la evolucién adiabatica del operador nimero del
operador del estado fundamental del sistema ny = 3 (14 iy971)

Uny U =

(1 + ’LU%%UT) = - (1 —ixix272m) (4.40)

DN | —
N =

MO O e e
Y2 —0OM T2@— T

Nno—m——— V3 No— ——02

20— —O0MN 7§ Y2 — — O3

73 02 V3 —0OM
(c)

M@ Y3 MO — ORk!
Yo @— —— —O07Y2 = ’}’2% —072
Y3C ~ O71 73 —0M

Figura 4.10: Operaciones de trenzado de modos de Majorana mediante operaciones no
abelianas (a) La operacion Uiz y Uz no son equivalentes. (b) La composicion de las trans-
formaciones U1aUss y UasUia no conmutan. (¢) Esquema de la ecuacion de Yang-Baxter

[23).100]

Es decir, la paridad de fermiones se conserva dado que no puede cambiar durante
el proceso de intercambio. i,e. UnyUT = ny;, dando lugar a x1x2 = —1 con lo cual
existen 2 posibilidades x = x2 = —x1 = 1 6 —1. La eleccién entre 1 6 —1 depende
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del hamiltoniano que gobierne el intercambio de 2 MZM ~,, v v, que bien se puede
describir con y = +1 como

Tn = —XVm

(4.41)
Tm = XVn
En el caso de x =1
Tp — Uanpr]:m (4.42)
El operador U de la operacién de trenzado tiene la forma de (4.34)
U = —= (1 + 707) (539 (4.43)
nm — T = nYm) = €X —In"fm .
/2 TnY p 47 8t
A partir de la identidad de Taylor, junto a (’yn'ym)2 = -1
e¥mIm = cos av + sin Ay, Yim
La transformacién inversa corresponde a y = —1, es Ul = U = U,y
U L ) ( T (4.44)
mn — = — TnYm) = €X = 'InTm .
/2 TnY p 47 gt

En base y se observa ambas formas de trenzado a favor o en contra de
las manecillas del reloj no son equivalentes. En la figura (4.10 a), se representa del
proceso de trenzado Ujs y su inverso Uy, = UlTQ. En otras palabras, dicho proceso no
corresponde a una re-etiquetacion pues al aplicar 2 veces la transformacién unitaria
(4.43) no se recupera el estado inicial

Uz = Yn¥m

Yn = —VYm — —In

(4.45)

Para un conjunto de 2N fermiones de Majoranas el operador de trenzado entre MF
vecinos U, 41 genera los operadores Uy, y su inverso U, al igual que todas las
posibles combinaciones incluyendo el operador 1 de tal forma que es posible descibir
todas las transformaciones unitarias. El trenzado de MF es no Abeliano, siendo que
los operadores Uno conmuta: El resultado de la composicién de 2 o més operadores
depende del orden en que se realizan. Estos operadores conmutan con su inverso,
[Unn, Unm] = 0; y operadores de otro par de Majorana [Uy,,, Uy,| = 0, siendo p, ¢, n
y m parejas diferentes de MF. Otro ejemplo particular es el trenzado de 2 modos
de Majorana n y m para luego ser intercambiado uno de ellos con un tercero p, este

117



4.8. COMPUTACION CON ANYONES CAPITULO 4. COMPUTACION CUANTICA TOPOLOGICA

proceso no es equivalente al proceso inverso [Upm, Upmp| = Y0y, €l resultado final de
dicho proceso depende del orden U,,;,,Upp 7# UppUpr,. Esta tltima operacién para Uso
y Ussz junto a su combinacién U;oUsz,UssUss; se muestran en la (ﬁg. b). Ambos
diagramas no son equivalentes. Un 1ltimo caso es

1

La expresion se conoce como ecuacion de Yang-Baxter y aparece en el estudio
de modelos integrales en mecéanica estadistica, teoria cuantica de campos, teoria de
campos conformes, cuantica de grupos y teoria de nudos, cuyo diagrama se encuentra
en (figlt.10] c).

Finalmente, se deduce la anterior para un sistema bidimensional sin espin que
contiene una colecciéon de 2N MZM hospedados en vortices que se encuentran separa-
dos cuyas posiciones estdn dado por los vectores de posicién r; (1 <i < 2N), ala vez
que los flujos magnéticos da cada vértice es h/2e. La presencia de un vértice cambia
el pardmetro de orden superconductor por una fase €', es decir, el intercambio de
un voértice equivale a rotarlo alrededor de otro (una variacién de la fase igual 27).
En general, un cambio ¢ de la fase SC es equivalente a rotar la fase del operador de

Aniquilacién por ¢/2, 1@(7’) — e/ 217)(7‘). En consecuencia, el MZM tiene la forma

= [ Er[wne e +ue H i) (447)

Donde, u;(r) es la funcién de onda del MZM y la fase ¢; depende del angulo relativo
entre r; y la posicién de los otros vértices. Tomar adiabaticamente el vortice i (el
correspondiente MZM) alrededor del vértice j existe un cambio de la fase 2w, ¢; —
¢; + 27 que corresponde a un cambio de signo del operador de Majorana (4.47)),
v; — —;; con la finalidad de contar el nimero de cambios de fase recurre al concepto
de corte de Rama (Branch-Cut) del anélisis complejo, en el momento que el vértice
t MZM pasan por dicho corte radial al vortice j se anade un signo menos adicional.
Para un intercambio de 2 vortices 4, j en contra o favor de las manecillas del Reloj,
los vértices intercambian de posicién. En el caso particular de 4 vértices (Un sistema
de 2 Q-bits), N = 2. Los MZM pueden emparejarse en 2 fermiones complejos

= %(% +iv) fo= % (3 + iva) (4.48)

El sistema tiene un estado fundamental y una base natural para el subespacio del
estado fundamental estd dado por los auto vectores [ning) = |n1) ® |ng), donde |n;)
es un estado propio del operador n; = fiT fi. Asumiendo que se inicia en un estado
particular de la base [1);) = |ning) y se realiza un intercambio de 7o 3. El estado final
en términos de Us 3

) = Uzz [ning) = —= [[nang) +i(=1)"" [1 —n1), [1 — ny)] (4.49)

1
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Nétese que [1;) v [¢f) tienen la misma paridad total de fermiones. El intercambio
corresponde a una rotacion, es esta transformacion revela la estadistica No Abeliana
del cambio de posicién de vértices generando un factor i.e., |[¢r) = e? |ib;). A partir
de una aproximacién del sistema bidimensional es posible argumentar que un MF
en un nanohilo semiconductor se transforma de la misma forma que uno ligado a
un vortice., y por tanto exhibir estadistica no Abeliana. Por ejemplo, considérese
de forma simple el intercambio de fermiones de Majorana v; » como se ilustra en la
figura I.(a)-(d)). En cada paso del intercambio, hay 2 estados degenerados |0) y
|1) con |1) = £1]0), siendo f = (v + 472) /2 en principio es posible deducir la regla
de transformacién de la fase de Berry x,, = Im [ d; (n| d; |n) adquirido por el estado
fundamental de muchos cuerpos. La evolucién unitaria del Q-bit estd restringida en
los estados fundamentales que tengan una paridad fermionica fija.

Todos los posibles procesos de trenzado para un sistema de 4 MF pueden ser
generadas por los procesos de entrelazado entre MF vecinos dados por

Uiz = exp (%”mz) = exp (22 (1 — 2fff1)>

™

Ui = exp (Fonn) = 55 1+ amm) = 5 (11 (A=) (- 1)) - (450)
Uiz = exp <%7172> = exp (22 (1 - 2f§f2>>

Estos operadores pueden escribirse matricialmente en la base del estado funda-
mental que seria 4- veces degenerado: |00),|11),]01) y |10) como

Uis = i Uy = — | Uss =

—
Q]
.
S

(4.51)
A partir de las anteriores expresiones de forma algebraica se tiene que las otras
operaciones de trenzado U13 = U12U23U21, U24 = U23U34U32 y U14 = U12U23U34U32U21.
Se observa que estos operadores son diagonales respecto a la paridad de los fermiones,
al mismo tiempo que dicha propiedad es intrinseca de los superconductores. En este
sentido la computacion cudntica topoldgica esta protegida por la conservacion en la
paridad de fermiones.

4.3.3. Desafios de La computacion topolégica con MZM vy el
porvenir.

Un conjunto de compuertas cuanticas se define como universales si cualquier
evolucién unitaria de un nimero dado de Qbits puede generarse a partir de la imple-
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mentacion de alguna secuencia de los elementos de dicho conjunto. Una eleccion de
compuertas cuanticas universales es el conjunto formado por la compuerta T, la com-
puerta de Hadamart y la compuerta C-NOT. Un subconjunto de estas evoluciones
unitarias se representa mediante el grupo de Clifford generado por las compuertas de
Clifford i.e, La compuerta S, La compuerta Haddamart y la compuerta C-NOT, este
subconjunto no es universal, pero lo puede ser en adiciéon de la compuerta T. Esto
ultimo se debe principalmente que las compuertas de Clifford generan tinicamente
rotaciones 7/2 alrededor de los tres ejes de la esfera de Bloch; y en adicién de rota-
ciones de 7/4 a través de una compuerta T permite rotaciones arbitrarias respecto
a ejes arbitrarios. Las compuertas de Pauli mencionadas en la seccién 4.1.1, al igual
que la compuerta de Haddamart y Compuerta S pueden implementarse via Q-bits de
Majorana como una composiciéon de operados de trenzado actuando sobre un Q-bit
con paridad fija

X = —i(Uzs)Q = —1iY273,
Y = —i(U:n)Q = —17371,

Z = —i(Up)? = —imo, (4.52)
H = —iU,9U3U 12 = —iUy3U12Us3
S = ei%Ugl

Notese que la relacién de Haddamart H estda dada por la ecuacion de Yang-Baxter
(4.46). En adicién la compuerta C-NOT puede implementarse de una forma to-
poldgicamente protegida mediante la combinacién de mediciones del operador de la
paridad de Fermiones y una compuerta de un tinico Q-bit implementada mediante
el entrelazamiento de las lineas de mundo. Es por esto que se tiene que los MZM
permiten implementar compuertas de Clifford protegidas topolégicamente. Sin em-
bargo sigue existiendo una limitacién intrinseca a los fermiones de Majorana y es
que la compuerta T sigue sin poderse implementar mediante el trenzado de aniones
y manteniendo la proteccién topolégica, con lo cual de momento existe una imita-
cién para poder conseguir un proceso de computacién cudntica universal y protegido
topoldgicamente. Es en este momento que la correccién de errores es necesaria, la
cual se ve especialmente beneficiada por las operaciones protegidas topolédgicas. Por
ejemplo, se puede hacer uso de lo que se conoce como destilacién de estados magi-
cos "Magic-state Distillation”, [99] con la finalidad de aumentar la fiabilidad de las
compuertas T y su implementacién para la computacion cuantica mediada por MZM
que como se observo en los capitulos anteriores son fisicamente viables.

Una vez inicializado un estado cuantico, y su posterior manipulacién, el paso final
de un algoritmo en la computacién es la lectura del estado cuantico resultante. Como
los estados de base computacional (|00),|01),|11) y |10)) corresponden a patrones
distintos resultados de la fusién de pares de aniones, las mediciones proyectivas se
realizan fusionando fisicamente los aniones y detectando los resultados de fusién.

120



4.8. COMPUTACION CON ANYONES CAPITULO 4. COMPUTACION CUANTICA TOPOLOGICA

Cémo se hace esto en la practica depende de los aniones en cuestion y de la fisica
microscopica que les da origen. Para los anyones de Ising existe en principio una
forma sencilla de hacerlo. Una fusién por pares puede resultar solo en el vacio (en un
condensado superconductor) o en una particula y (una particula masiva permanece)
esta distincién en el cambio de energia del sistema es en principio detectable y sirve
como método para realizar mediciones en la base computacional. [99][114]

Los desafios generales que pueden afectar a la computacién cudntica topolédgica
son entre variados y complejos de solucionar : Primero, en cuanto a la presencia
de aniones no deseados, estos pueden aparecer en nano-hilos de Majorana debido al
desorden. Segundo, Al igual que los dominios se pueden mover mediante el cambio
del potencial quimico proporcionando una manera de manipular los Q-bits, el des-
orden a lo largo del cable, exhibido por un potencial quimico localmente aleatorio,
puede causar que partes del nano hilo estén accidentalmente en la fase topoldgica o
trivial. Esto provoca dominios de pared adicionales a lo largo del cable que alojaran
modos Majorana adicionales no contabilizados. Si bien es alentador que este efecto
se puede mitigar al emplear protocolos de cambio de energia de carga de Josephson.
Tercero, Los sistemas basados en Majorana también pueden sufrir fugas a un mate-
rial que funcione como depdsito externo. Suceso que resulta muy plausible a pesar
de que el g-bit de Majorana esta protegido por la paridad de fermién que es exacta
en un sistema cerrado. Puesto que, los esquemas fisicos para realizar los alambres
de Majorana requieren depositar un nano hilo con acoplamiento espin-orbita sobre
un superconductor de onda s del cual los pares de Copper pueden introducirse en el
semiconductor como resultado de la superconductividad inducida por proximidad.
Si los pares de Cooper pueden introducirse en el nano hilo, también pueden hacerlo
las cuasi particulas de Bogoliubov. En otras palabras, el superconductor de onda S
también puede servir como un deposito de particulas y romper la conservacion de la
paridad de fermiones. Esto establece limites en las escalas de tiempo qué tan réapido
debe realizarse el calculo cuantico antes de que ocurra tal envenenamiento de la infor-
macion. Alentadoramente, las heteroestructuras para nano hilos topoldgicos exhiben
tiempos largos del envenenamiento que pueden hacer tales errores manejables.

Finalmente, en cuanto a la cuestion de la temperatura finita, los superconducto-
res de onda p pueden ser mas robustos que los estados intrinsecamente ordenados
topologicamente. Dado que los modos Majorana estan ligados a las paredes de domi-
nio, no son creados espontaneamente por fluctuaciones térmicas. La brecha de energia
protege los estados localizados en las paredes de dominio de los estados extendidos, lo
que sugiere que la proteccion de la brecha de energia deberia ser suficiente. De hecho,
los estudios demuestran que los g-bits de Majorana toleran temperaturas finitas, lo
que no deberia suponer un obstaculo fundamental. Si bien es muy alentador, se debe
tener en cuenta que los modos Majorana no proporcionan todo el potencial de la
computacién cuantica protegida topolégicamente, ni mucho menos cualquier esque-
ma basado en aniones es una panacea para todos los problemas de la computacion
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cuantica. La proteccion a nivel de hardware que proporcionan es muy deseable, pero
todos vienen con sus propias deficiencias para superar. Sin embargo, teniendo en
cuenta los problemas abiertos que enfrentan los esquemas no topolédgicos y el rapido
progreso en la preparacion y el control de los estados topolégicos de la materia que
acoge los modos Majorana, superar estos desafios es un precio justo a pagar por
la robustez que viene con el calculo cuantico topoldgico. Ya existen maneras de ir
mas alla de Majorana: modos basados en las mismas construcciones. Reemplazando
los nanos hilos semiconductores acoplados a la 6rbita de espin con estados de borde
de los estados cuanticos fraccionarios abelianos de Hall se pueden realizar modos
conocidos como parafermiones que permiten un conjunto de compuertas mas gran-
de, aunque todavia no universal. Mientras que el estado cuantico de Hall fraccional
Read-Rezayi que hospeda los aniones de Fibonacci podria ser demasiado fragil, se ha
propuesto que los estados colectivos de modos de para fermién pueden dar lugar a un
estado analogo que apoya a los aniones de Fibonacci. Dado que los estados cudnticos
fraccionarios abelianos estan bien establecidos experimentalmente, no es demasiado
descabellado imaginar que la tecnologia actual puede ser empujada a realizar modos
de para fermién y, estirando la imaginacién un poco mas, tal vez incluso anyones
Fibonacci. De momento, una ruta mas realista podria ser alguna a mitad de camino
que goza de algunos de los beneficios de la informacion cudntica topoldgica de alma-
cenamiento y procesamiento, mientras que no es completamente una computadora
cuantica topoldgica como se describe aqui. Uno de estos esquemas es construir codi-
gos de superficie que apoyen a los anyones abelianos de los g-bits basados en hilos
de Majorana y disenar protocolos tolerantes a fallas para promover tales sistemas en
computadoras cuanticas universales. Otra es acoplar los g-bits de Majorana a g-bits
de espin no topoldgicos, lo que permite realizar un conjunto de puertas universales.
Cualquiera que sea la ruta utilizada, los principios generales subyacentes a cualquier
esquema topoldgico se basaran en las operaciones bésicas descritas en este capitulo.
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1. A través de reducir el formalismo utilizado en la descripcién de los fermiones de
Majorana estos ultimos aparecen naturalmente en la descripcion tedrica de un
superconductor convencional. El interés reciente en la fisica de la materia con-
densada ha sido centrado en los modos cero Majorana (MZMs), ya brevemente
mencionado en relaciéon con la condicién de Majorana.

Los MZM constituyen un caso especial de fermiones majoranas que ocurren a
la energia cero exacta y se localizan tipicamente en espacio en las proximida-
des de defectos, como vértices o dominios de paredes. El estado estacionario
asociado con el MZM por si mismo satisface la condiciéon Majorana. Es esta
extremadamente interesante propiedad que ha motivado intensa tedrica y estu-
dios experimentales en la bisqueda entre los subcampos mas activos de materia
condensada.

2. Los fermiones de Majorana aparecen naturalmente en la descripcion tedrica de
un superconductor toy-model , el cual permite encontrar indicaciones de que
caracteristicas deben presentarse en aquellos sistemas que permiten hospedar
estos MF como cuasiparticulas.

Es posible entender el modelo bidimensional de un superconductor p, +ip, , a
partir de una reduccion del problema en un modelo de Dirac equivalente 1-D.
Se evidencio geométricamente una forma de identificar tanto la fase topoldgi-
ca como trivial, a partir de la definicion del Nimero de Chern y Numero de

Winding.

3. Mediante aproximaciones a un sistema realista es posible deducir las carac-
teristicas requeridas para la implementacion de un sistema experimental re-
lativamente sencillo en su geometria asi como las condiciones asociadas a la
presencia de una fase superconductora topoldgica.

Actualmente existen varios frentes de investigacién, tanto en la busqueda de
nuevas geometrias de heteroestructuras cuyo comportamiento sea similar o
mejor que el de los nanohilos de majorana como en geometrias que faciliten la
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maipulacién y lectura de estos modos,por ejemplo: Grafeno bicapa rotada un
angulo magico. En base a los avances y estudios experimentales se mantiene
abierta la exploracion de la estadistica no abeliana de forma practica en estos
MZ, tanto para demostrarla (En cuyo que caso se tratara de MZM) como
en la busqueda de métodos para la manipulacion para su aplicacion en la
computacién cudntica. [63][78][115]
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Anexos A

Notacion Tensorial

De forma introductoria consideremos 2 vectores cualesquiera definidos de la si-
guiente forma:

A= (A17A27A3) ;

B = (By, By, Bs) (A1)

Se tiene que el producto escalar de dos vectores cualesquiera se define de la
siguiente forma

A-B = A;B; = 0;;A;B; = §7 A, B, (A.2)

Notese que se abrevian la escritura de los sumatorios en el caso de indices re-
petidos, convencion introducida por Einstein, utilizada para asi reducir la escritura
de sumatorios entendiendo que en la expresion resultante un indice indica la suma
sobre todos los posibles valores del mismo. Ampliando la definicién de superficie eu-
clidiana tridimensional al espacio-tiempo de 4 dimensiones, se requiere redefinir los
vectores en esta nueva variedad, en consecuencia, cualquier punto en esta variedad
se especificara inicamente por cuatro coordenadas.

Hay 2 vectores que podemos definir en esta variedad: z* = (ct,X) y z, =
(ct,—X), donde p = 0,1,2,3. Esta notacién se denomina contravariante y cova-
riante. Los vectores contravariantes y covariantes estan relacionados unos con otros
a través del tensor métrico de la variedad cuatridimencional conocida como el espacio
de Minkowsky, es decir

_ v
Ty = Ny

=0z,

(A.3)

Donde, los tensores métricos son matrices simétricas, es decir, 1, n"" = J,.
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Definicién A.1 : Generalizar el producto escalar en el espacio de Minkowsky
permite definir la longitud de un vector y, por ejemplo, poder conocer la longitud
entre dos puntos.

A-B=A"B,=A,B"
A-B=n"A,B, =n,,A"B" (A.4)
A-B=AB°-A.B

2 = (2°)? - X? = 2 - X? (A.5)

Dada esta notacién también podemos definir los siguientes operadores llamados
contra gradiente y cogradiente (tomando c=1)

0 0 0 0
= — _— . - — = J—
=5 (5-9) 0= 5= (5:7): (A6)

Y construir el operador D’Alambertiano, como generalizacion del Laplaciano al
espacio de Minkowsky de 4 dimensiones

82
_ 92 _ _ 2
D_a_a“au_@—v (A.7)
Definicién A.2: La posicion, energia y el momento pueden definir cuadrivecto-
res a los que llamaremos vectores de energia-momentum o cuadrimomentum.

Por simplicidad en la notacion de ahora en adelante se toma c=1

P = (E,p)p. = (E,—p) (A.8)
0

A su vez, dada la representacion en mecdnica cudntica de la energia £ — ih;,
y momentum p — —iAYV como operadores, los cuadrivectores antes definidos toman
la forma:

W:MW:N%;:(m%;mi»W:m@:ﬁ%%:(m%ﬂN).%@
n

Definicién A.3: En el formalismo para la descripcion del sistema cudntico de

una unica particula se parte de la ecuacion de energia dada por el hamiltoniano en
el caso clasico, dado que se trata de un sistema fisico no relativista.
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De este modo al describir cada uno de los observables como operadores Hermiticos
se obtiene la ecuacién de Schrodinger

0 1/ 9\’

La ecuacion anterior se puede escribir de forma mas abreviada como iha—f = Hu,

d
donde, el hamiltoniano H de forma general es

He T v (x) (A.11)

2m

Donde, ¥(X,t) representa la funcién de onda, p denota el momentum de la
particula y V' (X) el potencial atrds ves del cual se mueve la particula. Este for-
malismo es no relativista ya sea para una particula libre o en presencia de un poten-
cial, vease que esta ecuacién es invariante ante transformaciones de Lorentz [64-68].
Una ecuacién relativista, por otro lado, debe ser invariante en todos los marcos de
referencia inerciales.
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Anexos B

Modelo de Tight Binding

La comprension y prediccion de estos superconductores topologicos no conven-
cionales requiere mecesariamente una sinergia de estructura de bandas y efectos de
interaccion electronica.

La aproximacién de enlace fuerte consiste en lo siguiente: en una hilera de atomos,
cada uno con un electrén fuertemente ligado, los niveles energéticos cambian segin
se varfa la distancia entre atomos vecinos [73] [74]. A medida que los dtomos se
acercan suficientemente, las funciones de onda individuales solapan, dando lugar
a estados electronicos extendidos en toda la red cuyos niveles de energia tomaran
valores ligeramente distintos de los correspondientes al atomo individual. De la misma
forma, esta aproximacion se basa en la suposicion de que los atomos del cristal estan
tan separados que las funciones de onda de los electrones asociados con atomos
vecinos se superponen solo en menor grado.

I. Combinacién lineal de orbitales atémicos

I.1 Hamiltoniano atémico y de la red cristalina
En una red cristalina el hamiltoniano de una particula simple es

H = H,, + AU, (B.1)

Donde H,; es el hamiltoniano de un solo dtomo y AU = V (r) — v, (r) encierra
todas las diferencias entre el potencial en el cristal y el potencial de un atomo aislado.
Aqui, se asume que AU — 0 en el centro de cada atomo en el cristal.

Los estados de una particula en el cristal son entonces 1, (r) tales que

H wnk (I') = Enkwnk (I‘) (B2>

El indice n indica la banda o nivel de energia, y k es un vector de onda que para
casos practicos ubicaremos en la primera zona de Brillouin.
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Las funciones de onda atémicas, ¢; (r) son estados propios de Hy;

Hy¢; (r) = €5 (1)

Donde ¢; es la energia del nivel de energia ¢ en un atomo aislado. Estas funciones de

onda decaen rapidamente lejos de r = 0 y asi la integral de solapamiento entre las

funciones de onda localizadas en puntos distintos de la red cristalina es pequena.
Es por esto que los orbitales atémicos son ortonormales, tal que

VRD = [otwHo @Ry = {2 IR0 (B3

1.2 Teorema de Bloch
Los estados de una sola particula deben obedecer el teorema de Bloch

U (r + R) = *RU, (v) (B.4)

Donde R es un vector de traslacién en el espacio real del cristal. Claramente,
un solo orbital atémico no satisface el teorema de Bloch, pero facilmente podemos
obtener una combinacién lineal de orbitales atéomicos que si lo hace

V() = 2= 3R, (1 - R), (B.5)

Donde N es el nimero de puntos de la red en el cristal y el factor de 1/ VN nos
asegura de que los estados de Bloch estan normalizados

I1. Calculo de la estructura de bandas

II.1 Una unica banda-S En una red cristalina, de solo un atomo por celda
unitaria, y que solo los orbitales atémicos S¢4(r) contribuyen a los estados del cristal,
solo existe una tnica banda(n = 1) con lo cual solo existe un estado de Bloch tal
que

Ty (r) = \/Lﬁ > ™o, (r—R) (B.6)

Haciendo facil el encontrar la relacion de dispersién calculando el valor esperado
de la energia

B (k) = [ v (0o (i (B.7)
1
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Integrando en todo el espacio, se obtiene que para

U,k (I‘ + RI) = \/LN ; S (R’+R">¢n <7“ B (RH)>

E(k) = %ER: Z o (R -R) /¢; (x)Ho, (x (R ~R)) dx (B.8)

. ! 4
Ahora para cada vector R, se tiene que R — R = R, es solo otro vector de
., . ., . " . .
traslacion. Sustituyendo en la ecuacion anterior por R~ se simplifica

E (k) = Z ¢k R / " (x)Ho, <x - R”> dx (B.9)

A continuacién, se separan los términos de la suma sobre R’ considerando el
rango de los orbitales atémicos s,¢, (r). Los orbitales atémicos estédn estrechamente
localizados: Son usualmente més grandes cuando |r| es pequeno y decae rapidamente
para r = 0.

, " . .
Si R = 0 entonces la integral en se convierte

/gb: (x) Hps(x)dx = /gb: (X)€ess(X)dx = €4 (B.10)

Puesto que Ho, (x) = €505 (x) y los estados atémicos ¢, (x) son normalizados. En
R" = 0 obtenemos e, la energia de los orbitales atémicos en un &tomo aislado. Si,
!RH| es grande esperamos que la integral

/gb;‘ (x) H 6, (x—R”> dx ~ 0

. . " ~ s
el solapamiento entre funciones de onda separadas por un R es pequeno. Tipica-
mente en un calculo semi-empirico del modelo de tight binding tinicamente seran

incluidos términos donde |R"‘ es pequeiio, por ejemplo, sea R” = 7 el vector de
traslacion entre un atomo y su vecino mas cercano, entonces
E (k) = es+zeik'T/¢; (x)H g, (x — 7) dx (B.11)

Finalmente, en un cédlculo empirico de tight binding, no se evalua la integral de
solapamiento. En vez de eso se le reemplaza con un parametro,y, ajustandolo para
que coincida con el experimento.

ER) =6+ 3 e*y (7) ~(Ir]) = / o () Ho, (x—r)dx  (B.12)
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Haciendo el uso de esta relacion, se investiga el efecto en la estructura de bandas
del deformamiento o esfuerzos sobre la red cristalina.

I1.2 Una unica banda-S en un cristal unidimensional

En un cristal unidimensional los vectores de traslacion son R = nagpi, donde, n es un
nimero entero, aq es la separacion entre atomos vecinos e i es un vector unitario en
la direccion x. En este caso hay dos vecinos cercanos, cuyos vectores de traslacion
T = +api Entonces, si E (k) = €, + > e®7y(|7]) , en un cristal de una dimensién

—
sabemos qué los unicos vectores de onda que tienen significado en este caso, k son
en la direccion i, asi que k = ki. Entonces

E (k) = €5 + vy(ap) (™% + e~*)

E (k) = €5 + 27(ag) cos (kag) (B.13)

Banda de energia

= m/fa 0 + i

Vector de ondak

Figura B.1: Relacion de dispersion en un cristal 1D segun la aprorimacion de Tight
Binding.[74]

I1.3 El efecto del ajuste de la integral de solapamiento, 7.

El pardmetro v determina el ancho de las bandas y la curvatura de estas, se puede
realizar el ajuste del valor de v para coincidir con el experimento. Por otro lado, al
conocer como < varia segin la separacion interatomica, es posible conocer como el
ancho de las bandas cambia cuando el cristal sufre algin esfuerzo. A medida que 7y (b)

134



Conclusioness Conclusiones

decrece la curvatura de la banda también decrece. La masa efectiva es inversamente
proporcional a la curvatura y a medida que 7 (b) es pequena la masa efectiva tiende
a ser grande.

Esta es la relaciéon de dispersién para una tinica banda s en un cristal 1.D. Describe
cémo cambia la energia en funcién de, k.(Ver Fig. 1.6) A su vez también nos da el
ancho de banda el cual es igual a 4+, esta es la diferencia entre el valor de energia
minimo y maximo permitido de la banda.

Figura B.2: Relacion de Dispersion para una red bidimensional en funcion de vy(a) =
0,5eV, y diferentes valores de ~(b); v(b) = 1eVla linea verda y y(b) = 0,5 €V la linea
azul.[71]
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II.4 Una tnica banda-S en un cristal tridimensional
Generalizando a tres dimensiones. Se sigue teniendo

E(k)=c,+) ey (7))

En esta ocasion k = (k,, ky,,k.) y 7, en general también tendrd =,y y z. Por
ejemplo, en una red cristalina cubica centrada en la cara, los vectores de los 12 veci-
nos mas cercanos son 7 = (£1,4+1,0)a/2; (£1,0,%+1) a/2; (0,£1,£1) a/2 El primer
término de la sumatoria se obtiene de la siguiente manera

gialbathy)/2 | gialkath,)/2 | gia(—kethy)/2 | p=ialko+hy)/2
— [eia(km)/Z + e—w(kx)/g} + [eia(ky)/Q + e_iaky)/g} (B14)
= 4 cos (kya/2) cos (kya/2)

Finalmente
k., k
E (ky,ky, k) = €5 + 4v(|7]) { cos 2a cos %a + ..
+ kya‘ kza‘ + kza kza
..+ cos | — | cos cos | = | cos
2 2 2 2

Donde |7] = a/ V2, para pequeios valores del vector de onda, al igual que para
los electrones libres se obtiene una expresién cuadratica isotropica

E(k) = e, +~(|7])a’k? (B.15)

&

Figura B.3: BandA de energia tipo S en el modelo de Tight binding para una red
cubica, a la izquierda ~y es negativa y a la derecha ~y es positiva.[75]
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I1.6 El origen de bandas de energia

En el caso de un cristal con N atomos y un solapamiento nulo entre los estados
atémicos obtendremos N niveles de energia degenerados por cada estado atomico.
Como la integral de solapamiento aumenta estos niveles se transforman en bandas,
cada una de las cuales contiene N diferentes valores permitidos de k (Ver Fig. 1.8).
En general, un material tiene mas de un atomo por celda unitaria y, en aplicaciones
modernas. En un cristal con un a base de N, dtomos (y donde solo un tipo de orbi-
tales contribuye a las bandas) podemos hacer N, combinaciones lineales de orbitales
atémicos que satisface el teorema de Bloch.

By () = \/LN S ek Rig(r_R,) (B.16)

El indice « = 1,2, ..., N, indica los diferentes atomos en la base y el vector R;
son vectores de traslacién que nos llevan entre cada atomo ¢. Los estados de la red

cristalina pueden ser expandidos como una combinacion lineal de los NV, estados de
Bloch.

4 v j Niveles de energia . .
r 1/Espaciado atémico

T e

-
I

Bandas con N

N-esimo Nivel valores de K

degenerado

Figura B.4: Estructura de bandas en el modelo de Tight Binding. Izquierda Los niveles
de energia en el caso de un solo dtomo. Derecha los niveles de energia de una red
cristalina de N dtomos, en funcion de la integral de solapamiento (el inverso de la
distancia entre datomos).[85]

Yk (1) = Z circ®Pax (1)
= Z Cik Z e*Rig (r—Ry) /VN

Para encontrar 1), debemos minimizar el valor esperado de la energia con res-
pecto a los coeficientes, ¢, lo cual nos dejan el siguiente sistema de ecuaciones

D (Hy = 65E (k) cjie = 0 (B.18)

i

(B.17)
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Donde H;; = (9| H|®,x). La s ecuaciones de (4.31) tienen soluciones no triviales
solo si el determinante

H-EX)I =0 (B.19)

Donde H es una matriz de elementos, H;;, e I es la matriz identidad
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Cadena de Kitaev abierta

El modelo ideal desarrollado en el capitulo de un superconductor topolégico 1-D
exhibe estados de borde de Majorana descritos por ele hamiltoniniano (1.42) cuya
forma compacta en el espacio de momentums es

H(p) = (% - M) Ty — OpTs (C.1)

De donde se pudo observar que el espectro de dispersiéon presenta un cierre del gap
de energia para valors particulaes de p = 0 y u = 0 que coinciden con el paso de la
fase topologica a la trivial de este sistema. El hamiltoniano en es equivalente
a un hamiltoniano de Dirac con masa m = —u/d?, y el rol realizado por la simetria
particula-antiparticula es reemplazado por el de la simetria particula-hueco. Tal y
como se observo en el capitulo 2 los modos zeros en este tipo de sistemas se localizan
en los limites entre una region trivial (el vacio) y una no trivial. Para verificar esto
considerese un superconductor seminfinito 1-D, en el cual las funciones propias de
estos MZ deben satisfacer

[<_778§) Te + iéaﬂcTy} Y(x) =0 (C.2)

donde n = 1/2m, con la finalidad de obtener modos localizados, esto requiere
que la funcién de onda 1 (x) se desvanezca al infinito, es decir, (0) = ¢ (c0) = 0.
Multiplicando por i7, se tiene

[(=n0Z) 72 + 00,7, ] (2) = 0 (C.3)

Que la funciones de onda deben ser estados propios de 7, y valores propios s = +1,
y dada la condicién en el infinito se toma como aproximacion de las soluciones a
Y(x) o< e con lo cual

sy [[| v [ 4] e, ()
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Al substituirlas en la ecuacion ((C.3|) se obtienn las siguientes ecuaciones algebraicas
A2 — AN+ =0, n\2 + AN+ p =0, (C.5)

de las cuales solo la primera presenta ambas raices reales mayores a cero para § y

1 > 0 dadas por
1
he=g (5 + /52 4w) (C.6)

Finalmente el modo cero de enegia consiste en un funciéon de onda completamente
real

vla) = 5 )] e = e )

La ecuacion , representa un funcion de onda de un MZM que decae exponen-
cialmente desde la posicion z = 0 (ver ﬁg.; con 1/Z un factor de normalizacién
definido su cuadrado como Z2 = 1/A; +1/A_—4/(A; +)_) y la tasa de decaimiento
esta definida por los valores de |Ay| correspondiente a una longitud caracteristica
&+ = 1/|A4|. El modo de Majorana obtenido para el caso del limite con el vacio es
obtenido de manera analoga a los solitones de Jackiw-Rebbie particular ((C.7)) siendo
uno para el caso n — 0. Tal y como se menciona en el capitulo 2 donde las solu-
ciones de la ecuacién de Dirac corresponden a una interfaz entre regines con masas
positivas y negativas.

De forma analoga consiste el problema de obtener las funciones propias localizadas
en los limtes de una cadena de Kitaev completamente finita bajo lo que se conoce
como condiciones abiertas de borde. Retomando la ecuacién del modelo tigth binding
para un superconudctor de onda p

N N-—1
Hi ==Y ncfes = 3 (ielern + Aceiepn b he) (0
j=1 J=1

Recuerdese que la presencia de estados de borde de Majorana en la fase no trivial
se da para la condiciéon de Majorana | < 2t| dichos fermiones de Majorana oca-
cionan que el Hamiltoniano final debido a la presencia de estos MZM presente un
estado fermionico menos, es decir dy_; con respecto a los fermiones inicales cy (ver
ﬁg.. Dicha variacion en la paridad de los fermiones convencionales que es posible
evidenciarla experimentalmente corresponde a la superposicién de dos fermiones de
Majorana localizados exponencialemnte en los limites de la cadena. Con la finalidad
de obtener los MZ de la ecuacién ((C.8)) se considera un estado fermiénico ordinario

N
d;r\/[ = Z (wA,j'YA,j + wB,j’}/BJ) (CQ)
7=1
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(b) nontrivial @ vt

dy -1

Figura C.1: a. Fase Trivial cadena de Kitaev que cuenta con N fermiones ordinarios
¢; localizados en cada punto de la cadena. b. Fase topoldgica cadena de Kitaev que
cuenta con N — 1 operadores d; localizados a lo lartgo de la cadena y un fermidn
convencional deslocalizado en funcion de 2 MZM

el cual de tratarse de un MZ debe satisfacer [Hy, Cﬂw] = 0, y al calcular directamente
dicha relaciéon de conmutacion se obtiene un sistema de ecuaciones

g+ (t = A)p i+ (E+ A)p ;1 =0
pbag+ (t+A)paj+ (= A)aj1=0

Que matricialmente corresponde a
w0 t—A 0 ‘ t+ A 0 o

Intentando extender estas ecuaciones a todos los sitios de la cadena se anaden dos
posiciones 7 =0y 7 = N + 1 y se impone que la funciéon de onda de Majorana sean
cero, es decir que en la busqueda de valores propios a valor de energia cero requiere
que las funciones de onda desaparezcan al final de la cadena lo cual da lugar realizar
una aproximacién sencilla a las mismas ()9 = ¥ 41 = 0)

(C.10)

18
.
Y =2 Lé (C.12)
Luego el sistema de ecuaciones a resolver es
p+(t—Az+(t+A)/z 0 Bl
0 Bt (t+ Azt (t—A)z| o) =0 (C13)

Que presenta soluciones no triviales solo si alguno de los elementos de la matriz

principal es cero dando asi como resultados dos ecuaciones cuadraticas en funcion de
/

los valores de zy y 2z, = 1/z4 dados por

RV L o)

=T 2(t + A) -
R et | Gl .
= 2(t — A)
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A partir de la formula Vieta para las ecuaciones cuadraticas se tiene que

t—A
t+A

242 = <1 (C.15)

es decir si z = z4, es decir uno de los elementos de la diagonal es cero mientras el
otro no lo es, con lo cual [, a] o [0, 1], o bien [, o] o [1, 0] y se tienen dos solUciones
a energia cero y ortogonales

P = (Byzy? + B_z"Y) H
. (C.16)
v = (A2 + A2T) M

Los coeficientes se determinan a partir de las condiciones de borde. Si |z4| < 1,
entonces la funcién de onda w]B decrese mientras w]A a lo largo de la cadena. En
este caso ¥ = ¥, = 0 puede satisfacerse en el limite de N — oo donde las
condiciones de borde ¢ =%, = 0 correspondende a

B —N—lZ_B_ —N-1
o = (C.17)
A+ - —A,
Igualando ambas relaciones se tiene
1 : .
of = 2 ]
(C.18)

ot = (2 + A {(1)]

. . . . . < ey N 27
y el factor de Normalizacién Z se obtiene imponiendo la condicién Z? = 377 | |23|+

2] — 2Re((2,2%)7). Estos MZM de majorana presentan un decaimiento exponen-
cialmente en su energia Ey; oc eV la Hibridacién de estos Estados de borde de
Majorana pueden describir un hamiltoniano efectivo.

Heff = %EM’YA'YB = EM (TLM - %) (Clg)

donde n,; es el operador nimero cuyo signficado fisico es de gran importancia en

la aplicacién de la computacién cuantica tes sus valores propios se definen en base

de la presencia o no de un fermién deslocalizado en los bordes de un SC' de onda p

que puede implementarse como la senal fisica asociada a un estado cuantico el cual
definir como un g-bit de baja decoherencia.
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Teoria de Ginzburg-Landau

La teoria propuesta por V. Ginzburg y L. Landau corresponde a una teoria capaz
de predecir aspectos importantes de transiciones de fase de segundo orden. De igual
forma prueba ser 1til en sistemas con un pardmetro de orden no homogéneo. La
idea basica es asumir que la energia libre puede ser expandida como potencia de un
parametro de orden, ¢ , en proximidad a la temperatura critica 7. Dicho parametro
¢ se asume igual a cero en la fase normal T' > T.. Alrededor de la temperatura
critica el parametro de orden es pequeno, y la energia libre puede expandirse como
la siguiente suma de potencias.

F =F, + )Xo+ a¢® + v¢* + §¢4 (D.1)
El requerimiento de ¢ = Odebe ser un minimo de F en la fase normal implica que
A = 0. Ginzburg y Landau asocian el parametro de orden con una pseudo funcién
de onda, ¢ = 1(r), describiendo la densidad de electrones n, = [¢(r)]*. Y dado la
naturaleza compleja de ¢ (r) a su vez que F debe ser real, se tiene que es posible
descartar el termino de ¢3. En la presencia de un potencial vectorial A y un fenémeno

con energia cinética, la densidad de la energia libre se escribe como

2

Fw) = fralp@F+ S+ o) (<nv - Sa)uw| o2

2m*

I.1 Vortices cudanticos

Un vértice cudntico se caracteriza por ser una regién no homogénea en un fluido
superconductor, acompanada por la presencia de un momentum angular. En el nicleo
del vértice la densidad de electrones superconductores, ng, y consecuentemente el
pardmetro de orden tienden a cero. Para un vértice con simetria rotacional |¢(r)|*
depende tnicamente de r. La aproximacién basica de este vértice se debe a

$(x) = h(r)esO (D.3)
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Para h(r) una funcién real. Si ¥(r) se asume como una funcién propia del operador
momentum angular, L, = ihdy se tiene que S(r) = nf, para # un angulo arbitrario
en coordenadas polares, y n € Z dado el requerimiento de 1 (r, 0 + 2w) = ¢(r,0). El
entero n es llamado vorticidad. En el caso de un material superconductor, es posible
no considerar la parte de la energia cinética de la energia libre (1.63). En base a esto
para que la expansion de potencias tenga un minimo finito, debe asumirse que 3 > 0.
Esto significa que si o > 0, entonces f presenta un minimo cuando |¢|2 = 0 (Fase
Normal). Por otro lado, a < 0 (Fase superconductor) con un minimo en [, |* = -3
Una transicién de fases ocurre formalmente ocurre para a o< (7' — T,) y [ constante,
lo cual, implica que la fase normal ocurre para 7" > T,.. En el caso, de un sistema
libre de un campo A = 0, esta vez manteniendo el término de energia cinética. Las
ecuaciones dindmicas estan determinadas a partir del problema variacional 0 F'/d¢* =

0.

g * * _

s [ £ v vy av =0
G2 — o — Bl = 0 (D.4)
2m N '

se refiere a una de las ecuaciones de Ginzburg-Landau. Asumiendo que T' < T, y
redefiniendo o« — —a > 0, al reescalar la funcién de onda con su valor de equilibrio,
Yoo = v/a/f. E introduciendo una variable a conocida como la longitud de coherencia

de Ginzburg-Landau como escala de la longitud @7) = w% y p =% con
o= 1)V (D.5)
V2m*a

2 ~

)Y =0 (1.69) Al resolver esta tltima

—~

Se tiene que (1.65) tiene la forma V2t (1- )¢

ecuacion con las condiciones de borde ‘;p(p = 0)‘ =0y ‘fb(p = oo)‘ = 1, reempla-
zando la pseudo funcién de onda (1.64), se tiene que dichas soluciones corresponden
a la presencia de un vértice en p = 0.
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Identidades Hexagonal y
Pentagonal

Las matrices F'y R que permiten definir una operacién de trenzado de 2 o més
anyones se encuentran acompanadas de unas reglas de fusion que satisfacen a su vez
unas ecuaciones simples de consistenca , estas condiciones restringen drama-
ticamente la multiplicidad de los posibles modelos de forma que para cumplirse las
mismas reglas de fusién tan solo se necesita de un nimero finito y relativamente pe-
queno de maneras distintas. La cantidad reducida hace posible imaginarlas bajo una
interpretacién geometrica de las mismas, es por ello que resulta sencillo determinar
las diferentes posibilidades de como hacer un proceso de Braiding en base a lo que
se conoce como identidades pentagonal y Hexagonal.

Considerese el proceso de fusién de 4 anyones (ver ﬁg . La interpretacion de
dicha representacion geometria es la siguiente:

2 3 4
2 3 4 m),-, 12( ¢ 1 23 4
g

d

2 3 4 3 2 3 7
S (Fhy): & FR O
d
(EL4)fJ

Figura E.1: Representacion geométrica de la identidad pentagonal tomando en cuenta
todos las posibles operaciones de fusion
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1. Se parte del diagrama mds a la izquierda con un cierto orden de fusion.

2. Se asigna como un resultado especifico la fusion entre, a y b, que tienen un canal
de fusion total fijo, 5.

3. Empleando los dos movimientos F representados en la ruta superior es posible
revertir completamente el orden de la fusion y transformar el diagrama de
fusion incial de la izquierda al diagrama de la derecha.

4. FEs posible conectar el diagrama de la izquierda y derecha siguiendo una ruta com-
pletamente diferente que incluye tres movimientos F', lo cual se puede observar
en el camino inferior de la figura

Lo anterior resulta en un axioma puesto que estos dos procesos deben resultar
equivalentes, tanto el descrito en el camino superior como inferior. Dicho de otra
manera, si hay una interpretacion inica de los estados de fusién por los diagramas de
fusion, entonces las transformaciones distintas con movimientos debido a aplicaciones
de matrices F' que conectan los diagramas mas a la izquierda y mas a la derecha deben
ser idénticas. Imponer este axioma da lugar a la identidad pentagonal

(Fia)a(Fia)y = > (Fiba)o (Fra)y (Flas), (E.1)

e

Esta ecuacion precede una relacion entre los elementos de las posibles matrices
F de determinado modelos. A partir de la sumatoria sobre e se permite tomar en
cuenta todos los tipos posibles de particulas que pueden verse involucradas en los
diagramas de fusién.

2 3 4

2 3 4 1 2 3 4

n4)b 12( a

d
2 3 4

5
123 )a 34)

(Fioi

Figura E.2: Representacion geométrica de la identidad hexagonal tomando en cuenta
todos las posibles operaciones de fusion como de braiding
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Una nueva identidad puede ser obtenida mediante el empleo de procesos de brai-
ding o trenzado adicionales (ver fig. . Considerese 3 aniones con un canal de
fusién fijo 4, a traves del canal de fusién a, este diagrama se encuentra ubicado a la
izquierda de la figura y sera el punto de partida. Mediante la aplicacién alternada
de matrices F' y R es posible intercambiar el orden de fusién inical de dos maneras-
distintas en forma similar al descrito en la figura . Al demandar que tanto el
camino superior como inferior sean equivalentes da lugar a la identidad hexagonal

Z (F2431)ZR4113(F1423)Z - T3(F2413)2 12 (E.2)
b

Finalmente, se tiene en cuenta que las identidades hexagonal y pentagonal se vuelven
triviales para los modelos abelianos, cuya fase estadistica puede ser arbitraria. Los
modelos aniénicos no abeliano estan completamente determinados de forma consis-
tente por las identidades y sin la necesidad de otras condiciones. Para un
numero dado de tipos de aniones con reglas de fusién fijas, las soluciones de estas dos
ecuaciones polinémicas dan un conjunto discreto posiblemente vacio de matrices F
y R. Esto se asemeja al caracter discreto de las soluciones de ecuaciones cuadraticas.
La discrecion en las soluciones es conocida como rigidez de Ocneanu esta de acuerdo
con la naturaleza discreta de los modelos topoldgicos. Por lo tanto, los modelos to-
poldgicos no estan conectados continuamente entre si, lo que proporciona gran parte
de su resistencia contra perturbaciones erréneas.[114]
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