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1. Introducción

El arte es un reflejo profundo de la identidad y la cultura de una comunidad. A lo largo de la

historia, las diversas manifestaciones artísticas han desempeñado un papel fundamental en la

preservación y transmisión de las tradiciones culturales, así como en la creación de conexiones

significativas entre grupos de individuos. En este contexto, la presente tesis tiene como obje-

tivo relacionar los grupos de Frisos y grupos Cristalográficos con el arte de tres comunidades

comunidades distintas, pero igualmente enriquecedoras: los Misak, los Agustinianos y los Pae-

ces. En primer lugar, es imperativo comprender el contexto cultural de estas comunidades para

apreciar plenamente la profundidad y la diversidad de sus expresiones artísticas. Los Misak,

una comunidad indígena que habita en las montañas del Cauca, departamento de Colombia,

tienen una rica herencia cultural que se manifiesta en su arte, que a menudo está imbuido

de simbolismo y sabiduría ancestral. Los Agustinianos, por otro lado, han dejado una huella

significativa en la historia de la región Andina, y su arte es un testimonio de su identidad

única. Mientras tanto, la región de Tierradentro es conocida por su misteriosa y evocadora

arqueología, que ha cautivado a arqueólogos y amantes del arte por igual.

La motivación de este trabajo surge del reconocimiento que tiene la Alhambra, una de las obra

más representativas del arte musulmán situada en Granada - España, que es un tesoro para los

matemáticos de hoy en día, debido a sus diferentes patrones geométricos y a su arquitectura

donde estan representados los 7 grupos de frisos y los 17 grupos cristalográficos.

La escencia de esta investigación radica en identificar los grupos de Frisos y los grupos Crista-

lograficos que subyacen en el arte de estas cuatro comunidades, que aunque geográficamente

distantes, comparten la singularidad de sus creaciones artísticas que a menudo están relacio-

nadas con conceptos matemáticos fundamentales, como la geometría, las formas, los patrones

y las secuencias numéricas; las cuales se manifiestan en su arte de maneras intríncas. Estas

manifestaciones artísticas no solo son un testimonio de la habilidad y la creatividad de las co-

munidades, sino que también reflejan un profundo entendimiento de las matemáticas ocultas

donde los complejos sistemas geométricos presentan sorprendentes similitudes con las simetrías

de los grupos matemáticos.
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En última instancia, esta tesis subraya la importancia de reconocer que las estructuras de

grupo en el arte y las matemáticas no son disciplinas aisladas, sino que están intrincadamente

entrelazadas. La intersección entre la creatividad artística y la precisión matemática es un

campo fértil para la exploración y la comprensión, y ofrece una visión única de la manera en

que las culturas pueden aprovechar las matemáticas para expresar su identidad y comprender

el mundo que les rodea.

En un mundo cada vez más interconectado, esta investigación también destaca la importancia

de promover el diálogo intercultural y fomentar una apreciación más profunda de la diversidad

cultural y matemática. A medida que avanzamos en la exploración de las relaciones entre el

arte y las matemáticas, es esencial reconocer que estas conexiones no solo enriquecen nues-

tra comprensión del mundo, sino que también nos unen en la apreciación de la belleza y la

complejidad de ambas disciplinas.
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2. Aspectos generales de grupos de frisos y grupos cristalográ-

ficos

En esta sección, se dirige la atención hacia un conjunto crucial de conceptos de la Teoría

de Grupos, destacando especialmente las nociones fundamentales de transformaciones y sus

interrelaciones. La introducción de la definición de transformación marca el comienzo de las

conceptualizaciones que constituirán los pilares fundamentales de esta investigación. El proce-

so de interconexión conceptual no solo proporciona coherencia, sino que también forma la base

sólida sobre la cual se construirá el resto de esta investigación. Así, cada elemento contribuye

a la edificación de un marco conceptual que sustentará todo el desarrollo de este estudio.

Se destaca la contribución de dos referentes: Ricardo Gómez en [3] y Nahuen Soprano en [4],

para la elaboración y comprensión del marco teórico. Son fuentes primordiales en los cuales se

han encontrado la mayoría de las definiciones y teoremas que se presentan a continuación. Es

importante destacar que se han realizado algunos ajustes en la redacción e incluido detalles,

con el objetivo de entrelazar las ideas provenientes de ambos referentes; buscando una armoni-

zación conceptual que permita una lectura fluida y coherente, enriqueciendo así la comprensión

global del marco teórico que se desarrolla en esta sección.

2.1. Grupo de transformaciones

Este apartado incluye algunos preliminares sobre grupos que conducen la definición del grupo

de transformación de un conjunto, esta definición representa el punto de partida desde el cual

se gesta la esencia del trabajo que son los grupos de friso y crisatalográficos, delineando las

líneas maestras que guian el desarrollo y comprensión de la temática abordada.

Definición 2.1.1. Un grupo (G, ∗) es una estructura algebraica formada por un conjunto no

vacío G con una operación binaria (o interna) que satisface las siguientes propiedades:

1. x, y ∈ G⇒ x ∗ y ∈ G. (Asociatividad)

2. (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z); para todo x, y, z ∈ G
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3. Existe un elemento e ∈ G que verifica:

e ∗ x = x ∗ e = x; para todo x ∈ G (Neutro)

4. Para todo x ∈ G existe un elemento que se denota x−1 ∈ G tal que:

x ∗ x−1 = x−1 ∗ x = e (Inverso)

Definición 2.1.2. Sea A un conjunto no vacío, una función f : A→ A biyectiva se denomina

una transformación de A.

Ejemplo 1: Dado el conjunto A = {x, y, z}, se puede explorar las funciones que pueden

definirse sobre este mismo conjunto. En total, hay 33 = 27 funciones posibles, ya que cada

elemento de A puede ser asignado a cualquiera de los tres elementos en A (incluido a sí mis-

mo) para formar una función. Sin embargo, si se considera únicamente las funciones que son

transformaciones, es decir, aquellas en las que cada elemento de A se asigna a un elemento

diferente en A, se obtiene un conjunto más específico, esto es, hay 3! = 6 transformaciones

posibles. Así, las seis transformaciones posibles son:

idA

x → x

y → y

z → z

ρ1

x → y

y → z

z → x

ρ2

x → z

y → x

z → y

γ1

x → x

y → z

z → y

γ2

x → z

y → y

z → x

γ3

x → y

y → x

z → z

Definición 2.1.3. Un conjunto no vacío G de transformaciones de un conjunto A, se le llama

grupo de transformaciones de A si cumple:

i. f, g ∈ G⇒ g ◦ f ∈ G

ii. f, g, h ∈ G⇒ (g ◦ f) ◦ h = g ◦ (f ◦ h)

iii. idA ∈ G

iv. f ∈ G⇒ f−1 ∈ G

4



Ejemplo 2: De las propiedades de funciones biyectivas se tiene que el conjunto de todas las

transformaciones de A, forman un grupo, así en el Ejemplo 1 las 6 transformaciones del con-

junto A = {x, y, z} forman un grupo (G, ◦), donde G = {idA, ρ1, ρ2 γ1, γ2, γ3}; pero también

hay otro grupo de transformaciones de A dado por el conjunto H = {idA, ρ1, ρ2}, en efecto:

ρ1 ◦ ρ2 = ρ2 ◦ ρ1 = idA, ρ1 ◦ ρ1 = ρ2 y ρ2 ◦ ρ2 = ρ1.

Se destacan las siguientes definiciones de la teoría de grupos:

Definición 2.1.4. Un subconjunto H no vacío de G es subgrupo de G, si H es grupo bajo

la operación de G.

Ejemplo 3: Con el Ejemplo 2 se tiene que el grupo (H, ◦) es subgrupo del grupo (G, ◦).

En adelante si se tiene un subconjunto H de un grupo G y se quiere probar que H es subgrupo

de G, se probarán en el conjuntoH las propiedades i, iii y iv ya que la propiedad ii la satisfacen

todos elementos del grupo G, en particular los elementos de H.

Definición 2.1.5. Sea A un conjunto cualquiera de transformaciones, el grupo generador de

A es el menor grupo de transformaciones del cual se obtiene todos los elementos de A al realizar

las posibles composiciones con sus elementos y sus inversos. Se denota G = ⟨x⟩ = {xn ∈ G}

Ejemplo 4: Del Ejemplo 2, γ1 y γ2 generan al grupo G, pues γ21 = γ22 = idA, γ1 ◦ γ2 = ρ1,

γ2 ◦ γ1 = ρ2 y γ1 ◦ γ2 ◦ γ1 = γ2 ◦ γ1 ◦ γ2 = γ3. Así G = ⟨γ1, γ2⟩.

Ahora, se continua con la exploración del mundo de las Isometrías, las cuales son transforma-

ciones que preservan distancias.

2.2. Isometrías

Definición 2.2.1. Las Isometrías son funciones f : Rn → Rn que preservan la distancia.

Es decir, para todo par x, y ∈ Rn se cumple:

d(x, y) = d(f(x), f(y)) = ||f(x)− f(y)|| = ||x− y||.

Se denota por Iso(n) al conjunto de todas las isometrías de Rn.
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A continuación se observa que las Isometrías, junto con la composición de funciones, forman

un subgrupo de transformaciones de Rn, es decir: son funciones biyectivas, es un conjunto

cerrado bajo composición, la función identidad es una isometría y cada elemento de Iso(n)

tiene inverso que también es una isometría, este subgrupo es llamado grupo de isometrías

en Rn.

Los siguientes resultados hacen posible identificar los aspectos mencionados en el párrafo an-

terior.

La identidad id ∈ Iso(n), en efecto: para x, y ∈ Rn se tiene que d(id(x), id(y)) = d(x, y).

Teorema 2.2.1. Si f, g ∈ Iso(n) entonces g ◦ f ∈ Iso(n).

Demostración. Sean x, y ∈ Rn entonces

d((g ◦ f)(x), (g ◦ f)(y)) = d(g(f(x)), g(f(x)))

= d(f(x), f(y)), g ∈ Iso(n)

= d(x, y), f ∈ Iso(n)

y por tanto, g ◦ f ∈ Iso(n).

Teorema 2.2.2. Una isometría f : Rn → Rn es inyectiva.

Demostración. Sean x, y ∈ Rn tales que f(x) = f(y). Esto implica que d(f(x), f(y)) = 0.

Como f es una isometría, entonces d(x, y) = d(f(x), f(y)) = 0, y por tanto x = y.

Falta probar la sobreyectividad de cualquier isometría y la existencia de los inversos, con el

objetivo de reconocer el conjunto de isometrías como un subgrupo de transformaciones. Esto

se deduce a continuación, a partir de la caracterización de las isometrías desde las matrices

ortogonales.

Definición 2.2.2. Una matriz cuadrada A de orden n se dice que es invertible si existe

una matriz cuadrada de orden n llamada matriz inversa de A, denotada por A−1 tal que
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A ·A−1 = A−1 ·A = In donde In es la matriz identidad de orden n. Se denota por GLn(R) al

grupo de matrices invertibles de orden n con entradas en R.

Definición 2.2.3. Sea A una matriz con m filas y n columnas. La matriz traspuesta deno-

tada At, está dada por Aij = (At)ji donde 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m.

Definición 2.2.4. Una matriz ortogonal es una matriz U ∈ GLn(R) tal que U−1 = U t. Se

denota por On el conjunto de matrices ortogonales de tamaño n con entradas en R.

Observaciones 1:

1.1) Ssi U es una matriz ortogonal U t · U = In.

1.2) Si U es ortogonal entonces U−1 también lo es, pues: (U−1)−1 = U , (U t)t = U .

1.3) Si U1 y U2 son ortogonales, entonces U1 · U2 es ortogonal.

La observación anterior permite deducir que:

Teorema 2.2.3. On es un subgrupo de GLn(R).

Demostración. Los siguientes cuatro items permiten verificar que On es un grupo bajo la

operación de GLn(R):

i. U ∈ On ⇒ U ∈ GLn(R)

ii. In ∈ On

iii. U1, U2 ∈ On ⇒ U1 · U2 ∈ On (por observación 1.2)

iv. U ∈ On ⇒ U−1 ∈ On (por observación 1.1)

Teorema 2.2.4. Si U ∈ On entonces det(U) = ±1.
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Demostración. Sea U ∈ On.
⇒ U t · U = In (por observación 1.1)

⇒ det(U t · U) = det In

⇒ detU t · detU = 1

⇒ detU · detU = 1 (ya que detU t = detU)

⇒ (detU)2 = 1

⇒ detU = ±1

Ahora, se estudia el conjunto de matrices ortogonales con determinante 1 que se denota por

SOn.

Teorema 2.2.5. SOn es un subgrupo de On.

Demostración. Los cuatro items siguientes prueban que SOn es un grupo bajo la operación

de On:

i. U ∈ SOn ⇒ U ∈ On

ii. In ∈ SOn pues det In = 1

iii. Sean U1, U2 ∈ SOn, entonces U1 · U2 ∈ SOn, en efecto:

det(U1 · U2) = detU1 · detU2

= 1 · 1

= 1

iv. Sea U ∈ SOn esto es, detU = 1 y por la Definición 2.2.4 se tiene que detU−1 = detU =

1. Por lo tanto, U−1 ∈ SOn.

Observación 2: Más aún, ya que SOn es subgrupo de On y 0n es subgrupo de GLn(R), se

concluye que SOn es subgrupo de GLn(R).

Para continuar este estudio, se retoma el concepto de grupo cociente:
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Definición 2.2.5. Sea G un grupo y H subgrupo de G. Una clase lateral izquierda de H

con representante g ∈ G es el conjunto gH = {gh : h ∈ H} y una clase lateral derecha de

H con representante g ∈ G como el conjunto Hg = {hg : h ∈ H}.

Si gH = Hg, esto es gHg−1 = H, para todo g ∈ G, se dice que H es un subgrupo normal.

Definición 2.2.6. Dado un grupo G y H subgrupo normal de G, el cociente de G y H se

define como el conjunto G/H = {gH|g ∈ G}.

Teorema 2.2.6. Sea G un grupo y H subgrupo normal de G entonces G/H es un grupo con

la operación

(aH)(bH) = abH.

A este grupo se lo conoce como grupo cociente.

Demostración. Primero se verifica que la operación (aH)(bH) = abH es independiente de la

elección de los representantes para las clases laterales.

Sean aH = bH y cH = dH, se debe demostrar que

(aH)(cH) = acH = dbH = (bH)(dH)

Para esto, sean a = bh1 y c = dh2 para algunos h1 y h2 en H. Luego

acH = bh1dh2H

= bH1dH

= bh1Hd (por ser H normal)

= bHd

= bdH (por ser H normal)

Para finalizar se identifica si cumple con las cuatro propiedades para ser un grupo,

i. Dados dos elementos aH y bH ∈ G/H, se quiere demostrar que (aH)(bH) ∈ G/H.

Por la definición de la operación, se tiene que (aH)(bH) = abH, la cual es una clase

lateral izquierda de H. Por lo tanto, la cerradura bajo la operación de cumple.

ii. Sean aH, bH, cH ∈ G/H. Se quiere demostrar que
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((aH)(bH))(cH) = (aH)((bH)(cH)).

Por un lado se observa,

((aH)(bH))(cH) = (abH)(cH) (por definición de la operación)

= ((ab)cH)

Por otro lado,

(aH)((bH)(cH)) = (aH)(bcH) (por definición de la operación)

= (a(bc)H)

Como a, b, c son elementos de un grupo G se tiene que

((aH)(bH))(cH) = (aH)((bH)(cH)).

Por lo tanto, la asociatividad se cumple.

iii. Sean eH, aH ∈ G/H donde e es la identidad de G. Se quiere ver que eH es la

identidad de G/H, es decir (eH)(aH) = aH.

(eH)(aH) = eaH (por definición de la operación)

= aH (por a, e ∈ G y e ser la identidad de G)

Y también

(aH)(eH) = aeH (por definición de la operación)

= aH (por a, e ∈ G y e ser la identidad de G)

Por lo tanto, eH es la identidad de G/H.

iv. Dado cualquier elemento aH ∈ G/H, su inverso es a−1H, donde a−1 es el inverso

de a en G.

Por un lado se tiene,

(aH)(a−1H) = aa−1H (por definición de la operación)

= eH (por ser a−1 el inverso de a en G)

Así mismo,

(a−1H)(aH) = a−1aH (por definición de la operación)

= eH (por ser a−1 el inverso de a en G)
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Por lo tanto, a−1H es el inverso de G/H.

Así, se ha demostrado que G/H es un grupo.

Teorema 2.2.7. SOn es un subgrupo normal de On.

Demostración. Sea S ∈ SOn y U ∈ On. Entonces

det(USU−1) = detU · detS · detU−1 = (detU)2 · detS = 1 · 1 = 1

Por lo tanto USU−1 ∈ SOn, esto es, SOn es un subgrupo normal de On.

Observación 3: Por Teorema anterior se tiene que, On/SOn es un grupo.

Teorema 2.2.8. Sean U1, U2 ∈ On, U1 y U2 pertenecen a la misma clase del grupo On/SOn

si y solo si U1 · U−1
2 ∈ SOn

Demostración. Puesto que U1 y U2 pertenecen a la misma clase y dado que U1, U2 ∈ On,

entonces (U1SOn) = (U2SOn), por lo cual existen elementos h1 , h2 ∈ SOn tales que

(U1h1) = (U2h2) y se consideran las siguientes igualdades

(U1h1) · (U2h2)
−1 = (U2h2) · (U2h2)

−1

(U1h1) · (h−1
2 U−1

2 ) = (U2h2) · (h−1
2 U−1

2 )

U1h3U
−1
2 = In,

det (U1 · U−1
2 ) det (h3) = 1,

det (U1 · U−1
2 ) = 1, ya que det (h3) = 1

Por lo tanto, U1 · U−1
2 ∈ SOn.

⇐) Si U1 · U−1
2 ∈ SOn, entonces U1 y U2 pertenecen a la misma clase en On/SOn.

Puesto que U1 · U−1
2 ∈ SOn, entonces U1 · U−1

2 SOn = SOn, así U1SOn = U2SOn.

Del anterior teorema resulta que el cardinal del grupo cociente On/SOn es 2, para concluir

que On/SOn = {(SOn), (USOn)} donde U ∈ On y U /∈ SOn.
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En el siguiente teorema el símbolo, ⟨ , ⟩ corresponde el producto punto en Rn; es decir para

x, y ∈ Rn, se tiene que ⟨x , y⟩ = xty, con · el producto de matrices y {ei}ni=1 es la base

canónica de Rn.

Teorema 2.2.9. Sea U ∈ Rn × Rn. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) U es ortogonal

b) ⟨Ux , Uy⟩ = ⟨x , y⟩ para todo x, y ∈ Rn

c) Las columnas de U forman un conjunto ortonormal.

Demostración. Usando la definición de producto punto en Rn se verifican dos equivalencias,

a) ⇔ b) y a) ⇔ c).

a) ⇒ b) Sean x, y ∈ Rn. Note que

⟨x , y⟩ = xty

= xtU tUy (ya que U tU = In)

= (Ux)tUy

= ⟨Ux , Uy⟩

b) ⇒ a) Dado que ⟨Ux,Uy⟩ = ⟨x, y⟩ para todo x, y ∈ Rn se tiene que

(Ux)tUy = xty

0 = xtIny − xtU tUy

0 = xtBy , donde B = In − U tU

Tomando x = ei y y = ej , y sabiendo que (ei)
t B ej = Bij , se obtiene que B = 0 y por tanto

U tU = In; esto es, U es ortogonal.

a) ⇔ c) Al considerar Ui como la i-ésima columna de U , se tiene que:{
< Ui , Ui > = 1

< Ui , Uj > = 0
, para i ̸= j de lo cual las columnas de U son ortonormales.

Por otro lado, si al considerar U una matriz con columnas ortonormales entonces U tU = I, y

por tanto U es ortogonal.

A partir de este teorema se pueden caracterizar las transformaciones que dejan fijo al origen

como lo expresa el siguiente teorema.
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Teorema 2.2.10. Dada una función f : Rn → Rn las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f ∈ Iso(n) y f(0) = 0

b) ⟨f(x), f(y)⟩ = ⟨x , y⟩ para todo x, y ∈ Rn

c) Existe U ∈ On tal que f(x) = Ux para todo x ∈ Rn

Demostración. Se prueban tres implicaciones que permiten verificar la equivalencia de las

afirmaciones: a) ⇒ b), b) ⇒ c), c) ⇒ a).

a) ⇒ b). Dado que f es una isometría en Rn y f(0) = 0, entonces

||x||2 = d2(x, 0) = d2(f(x), f(0)) = d2(f(x), 0) = ||f(x)||2 para todo x ∈ R

Por consiguiente

⟨x, x⟩ = ⟨f(x), f(x)⟩ (1)

Además, teniendo en cuenta la Definición 2.2.1 y (1) se tiene

||x− y||2 = ||f(x)− f(y)||2 (2)

Del lado izquierdo de la igualdad (2)

||x− y||2 = ⟨x− y , x− y⟩

= ⟨x− y , x⟩ − ⟨x− y , y⟩

= ⟨x , x⟩ − ⟨y , x⟩ − ⟨x , y⟩+ ⟨y , y⟩

= ||x||2 − 2⟨x , y⟩+ ||y||2.

De manera similar, el lado derecho de la igualdad (2)

||f(x)− f(y)||2 = ||f(x)||2 − 2⟨f(x) , f(y)⟩+ ||f(y)||2

Por consiguiente, igualando los resultados del lado izquierdo y del lado derecho de (2) se tiene

que

�
��||x||2 − �2⟨x , y⟩+���||y||2 =�����||f(x)||2 − �2⟨f(x) , f(y)⟩+����||f(y)||2

Puesto que ||x|| = ||f(x)|| para todo x ∈ Rn, se llega a la igualdad:

⟨x , y⟩ = ⟨f(x) , f(y)⟩
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probando lo requerido.

b) ⇒ c) Sea f : Rn → Rn una función que preserva el producto punto de Rn, el conjunto

{f(ei)}ni=1 es ortonormal, por consiguiente una base de Rn. Sea U la matriz cuyas i-ésimas

columna Ui es tal que Ui = f(ei) para i = 1, 2, ..., n, así, por Teorema 2.2.9, U ∈ On.

Ahora, se verifica que f(x) = Ux para todo x ∈ Rn. Por la definción de la matriz U se tiene

que

Ux = (U1, U2, · · ·, U3) ·



x1

x2

...

xn


= x1U1 + x2U2 + · · ·+ xnUn =

n∑
i=1

xif(ei)

.

Por el otro lado se puede escribir f(x) =
∑n

i=1 αif(ei), ya que {f(ei)}i=1,2,...,n es base.

Además, por la hipótesis con y = ej se obtiene

⟨f(x) , f(ej)⟩ = ⟨x , ej⟩ (3)

Al calcular el lado izquierdo de la igualdad (3) se tiene

⟨f(x), f(ej)⟩ = ⟨
∑n

i=1 αif(ei) , f(ej)⟩

=
∑n

i=1 αi⟨f(ei) , f(ej)⟩

= αj⟨f(ej), f(ej)⟩ por {f(ei)}ni=1 ser ortonormal

= αj .

Al calcular el lado derecho de la iguladad (3) se obtiene

⟨x, ei⟩ = xj⟨ej , ej⟩, por {ei}ni=1 ser ortonormal

= xj

Así, αi = xi para todo i = 1, 2, ..., n. Por tanto, Ux = f(x).

c) ⇒ a)

Sea U ∈ On y f(x) = Ux, al evaluar esta igualdad en x = 0 se identifica f(0) = 0.

Ahora, se verifica que f ∈ Iso(n), esto es: ||f(x)− f(y)|| = ||x− y||, en efecto:
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||f(x)− f(y)||2 = ⟨f(x)− f(y) , f(x)− f(y)⟩

= ⟨f(x)− f(y) , f(x)⟩ − ⟨f(x)− f(y) , f(y)⟩

= ⟨f(x) , f(x)⟩ − ⟨f(y) , f(x)⟩ − ⟨f(x) , f(y)⟩+ ⟨f(y) , f(y)⟩

= ⟨Ux , Ux⟩ − ⟨Uy , Ux⟩ − ⟨Ux , Uy⟩+ ⟨Uy , Uy⟩

= ⟨x , x⟩ − ⟨y , x⟩ − ⟨x , y⟩+ ⟨y , y⟩.

Además

||x− y||2 = ⟨x− y , x− y⟩

= ⟨x− y , x⟩ − ⟨x− y , y⟩

= ⟨x , x⟩ − ⟨y , x⟩ − ⟨x , y⟩+ ⟨y , y⟩.

Restando las dos expresiones se obtiene ||f(x) − f(y)||2 − ||x − y||2 = 0. Por lo tanto,

f ∈ Iso(n).

Hasta el momento en este documento se han estudiado resultados de isometrías en Rn, se pro-

sigue con un teorema que afirma que todas las isometrías de Rn se identifican con una matriz

ortogonal y una traslación, lo cual permite concluir que el conjunto Iso(n) con la composición

de funciones es un grupo.

Dado b ∈ Rn − {0}, se denota mediante tb : Rn → Rn la traslación dada por b,

tb(x) = x+ b.

Las traslaciones son isometrías que no dejan fijo al origen, pero preservan las distancias entre

puntos, en efecto

d(tb(x), tb(y)) = ||(x+ b)− (y + b)|| = ||x− y|| = d(x, y).

Además cumplen que tb1 ◦ tb2 = tb1+b2, también t0 = Id y en consecuencia t−1
b = t−b, de lo

cual el conjunto de trasformaciones forma un subgrupo del grupo Iso(n) .

Teorema 2.2.11. Para cada isometría f de Rn existe una matriz ortogonal Uf y un vector

bf tal que f(x) = tbf (Uf · x) para todo x ∈ Rn.

15



Demostración. Para empezar, se considera bf = f(0) lo cual permite garantizar que la isome-

tría t−bf ◦ f deja fijo al origen, en efecto:

t−bf ◦ f(0) = t−bf (bf )

= bf − bf

= 0.

Usando el Teorema 2.2.10, existe Uf ∈ On tal que

(t−bf ◦ f)(x) = Uf · x para todo x ∈ Rn.

Así, aplicando tbf en ambos lados de la igualdad anterior se obtiene lo requerido por demostrar:

tbf ◦ t−bf ◦ f(x) = Id ◦ f(x) = f(x) = tbf (Uf · x).

Del anterior teorema se puede inferir que las isometrías son invertibles y por tanto, también son

sobreyectivas, hecho que muestra que Iso(n) es un grupo, tal y como se menciona al principio

de esta sección.

Observación 4:

4.1) Dada una isometría f , la elección de su matriz Uf y su vector bf asociados es única.

4.3) Si una isometría f es una traslación, la matriz Uf es la matriz In.

4.3) Como detUf = ±1, se puede definir el signo de f así:

sg(f) := detUf .

Se dice que f preserva la orientación si sg(f) = 1 e invierte la orientación si sg(f) = −1.

3) Por el Teorema 2.2.11, si f1 y f2 son isometrías, entonces sg(f1 ◦ f2) = sg(f1) · sg(f2),

en efecto:

f1(f2(x)) = Uf1f2(x) + bf1

= Uf1(Uf2x+ bf2) + bf1

= (Uf1Uf2)x+ (Uf1bf2 + bf1).
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Dicho lo anterior, se examinarán dos tipos de isometrías de R2 además de la traslación, las

funciones ρθ que es la rotación alrededor del punto (0, 0) y γl la reflexión con respecto a la

recta l en R2 que pasa por el punto (0, 0) y forma un ángulo ψ con el eje x. Estas funciones

van de R2 en R2 tal que para x ∈ R2 su imagenes son ρθ(x) = Uθx y γl(x) = Ulx con Uθ y Ul

son matrices de tamaño 2x2 respectivamente:

Uθ =

 cosθ −senθ

senθ cosθ

 y Ul =

 cos2ψ sen2ψ

sen2ψ −cos2ψ


Por tanto, usando el Teorema 2.2.10 item c), las funciones ρθ y γl son isometrías en R2 ya que

sus columnas son ortonormales, mas aún estas isometrías permiten clasificar en dos tipos las

isometrias de R2 que dejan fijo el origen de coordenadas (0, 0), el cual en adelante se expresa

como 0.

Teorema 2.2.12. a) Para las rotaciones en R2 alrededor del punto 0 ∈ R2 se tiene la

igualdad de conjuntos { ρθ | θ ∈ R} = { f | f es isometría en R2, f(0) = 0, sg(f) = 1}

b) Para las reflexiones con respecto a un eje l que pasa por el punto 0 ∈ R2 se tiene la

igualdad de conjuntos { γl | 0 ∈ l} = { f | f es isometría en R2, f(0) = 0, sg(f) = −1}

Demostración. Se verifican las igualdades de los items a) y b).

a) •) { ρθ | θ ∈ R} ⊆ { f | f es isometría en R2, f(0) = 0, sg(f) = 1}.

Esta contenencia se demuestra a partir del Teorema 2.2.10 con la matriz Uθ = cosθ −senθ

senθ cosθ

, se tiene que det(Uθ) = sg(ρθ) = 1.

•) { f | f es isometría en R2, f(0) = 0, sg(f) = 1} ⊆ { ρθ | θ ∈ R}.

Por Teorema 2.2.10 si f ∈ Iso(2) y f(0) = 0 existe una matriz ortogonal U tal que

f(x) = Ux, si además se considera que sg(f) = 1 es decir detU = 1 se garantiza

que f es una rotación en Rn alrededor del punto 0, en efecto, por ser U ortogonal,

si la primera columna de U denotada U1 es un vector unitario, esto es, ||U1||2 = 1;

y por tanto existe una rotación ρθ̂(U1) = e1. Como ρθ̂(U1) = ρθ̂(U · e1) = (ρθ̂ ·U)1,

donde se ha llamado del mismo modo a la rotación que a la matriz que le representa,
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la primera columna de ρθ̂ ·U es e1. La matriz ρθ̂ ·U según lo anterior, es ortogonal

y perteneciente a SO2 (por serlo tanto ρθ como U) así

(ρθ̂ · U)(ρθ̂ · U)t = I2 y por lo anterior ρθ̂ · U =

 1 x

0 y

 de lo cual

 1 x

0 y

 1 0

x y

 =

 1 0

0 1

 de manera que:

1 + x2 = 1, entonces x2 = 0 por lo cual x = 0.

0 + y2 = 1, entonces y2 = por lo cual y = ±1, además ya que sg(f) = 1, entonces

y = 1.

Se concluye que la matriz U = ρ−1

θ̂
la matriz de rotación: U =

 cosθ̂ senθ̂

−senθ̂ cosθ̂


esto es f = ρθ.

De este resultado se sigue que la inversa de una rotación es otra rotación.

b) •) { f | f es isometría en R2, f(0) = 0, sg(f) = −1} ⊆ { γl | 0 ∈ l}

Haciendo un proceso análogo al inciso a) pero teniendo en cuenta sg(f) = −1, se

llega a que ρθ̂ · U =

 1 0

0 −1

. De lo cual

U = ρ−1

θ̂

 1 0

0 −1

 =

 cos(−θ) −sen(−θ)

sen(−θ) cos(−θ)

 1 0

0 −1


=

 cos(−θ) sen(−θ)

sen(−θ) −cos(−θ)


Por lo tanto U es una matriz de reflexión con respecto a una recta que pasa por el

0 de ángulo ψ = −θ/2.

Asi, U = ρ−1

θ̂
γ = ρθγ con θ = −θ̂ y γ la reflexión con respecto al eje x representado

por la matriz

 1 0

0 −1

.
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2.2.1. Reflexiones, traslaciones y rotaciones

En R2 tambien se cuenta con funciones que permiten rotar al rededor de cualquier punto

p ∈ R2 y reflexiones con respecto a una recta l que no necesariamente pase por el origen de

coordenadas, las cuales se denotan:

ρpθ la rotación en un ángulo θ en sentido antihorario al rededor del punto p en R2.

γr la reflexión con respecto a la recta r en R2.

Para lo cual se cumplen las siguientes igualdades que se denotan como (4)

ρpθ = tp ◦ ρθ ◦ t−p

Imagen 1. Representación gráfica de una rotación sobre un punto fijo p.

Fuente. Autoría propia (GeoGebra)

γr = tb ◦ γl ◦ t−b

Imagen 2. Representación gráfica de una reflexión sobre una recta r.

Fuente. Autoría propia (GeoGebra)
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donde b es un punto de r y por lo tanto l es la recta paralela a r que pasa por el cero (0), se

deduce que ρpθ y γr también son isometrías.

Se probará que las traslaciones tb; las rotaciones ρθ alrededor del 0 y la reflexión γ alrededor

del eje x, generan a Iso(2).

Teorema 2.2.13. Sea f ∈ Iso(2). Si sg(f) = 1 entonces, f es de la forma tbρθ. Si sg(f) = −1

entonces, f es de la forma tbρθγ. Además su escritura está expresada de forma única.

Demostración. Por el Teorema 2.2.11 se sabe que toda isometría f es de la forma tb · U con

U ∈ O2, considerando tb como la matriz y la traslación del mismo modo por facilidad en la

escritura:

a) Si det U = 1 por el Teorema 2.2.12 aplicado a U se tiene que U = ρθ y por tanto

f = tb ◦ ρθ.

b) Si det U = −1 entonces, nuevamente por el Teorema 2.2.12 aplicado a U = ρθ ◦ γ y por

tanto f = tb ◦ ρθ ◦ γ.

Para demostrar la unicidad:

a) Se considera f = tb ◦ ρθ1 y f = tb ◦ ρθ2 así operando a izquierda por t−1
b se tiene que

ρθ1 = ρθ2 luego θ1 = θ2.

b) Se considera f = tb ◦ ρθ1 ◦ γ y f = tb ◦ ρθ2 ◦ γ así al operar a izquierda por t−1
b y derecha

por γ−1 se tiene que ρθ1 = ρθ2 luego θ1 = θ2.

Las siguientes propiedades, que se denotan como (5), son de traslaciones t, rotaciones ρ y la

reflexión γ, de las dos últimas funciones se usa su representación matricial:

tb1 ◦ tb2 = t(b1+b2). Para x ∈ R2 se tiene

(tb1 ◦ tb2)(x) = tb1(tb2(x))

= tb1(b2 + x)

= b1 + (b2 + x)

= (b1 + b2) + x

= t(b1+b2)(x)
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Así (tb)−1 = t−b

ρθ1 ◦ ρθ2 = ρ(θ1+θ2)

Se consideran las matrices que representan a las funciones ρθ1 , ρθ2 y ρθ1 ◦ ρθ2 respecti-

vamente: Uθ1 =

 cosθ1 −senθ1

senθ1 cosθ1

, Uθ2 =

 cosθ2 −senθ2

senθ2 cosθ2

 y

Uρθ1◦ρθ2 =

 cos(θ1 + θ2) −sen(θ1 + θ2)

sen(θ1 + θ2) cos(θ1 + θ2)


conociendo que ρθ1◦ρθ2 tiene matriz Uθ1Uθ2 , basta probar que Uθ1Uθ2 = Uρθ1◦ρθ2 (en ade-

lante se omitirá tanto detalle y se trabaja con las matrices que representan las funciones).

Usando las fórmulas de seno y coseno de la suma y resta de ángulos.

Uθ1Uθ2 =

 cosθ1 −senθ1

senθ1 cosθ1

 cosθ2 −senθ2

senθ2 cosθ2



=

 cosθ1cosθ2 − senθ1senθ2 −cosθ1senθ2 − senθ1cosθ2

senθ1cosθ2 + cosθ1senθ2 −senθ1senθ2 + cosθ1cosθ2



=

 cos(θ1 + θ2) −sen(θ1 + θ2)

sen(θ1 + θ2) cos(θ1 + θ2)



= U(θ1+θ2)

Así (ρθ)−1 = ρ−θ

γ2l = Id

Se considera la matriz que representa a Ul =

 cos2ψ sen2ψ

sen2ψ −cos2ψ

 entonces
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UlUl =

 cos2ψ sen2ψ

sen2ψ −cos2ψ

 cos2ψ sen2ψ

sen2ψ −cos2ψ



=

 cos22ψ + sen22ψ cos2ψsen2ψ − cos2ψsen2ψ

sen2ψcos2ψ − sen2ψcos2ψ cos22ψ + sen22ψ



=

 1 0

0 1



= I2

Así (γl)−1 = γl y en particular γ2 = Id (la reflexión sobre el eje x, tomando ψ = 0)

γ ◦ ρθ = ρ−θ ◦ γ

Ux ◦ Uθ =

 1 0

0 −1

 cosθ −senθ

senθ cosθ



=

 cosθ −senθ

−senθ −cosθ


y

U−θUx =

 cos−θ −sen−θ

sen−θ cos−θ

 1 0

0 −1



=

 cosθ −senθ

−senθ −cosθ


ρθ ◦ γ, es la reflexión respecto a la recta que pasa por el origen de coordenadas en R2 y

forma un ángulo de θ/2 con el eje x. En efecto:
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UθUx =

 cosθ −senθ

senθ cosθ

 1 0

0 −1



=

 cosθ senθ

senθ −cosθ


ρθ ◦ tb = tb̂ ◦ ρθ, b̂ = ρθ(b), en efecto

ρθ ◦ tb(x) = Uθ(x+ b) = Uθx+ Uθb = ρθ(x) + ρθ(b) = tρθ(b) ◦ ρθ

γ ◦ tb = tb̂ ◦ γ, b̂ = γ(b) en efecto trabajando por componentes.

γ ◦ tb(x) = γ(x+ b) =

 1 0

0 −1

 x1 + b1

x2 + b− 2

 =

 x1 + b1

−x2 − b2


tγ(b) ◦ γ(x) =

 1 0

0 −1

n

 x1

x2

+

 b1

b2

 =

 x1 + b1

−x2 − b2


Teorema 2.2.14. Todas las isometrías en R2 que preservan orientación son bien traslaciones

o bien rotaciones (no necesariamente alrededor del origen), mientras que todas las que invierten

orientación son la composición de una reflexión γr y una traslación por un vector paralelo a

r (a esta clase de isometría se le llama reflexión deslizante); en el caso de tomar como vector

de traslación al vector nulo, se obtiene una reflexión.

Demostración. Sea f una isometría en R2 con sg(f) = 1 es decir, preserva orientación, y supo-

niendo que f no es una traslación, se debe probar que f es una rotación. Por el Teorema 2.2.13

se sabe que f es de la forma tb ◦ ρθ con θ ̸= 0. Para identificar que f es una rotación se debe

tener un punto fijo es decir un elemento p ∈ R2 tal que: f(p) = Uf (p)+b = p, de lo cual se tiene

el sistema matricial I2(p)−Uf (p) = b esto es (I2−Uf )p = b el cual tiene única solución, ya que

det(I2 − Uf) = det

 1− cosθ senθ

−senθ 1− cosθ


= (1− cosθ)2 + sen2θ

= 1− 2cosθ + cos2θ + sen2θ

= 2(1− cosθ)
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pues así det(I2 − Uf ) ̸= 0 ya que θ ̸= 0.

Además, se tiene que (I2 − Uf )p = b si y solo si p + ρθ(−p) = b ya que −Uf (p) = Uf (−p), y

por lo tanto tp ◦ tρθ(−p) = tb.

Ya que ρθ(−p) = Uf (−p) = −Uf (p) = b− p, entonces tp ◦ tρθ(−p) = tb. Finalmente usando la

primera igualdad de (4) y la penúltima igualdad en (5):

ρpθ = tp ◦ ρθ ◦ t−p = tp ◦ tρθ(−p) ◦ ρθ = tb ◦ ρθ = f

como se quería demostrar.

Ahora, sea f una isometría en R2 con sg(f) = −1 como se observó en (5), f es de la forma

tb ◦ ρθ ◦ γ. De lo cual para b = 0 se tiene que f = ρθ ◦ γ es una reflexión con respecto a una

recta l que pasa por el origen y forma un ángulo de θ/2 con el eje x.

Si b ̸= 0, entonces se descompone como b = b1+b2 donde b1 es la proyección de b sobre la recta

l y b2 es la proyección de b sobre la recta perpendicular a l que pasa por el origen denontada

por l⊥, considerando la base ortonormal u = (cos(θ/2), sen(θ/2)), u⊥ = (−sen(θ/2), cos(θ/2))

se tiene que:

b1 = (b.u)u es paralela a la recta l y

b2 = (b.u⊥)u⊥ es ortogonal a la recta l

de tal forma que f(x) = Ux + b1 + b2 = (Ux + b2) + b1 = tb1 ◦ tb2 ◦ ρθ ◦ γ. Se verifica a

continuación que tb2 ◦ρθ ◦γ = tb/2 ◦γl ◦ t−b/2, usando algunas de las propiedades (5) se obtiene

las siguientes equivalencias:

tb/2 ◦ ρθ ◦ γ ◦ t−b/2 = t−b/2 ◦ ρθ ◦ tγ(−b/2)

= tb/2 ◦ tρθ◦γ(−b/2) ◦ ρθ ◦ γ

= tb/2+ρθ◦γ(−b/2) ◦ ρθ ◦ γ

de lo cual para garantizar igualdad tb2 ◦ρθ ◦γ = tb/2 ◦γl ◦ t−b/2 = tb/2+ρθ◦γ(−b/2) ◦ρθ ◦γ, solo se

necesita verificar que tb2 = tb/2+ρθ◦γ(−b/2), que es equivalente a probar que b2 = b/2−U(b/2),
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ya que ρθγ(x) = Ux, así se reduce a probar que 2b2 = b− U(b/2). Al considerar b = (z, y):

b− U(b/2) =

 z

y

−

 cos(θ) −sen(θ)

sen(θ) cos(θ)

 1 0

0 −1

 z

y



=

 z(1− cosθ) + ysenθ

−zsenθ + y(1 + cosθ)


Por otra parte

2b2 = 2

〈 −sen(θ/2)

cos(θ/2)

 ,

 z

y

〉 −sen(θ/2)

cos(θ/2)



=

 z2sen2(θ/2) + y2cos(θ/2)sen(θ/2)

−z2sen(θ/2)cos(θ/2) + y2cos2(θ/2)



=

 z(1− cosθ) + ysenθ

−zsenθ + y(1− cosθ)


la última igualdad es cierta a partir de tres identidades trigonoméricas básicas. Por lo tanto

f = tb ◦ ρθ ◦ γ = tb1 ◦ tb/2 ◦ γl ◦ t−b/2 = tb1 ◦ γL

donde L es paralela a l (por (4)) y como b1 es la proyección de b sobre L se cumple que b1 es

paralelo a l, obteniendo lo requerido.

2.2.2. Grupos de Friso

Los frisos se representan bajo la forma de bandas decorativas entre bordes paralelos que con-

tinuan en ambos sentidos, los motivos que los componen se repiten a igual distancia entre

ellos.

A continuación, se exhibe un ejemplo de un friso encontrado en los hipogeos de Tierradentro

en el departamento del Cauca.
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Imagen 3. Friso encontrado dentro de los hipogeos de Tierradentro.

Fuente. Autoría propia (GeoGebra)

Para definir de manera rigurosa un friso, se cuenta con las siguientes definiciones.

Definición 2.2.7. Sea F ⊆ R2. Se define el grupo de simetrías de F como

Sim(F ) := {f ∈ Iso(2) : f(F ) = F}.

Ejemplo 6: Sea F = {(0, y), y ∈ R}, entonces γ(F ) = F , así γ ∈ Sim(F ), además si w ∈ R

entonces t(0,w)(F ) = F , así t(0,w) ∈ Sim(F ).

Definición 2.2.8. El conjunto de traslación de Sim(F ) se define como el conjunto

LSim(F ) := {b ∈ R2 : tb ∈ Sim(F )}.

En el ejemplo anterior (0, a) ∈ LSim(F ). Para cualquier a ∈ R

Definición 2.2.9. Un subconjunto F de R2 es un friso si existe a ∈ R2 − {0} tal que

LSim(F ) = {na : n ∈ Z} = Za.

Los frisos contienen traslaciones en una sola dirección ya que, para todo b ∈ LSim(F ) existe

a ∈ R2 − {0} de forma que b = na para algún n ∈ Z.

Definición 2.2.10. Un subgrupo G de Iso(2) es un grupo-friso si existe un friso F tal que

G = Sim(F ).

De la Imagen 1. se identifica que las únicas isometrias que deja invariante el friso son una

traslación y cualquier multiplo entero de ella.

Teorema 2.2.15. Sea F un friso tal que LSim(F ) = {na : n ∈ Z}.

i. Si tbρθ ∈ Sim(F ), entonces θ = kπ para algún k ∈ Z.

ii. Si γl ∈ Sim(F ), entonces l es paralela o perpendicular a a.
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iii. Si tbγl ∈ Sim(F ) con b ̸= 0 en la recta l, entonces l es paralela a a y b = k
2a para algún

k ∈ Z.

Demostración. Sean c ∈ R2 y tbρθ ∈ Sim(F ) considerando las últimas propiedades en (5) se

tiene:

(tb ◦ ρθ) ◦ tc ◦ (tb ◦ ρθ)−1 = tb ◦ ρθ ◦ tc ◦ ρ−1
θ ◦ t−b

= tb ◦ tĉ ◦ ρθ ◦ ρ−1
θ ◦ t−b; ĉ = ρθ(c)

= tb ◦ tĉ ◦ t−b

= tb+ρθ(c)−b

= tρθ(c). (6)

De lo cual, si tc ∈ Sim(F ) también tρθ(c) ∈ Sim(F ), y por lo tanto deben ser c, c = na y

ρθ(c), ρθ(c) = ma paralelos, de donde θ = kπ para algún k ∈ Z.

Sea c ∈ R2 y γl = tbρθγ, nuevamente considerando las últimas propiedades en (5) se tiene:

(tb ◦ ρθ ◦ γ) ◦ tc ◦ (tb ◦ ρθ ◦ γ)−1 = tb ◦ ρθ ◦ γ ◦ tc ◦ γ−1 ◦ ρ−θ ◦ t−b

= tb ◦ ρθ ◦ tĉ ◦ γ ◦ γ−1 ◦ ρ−θ ◦ t−b; ĉ = γ(c)

= tb ◦ tˆ̂c ◦ ρθ ◦ γ ◦ γ−1 ◦ ρ−θ ◦ t−b; ˆ̂c = ρθ(γ(c))

= tb ◦ tˆ̂c ◦ t−b

= tˆ̂c. (7)

Si tc ∈ Sim(F ) también tˆ̂c = tρθ◦γ(c) ∈ Sim(F ), esto es c y ρθ ◦ γ(c) son paralelos, como se

vió en [5] ρθγ, es la reflexión respecto a la recta l̂ que pasa por el origen de coordenadas en R2

y forma un ángulo de θ/2 con el eje x, luego ρθ ◦ γ(c) = γl̂(c), forman un ángulo 0o o de 180o

es decir l̂ es paralela a a o l̂ es perpendicular a a, por lo que también debe ser l paralela a a o

l es perpendicular a a.

Finalmente, si tb ◦ γl ∈ Sim(F ) como b ∈ l entonces γl(b) = b, y por propiedades en (5), así

tb ◦ γl ◦ tb ◦ γl = tb ◦ tγl(b)γl ◦ γl = t2b ∈ Sim(F )

Se concluye que t2b es de la forma tka, con k ∈ Z y l es paralela a.

Teorema 2.2.16. Si F un friso, entonces existe una recta lF tal que Sim(F ) ⊆ Sim(lF )
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Demostración. Usando el anterior Teorema 2.2.15, se demostrará éste por casos:

Caso 1: Si Sim(F ) no contiene ni rotaciones ni reflexiones, solo contiene reflexiones perpen-

diculares a a: en este caso cualquier recta lF paralela a a cumple lo requerido.

Caso 2: Si Sim(F ) contiene rotaciones por el teorema anterior se puede suponer que ρπ ∈

Sim(F ). Se va a comprobar que sirve elegir lF como la recta generada por a. Es claro que

cualquier reflexión perpendicular a a la deja invariante. Además, cualquier reflexión deslizante

t k
2
a ◦ γl (permitiendo k = 0) debe cumplir l = lF , pues de no ser así t k

2
a ◦ γl ◦ ρ k

2
a ◦ γl ◦ ρπ sería

una traslación perpendicular a a, de lo que se deduce que t k
2
a ◦ γl ∈ Sim(lF ). Por último, si

ρpπ = t2p◦ρπ es otra rotación en Sim(F ), debe ser también (t2p◦ρπ)◦ρπ = t2p ∈ Sim(F ), lo que

implica que 2p es un múltiplo entero de a, es decir que p ∈ lF , y por lo tanto t2p◦ρπ ∈ Sim(lF ).

Caso 3: Sim(F ) no contiene rotaciones pero sí contiene reflexiones deslizantes paralelas a

a: notar que solo puede haber una reflexión deslizante paralela a a pues de haber dos, al

multiplicarlas se obtendría una traslación no paralela a a, de lo cual lF = l.

Del anterior teorema, se tiene que cada friso tiene un eje salvo paralelismo, el cual de denotará

lF , en particular se considera el caso lF es el eje x que permite definir un caso específico de

grupos-friso.

Definición 2.2.11. Un grupo-friso G se llama grupo-friso estandar si G satisface que:

LG = {ne1|n ∈ Z} y G ⊆ Sim(eje x).

La siguiente definición permite establecer una relación de equivalencia sobre el conjunto de

grupos subgrupos-friso de Iso(2).

Definición 2.2.12. Sea α > 0, las funciones dα : R2 → R2 definidas por dα(x) = αx son

estiramientos los cuales cumplen las siguientes propiedades:

i) d1 = I,

ii) dα ◦ dβ = dαβ , y por lo tanto d−1
α = d1/α,
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iii) Si f ∈ Iso(2) es de la forma f(x) = Ux+ b entonces

dαf(x) = α(Ux) + αb = U(αx) + αb = f̂dα(x)

donde f̂ ∈ Iso(2) está definida por f̂(x) = Ux+ αb,

iv) A pesar de no ser los estiramientos isometrías, el conjugado de una isometría por un

estiramiento sigue siendo una isometría.

Al considerar el conjunto Ω de todos los subgrupos-friso de Iso(2) y definir ahí la rela-

ción G1 ∼ G2 ⇔ existen α > 0 y f ∈ Iso(2), con sg(f) = 1, tales que, como conjuntos

(dα ◦ f)G(dα ◦ f)−1 = G2, específicamente: si h ∈ G(dα ◦ f) ◦ h ◦ (dα ◦ f)−1 ∈ G2 . Dado que ∼

es una relación de equivalencia se puede hablar entonces del conjunto cociente Ω/ ∼.

Todo elemento de Ω/ ∼ tiene un representante G tal que LG = {ne1|n ∈ Z} y tal que

G ⊆ Sim(ejex). En efecto, para ver esto basta con ver que el eje de todo friso puede ser

llevado al eje x, para lo cual alcanza una isometría de signo positivo (que es una rotación), y

que luego se puede hacer unitario su vector asociado a, que también es posible mediante d−1
||a||2 .

De lo cual un friso puede relacionar con un grupo-friso estandar.

Como se vió al inicio del estudio de transformaciones en R2, éstas forman un subgrupo de

Iso(n), así en la siguiente proposicion T denota el subgrupo de Iso(2) formado por las trasla-

ciones.

Proposición 2.3.2: Si G es un grupo-friso estándar entonces T ∩G es un subgrupo normal de

G y G/(T ∩ G) tiene estructura de grupo.

Demostración. Ya que la intersección de dos subgrupos de un grupo es nuevamente un sub-

grupo, se considera tc ∈ T ∩ G. Si g ∈ G puede ser g = tb ◦ ρθ o bien g = tb ◦ ρθ ◦ γ, con

θ = kπ. En ambos casos, por las igualdades (6) y (7), teniendo en cuenta que γ(c) = c por

pertenecer c al eje x se llega a g ◦ tc ◦ g−1 = t±c ∈ T ∩ G, por tanto T ∩ G es un grupo normal

y del teorem 2.2.6 se sigue que G/(T ∩ G) tiene estructura de grupo.
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Teorema 2.2.17. Sea G un grupo-friso estándar. Entonces G/(T∩G) es o bien el grupo trivial,

o bien un grupo de orden 2 o bien isomorfo al grupo de Klein de 4 elementos.

Demostración. Se verá las posibles formas que puede tener un elemento g ∈ G. Por Teorema

2.2.11 con U =

 U11 U12

U21 U22

 ∈ O2 y b ∈ R2 se tiene g(x) = Ux + b con b = g(0).

Considerando b = (b1,b2). Dado que g deja invariante al eje x es decir g(0) = (b1, 0), entonces

b2 = 0; se puede escribir entonces b = b1e1 donde e1 es el vector unitario

 1

0

 ∈ R2. De

lo anterior g(x) = Ux + b1e1 y al evaluar g en e1 se tiene g(e1) = Ue1 + b1e1 = U1 + b1e1,

donde U1 es la primera columna de U

U1 + b1e1 =

 U11

U21

+

 b1

0

 =

 U11 + b1

U21

 y como g deja invariante el eje x, se tiene

que g(e1) =

 r

0

 , r ∈ R, así U21 = 0, esto es U =

 U11 + b1 U12

0 U22

 y como U es

matriz ortogonal, entonces por Teorema 2.2.4 det(U) = ±1 de lo cual, usando la igualdad

U−1 = 1
det(U)

 U22 −U12

0 U11 + b1

 y que U t = U−1 entonces se tiene dos posibilidades:

Cuando det(U) = 1, se tiene que

 U11 + b1 0

U12 U22

 =

 U22 −U12

0 U11 + b1

 así, U12 = 0

y U22 = U11 + b1 de lo cual

 U22 0

0 U22

. Ya que detU = U22U22 = 1 por tanto

U22 = ±1.

Cuando det(U) = −1 se tiene de manera similar que U12 = 0 y U22 = −(U11+ b1), luego

U =

 −U22 0

0 U22

. Por tanto det(U) = −U22U22 = −1, esto es U22 = ±1.

Así, las cuatro posibilidades para U son

 1 0

0 1

, U =

 −1 0

0 −1

, U =

 −1 0

0 1

,

U =

 1 0

0 −1


Si U =

 1 0

0 1

 entonces g ∈ G es una traslación, por lo que, usando que G es estandar,
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debe ser b1 ∈ Z. En cambio, si U =

 1 0

0 −1

 resulta ser g = tb1e1 ◦ γ ∈ G, y por lo tanto

g2 = t2b1e1 ∈ G, de donde 2b1 ∈ Z.

De estos comentarios se desprenden las siguientes posibilidades:

1) Si U =

 1 0

0 1

 entonces g(x) = x+ b por tanto g = tb = tbe1 así g = tb1e1 , b1 ∈ Z;.

2) Si

U =

 −1 0

0 −1

 entonces g(x) =

 −1 0

0 −1

  x1

x2

 +

 b1

0


= ρπ(x) + b1e1

= tb1e1 ◦ ρπ(x)

así g = tb1e1 ◦ ρπ, b1 ∈ R;

3) Si

U =

 −1 0

0 1

 entonces g(x) =

 −1 0

0 1

  x1

x2

 +

 b1

0


= ρπ ◦ γ(x) + b1e1, con γ la reflexión con el eje x

= tb1e1 ◦ ρπ ◦ γ(x)

así g = tb1e1 ◦ ρπ ◦ γ, b1 ∈ R;

4) Si

U =

 1 0

0 −1

 entonces g(x) =

 1 0

0 −1

  x1

x2

 +

 b1

0


= γ(x) + b1e1

= tb1e1 ◦ γ(x), con γ la reflexión con el eje x

,

así g = tb1e1 ◦ γ, b1 ∈ Z;

5) ya que 2b1 ∈ Z, entonces b1 = t/2 con t ∈ Z, de lo cual g = t(b1+1/2)e1 ◦ γ, b1 ∈ Z.

Notar que si g y h son del mismo tipo en la lista, al realizar las cuentas posibles de g−1 ◦ h se

obtiene una traslación, por lo que se tiene la igualdad de clases laterales g(T ∩ G) = h(T ∩ G),

lo que implica que G/(T ∩ G) tiene a lo sumo cinco elementos. Por otra parte si g ∈ G al hacer
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los calculos se obtiene que g2 ∈ (T∩G), por lo que g(T∩G)g(T∩G) = g2(T∩G) = (T∩G) de lo

que se deduce que cada elemento de G/(T ∩G) tiene orden dos. Como el orden de un elemento

divide al orden del grupo entonces G/(T ∩ G) es par y por tanto solo debe ser de orden 1, 2 o

4, y en caso de ser de orden 4 no puede ser cíclico (pues todos los elementos son de orden 2),

por lo que se llega al grupo de Klein de 4 elementos.

Teorema 2.2.18. Ω/ ∼ tiene 7 elementos, con representantes:

< te1 > (8)

< te1 , ρπ >,< te1 , ρπγ >,< te1 , γ >,< te1 , t 1
2
e1

◦ γ > (9)

< te1 , ρπ, γ >,< te1 , ρπ, t 1
2
e1

◦ γ > (10)

Demostración. Sea G un grupo-friso estándar. Se debe probar que G está relacionado con

alguno de los grupos listados en el Teorema anterior, así se obtiene los sigueintes casos:

Caso 1) G/(T ∩ G) es el grupo trivial: en este caso G = T ∩ G y por lo tanto G es de la forma (8)

ya que son traslaciones.

Caso 2) G/(T ∩ G) es de orden 2: aquí G = (T ∩ G) ∪ g(T ∩ G) es decir que G =< te1 , g >, donde

g es de tipo 2), 3) 4) ó 5) de la lista anterior:

• Si es de tipo 2), a partir de las relaciones t−b1/2 ◦ g ◦ t
−1
−b1/2

= ρπ y t−b1/2 ◦ te1 ◦

t−1
−b1/2

= te1 se obtiene que t−b1/2Gt
−1
−b1/2

=< te1 , ρπ >.

• Si es de tipo 3), se toma nuevamente tb1/2 como elemento conjugador y se obtiene

t−b1/2Gt
−1
−b1/2

=< te1 , ρπ ◦ γ >.

• Si es de tipo 4), los grupos < te1 , tb1e1 ◦ γ > y < te1 , γ > coinciden.

• Si es del tipo 5), los grupos < te1 , t(b1+1/2)e1 ◦ γ > y < te1 , t1/2e1 ◦ γ > son iguales.

Caso 3) G/(T ∩ G) es el grupo de Klein de 4 elementos, además no puede contener elementos del

tipo 4) y elementos del tipo 5) al mismo tiempo pues t1/2e1 ∈ G, lo que contradice que G

es un grupo-friso estándar, de lo cual, siendo gi del tipo i G toma alguna de las siguientes

formas:
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(T ∩ G) ∪ g2(T ∩ G) ∪ g3(T ∩ G) ∪ g4(T ∩ G) (11)

(T ∩ G) ∪ g2(T ∩ G) ∪ g3(T ∩ G) ∪ g5(T ∩ G) (12)

En ambos casos, G ∋ g2 = tb1e1 ◦ ρπ; conjugando con h = t−b1/2e1 podemos asumir que

g2 = ρπ. Dado que tb1e1 ◦ ρπ ◦ γ = g3 ∈ G, resulta g3 ◦ g2 = t−b1e1γ ∈ G. En el caso (11)

g3 ◦ g2 debe ser del tipo 4) por lo que b1 ∈ Z y por lo tanto G =< te1 , ρπ, γ >, mientras

que en el caso (12) g3 ◦ g2 debe ser del tipo 5), que implica b1 + 1/2 ∈ Z y por lo tanto

G =< te1 , ρπ, t1/2e1 ◦ γ >.

Con el objetivo de mejorar la legibilidad y simplificar la notación de los grupos de friso, se

realizarán algunos cambios en su simbología. Para una representación más clara, se emplearán

símbolos más concisos y descriptivos. En particular, se considerará una nueva notación para

los elementos clave, como:

te1 = t (Traslación).

ρπ = ρ (Rotación de 180°).

γ = γ (γ el la reflexión con el eje x)

ρπγ = γy (γy es la reflexión sobre el eje y). En este caso, se tendrá en cuenta el nombre

del grupo, ya que según éste, la reflexión la hace paralela o perpendicular al vector de

traslación; si el nombre del grupo tiene ′′/′′ se tiene en cuenta que la reflexión que se hace

es perpendicular al vector de traslación, de lo contrario, si no aparece dicho símbolo, se

tiene en cuenta que la reflexión es paralela al vector de traslación.

t 1
2
e1
γ = D (Deslizamiento).

Considerando lo anterior, se exhiben ahora los grupos de friso tras un minucioso análisis de

sus generadores. Este proceso incluyó cálculos detallados para establecer las relaciones funda-

mentales que caracterizan a cada grupo, proporcionando así una visión clara de su estructura

y propiedades. Denotando tγ = t como el conjugado, donde tγ = γ−1 ◦ t ◦ γ = t.

33



Imagen 5. Representación gráfica del conjugado tγ = t.

Fuente. Autoría propia (GeoGebra)

Para cada relación se realizó un análisis gráfico como el que se presenta en la Imagen 5, donde

los números representan el paso a paso de los movimientos que la figura base está efectuando,

siendo el número 1, la figura base.

1) p1 =< t >

El grupo p1 está generado por traslaciones.

2) p2 =< t, ρ >; ρ2 = I , tρ = t−1

El grupo p2 está generado por traslaciones y rotaciones.

3) pm =< t, γ >; γ2 = I, tγ = t

El grupo pm está generdo por traslaciones y reflexiones.

4) p/m =< t, γy >; γ2 = I, tγ = t−1

El grupo p/m está generado por traslaciones y reflexiones perpendiculares al vector de

traslación.

5) pg =< t,D >; D2 = t, tD = t

El grupo pg está generado por traslaciones y deslizamientos.

6) p2m =< t, ρ, γ >; γ2 = I, ρ2 = I, tρ = t−1, tγ = t, γρ = γ

El grupo p2m está generado por traslaciones, rotaciones y reflexiones.

7) p2g =< t, ρ,D >; ρ2 = I, D2 = t, tρ = t−1, tD = t, ρD = ρ−1

El grupo p2g está generado por traslaciones, rotaciones y deslizamientos.
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A continuación, se muestra un gráfico que representa geométricamente cada grupo de frisos.

Cada uno de estos grupos es único, lo que significa que cualquier figura con un patrón se pue-

de analizar para determinar su figura base, y a partir de los movimientos realizados se puede

concluir a qué grupo de frisos pertenece esa figura.

Representación gráfica de los grupos de Friso

Imagen 6. Representación gráfica de los grupos de Friso.

Fuente. Autoría propia (GeoGebra)
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2.2.3. Grupos Cristalográficos

A diferencia de los grupos de friso, que se centran en simetrías en una única dirección, los gru-

pos cristalográficos abarcan una mayor diversidad de simetrías bidimensionales, incluyendo

rotaciones, reflexiones y traslaciones en el plano. Esta expansión en las operaciones permitidas

da lugar a una mayor riqueza estructural y simétrica en el análisis de los grupos cristalográficos.

Imagen 7. Grupo cristalográfico encontrado en tejido Misak.

Fuente. Artesanías Misak, Silvia - Cauca.

En esta sección, se tomaron como puntos de referencia a [1] y [2] para llevar a cabo la clasifi-

cación de los grupos. La demostración detallada de la clasificación se presenta en [1], mientras

que en [2], contiene la enumeración de los grupos junto con sus correspondientes relaciones.

Para nombrar a las grupos cristalográficos se consideran varios factores. Primero se toma en

cuenta el paralelogramo fundamental que define la celda básica del patrón repetitivo. Luego,

se analizan las simetrías presentes en el grupo. La nomenclatura resultante consta de cuatro

símbolos que describen detalladamente las características de simetría del grupo cristalográfico:

1) Letra p o c: Estas letras representan el paralelogramo fundamental.
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p : Significa que el paralelogramo fundamental es un cuadrado, un rectángulo o un

paralelogramo.

c : Significa que este grupo tiene como paralelogramo fundamental un rombo.

2) Numeración: 1, 2, 3, 4 o 6: Estos números representan el orden de los giros.

• Orden 1: No contiene giros.

• Orden 2: Contiene giros de 180°.

• Orden 3: Contiene giros de 120°.

• Orden 4: Contiene giros de 90°.

• Orden 6: Contiene giros de 60°.

3) Letras m o g: Representan el tipo de simetría.

m : Estos grupos contienen reflexiones (espejo = mirror).

g : Estos grupos contienen deslizamientos (deslizamiento = glide)

4) Letra m o g: Igual que la clasificación anterior pero teniendo en cuenta si hay una

segunda simetría.

En la referencia [1], se destaca que la demostración para la clasificación de los grupos se

desarrolla considerando sus reflexiones como un factor determinante, éste divide los grupos

dependiento la cantidad de reflexiones que tiene y así poder llevar a cabo la clasificación.

Grupos planos sin reflexiones: En este caso se encuentran los grupos p1, p2, p3, p4

y p6, los cuales son los grupos que solo contiene rotaciones.

Grupos planos con una reflexión: Dentro de los grupos que contiene una sola refle-

xión están los grupos cm, pm y pg.

Grupos planos con más de una reflexión: Esta es la clasificación más grande, pues

hay 9 grupos que la conforman, los cuales son cmm, pmm, pmg, pgg, p31m, p3m1, p4m,

p4g y p6m.
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En la referencia [2], se sigue un enfoque específico al iniciar identificando los órdenes de los

grupos antes de proceder con la clasificación correspondiente. Para llevar a cabo este proceso,

se presentan dos teoremas que establecen fundamentos clave en la categorización de los grupos.

Al igual que en los grupos de friso, en los grupos cristalográficos también se realizó un análisis

detallado de cada una de las relaciones dentro de cada grupo.

Teorema 2.2.19. Sea G+ un grupo cristalográfico que conserva la orientación. Entonces G+

está generado por T2 = G+ ∩ T y una única rotación de orden n, con n = 1, 2, 3, 4 ó 6. Así

pues, G+ adopta una de las formas siguientes:

1) G1 =< tv, tw >.

2) G2 =< tv, tw, ρ > donde ρ2 = I, tρv = t−v, t
ρ
w = t−w.

3) G3 =< tv, tw, ρ > donde ρ3 = I, tρv = t−w, tρw = tv−w.

4) G4 =< tv, tw, ρ > donde ρ4 = I, tρv = t−w, tρw = tv.

5) G6 =< tv, tw, ρ > donde ρ2 = I, tρv = tv−w, tρw = tv.

En el teorema siguiente se listan los grupos cristalográficos planos G correspondientes a cada

uno de los posibles subgrupos directos G+ = Gi para i = 1, 2, 3, 4, 6.

Teorema 2.2.20. .

a) Para el subgrupo G1 (no tiene rotaciones) tenemos exactamente cuatro tipos distintos de

grupos cristalográficos:

a.1) p1 = < tv, tw >.

El grupo p1 está generado por las traslaciones tv y tw.

a.2) cm = < tv, tw, γ >, γ2 = I, tγv = tw, t
γ
w = tv.

El grupo cm está generado por las traslaciones tv, tw y por la reflexión γ.

a.3) pg = < tv, tw, D >, D2 = tv, t
D
v = tv, t

D
w = t−w.

El grupo pg está generado por las traslaciones tv, tw y por el deslizamiento D.
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a.4) pm = < tv, tw, γ >, γ2 = I, tγv = tv, t
γ
w = t−w.

El grupo pm está generado por las traslaciones tv, tw y por la reflexión γ.

b) Para el subgrupo G2 (tiene rotaciones de 180°) se tiene exactamente cinco tipos distintos

de grupos cristalográficos:

b.1) p2 = < tv, tw, ρ >, ρ2 = I, tρv = t−v, t
ρ
w = t−w

El grupo p2 está generado por las traslaciones tv, tw y por la rotación ρ.

b.2) cmm = < tv, tw, γ, ρ > , ρ2 = I, γ2 = I, (γ ◦ ρ)2 = I, tρv = t−v, t
ρ
w = t−w, t

γ
v =

tw, t
γ
w = tv

El grupo cmm está generado por las traslaciones tv, tw, la reflexión γ y la rotación

ρ.

b.3) pmm = < tv, tw, γ, ρ >, ρ2 = I, γ2 = I, (γ ◦ ρ)2 = I, tρv = t−v, t
ρ
w = t−w, t

γ
v =

tv, t
γ
w = t−w

El grupo pmm está generado por las traslaciones tv, tw, la reflexión γ y la rotación

ρ.

b.4) pmg = < tv, tw, γ, ρ >, ρ2 = I, γ2 = I, (γ ◦ ρ)2 = I , tρv = t−v, t
ρ
w = t−w, t

γ
v =

t−v, t
γ
w = tw

El grupo pmg está generado por las traslaciones tv, tw, la reflexión γ y la rotación

ρ.

b.5) pgg = < tv, tw, D, ρ >, ρ2 = I, D2 = tv, (D ◦ρ)2 = I , tρv = t−v, t
ρ
w = t−w, t

D
v =

tv, t
D
w = tw

El grupo pgg está generado por las traslaciones tv, tw, el deslizamiento D y la

rotación ρ.

c) Para el subgrupo G3 (tiene rotaciones de 120°) tenemos exactamente tres tipos distintos

de grupos cristalográficos:

c.1) p3 = < tv, tw, ρ >, ρ3 = I, tρv = t−w , tρw = tv−w

El grupo p3 está generado por las traslaciones tv, tw y la rotación ρ.
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c.2) p31m = < tv, tw, γ, ρ >, ρ3 = I, γ2 = I, (γ◦ρ)2 = tw, t
ρ
v = t−w , t

ρ
w = tv−w , t

γ
v =

t−w, t
γ
w = t−v

El grupo p31m está generado por las traslaciones tv, tw, la reflexión γ y la rotación

ρ.

c.3) p3m1 = < tv, tw, γ, ρ >, ρ3 = I, γ2 = I, (γ ◦ρ)2 = I, tρv = t−w , tρw = tv−w , tγv =

tw, t
γ
w = tv

El grupo p3m1 está generado por las traslaciones tv, tw, la reflexión γ y la rotación

ρ.

d) Para el subgrupo G4 (tiene rotaciones de 90°) tenemos exactamente tres tipos distintos

de grupos cristalográficos:

d.1) p4 = < tv, tw, ρ >, ρ4 = I, tρv = t−w , tρw = tv

El grupo p4 está generado por las traslaciones tv, tw y la rotación ρ.

d.2) p4m = < tv, tw, γ, ρ >, ρ4 = I, γ2 = I, (γ ◦ ρ)2 = I, tρv = t−w , tρw = tv , t
γ
v =

tv, twγ = t−w

El grupo p4m está generado por las traslaciones tv, tw, la reflexión γ y la rotación

ρ.

d.3) p4g = < tv, tw, D, ρ >, ρ4 = I, D2 = tv, (D ◦ ρ)2 = I, tρv = t−w , tρw = tv , t
D
v =

tv, t
D
w = tw

El grupo p4g está generado por las traslaciones tv, tw, el deslizamiento D y la

rotación ρ.

e) Para el subgrupo G5 (tiene rotaciones de 60°) tenemos exactamente dos tipos distintos

de grupos cristalográficos:

e.1) p6 = < tv, tw, ρ >, ρ6 = I, tρv = tv−w , tρw = tv

El grupo p6 está generado por las traslaciones tv, tw y la rotación ρ.

e.2) p6m = < tv, tw, γ, ρ >, ρ6 = I, γ2 = I, (γ ◦ ρ)2 = I, tρv = tv−w , tρw = tv , t
γ
v =

tv, t
γ
w = tv−w

El grupo p6m está generado por las traslaciones tv, tw, la reflexión γ y la rotación

ρ.
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Representación gráfica de los grupos cristalográficos

Imagen 8. Grupos cristalográficos de Orden 1.

Fuente. Tumblr. Baldosas y Canguros.

Imagen 9. Grupos cristalográficos de Orden 2.

Fuente. Tumblr. Baldosas y Canguros.
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Imagen 10. Grupos cristalográficos de Orden 3.

Fuente. Tumblr. Baldosas y Canguros.

Imagen 11. Grupos cristalográficos de Orden 4.

Fuente. Tumblr. Baldosas y Canguros.

42



Imagen 12. Grupos cristalográficos de Orden 6.

Fuente. Tumblr. Baldosas y Canguros.

2.3. Representación geométrica de las relaciones de los grupos de frisos y

cristalográficos

En esta sección, se llevará a cabo una representación geométrica detallada de los grupos de

frisos y los grupos cristalográficos mencionados previamente. El propósito de esta representa-

ción es obtener una clasificación visual y seleccionar adecuadamente los registros fotográficos

que se presentarán en las secciones 3, 4 y 5. La combinación de la presentación visual y la

fundamentación teórica contribuirá a una comprensión integral de los grupos de friso y los

grupos cristalográficos.

2.3.1. Grupos de frisos

A continuación, se representa geométricamente los grupos de frisos pm y p2m, teniendo en

cuenta una figura base, los generadores y las relaciones de cada grupo. El análisis de los otros

grupos de friso se encuentran en el anexo 10.1: Resultados geométricos de grupos de

frisos.

Grupo pm =< t, γ >; γ2 = I, tγ = t

Pasos gráficos para obtener la relación:

• γ2 = γ ◦ γ = I
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Paso 1

Paso 2

Resultado

Gráfica 1. Pasos para realizar la relación γ2 = I del Grupo pm.

Fuente. Autoría propia (GeoGebra).

• tγ = γ−1 ◦ t ◦ γ = t

Paso 1

Paso 2
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Paso 3

Paso 4

Resultado

Gráfica 2. Pasos para realizar la relación tγ = t del Grupo pm.

Fuente. Autoría propia (GeoGebra).

Grupo p2m =< t, γ, ρ >; γ2 = I, ρ2 = I, tρ = t−1, tγ = t, γρ = γ

Pasos gráficos para obtener la relación:

• γ2 = γ ◦ γ = I

Paso 1
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Paso 2

Resultado

Gráfica 3. Pasos para realizar la realción γ2 = I del Grupo p2m.

Fuente. Autoría propia (GeoGebra).

• ρ2 = ρ ◦ ρ = I

Paso 1

Paso 2
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Resultado

Gráfica 4. Pasos para realizar la relación ρ2 = I del Grupo p2m.

Fuente. Autoría propia (GeoGebra).

• tρ = ρ−1 ◦ t ◦ ρ = t−1

Paso 1

Paso 2

Paso 3

Paso 4
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Resultado

Gráfica 5. Pasos para realizar la relación tρ = t−1 del Grupo p2m.

Fuente. Autoría propia (GeoGebra).

• tγ = γ−1 ◦ t ◦ γ = t

Paso 1

Paso 2

Paso 3
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Paso 4

Resultado

Gráfica 6. Pasos para realizar la relación tγ = t del Grupo p2m.

Fuente. Autoría propia (GeoGebra).

• γρ = ρ−1 ◦ γ ◦ ρ = ρ

Paso 1

Paso 2
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Paso 3

Paso 4

Resultado

Gráfica 7. Pasos para realizar la relación γρ = ρ del Grupo p2m.

Fuente. Autoría propia (GeoGebra).
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2.3.2. Grupos cristalográficos

Realizando un análisis geométrico, análogo al estudio realizado en los frisos, se obtienen las

relaciones en los grupos cristalográficos pm, cmm, p3m1, p4 y p6.

Representación gráfica de un grupo de Orden 1:

Grupo pm = < tv, tw, γ >, γ2 = I, tγv = tv, t
γ
w = t−w

Paralelogramo fundamental

• γ2 = γ ◦ γ = I

• tγv = γ−1 ◦ tv ◦ γ = tv
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• tγw = γ−1 ◦ tw ◦ γ = t−w

Gráfica 8. Representación de cada una de las relaciones del Grupo pm.

Fuente. Autoría propia (GeoGebra).

Representación gráfica de un grupo de Orden 2:

Grupo cmm = < tv, tw, γ, ρ >, ρ2 = I, γ2 = I, (γ ◦ ρ)2 = I, tρv = t−v, t
ρ
w = t−w, t

γ
v =

tw, t
γ
w = tv

Paralelogramo fundamental

• ρ2 = ρ ◦ ρ = I
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• γ2 = γ ◦ γ = I

• (γ ◦ ρ)2 = (γ ◦ ρ) ◦ (γ ◦ ρ) = I

• tρv = ρ−1 ◦ tv ◦ ρ = t−v

• tρw = ρ−1 ◦ tw ◦ ρ = t−w
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• tγv = γ−1 ◦ tv ◦ γ = tw

• tγw = γ−1 ◦ tw ◦ γ = tv

Gráfica 9. Representación de cada una de las relaciones del Grupo cmm.

Fuente. Autoría propia (GeoGebra).

Representación gráfica de un grupo de Orden 3:

Grupo p3m1 = < tv, tw, γ, ρ >, ρ3 = I, γ2 = I, (γ ◦ ρ)2 = I, tρv = t−w , tρw =

tv−w , tγv = tw, t
γ
w = tv

Paralelogramo fundamental
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• ρ3 = ρ ◦ ρ ◦ ρ = I

• γ2 = γ ◦ γ = I

• (γ ◦ ρ)2 = (γ ◦ ρ) ◦ (γ ◦ ρ) = I
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• tρv = ρ−1 ◦ tv ◦ ρ = t−w

• tρw = ρ−1 ◦ tw ◦ ρ = tv−w

• tγv = γ−1 ◦ tw ◦ γ = tw
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• tγw = γ−1 ◦ tw ◦ γ = tv

Gráfica 10. Representación de cada una de las relaciones del Grupo p3m1.

Fuente. Autoría propia (GeoGebra).

Representación gráfica de un grupo de Orden 4:

Grupo p4 = < tv, tw, ρ >, ρ4 = I, tρv = t−w, t
ρ
w = tv

Paralelogramo fundamental

• ρ4 = ρ ◦ ρ ◦ ρ ◦ ρ = I
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• tρv = ρ−1 ◦ tv ◦ ρ = t−w

• tρw = ρ−1 ◦ tw ◦ ρ = tv

Gráfica 11. Representación de cada una de las realciones del Grupo p4.

Fuente. Autoría propia (GeoGebra).

Representación gráfica de un grupo de Orden 6:

Grupo p6 = < tv, tw, ρ >, ρ6 = I, tρv = tv−w , tρw = tv
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Paralelogramo fundamental

• ρ6 = ρ ◦ ρ ◦ ρ ◦ ρ ◦ ρ ◦ ρ = I

• tρv = ρ−1 ◦ tv ◦ ρ = tv−w

• tρw = ρ−1 ◦ tw ◦ ρ = tv

Gráfica 12. Representación de cada una de las relaciones del Grupo p6.

Fuente. Autoría propia (GeoGebra).
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Los anteriores capítulos, lograron sumergir en los cimientos esenciales de la simetría, sentando

así las bases sólidas que constituyeron en el epicentro de esta investigación. Estas nuevas sec-

ciones encederán la llama de la curiosidad, guiando visualmente hacia los fascinantes mundos

de los grupos de Friso y los grupos Cristalográficos, llevándonos más allá de los límites de la

teoría pura hacia la apreciación de la matemática como una forma de arte.

Dos antecesores en este tipo de estudio, que indentifican estos patrones en los grupos de Friso

y grupos Cristalográficos, son Víctor Albis y José Valencia, como se evidencia en el estudio

referenciado en [8]. En esta investigación, Albis y Valencia se enfocan en realizar un análisis

estadístico de la frecuencia de aparición de estos grupos en los diseños de cerámica presentes

en la región Central de Panamá con el objetivo de validar y respaldar la existencia de una

división periódica de las decoraciones cerámicas en dicha región. En Colombia, Albis realizó

un estudio en la ornamentación de diversas culturas, como la Quimbaya, Muisca, Tairona y de

Pupiales. Los diversos hallazgos constituyen valiosos antecedentes en el ámbito de los grupos

cíclicos, grupos diédricos, grupos de friso y grupos cristalográficos. El estudio de Albis repre-

senta un importante avance multidisciplinario que vincula la matemática, la geometría y la

antropología [13].

Ahora bien, ¡Prepárate para un viaje repleto de belleza, arte y la asombrosa armonía que la

matemática tiene para revelar!

3. Grupos de frisos y grupos cristalográficos en Silvia

Silvia, rincón mágico en el corazón de la región del Cauca-Colombia, es un lugar que irradia

historia, cultura y comunidad. La visita a Silvia, permitió una experiencia única donde las

tradiciones ancestrales se entrelazan con la vida cotidiana y donde la comunidad juega un

papel central en la creación y preservación de su rica herencia cultural.

El viaje a Silvia no solo fue un viaje de descubrimiento cultural, sino también un intento

de comprender cómo las estructuras implícitas de grupo en esta comunidad se reflejan en su

arte, tradiciones y formas de vida. Se espera que, a medida que se avance en estas páginas, el

60



lector se sumerja en la riqueza cultural de Silvia y descubra las conexiones entre la creatividad

artística y las estructuras sociales de esta comunidad que ha logrado preservar sus tradiciones

de generación en generación.

A continuación, se presentan unas imágenes que capturan momentos significativos que buscan

enriquecer la comprensión de la preservación de la herencia cultural de la comunidad Misak.

Estas imágenes no solo son testimonios visuales de las prácticas culturales arraigadas en la

comunidad, sino que también ofrecen pistas sobre las conexiones que hay entre la creatividad

artística y las estructuras sociales.

En el tejido del tambalguari, que es el sombrero típico de la comunidad Misak, el cual se

refleja la transmisión intergeneracional de habilidades y conocimientos. La Imagen 13 tomada

en la institución Misak Mamá Manuela, ilustra cómo las tradiciones culturales se transmiten

de manera práctica y vivencial, con los niños aprendiendo las técnicas ancestrales bajo la guía

de sus mayores. Este acto de tejido no solo es una manifestación artística, sino también un

vínculo tangible con la historia y la identidad cultural de la comunidad.

Imagen 13. Tejido del Tambalguarí por el estudiante Heiber Velasco del grado séptimo de la

Institución Educativa Misak Mamá Manuela.

Fuente. Autoría propia.
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La escuela Misak Mamá Manuela se convierte en un espacio donde la educación formal se

entrelaza con la transmisión de conocimientos tradicionales y así el actuar docente refleja el

papel crucial de la educación en la transmisión y preservación de la herencia cultural. La si-

guiente imagen ilustra cómo la comunidad se involucra activamente en la preservación de su

cultura, con el docente desempeñando un papel clave en este proceso.

Imagen 14. Segundo Yalanda, docente de la Institución Educativa Misak Mamá Manuela,

junto a sus estudiantes del grado noveno.

Fuente. Autoría propia.

La Imagen 15 de las artesanas tejiendo no solo muestran la destreza técnica, sino también

la importancia del tejido como una forma de expresión artística arraigada en las estructuras

sociales de la comunidad.

Imagen 15. Artesanas del pueblo Misak. A la izquieda Clemencia Montano, a la derecha

Diana Patricia Tunubalá.

Fuente. Autoría propia.
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En resumen, las imágenes ofrecen una ventana visual a las dinámicas sociales del pueblo Misak,

destacando la preservación de la herencia cultural. Cada fotografía cuenta una historia única

que contribuye a la comprensión integral de la riqueza cultural de la comunidad.

En seguida se presenta una tabla que detalla el significado de algunos símbolos descubiertos

en Silvia. Esta herramienta visual proporciona una referencia clara y concisa para comprender

la simbología presente en la comunidad, permitiendo a los lectores adentrarse en el significado

profundo y cultural que estos símbolos encierran. Dichos singificados fueron brindados por la

artesana Diana Patricia Tunubalá.
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Tabla 1: Nombre y significado de algunos de los símbolos encontrados en Silvia.
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El estudio de los grupos de frisos y cristalográficos en la cultura Misak revela una profunda

conexión entre la simbología ancestral y las expresiones artísticas contemporáneas. Durante

las visitas a la Institución Educativa Misak Mamá Manuela, la Misak Universidad, el local

Artesanías Misak y el stand de arte Misak en el parque Caldas de Popayán, se logró recopilar

un valioso registro fotográfico que destaca la riqueza cultural de este pueblo indígena.

Entre los grupos de frisos y cristalográficos identificados, se observa una diversidad de for-

mas y patrones que se reflejan en diversos objetos como bolsos, chumbes, manillas, collares y

en el tejido del tambalguarí. Estos elementos no solo son manifestaciones estéticas, sino que

también poseen un profundo significado cultural que se transmite de generación en generación.

La Institución Educativa Misak Mamá Manuela y la Misak Universidad en la vereda Santiago,

resguardo indígena de Guambía, se erigen como guardianes de la tradición cultural, enseñando

a las nuevas generaciones la importancia de preservar y transmitir de manera inconsciente los

conocimientos relacionados con los grupos de frisos y cristalográficos. Además, el local Ar-

tesanías Misak en el barrio El Porvenir del casco urbano de Silvia y el stand de arte Misak

en el parque Caldas de Popayán son espacios donde estas expresiones culturales se exhiben y

comparten con el público.

La selección y clasificación de las fotografías se realizó cuidadosamente, teniendo en cuenta

los generadores y las relaciones presentes en los grupos de frisos y cristalográficos previamente

descritos. Este proceso permitió resaltar la complejidad y la belleza de las figuras encontradas,

proporcionando una visión más profunda de la cosmovisión Misak y su habilidad para fusionar

lo tradicional con lo contemporáneo en sus expresiones artísticas.

3.1. Registro fotográfico de los grupos de frisos

Para los grupos de Friso, se enfocará en capturar la esencia de las simetrías unidimensiona-

les, destacando las traslaciones, rotaciones y reflexiones que caracterizan a estos grupos. Se

buscará proporcionar una visión clara de la repetición y regularidad en una sola dirección.
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Para ello, se inició el proceso con la realización de un registro fotográfico exhaustivo, el cual

posteriormente sirvió como base para llevar a cabo una selección y clasificación meticulosa de

las imágenes capturadas.

Durante la selección, se tuvo en cuenta las cualidades específicas de cada elemento bajo estu-

dio, otorgando prioridad a las formas geométricas presentes en las imágenes y estableciendo un

vínculo directo con los principios matemáticos previamente abordados. A partir de la figura

base identificada, se procedió a estudiar cada movimiento esfectuado por dicha figura. Este

enfoque permitió realizar una clasificación sistemática en los distintos grupos de Friso.

En el proceso de clasificación, se llegó a la conclusión de que en Silvia, los tejidos representan

de manera destacada los 7 grupos de frisos. Cada uno de estos grupos refleja patrones espe-

cíficos que se manifiestan en los tejidos, proporcionando así una conexión tangible entre las

manifestaciones visuales y los conceptos matemáticos subyacentes. Este enfoque integrado en-

tre la observación visual y la teoría matemática permitió una clasificación precisa y reveladora

de los elementos geométricos presentes en los tejidos de Silvia.

Se seleccionó un total de 15 fotografías que evidencian la presencia de los grupos de Friso.

De manera representativa, se ha seleccionado un miembro de cada grupo, acompañado de su

generador o figura base, así como una descripción detallada de sus respectivos movimientos.

Para ampliar la perspectiva, se incluyen otros ejemplos de grupos de Friso en el Anexo 10.2:

Otros Grupos de Frisos Encontrados en Silvia. Estos ejemplos adicionales brindan una

visión más completa de la diversidad y riqueza de patrones geométricos presentes en los tejidos

y manifestaciones visuales de la región.

El análisis detallado de cada representante, junto con la exposición de los generadores y movi-

mientos asociados, permite una comprensión más profunda y apreciativa de la conexión entre

la geometría matemática y las expresiones visuales en los tejidos de Silvia. Estas fotografías

y su análisis contribuyen significativamente a la documentación visual y matemática de los

grupos de frisos presentes en la región.
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Grupo p1 =< t >

Gráfica 13. Bolso tejido en hilo guajiro donde se identifica el grupo p1.

Fuente. Autoría propia.

Grupo p2 =< t, ρ >

Gráfica 14. Bolso tejido en hilo guajiro donde se identifica el grupo p2.

Fuente. Autoría propia.
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Grupo pm =< t, γ >

Gráfica 15. Bolso tejido en lana natural y lana procesada combinados, donde se

identifica el grupo pm.

Fuente. Autoría propia.

Grupo p/m =< t, γy >

Gráfica 16. Bolso tejido en hilo guajiro donde se identifica el grupo p/m.

Fuente. Autoría propia.
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Grupo p2m =< t, ρ, γ >

Gráfica 17. Bolso tejido en hilo guajiro donde se identifica el grupo p2m.

Fuente. Autoría propia.

Grupo pg =< t,D >

Gráfica 18. Manilla tejida en chaquiras donde se identifica el grupo pg.

Fuente. Autoría propia.
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Grupo p2g =< t, ρ,D >

Gráfica 19. Bolso tejido en lana nartural y lana procesada combinados donde se

identifica el grupo p2g.

Fuente. Autoría propia.
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3.2. Registro fotográfico de los grupos Cristalográficos

En cuanto a los grupos Cristalográficos, su análisis será más complejo y abarcador. Se inclui-

rán elementos visuales que reflejen las simetrías bidimensionales presentes en estos grupos,

incorporando rotaciones, reflexiones y traslaciones en el plano. Para ello, el proceso inició con

la realización de un detallado registro fotográfico, que posteriormente sirvió como base para

llevar a cabo una selección y clasificación meticulosa de las imágenes capturadas.

Durante la selección, se consideraron las cualidades específicas de cada elemento a estudiar,

dando prioridad a las figuras geométricas presentes en las imágenes y estableciendo un sólido

vínculo con los principios matemáticos; el análisis se centró en identificar patrones recurrentes

de los cuales se extrajo la figura base, el paralelogramo fundamental, se estudió cada movi-

miento de dichos patrones dentro del paralelogramo y a partir de los movimiento efectuados,

se identificaron una distintos grupos Cristalográficos.

Del registro fotográfico obtenido en Silvia se encuentraron representados en sus tejidos 5 grupos

Cristalográficos, específicamente: p1, p2, cm, pm y pmm. Estos grupos capturan las esencias

geométricas presentes en los tejidos, revelando una rica diversidad de patrones que se alinean

con los conceptos matemáticos subyacentes. Este enfoque integrado entre la observación vi-

sual y la teoría matemática proporcionó una clasificación precisa y reveladora de los elementos

geométricos presentes en los tejidos de Silvia.

Se seleccionó un total de 9 fotografías que exhiben algunos de los grupos cristalográficos

presentes en Silvia. Para cada grupo seleccionado, se presenta un representante acompañado

de su generador o figura base, el paralelogramo fundamental asociado, un análisis detallado

dentro de este paralelogramo, y la construcción del grupo con respecto a los vectores de

traslación. En el Anexo 10.3: Otros Grupos Cristalográficos Encontrados en Silvia,

se incluyen ejemplos adicionales de grupos cristalográficos, cada uno con su figura base y

el paralelogramo respectivo. Esta amplia variedad de ejemplos proporciona una visión más

completa de la diversidad de patrones geométricos presentes en los tejidos y manifestaciones

visuales de la región.
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Grupo p1 = < tv, tw >

Gráfica 20. Bolso tejido en hilo guajiro donde se identifica el grupo p1.

Fuente. Autoría propia.
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Grupo p2 = < tv, tw, ρ >

Gráfica 21. Bolso tejido en hilo guajiro donde se identifica el grupo p2.

Fuente. Autoría propia.
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Grupo cm = < tv, tw, γ >

Gráfica 22. Bolso tejido en hilo guajiro donde se identifica el grupo cm.

Fuente. Autoría propia.

75



Grupo pm = < tv, tw, γ >

Gráfica 23. Bolso tejido en lana natural hilada donde se identifica el grupo pm.

Fuente. Autoría propia.
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Grupo pmm = < tv, tw, γ, ρ >

Gráfica 24. Bolso tejido en lana natural y lana procesada combinada, donde se

identifica el grupo pmm.

Fuente. Autoría propia.
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4. Grupos de frisos y grupos cristalográficos en Tierradentro

La región de Tierradentro, en el corazón de Colombia, es un lugar donde la historia y la cultura

se entrelazan en un misterio cautivante. Aventurarse en esta tierra es adentrarse en el pasado,

explorar el enigma de antiguas civilizaciones y sumergirse en la maravilla de los hipogeos,

tesoros arqueológicos escondidos bajo la tierra.

El viaje a Tierradentro fue una experiencia inolvidable. Mientras se deambula por este paisaje

de verdes colinas y cielos azules, se persive la promesa de descubrimientos en las profundidades

de la tierra. Los hipogeos, misteriosos sepulcros subterráneos excavados por los antiguos habi-

tantes de la región, se alzan como testimonios silenciosos de una cultura olvidada. Cada paso

hacia estas estructuras ancestrales desenterraba no solo la historia, sino también la posibilidad

de revelar las complejas estructuras de grupo que podrían haber en ellas.

Este viaje permite explorar en detalle los hipogeos, capturando sus características y anali-

zando las pistas que podrían sugerir la existencia de estructuras de grupo en la creación y

utilización de estas maravillosas estructuras arqueológicas. Las preguntas surgen de manera

natural: ¿Cómo se organizaron las comunidades para construir estos hipogeos? ¿Qué simbolis-

mo y significado subyacen en las formas y patrones en sus muros?

En este estudio, se comparte el registro fotográfico del viaje a Tierradentro y el análisis de

los hipogeos, con el propósito de descubrir estructuras de grupo en el arte de esta enigmática

región.

En Tierradentro se visitaron los siguientes lugares: Segovia, el Duende, San Andrés y el Agua-

cate. Las imágenes que a continuación se comparten ofrecen una cautivadora visión de las

maravillas que Tierradentro tiene para ofrecer. Estas fotografías capturan la esencia de un

lugar que fusiona la grandiosidad de su entorno natural con la maravilla de los hipogeos. La

majestuosidad del paisaje se entrelaza armoniosamente con la riqueza histórica, creando un

escenario único donde la naturaleza y la herencia arqueológica convergen en una experiencia

asombrosa.
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Segovia

Imagen 16. Segovia - Tierradentro.

Fuente. Autoría propia.

Imagen 17. Entrada a los hipogeos. Segovia - Tierradentro.

Fuente. Autoría propia.
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El Duende

Imagen 18. Vista desde El Duende - Tierradentro.

Fuente. Autoría propia.

San Andrés

Imagen 19. San Andrés - Tierradentro.

Fuente. Autoría propia.
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Imagen 20. Vista de San Andrés - Tierradentro.

Fuente. Autoría propia.

Alto de El Aguacate

Imagen 21. Alto de El Aguacate - Tierradentro.

Fuente. Autoría propia.
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Imagen 22. Entrada a los hipogeos. Alto de El Aguacate - Tierradentro.

Fuente. Autoría propia.

Imagen 23. Análisis de las fotografías dentro de las tumbas. Alto de El Aguacate -

Tierradentro. De izquierda a derecha: Samin Cerón, Sara Martínez y Erika Portilla.

Fuente. Autoría propia.
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4.1. Registro fotográfico de los grupos de frisos

En el análisis del registro fotográfico que se obtuvo en Tierradentro se identificaron en las

pinturas de sus hipogeos de manera destacada 3 grupos de Friso, específicamente: p2m, pm y

p/m. Estos grupos capturan las esencias geométricas presentes en las pinturas, revelando una

rica diversidad de patrones que se alinean con los conceptos matemáticos subyacentes.

Se seleccionó un conjunto de 12 fotografías que capturan los distintos grupos de frisos presentes

en Tierradentro. De cada lugar visitado, se exhiben dos representantes de frisos. En el Ane-

xo 10.4: Otros Grupos de Friso Encontrados en Tierradentro, se presentan ejemplos

adicionales de grupos de frisos.

San Andrés

• Grupo p2m =< t, ρ, γ >

Gráfica 25. Hipogeo SA5, San Andrés, Tierradentro.

Fuente. Autoría propia.
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• Grupo p2m =< t, ρ, γ >

Gráfica 26. Hipogeo SA5, San Andrés, Tierradentro.

Fuente. Autoría propia.
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Segovia

• Grupo pm =< t, γ >

Gráfica 27. Hipogeo T9, Segovia, Tierradentro.

Fuente. Autoría propia.
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• Grupo p/m =< t, γy >

Gráfica 28. Hipogeo T30, Segovia, Tierradentro.

Fuente. Autoría propia.
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• Grupo p2m =< t, ρ, γ >

Gráfica 29. Hipogeo T10, Segovia, Tierradentro.

Fuente. Autoría propia.
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El Duende

• Grupo p2m =< t, ρ, γ >

Gráfica 30. Hipogeo T3, El Duende, Tierradentro.

Fuente. Autoría propia.

El Aguacate

• Grupo pm =< t, γ >

Gráfica 31. Hipogeo, EL Aguacate, Tierradentro.

Fuente. Autoría propia.
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• Grupo p2m =< t, ρ, γ >

Gráfica 32. Hipogeo, El Aguacate, Tierradentro.

Fuente. Autoría propia.
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4.2. Registro fotográfico de los grupos cristalográficos

De los patrones que se encontraron en el registro fotográfico se identificó la figura base, el

paralelogramo fundamental y al estudiar los movimiento efectuados dentro del paralelogramo,

se encontraron presentes en Tierradentro 3 grupos Cristalográficos, especialmente: cmm, p4m

y pmm.

Se seleccionó 7 fotografías en las que se observa algunos de los grupos Cristalográficos. De

cada sitio visitado y donde se econtró algún grupo, se deja el representante del grupo con su

generador (o figura base), su paralelogramo fundamental, el análisis dentro del paralelogramo

y la construcción del grupo respecto a los vectores de traslación; en el anexo 10.5: Otros

grupos Cristalográficos encontrados en Tierradentro se tienen otros ejemplos de los

grupos encontrados, cada uno de estos con la figura base y su respectivo paralelogramo.
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San Andrés

• Grupo cmm = < tv, tw, γ, ρ >

Gráfica 33. Hipogeo SA5, San Andrés, Tierradentro.

Fuente. Autoría propia.
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Segovia

• Grupo p4m = < tv, tw, γ, ρ >

Gráfica 34. Hipogeo T30, Segovia, Tierradentro.

Fuente. Autoría propia.
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• Grupo pmm = < tv, tw, γ, ρ >

Gráfica 35. Hipogeo T9, Segovia, Tierradentro.

Fuente. Autoría propia.
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5. Grupos de frisos y grupos cristalográficos en San Agustín

El Parque Arqueológico de San Agustín, ubicado en las majestuosas montañas del suroeste de

Colombia, es un lugar que destila misterio y asombro en cada rincón. Como un testigo silente

de civilizaciones antiguas, este sitio arqueológico es un tesoro cultural, un escenario donde la

piedra cobra vida en formas esculpidas con ingenio y devoción. La visita a este parque no solo

fue un viaje en el tiempo, sino una inmersión en la belleza y la complejidad de las creaciones

de la antigua civilización de San Agustín.

Cada monumento en San Agustín invita a descubrir y analizar obras de arte arqueológico,

cada escultura parecía hablar un lenguaje antiguo, y el objetivo era descifrarlo y compartir

los hallazgos con aquellos interesados en la intersección entre estos monumentos y las mate-

máticas con el propósito de explorar la posible existencia de estructuras de grupo en el arte

y la arquitectura de esta enigmática región. Tratando de comprender cómo las comunidades

se organizaron para dar forma a estas impresionantes creaciones y cómo la influencia de las

estructuras de grupo perdura en estas manifestaciones culturales.

Las imágenes que a continuación se comparten ofrecen una breve pero cautivadora visión de

las maravillas que San Agustín tiene para ofrecer. Estas fotografías capturan la esencia de un

lugar que fusiona la majestuosidad de su entorno natural con el legado arqueológico de una

civilización antigua.
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Imagen 24. Parque y Museo arqueológico de Obando. El Obando, San Agustín - Huila.

Fuente. Autoría propia.

Imagen 25. Casa de la familia Ñañez Avirama. El Obando, San Agustín - Huila. De izquiera

a derecha: Samin Cerón y Sara Martínez.

Fuente. Autoría propia.

95



Imagen 26. Puente encima de la Fuente del Lavapatas, San Agustín - Huila. De izquiera a

derecha: Samin Cerón, Sara Martínez y Wilson Martínez.

Fuente. Autoría propia.

Imagen 27. Tumba perteneciente al Parque Arqueológico de San Agustín - Huila.

Fuente. Autoría propia.
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Imagen 28. Estatua perteneciente al Parque Arqueológico Alto de los Ídolos, Isnos - Huila. En

la fotografía se encuentra Erika Portilla.

Fuente. Autoría propia.

5.1. Registro fotográfico de los grupos de frisos

En la clasificación del registro fotográfico que se obtuvo en San agustín, se determinó que

en San Agustín se encuentran representados 6 grupos de Friso, específicamente: p1, p2, pm,

p/m, p2m y p2g. Esta diversidad de grupos captura las esencias geométricas presentes en las

expresiones artísticas de San Agustín, revelando una rica variedad de patrones que se alinean

con los conceptos matemáticos subyacentes.

Se seleccionó un total de 14 fotografías que capturan los diversos grupos de Friso presentes

en los lugares visitados en San Agustín. De cada sitio explorado, se exhiben dos elementos

representativos de frisos. En el anexo 10.6: Otros Grupos de Friso Encontrados en San

Agustín, se presentan ejemplos adicionales de grupos de Friso.
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El Obando, San Agustín - Huila.

• Grupo p1 =< t >

Gráfica 36. Vasija perteneciente al Museo arqueológico de Obando, San Agustín -

Huila.

Fuente. Autoría propia.
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• Grupo p2 =< t, ρ >

Gráfica 37. Vasija perteneciente a la familia Ñañez Avirama en el Obando, San

Agustín - Huila.

Fuente. Autoría propia.
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• Grupo p/m =< t, γy >

Gráfica 38. Vasija perteneciente a la familia Ñañez Avirama en el Obando, San

Agustín - Huila.

Fuente. Autoría propia.
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• p/m =< t, γy >

Gráfica 39. Vasija parteneciente al Museo arqueológico de Obando, San Agustín -

Huila.

Fuente. Autoría propia.
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Parque Arqueológico de San Agustín - Huila

• Grupo p2g =< t, ρ,D >

Gráfica 40. Monumento funerario situado en el parque Arqueológico de San

Agustín - Huila.

Fuente. Autoría propia.
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• Grupo p2m =< t, ρ, γ >

Gráfica 41. Estatua del montículo oriental situada en el parque Arqueológico de

San Agustín - Huila.

Fuente. Autoría propia.
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Parque arqueológico Alto de los Ídolos, Isnos - Huila

• Grupo pm =< t, γ >

Gráfica 42. Pintura sobre una piedra de una de las tumbas pertenecientes al

Parque Arqueológico Alto de los Ídolos, Isnos - Huila.

Fuente. Autoría propia.

5.2. Registro fotográfico de los grupos cristalográficos

En la clasificación del refistro fotográfico se encontró que una estatua de San Agustín contine

el grupo cristalográfico pmm. Siendo San Agustín, el lugar con menos grupos cristalográficos

encontrados.

Se seleccionó una foto en la que se observa un grupo Cristalográfico pmm; de este grupo se

identifica el representante con su generador (o figura base), su paralelogramo fundamental,

el análisis dentro del paralelogramo y la construcción del grupo respecto a los vectores de

traslación.
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Parque Arqueológico de San Agustín - Huila.

• Grupo pmm = < tv, tw, γ, ρ >

Gráfica 43. Grupo cmm encontrado en estadua situada en el parque Arqueológico

de San Agustín - Huila.

Fuente. Autoría propia.
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6. Grupos de frisos y grupos cristalográficos en la Alhambra

La Alhambra, majestuoso palacio ubicado en Granada, España, construido durante el siglo

XIV por gobernantes islámicos, se erige como un tesoro invaluable para los matemáticos. Su

renombrada arquitectura destaca por la precisión, la complejidad de sus patrones geométricos

y las proporciones arquitectónicas cuidadosamente calculadas. Se sostiene que este monumento

presenta, en su estructura, al menos un ejemplo de cada uno de los grupos de Friso y grupos

Cristalográficos mencionados anteriormente. La Alhambra es reconocida no solo por su esplen-

dor visual, sino también por la riqueza matemática que subyace en cada detalle arquitectónico.

Este palacio no solo constituye un testimonio histórico y artístico, sino que también representa

un recurso invaluable para la exploración matemática de los grupos de Friso y Cristalográficos.

La Alhambra, con su amalgama de arte y matemáticas, continúa siendo un fascinante campo

de estudio y admiración para aquellos que buscan entender la intersección entre la creatividad

arquitectónica y la precisión matemática e inspiración investigativa, como lo fue para este

trabajo.

A continuación, se presentan algunas imágenes que capturan la esencia y la majestuosidad de

la Alhambra, estas imágenes revelan las maravillas artísticas que han perdurado a lo largo de

los siglos.

Imagen 29. Patio de la Acequia, Alhambra. Granada - España.

Fuente. AlhambraDeGranada.org
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Imagen 30. Salón de Embajadores, Alhambra. Granada - España.

Fuente. AlhambraDeGranada.org

Imagen 31. Mexuar, Alhambra. Granada - España.

Fuente. AlhambraDeGranada.org

6.1. Registro fotográfico de los grupos de frisos

Se dice que la Alhambra es un lugar singular que alberga los siete grupos de frisos en su

arquitectura, un fenómeno que resalta la extraordinaria riqueza artística de este monumento.
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A continuación se presentan los 7 grupos de Friso que están presentes en la Alhambra.

Grupo p1 =< t >

Imagen 32. Grupo p1 presente en la Alhambra.

Fuente. B. Lynn Bodner.

Grupo p2 =< t, ρ >

Imagen 33. Grupo p2 presente en la Alhambra.

Fuente. B. Lynn Bodner.

Grupo pm =< t, γ >

Imagen 34. Grupo pm presente en la Alhambra.

Fuente. B. Lynn Bodner.
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Grupo p/m =< t, γy >

Imagen 35. Grupo p/m presente en la Alhambra.

Fuente. B. Lynn Bodner.

Grupo p2m =< t, ρ, γ >

Imagen 36. Grupo p2m presente en la Alhambra.

Fuente. B. Lynn Bodner.

pg =< t,D >

Imagen 37. Grupo pg presente en la Alhambra.

Fuente. B. Lynn Bodner.
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p2g =< t, ρ,D >

Imagen 38. Grupo p2g presente en la Alhambra.

Fuente. B. Lynn Bodner.

6.2. Registro fotográfico de los grupos cristalográficos

En 1987 Rafael Pérez Gómez encontró modelos de los 17 grupos cristalográficos presentes en la

Alhambra, incorporando la consideración de colores en esta clasificación. Este enfoque no solo

resalta la complejidad geométrica de la arquitectura, sino que también destaca la importancia

estética de los elementos cromáticos en la ornamentación de la Alhambra, ver referencia [12].

Grupos de orden 1: No tienen rotaciones.

• p1 = < tv, tw >.

Imagen 39. Grupo Cristalográfico p1. Sala de la Barca. Alhambra, Granada -

España.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)
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• cm = < tv, tw, γ >

Imagen 40. Grupo Cristalográfico cm. Salón del Trono. Alhambra, Granada -

España.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)

• pg = < tv, tw, D >

Imagen 41. Grupo Cristalográfico pg. Puerta del Vino. Alhambra, Granada -

España.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)
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• pm = < tv, tw, γ >

Imagen 42. Grupo Cristalográfico pm. Sala de la Barca. Alhambra, Granada -

España.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)

Grupos de orden 2: Tiene rotaciones de 180°.

• p2 = < tv, tw, ρ >

Imagen 43. Grupo Cristalográfico p2. Patio de la Acequia. Alhambra, Granada -

España.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)
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• cmm = < tv, tw, γ, ρ >

Imagen 44. Grupo Cristalográfico cmm. Mexuar. Alhambra, Granada - España.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)

• pmm = < tv, tw, γ, ρ >

Imagen 45. Grupo Cristalográfico pmm. Sala de los Reyes. Alhambra, Granada -

España.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)
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• pmg = < tv, tw, γ, ρ >

Imagen 46. Grupo Cristalográfico pmg. Patio Dorado. Alhambra, Granada -

España.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)

• pgg = < tv, tw, D, ρ >

Imagen 47. Grupo Cristalográfico pgg. Mexuar. Alhambra, Granada - España.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)
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Grupos de orden 3: Tiene rotaciones de 120°.

• p3 = < tv, tw, ρ >

Imagen 48. Grupo Cristalográfico p3. Alhambra, Granada - España.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)

• p31m = < tv, tw, γ, ρ >

Imagen 49. Grupo Cristalográfico p31m. Puerta del vino. Alhambra, Granada -

España.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)
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• p3m1 = < tv, tw, γ, ρ >

Imagen 50. Grupo Cristalográfico p3m1. Sala de los Abencerrajes. Alhambra,

Granada - España.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)

Grupos de orden 4: Tiene rotaciones de 90°.

• p4 = < tv, tw, ρ >

Imagen 51. Grupo Cristalográfico p4. Patio Dorado. Alhambra, Granada - España.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)
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• p4m = < tv, tw, γ, ρ >

Imagen 52. Grupo Cristalográfico p4m. Sala de los Reyes. Alhambra, Granada -

España.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)

• p4g = < tv, tw, D, ρ >

Imagen 53. Grupo Cristalográfico p4g. Sala de los Abencerrajes. Alhambra,

Granada - España.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)
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Geupos de orden 6: Tienen rotaciones de 60°.

• p6 = < tv, tw, ρ >

Imagen 54. Grupo Cristalográfico p6. Sala de los Reyes. Alhambra, Granada -

España.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)

• p6m = < tv, tw, γ, ρ >

Imagen 55. Grupo Cristalográfico p6m. Oratorio del Mexuar. Alhambra, Granada -

España.

Fuente. Elora Prados Raya (YouTube)
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7. Relación de los grupos encontrados en Silvia, Tierradentro y

San Agustín con los grupos de La Alhambra

En esta sección, se llevará a cabo una comparación entre los grupos de Friso y grupos Cris-

talográficos identificados en Silvia, Tierradentro y San Agustín con aquellos presentados en

la Alhambra, este análisis pretende explorar las similitudes y diferencias en la manifestación

de los grupos de Friso y los grupos Cristalográficos en estos distintos lugares, resaltando la

diversidad de expresiones geométricas presentes en cada contexto culturales y arquitectónicos.

Las fotografías expuestas en este documento fueron extraídas de los referentes [5], [6] y [7].

7.1. Relaciones de los grupos de friso

7.1.1. Silvia - Alhambra

Grupo pg =< t,D >

La siguiente comparación gráfica revela disparidades significativas en lo que respecta a la

complejidad en la formación del grupo pg en la Alhambra. No obstante, se destaca una marcada

semejanza en cuanto a la estructura fundamental, ya que ambos exhiben una tendencia a

adoptar la forma de una espiral. Aunque la complejidad varía sustancialmente, la similitud en

la figura base sugiere la presencia de patrones geométricos comunes en la creación de ambos

grupos.

Grupo de friso pg en manilla de Silvia

Grupo de friso pg en la Alhambra

Gráfica 44. Comparación del grupo de friso pg entre Silvia y la Alhambra.
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7.1.2. Silvia - San Agustín - Alhambra

Grupo p1 =< t >

La comparación gráfica que a continuación se presenta revela marcadas diferencias en los patro-

nes entre distintas manifestaciones artísticas. En el tejido de Silvia, la naturaleza se despliega

de manera sublime, evidenciando la belleza inherente del entorno natural, con su símbolo de

motañas. Por otro lado, en el tallado de las vasijas en San Agustín, se percibe una aparen-

te señal de conteo, donde líneas y puntos se entrelazan en un patrón sugerente de registros

numéricos o simbólicos. En el contexto de la Alhambra, la representación alcanza su máxima

expresión en inscripciones que, en su mayoría, adoptan la forma de poesía.

Grupo de friso p1 en bolso de Silvia

Grupo de friso p1 en vasija de San Agustín

Grupo de friso p1 en la Alhambra

Gráfica 45. Comparación del grupo de Friso p1 entre Silvia, San Agustín y la Alhambra
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Grupo p2 =< t, ρ >

La comparación entre los patrones de Silvia y la Alhambra tienen una fascinante similitud,

revelando una armoniosa disposición de formas que se entrelazan creando patrones visuales

atractivos. En contraste, al examinar los patrones en San Agustín, se destaca un posible conteo

mediante puntos y líneas. Este enfoque podría indicar una forma distinta de expresión artística

o incluso funciones prácticas, como la representación de sistemas numéricos. Estas diferencias

en los patrones entre Silvia, la Alhambra y San Agustín resaltan la diversidad cultural y artís-

tica presente en diferentes regiones y épocas. Mientras Silvia y la Alhambra comparten ciertos

rasgos estilísticos, San Agustín presenta una aproximación única con su énfasis en puntos y

líneas.

Grupo de friso p2 en bolso de Silvia

Grupo de friso p2 en vasija de San Agustín

Grupo de friso p2 en la Alhambra

Gráfica 46. Comparación del grupo de Friso p2 entre Silvia, San Agustín y la Alhambra.
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Grupo p2g =< t, ρ,D >

En la siguiente comparación, se destaca la presencia de un patrón de tipo Zig Zag en las

diversas expresiones artísticas, siendo más complejo en el caso de Silvia en comparación con

el patrón observado en San Agustín y La Alhambra. En el patrón de Silvia, se aprecia una

complejidad mayor en la configuración del Zig Zag, esta complejidad podría indicar una aten-

ción especial a la simetría y la precisión en la creación del diseño, posiblemente reflejando

valores estéticos o simbólicos. Por otro lado, la simplicidad del Zig Zag en San Agustín no

implica necesariamente una falta de sofisticación, ya que podría estar vinculada a propósitos

funcionales o estilísticos específicos de esa tradición artística. Mientras que en La Alhambra,

la presencia del Zig Zag podría estar influenciada por el estilo arquitectónico islámico, que a

menudo incorpora patrones geométricos de manera elegante y simbólica.

Grupo de friso p2g en bolso de Silvia

Grupo de friso p2g en vasija de San Agustín

Grupo de friso p2g en la Alhambra

Gráfica 47. Comparación del grupo de Friso p2g entre Silvia, San Agustín y la Alhambra.
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7.1.3. Silvia - Tierradentro - San Agustín - Alhambra

La siguiente comparación revela una fascinante coincidencia entre distintos patrones, ya que

todos comparten una característica distintiva en forma de flecha (o "v"). A pesar de surgir

en contextos culturales y temporales, diversos, estas representaciones exhiben sorprenden-

tes similitudes en la elección de este elemento geométrico específico. La observación de esta

particularidad subraya la interconexión entre expresiones artísticas aparentemente diversas,

destacando la capacidad de ciertos elementos visuales para transcender fronteras y resonar en

diferentes contextos culturales.

Grupo pm =< t, γ >

Grupo de friso pm en bolso de Silvia

Grupo de friso pm en hipogeo de Tierradentro

Grupo de friso pm en tumba de San Agustín
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Grupo de friso pm en la Alhambra

Gráfica 48. Comparación del grupo de Friso pm entre Silvia, Tierradentro, San Agustín y la

Alhambra

Grupo p/m =< t, γy >

En el contexto de Silvia, San Agustín y Tierradentro, se destaca una interesante similitud en

la organización de patrones, ya que en los tres casos se pueden identificar agrupaciones de ele-

mentos distintos. En Silvia, este fenómeno se manifiesta a través de la agrupación de colores,

en Tierradentro se observa en las formas geométricas y en San Agustín, las líneas sugieren una

posible organización vinculada a un conteo o registro. Contrastando con estas observaciones,

la Alhambra presenta una marcada disparidad, ya que no muestra la misma agrupación de

elementos. Sin embargo, al dirigir la atención hacia la parte geométrica, se revela una notable

similitud de patrones entre la Alhambra y el tejido Misak. Este vínculo geométrico podría

indicar influencias compartidas o una convergencia estilística, a pesar de las diferencias cul-

turales y geográficas. Esta observación sugiere que, aunque las expresiones artísticas de estas

regiones difieren en algunos aspectos, existe una conexión visual que trasciende sus contextos

individuales.

Grupo de friso p/m en bolso de Silvia
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Grupo de friso p/m en hipogeo de Tierradentro

Grupo de friso p/m en vasija de San Agustín

Grupo de friso p/m en la Alhambra

Gráfica 49. Comparación del grupo de Friso p/m entre Silvia, Tierradentro, San Agustín y la

Alhambra.

Grupo p2m =< t, ρ, γ >

En los patrones de los grupos p2m se destaca una notoria similitud al presentar estructuras

que incluyen rombos. Esta característica es evidente en varios de los grupos p2m, establecien-

do un vínculo visual entre ellos a través de la presencia común de esta figura geométrica. No

obstante, es importante señalar que el patrón encontrado en San Agustín se diferencia al no

incorporar rombos en su estructura. La presencia consistente de rombos en los demás grupos

p2m sugiere una posible conexión estilística o simbólica entre estas expresiones artísticas. Los

rombos podrían llevar consigo significados culturales o geométricos que son compartidos por
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las comunidades que crearon estos patrones.

Grupo de friso p2m en chumbe de Silvia

Grupo de friso p2m en hipogeo de Tierradentro

Grupo de friso p2m en escultura de San Agustín

Grupo de friso p2m en la Alhambra

Gráfica 50. Comparación del grupo de Friso p2m entre Silvia, Tierradentro, San Agustín y la

Alhambra.

126



En resumen, la observación de patrones en estas diversas culturas revela no solo similitudes y

diferencias estéticas, sino también la riqueza de expresiones artísticas y la variabilidad en las

formas en que las comunidades han utilizado el arte para transmitir sus valores, creencias y

conocimientos.

7.2. Relaciones de los grupos cristalográficos

En esta sección, se llevará a cabo una comparación entre los grupos cristalográficos identificados

en Silvia, Tierradentro, San Agustín y la Alhambra. Al realizar esta comparación se busca

identificar tanto las diferencias como las similitudes en las expresiones artísticas de estas

culturas, proporcionando una visión más completa de cómo la simetría y la geometría han

sido utilizadas en el contexto cultural de cada región, enriqueciendo así el conocimiento sobre

la diversidad cultural y estilística a lo largo del tiempo y el espacio.

7.2.1. Silvia - Alhambra

Grupo p1

En la siguiente comparación, se evidencia una marcada diferencia en los patrones artísticos en-

tre Silvia y La Alhambra. En Silvia, se observan patrones que se caracterizan por la presencia

de figuras geométricas, sugiriendo una estética que enfatiza la simplicidad y la organización

geométrica en el diseño. Por otro lado, en La Alhambra, se destacan patrones considerable-

mente más complejos, los cuales no solo incorporan figuras geométricas sofisticadas, sino que

también incluyen elementos decorativos y, en algunos casos, palabras. Así, la diferencia entre

los patrones de Silvia y La Alhambra no solo está en la presencia de figuras geométricas frente

a patrones más complejos, sino también en la inclusión de elementos caligráficos y palabras en

La Alhambra.
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Grupo cristalográfico p1 en bolso de Silvia

Grupo cristalográfico p1 en la Sala de la Barca - Alhambra

Gráfica 51. Comparación del grupo Cristalográfico p1 entre Silvia y la Alhambra.

Grupo p2

En la siguiente comparación, se destaca una interesante similitud en los patrones entre La

Alhambra y Silvia. En La Alhambra, se observa la presencia de un patrón que puede descri-

birse como una sucesión de líneas en forma de Zig Zag. Notablemente, al unir la figura base

de Silvia con este patrón de La Alhambra, se puede apreciar una correspondencia visual.
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Grupo cristalográfico p2 en bolso de Silvia

Grupo cristalográfico p2 en el Patio de la Acequia - Alhambra

Gráfica 52. Comparación del grupo Cristalográfico p2 entre Silvia y la Alhambra.

Grupo pm

En el análisis de ambos grupos, se destaca una notable similitud en sus patrones, sin embargo,

se evidencia una diferencia distintiva entre Silvia y la Alhambra en cuanto a la manifestación

de la caída hacia los lados. En el caso de Silvia, la caída de la hoja se presenta de manera

más evidente y pronunciada, captando la atención de manera notoria. Por otro lado, en la

Alhambra, la caída se manifiesta de manera más sutil, otorgando un matiz de delicadeza.
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Grupo cristalográfico pm en bolso de Silvia

Grupo cristalográfico pm en la Sala de la Barca - Alhambra

Gráfica 53. Comparación del grupo Cristalográfico pm entre Silvia y la Alhambra.

Grupo cm

En el análisis comparativo entre Silvia y la Alhambra, se destaca una notable similitud en sus

patrones, ya que ambos comparten el paralelogramo fundamental. Sin embargo, al observar

más detalladamente, se aprecia una diferencia distintiva en la configuración de sus figuras. En

Silvia, la figura exhibe una mayor cantidad de picos en los lados, otorgándole un rasgo más

pronunciado y distintivo en comparación con la figura presente en la Alhambra. La presencia

de estos picos en Silvia añade un elemento visual único, que se diferencia de la figura en la

Alhambra, la cual podría caracterizarse por una estructura más suave o menos acentuada en
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los bordes.

Grupo cristalográfico cm en bolso de Silvia

Grupo cristalográfico pm en la segunda alcoba del Salón del Trono - Alhambra

Gráfica 54. Comparación del grupo Cristalográfico cm entre Silvia y la Alhambra

7.2.2. Tierradentro - Alhambra

Grupo p4m

En la siguiente comparación, se destaca tanto la similitud como la diferencia entre los patrones

observados. Ambos comparten la característica de ser creados en torno a una forma circular.

Sin embargo, la distinción entre ellos radica en la complejidad de su diseño. En el patrón de
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Tierradentro, la formación se limita a la disposición de círculos que conforman el grupo. En

contraste, el patrón de la Alhambra exhibe una mayor complejidad, evidenciando la presencia

de múltiples figuras geométricas entrelazadas dentro de su esquema circular.

Grupo cristalográfico p4m en hipogeo de Tierradentro

Grupo cristalográfico es la Sala de los Reyes - Alhambra

Gráfica 55. Comparación del grupo Cristalográfico p4m entre Tierradentro y la Alhambra
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7.2.3. Silvia - Tierradentro - Alhambra

Grupo pmm

En esta comparación, resulta innegable la similitud entre Silvia, Tierradentro y la Alhambra

en lo que respecta a la presencia destacada de rombos dentro de sus estructuras. Sin embargo,

al profundizar en los detalles, se revelan notables diferencias en la ejecución de este patrón. En

Silvia, la presencia del rombo se limita a esta figura geométrica singular, sin incorporar otras

formas adicionales. Por otro lado, Tierradentro va más allá al incluir varios rombos dentro de

su estructura, generando una mayor complejidad visual. Mientras tanto, en la Alhambra, el

patrón se caracteriza por la inclusión de una multiplicidad de figuras geométricas, y aunque

el rombo puede ser identificado, se ve complementado por una diversidad de formas.

Grupo cristalográfico pmm en bolso de Silvia
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Grupo cristalográfico pmm en hipogeo de Tierradentro

Grupo cristalográfico pmm en la Sala de los Reyes - Alhambra

Gráfica 56. Comparación del grupo Cristalográfico pmm entre Silvia, Tierradentro y la

Alhambra

7.2.4. Tierradentro - San Agustín - Alhambra

Grupo cmm

En la siguiente comparación, se evidencia una marcada diferencia en los patrones de la Alham-
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bra, Tierradentro y San Agustín, a pesar de compartir el paralelogramo fundamental. La dis-

tinción más sobresaliente radica en la complejidad de la figura presente en la Alhambra en

comparación con las de Tierradentro y San Agustín. En la Alhambra, la figura exhibe una

mayor complejidad. En contraste, en Tierradentro y San Agustín, las estructuras parecen se-

guir una línea más sencilla, con menos elementos geométricos o una disposición más directa

del paralelogramo.

Grupo cristalográfico cmm en hipogeo de Tierradentro

Grupo cristalográfico cmm en escultura de San Agustín
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Grupo cristalográfico cmm en Mexuar de la Alhambra

Gráfica 57. Comparación del grupo Cristalográfico cmm entre Tierradentro, San Agustín y la

Alhambra.
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8. Conclusiones

El estudio de la teoría de grupos proporcionó una base sólilda y fundamental para la

identificación de los diferentes patrones geométricos que se fueron encontrando a lo largo

de esta investigación. La comprensión profunda de los principios matemáticos subya-

centes en la teoría de grupos ha facilitado la interpretación y clasificación precisa de

los patrones presentes en los sitios arqueológicos estudiados, contribuyendo significati-

vamente a la apreciación y documentación de la riqueza geométrica en estas expresiones

artísticas y arquitectónicas

Según el registro fotográfico originado de las visitas en Silvia, Tierradentro y San Agus-

tín, en los meses de mayo y julio del año 2023, se destaca que en Silvia se descubrió los

7 grupos de Friso en sus tejidos, evidenciando la presencia integral de esta rica variedad

geométrica en las manifestaciones textiles de la región. Por otro lado, en San Agustín se

identificaron 6 grupos de Friso en sus esculturas y vasijas, mientras que en Tierradentro

se hallaron 3 grupos en las pinturas de sus hipogeos, mostrando la diversidad de expre-

siones artísticas en cada lugar.

Grupos de friso

Grupo Silvia Tierradentro San Agustín

p1 ✓ ✓

p2 ✓ ✓

pm ✓ ✓ ✓

p/m ✓ ✓ ✓

pg ✓

p2g ✓ ✓

p2m ✓ ✓ ✓

Tabla 2: Grupos de friso encontrados en Silvia, Tierradentro y San Agustín.
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En cuanto a los grupos Cristalográficos, se logró obtener un total de 7 grupos, de los

cuales 5 grupos fueron encontrados en los tejidos de los Misak, 3 grupos en las pinturas

de los hipogeos de Tierradentro y 1 grupo en las esculturas de San Agustín. Estos ha-

llazgos resaltan la presencia de estos grupos en diversas formas de expresión artística,

revelando conexiones matemáticas en los tejidos, esculturas y pinturas de las culturas

estudiadas.

Grupos Cristalográficos

Grupo Silvia Tierradentro San Agustín

p1 ✓

cm ✓

pg

pm ✓

p2 ✓

cmm ✓ ✓

pmm ✓ ✓

pmg

pgg

p3

p31m

p3m1

p4

p4m ✓

p4g

p6

p6m

Tabla 3: Grupos cristalográficos encontrados en Silvia, Tierradentro y San Agustín.
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Haciendo un análisis a las diferentes investigaciones que se han hecho sobre la Alhambra,

como en el referente [5], se observa que los grupos encontrados en dicho palacio se han

estudiado no solo centrándose en las simetrías de los elementos sino que también se tiene

en cuenta los colores. En este trabajo, el análisis se hizo sin tener en cuenta el color

de las representaciones; lo cual genera otro punto de partida para trabajos futuros al

considerar el color en estas expresiones artísticas.

Este trabajo ha proporcionado una enriquecedora visión de la intersección que hay en-

tre el arte y la matemática. Cada visita realizada como parte de esta investigación ha

revelado una complejidad artística y matemática en cada sitio. La riqueza de patrones

geométricos presentes en los tejidos de Silvia, las pinturas de hipogeos en Tierradentro y

las esculturas en San Agustín, destaca la habilidad de estas culturas para integrar princi-

pios matemáticos en sus expresiones artísticas. Esta investigación no solo ha contribuido

a la documentación y comprensión de los grupos geométricos presentes en estos lugares,

sino que también ha destacado la profundidad de la relación entre el arte y las mate-

máticas en distintas culturas y periodos históricos. Este cruce entre disciplinas ofrece

una perspectiva única que enriquece nuestra apreciación de la creatividad humana y su

capacidad para incorporar conceptos matemáticos en formas expresivas y estéticas.
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10. Anexos

10.1. Resultados geométricos de grupos de Frisos

En esta sección se presentarán los resultados geométricos faltantes de los Grupos de Friso.

Figura base

10.1.1. Grupo p1

p1=< t >

10.1.2. Grupo p2

p2 =< t, ρ > ; ρ2 = 1 , tρ = t−1

Pasos gráficos para obtener la relación:

ρ2 = ρ ◦ ρ = 1

Paso 1

Paso 2
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Resultado:

tρ = ρ−1 ◦ t ◦ ρ = t−1

Paso 1

Paso 2

Paso 3
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Paso 4

Resultado:

10.1.3. Grupo p/m

p/m =< t, γy > ; γ2y = 1, tγy = t−1

Pasos gráficos para obtener la relación:

γ2y = γy ◦ γy = 1

Paso 1
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Paso 2

Resultado

tγy = γ−1
y ◦ t ◦ γy = t−1

Paso 1

Paso 2

Paso 3
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Paso 4

Resultado

10.1.4. Grupo pg

pg=< t,D >; D2 = t, tD = t

Pasos gráficos para obtener la relación:

D2 = D ◦D = t

Paso 1
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Paso 2

Paso 3

Resultado

tD = D−1 ◦ t ◦D = t

Paso 1
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Paso 2

Paso 3

Paso 4

Resultado
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10.1.5. Grupo p2g

p2g =< t, ρ,D >; ρ2 = I, D2 = t, tρ = t−1, tD = t, ρD = ρ−1

Pasos gráficos para obtener la relación:

ρ2 = ρ ◦ ρ = I

Paso 1

Paso 2

Resultado

D2 = D ◦D = t

Paso 1
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Paso 2

Paso 3

Resultado

tρ = ρ−1 ◦ t ◦ ρ = t−1

Paso 1
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Paso 2

Paso 3

Paso 4

Resultado
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tD = D−1 ◦ t ◦D = t

Paso 1

Paso 2

Paso 3

Paso 4
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Resultado

ρD = D−1 ◦ ρ ◦D = ρ−1

Paso 1

Paso 2

Paso 3
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Paso 4

Resultado
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10.2. Otros grupos de Frisos encontrados en Silvia

En esta sección se presentarán los grupos de friso encontrados en otras prendas utilizadas por

los Misak.

10.2.1. Grupos p1, p2 y p2m en manillas
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10.2.2. Grupos p/m y p2m en el Tambalguarí
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10.2.3. Grupo p/m en un bolso
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10.2.4. Grupo p/m y p1 en un bolso
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10.2.5. Grupos p1, p2 y pm en un bolso
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10.2.6. Grupos p2 y p2m en chumbes

160



161



162



10.2.7. Grupo p2 en un bolso
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10.3. Otros grupos cristalográficos encontrados en Silvia

10.3.1. Grupo p2 en un bolso

10.3.2. Grupo pmm en bolsos
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10.4. Otros grupos de Frisos encontrados en Tierradentro

10.4.1. Grupos p2m en Segovia

Gráfica 58. Hipogeo T9, Segovia, Tierradentro
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Gráfica 59. Hipogeo T30, Segovia, Tierradentro
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Gráfica 60. Hipogeo T30, Segovia, Tierradentro
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Gráfica 61. Hipogeo T10, Segovia, Tierradentro
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10.5. Otros grupos Cristalográficos encontrados en Tierradentro

10.5.1. Grupo cmm en San Andrés

Gráfica 62. Hipogeo SA5, San Andrés, Tierradentro
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10.5.2. Grupos cmm y pmm en Segovia

Gráfica 63. Hipogeo T9, Segovia, Tierradentro
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Gráfica 64. Hipogeo T10, Segovia, Tierradentro
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Gráfica 65. Hipogeo T10, Segovia, Tierradentro
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10.6. Otros grupos de Frisos encontrados en San Agustín

10.6.1. Grupos p1, p/m y p2g encontrados en el Obando
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10.6.2. Grupos p/m y p2m encontrados en el parque Arqueológico de San Agus-

tín
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