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Resumen

La presente investigacion tiene como objetivo caracterizar el conocimiento especializado
de profesores de Educacion Bésica Primaria en relacion con el pensamiento algebraico temprano,
especificamente en el dominio de la generalizacion de patrones. El estudio se fundamenta
tedricamente en el modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK), centrando el
analisis en los subdominios del Conocimiento Matematico (MK) particularmente, el
Conocimiento de los Temas (Ko7) y el Conocimiento Didéctico del Contenido (PCK), que
abarca el Conocimiento de la Ensefianza de las Matemadticas (KMT) y el Conocimiento de los
Estandares de Aprendizaje Matemadtico (KMLS). Metodoldgicamente, el trabajo se inscribe en el
paradigma cualitativo-interpretativo, empleando un disefio de estudio de caso multiple con tres
docentes de Educacion Basica Primaria. La recoleccion de informacion se realizé a través de
cuestionarios de situaciones, entrevistas semiestructuradas y registros de observacion de aula. El
analisis de los datos se hizo mediante una triangulacion de fuentes, utilizando categorias a priori
derivadas del modelo MTSK y categorias emergentes vinculadas a la préctica pedagdgica. Los
hallazgos revelan que los docentes cuentan con un conocimiento sélido en los procedimientos
aritméticos, pero presentan limitaciones en la movilizacion del conocimiento especializado para
promover la generalizacion funcional. Se identifica una tendencia a priorizar el pensamiento
recursivo sobre el funcional y una escasa profundizacion en la fenomenologia y en los diversos
registros de representacion semidtica del algebra temprana. Asimismo, se evidencia que, aunque
los docentes reconocen los estandares curriculares (KMLS), existe una desconexion entre el
conocimiento tedrico de la norma y su implementacion practica para fomentar niveles superiores

de abstraccion en los estudiantes. Se concluye que es imperativo fortalecer la formacion continua



en el modelo MTSK para facilitar la transicion efectiva de una aritmética computacional a un

pensamiento algebraico relacional en los primeros afios de escolaridad.

Palabras clave: Conocimiento especializado, Profesor de primaria, Pensamiento

algebraico temprano, Generalizacion de patrones, Modelo MTSK.



Abstract

This research aims to characterize the specialized knowledge of primary school teachers
regarding early algebraic thinking, specifically within the domain of pattern generalization. The
study is theoretically grounded in the Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK)
model, focusing the analysis on the subdomains of Mathematical Knowledge (MK) particularly
Knowledge of Topics (KoT) and Pedagogical Content Knowledge (PCK), which encompasses
Knowledge of Mathematics Teaching (KMT) and Knowledge of Mathematics Learning
Standards (KMLS). Methodologically, the study follows a qualitative-interpretative paradigm,
employing a multiple case study design with three elementary school teachers from public
institutions. Data collection was conducted through situation-based questionnaires, semi-
structured interviews, and classroom observations. Data analysis was performed using source
triangulation, utilizing a priori categories derived from the MTSK model alongside emerging
categories linked to pedagogical practice. The findings reveal that while teachers have a solid
knowledge of arithmetical procedures, they face limitations in mobilizing specialized knowledge
to promote functional generalization. A tendency to prioritize recursive over functional thinking
is identified, along with a lack of depth regarding phenomenology and the various registers of
semiotic representation in early algebra. Furthermore, evidence suggests that although teachers
recognize learning standards (KMLS), there is a disconnect between theoretical knowledge of
the regulations and their practical implementation to foster higher levels of abstraction in
students. The study concludes that it is imperative to strengthen continuous professional
development within the MTSK framework to facilitate an effective transition from

computational arithmetic to relational algebraic thinking in the early years of schooling.



Keywords: Specialized knowledge, Elementary teacher, Early algebraic thinking, Pattern

generalization, MTSK model.



Capitulo 1. Planteamiento del Problema y Justificacion

Este apartado presenta un panorama de las motivaciones que impulsaron el estudio del
conocimiento especializado en relacion con el pensamiento algebraico temprano, sustentado en
tres ejes: la experiencia profesional, una revision de la literatura sobre conocimiento
especializado y el contexto de investigacion en Educacion Matematica. Dado el caracter personal
de esta motivacion, su exposicion se presentara en primera persona, a diferencia de la forma en
que se redactara el resto del informe. A continuacion, se presenta el planteamiento del problema,
la pregunta de investigacion y los objetivos que plantea el presente estudio. Finalmente, la
justificacion argumenta la pertinencia y urgencia de replantear la ensefianza del algebra en la
Educacion Basica Primaria a partir de evidencias tedrico-empiricas que respaldan el desarrollo

del pensamiento algebraico desde edades tempranas.
1.1 Motivacion

El estudio del conocimiento especializado del profesorado de primaria se ha consolidado
como un campo importante en la investigaciéon en Educacion Matemadtica (Pincheira y Alsina,
2021). Mi interés por esta investigacion surgio a partir de mi trayectoria profesional de mas de
veinte afios como profesora en Educacion Basica Primaria, Basica Secundaria y Educacion
Media, asi como la experiencia en formacion de profesores de Educacion Bésica Primaria,
especialmente en el Programa Todos a Aprender (PTA) del Ministerio de Educacién Nacional de

Colombia (MEN)?2,

2 El Programa Todos a Aprender (PTA) es una iniciativa del Ministerio de Educacion Nacional (MEN) de
Colombia, implementada desde 2012 con el objetivo de mejorar la calidad de la educacion en las instituciones
oficiales del pais. Su enfoque principal es fortalecer los aprendizajes de los estudiantes de transicion a quinto grado
de basica primaria, especialmente en las areas de Lenguaje y Matematicas.



En mi rol como tutora del PTA, desde 2015 hasta 2023, tuve la oportunidad de
acompanar a profesores de primaria en zonas urbanas y rurales en su formacion para la
cualificacion de sus practicas de ensefanza en Educacion Basica Primaria. Esta experiencia me
llevo a reconocer tensiones persistentes entre las expectativas establecidas por las orientaciones
curriculares en torno al desarrollo del pensamiento variacional desde los primeros grados (MEN,
1998, 2006) y las practicas cotidianas en el aula las cuales que, con frecuencia, se reducen a
actividades mecanicas o centradas exclusivamente en lo numérico que dificultan el desarrollo del
pensamiento algebraico (Aké et al., 2013; Pincheira y Alsina, 2021; Zapatera, 2018). Dado que
algunos de los profesores de Educacion Basica Primaria presentan limitaciones para comprender
y promover el pensamiento algebraico temprano en sus estudiantes, particularmente en relacion
con la generalizacion de patrones durante los primeros afios de escolarizacion. Por ello, resulta
fundamental que el profesor de primaria sea consciente de esta definicion de generalizacion de
patrones como un conocimiento que resulta crucial para gestionar la transicion del pensamiento

aritmético al pensamiento algebraico.

Segun Radford (2008) y Vergel (2010) la importancia se manifiesta en varios aspectos
clave de la practica profesoral: i) Distincion entre generalizacion algebraica y aritmética: la
generalizacion aritmética (o recursiva) solo implica percibir una propiedad comin y extenderla
para encontrar el siguiente término de la secuencia. La generalizacion algebraica (o funcional)
exige el tercer paso: utilizar la propiedad comuin (o comunalidad) para deducir una expresion
directa (una regla) que permita calcular cualquier término de la secuencia. La consciencia de este
marco permite al profesor estar "alerta" y emplear estrategias pertinentes "en un sentido
algebraico". ii) Desarrollo del pensamiento algebraico temprano: el propdsito es introducir

modos de pensamiento algebraico desde los primeros afios de escolarizacion. En ese sentido, la



generalizacion de patrones se reconoce como una de las vias mas relevantes para promover dicho
pensamiento. Bajo este marco, la ensefanza debe desplazarse de la mera obtencion de respuestas
particulares hacia la identificacion y el anélisis de relaciones, estructuras y regularidades. ii1) La
generalizacion consiste en convertir una comunalidad inicialmente conjetural en una hipdtesis
que se emplea de manera analitica, caracteristica central del pensamiento algebraico. Este tipo de
pensamiento se distingue por el tratamiento de cantidades indeterminadas como si fueran

conocidas, ain en ausencia de notacion simbolica formal.

En resumen, la conciencia del proceso de generalizacion de patrones permite al profesor a
reconocer y valorar manifestaciones tempranas del pensamiento algebraico en los estudiantes,
expresadas mediante medios semidticos de objetivacion (lenguaje natural, gestos o recursos

contextuales) (Vergel, 2019; Zapatera, 2022).

Asi pues, la formacion académica y la experiencia son determinantes en la configuracion
de este interés investigativo, al evidenciar las inquietudes y necesidades asociadas con el
conocimiento especializado del profesor de Educacion Basica Primaria (Zapata, 2019). Y el
enfoque del pensamiento algebraico temprano (PAT) busca cultivar este pensamiento a partir de
la observacion de patrones, relaciones y estructuras matematicas, orientado a una ensefianza
basada en la comprension y el significado (Vergel y Rojas, 2018). En este marco, la
identificaciéon del problema central se concentra en la generalizacion de patrones, pues se
consideran una via privilegiada para promover la emergencia y el desarrollo del pensamiento
algebraico en la Educacion Bésica Primaria; en efecto, la generalizacion constituye un proceso

cognitivo central en la actividad matematica (Radford, 2022; Vergel, 2015; Zapatera, 2022).

Por otra parte, la dimension ética de la investigacion adquiere relevancia cuando la

experiencia profesional revela que la ensefianza tradicional, frecuentemente centrada en la



mecanizacion de procedimientos y en el uso exclusivo de notaciones simbolicas, resulta poco
propicia para el desarrollo del pensamiento algebraico (Radford, 2015; Vergel, 2015; Zapatera,

2018).

En consecuencia, investigar la ensefanza del PAT se configura como un acto ético
orientado a caracterizar los conocimientos especializados de los profesores de Educacion Basica
Primaria. Puesto que, tradicionalmente, el algebra ha sido relegada y pospuesta a niveles
educativos posteriores Educacion Basica Secundaria (Alsina, 2019; Kaput et al., 2017; Kieran et
al., 2016), esta estructura curricular se implemento histéricamente con un largo ciclo centrado en
la aritmética, retrasando la introduccion del algebra por concepciones erréneas sobre la
naturaleza de la aritmética y del dlgebra y por la falta de capacidad de los nifios (Zapatera, 2018).
Asi pues, mi formacidon académica y experiencia han sido determinantes en la configuracion de
este interés investigativo, el cual trasciende lo meramente académico para convertirse en un acto

ético que implica caracterizar los conocimientos especializados en este campo.
1.2 Planteamiento del Problema

Carrillo-Yafiez et al. (2018) y Neubrand (2018) destacan preocupaciones centrales en la
investigacion sobre el conocimiento especializado del profesor de matematicas consisten en
estudiar el tipo de conocimiento necesario para ensefiar matematicas. En la literatura, este
conocimiento se ha organizado en los dominios del conocimiento matematico y del conocimiento
pedagbgico con la intencidon de facilitar su estudio analitico. Sin embargo, Montes y Carrillo
(2017) y Rojas et al. (2015) advierten que tal segmentacion resulta parcial, pues en la practica
profesoral estos componentes interactian de forma dindmica e interdependiente. Esta
constatacion pone de relieve la necesidad de abordajes mas holisticos de la compleja articulacion

de conocimientos que ocurre en el aula (Reyes et al., 2024). En consecuencia, ensefiar sin una



comprension articulada de los fundamentos tedricos y metodolégicos del contenido matematico
compromete la coherencia, la solidez y la continuidad del proceso de ensefianza, como lo sefialan
Ribeiro et al. (2023), reafirmando la necesidad de investigar como se articulan los conocimientos

que requieren los profesores para su enseflanza de las matematicas.

Es necesario, entonces, resaltar que el conocimiento disciplinar constituye el cimiento de
la ensefianza matematica que exige la capacidad de tomar decisiones fundamentadas en
conocimientos vinculados con las practicas propias del quehacer del profesor en esta disciplina
(Llinares et al., 2022). En particular, este tipo de conocimiento resulta relevante para comprender
y promover el pensamiento algebraico desde los primeros grados de escolaridad, en la medida en
que no se limita a un dominio instrumental de los contenidos. Por el contrario, debe habilitar al
profesor para identificar estructuras matematicas, establecer relaciones con sentido y anticipar
procesos de generalizacion (Alsina y Acosta, 2018; Vergel, 2019; Pincheira y Alsina, 2022;

Pincheira, 2023).

En esta misma linea, se proponen investigaciones en educacion matematica orientadas al
estudio del algebra temprana® (Pincheira et al., 2023; Pincheira y Alsina, 2024; Ribeiro et al.,
2024), las cuales han sefialado desafios para el desarrollo del pensamiento algebraico. Entre
ellos, se destaca la transicion del pensamiento aritmético al algebraico, asi como la dificultad
para incorporar tareas que promuevan dicho tipo de pensamiento (Pincheira et al., 2023). Estos
retos se profundizan al constatar que profesores de educacion primaria carecen del conocimiento

especializado necesario para abordar dichos contenidos, lo que resalta la necesidad de investigar

3 Segin Radford (2022), el pensamiento algebraico temprano implica la capacidad de abstraer y generalizar
relaciones matematicas a partir de diversas representaciones, de modo que no se reduzca la comprension del algebra
unicamente al uso de letras o a operaciones aritméticas mecanicas.
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los conocimientos requeridos para promover el desarrollo del pensamiento algebraico (Pincheira

y Alsina, 2024).

En consonancia, la literatura sefiala que el algebra se ha concebido tradicionalmente
como un conjunto de contenidos matematicos destinados a niveles educativos superiores,
particularmente, a partir de la educacion secundaria (Adamuz et al., 2021; Alsina, 2019).
Asimismo, se muestra que Colombia ain carece de produccidon investigativa acerca del
conocimiento especializado de los profesores de Educacion Basica Primaria, especialmente en lo
que respecta al desarrollo del pensamiento algebraico temprano (Vergel, 2019; Vergel et al.,

2022).

Considerando lo anterior, este estudio se inscribe en dos lineas de investigacion en
educacion matematica: el pensamiento algebraico temprano y el conocimiento especializado de
los profesores de primaria. A pesar de que existen multiples modelos para analizar la
especializacion del conocimiento, la presente investigacion prioriza el modelo analitico del
Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (MTSK por sus siglas en inglés)
propuesto por Carrillo-Yanez et al. (2018) debido a su estructura, basada en dominios y
subdominios, permite analizar la ensefianza del profesor a partir de su conocimiento
especializado* (Fuentes, 2020). Cabe sefialar que dicha division se emplea con fines analiticos,
para facilitar el estudio del conocimiento, sin perder de vista su caracter integrado a lo especifico
del pensamiento algebraico. Por tal razdn, esta perspectiva permite profundizar en cada
subdominio y, al mismo tiempo, establecer relaciones significativas entre ellos (Zakaryan y Sosa,
2021). Dada la complejidad de dicho modelo, el analisis profundiza en el estudio del

conocimiento de los temas (Ko7, por sus siglas en inglés), el conocimiento de la ensefianza

4 En el modelo MTSK, considera “especializado” al tipo de reflexiones que el profesor establece sobre el
conocimiento matematico que necesita para desempefar su labor profesional (Escudero-Avila et al., 2015).
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(KMT, por sus siglas en inglés) y el conocimiento de los estindares de aprendizaje de

matematicas (KMLS, por sus siglas en ingl¢€s).

Inicialmente, el subdominio Ko7 se centra en analizar el conocimiento que el profesor
posee sobre los contenidos matematicos que imparte y su aplicacion en el aula. En particular,
dentro del contexto del algebra temprana, este conocimiento implica identificar la estructura de
la generalizacion de patrones, generalizar la propiedad identificada a todos los términos y aplicar

dicha propiedad en diferentes casos (Neubrand, 2018; Zapata, 2019; Vergel et al., 2022).

Por su parte, el subdominio KMT (Conocimientos de la ensefianza de las Matematicas) se
refiere al conocimiento necesario para enseflar matematicas, estrechamente vinculado con el
contenido matematico del estudio, esto es, al pensamiento algebraico temprano, el cual
desempefia un papel crucial, dado que los profesores requieren conocimiento en cuatro
actividades esenciales para ensefar la generalizacion de patrones: 1) descomponer conceptos y
procedimientos matematicos, ii) seleccionar representaciones adecuadas para ilustrar ideas, iii)
evaluar métodos y soluciones alternativos, y iv) inferir el nivel de comprension de sus

estudiantes (Mochon y Morales-Flores, 2010).

Esta mirada implica que los profesores asuman desafios profesionales en respuesta a
innovaciones curriculares derivadas de investigaciones académicas. Tal es el caso del profesor de
primaria que estd familiarizado, por ejemplo, con tres tipos de estrategias para resolver
problemas relacionados con la generalizacion de patrones: a) aproximacion recursiva se emplea
un método de conteo que puede ser mas o menos complejo, b) aproximacion funcional, en la que
se relacionan dos variables, la posicion de la figura y el nimero de elementos de ésta, mediante
una expresion matematica en forma de funcién afin de la forma f (n) = an + b (b # 0),

donde a es la diferencia entre términos consecutivos y b se mantiene constante en toda la
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sucesion; y ¢) razonamiento proporcional incorrecto, usando la relacion f (n) = an en lugar de

larelacion f (n) = an + b (b # 0) (Zapatera, 2018).

Finalmente, el subdominio KMLS Jungbluth et al. (2022) destacan la importancia de que
los profesores cuenten con un conocimiento del curriculo no solo para organizar la ensefianza de
forma légica como a favorecer que los aprendizajes sean significativos y transferibles a lo largo
de los diferentes niveles educativos (Jungbluth et al., 2022). Ademas, la falta de coherencia
curricular puede ocasionar vacios conceptuales o redundancias innecesarias, afectando el
desarrollo progresivo de los conocimientos de sus estudiantes (Jungbluth et al., 2022; Otten et

al., 2019).

Para caracterizar el conocimiento especializado del profesor al ensefiar generalizacion de
patrones, esta investigacion adopta como disefio metodologico el estudio de caso, tal como lo
evidencian investigaciones realizadas en el modelo MTSK. Este enfoque permite captar la
riqueza, complejidad y especificidad del conocimiento del profesor en contextos reales de aula,
mostrando como se movilizan los subdominios Ko7, KMT y KMLS en relacion con el algebra

temprana.

En consecuencia, este proyecto de tesis apunta a caracterizar los conocimientos de los
profesores de matematicas de Educacion Baésica Primaria en el contexto del desarrollo del
pensamiento algebraico temprano, con especial atencion en la generalizacion de patrones. Esto
puede ofrecer una vision especifica de “qué conocimiento poseen y cémo lo ponen en practica”
los profesores, y sirve de base para disefiar futuras formaciones y herramientas que vayan mas

alla de ensefiar solo procedimientos (Pincheira y Alsina, 2024).
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1.3 Pregunta de Investigacion

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores, se propone la siguiente pregunta de
investigacion: ;Qué caracteriza el conocimiento especializado manifestado por los profesores de
Educacion Basica Primaria sobre la generalizacion de patrones en el contexto del pensamiento

algebraico temprano?

1.4 Objetivo General

Caracterizar el conocimiento especializado de los profesores de Educacion Basica
Primaria al ensenar la generalizacion de patrones como base para promover el desarrollo del

pensamiento algebraico temprano.

1.5 Objetivos Especificos

OEIl: Analizar las evidencias del conocimiento especializado de profesores de primaria

en los subdominios Ko7, KMT y KMLS en la ensefianza de la generalizacion de patrones

OE2: Identificar criterios conceptuales y empiricos que permitan diferenciar los
subdominios Ko7, KMT y KMLS del modelo MTSK en la ensefianza de la generalizacion de

patrones

OE3: Analizar interrelaciones entre los subdominios Ko7, KMT y KMLS evidenciadas por

los profesores de primaria en la enseflanza de la generalizacion de patrones.

1.6 Justificacion

El desarrollo del pensamiento algebraico temprano constituye un ambito relevante para el
desarrollo de la actividad matematica desde los primeros afios de escolaridad. En esta linea, es
esencial que el profesor de matematicas en Educacion Basica Primaria tenga un conocimiento

especializado de las ideas matematicas (Mufoz-Catalan et al., 2022). Esto implica, por ejemplo,
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que el concepto de patron cobre sentido en el aula cuando los profesores sitiian esta nocion en
contextos significativos, como el crecimiento de figuras geométricas, secuencias numéricas,
disposiciones regulares de objetos o fenomenos cotidianos que involucran repeticion o cambio
progresivo (Lifian et al., 2016). Asi mismo, el profesor debe comprender que la ensefianza del
algebra en Educacion Basica Primaria no implica incorporar una asignatura nueva denominada
“Algebra”, implica promover la integracion progresiva de conceptos algebraicos en los distintos

niveles de la Educacion Bésica Primaria (Kaput et al., 2017; Wettergren, 2022).

De este modo, la introduccion del algebra temprana debe facilitar la observacion de
patrones, la construccion de relaciones y la comprension de propiedades, permitiendo a los
estudiantes familiarizarse progresivamente con las estructuras matematicas (Molina, 2006). No
obstante, la ensenanza del algebra temprana plantea desafios significativos para los profesores de
Educacion Basica Primaria, entre ellos, dificultades conceptuales para identificar las relaciones
implicitas en las expresiones algebraicas y diferenciar de manera precisa entre los conceptos de

incognita y variable (Hohensee, 2017).

Asimismo, la incorporacion del algebra temprana en el curriculo de Educacion Bésica
Primaria requiere adoptar una vision amplia del pensamiento algebraico elemental, reconociendo
que este se manifiesta en actividades vinculadas a la aritmética, la medida, la geometria o el
analisis de datos (Zapata, 2019). En esta linea, el desarrollo del pensamiento algebraico no puede
considerarse un resultado espontaneo de la ontogenia ni una consecuencia directa de la
maduracion cognitiva; por el contrario, su emergencia y accesibilidad para los estudiantes
dependen de la creacion intencional de condiciones didécticas especificas que favorezcan su

construccion (Radford, 2011).
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Por otra parte, en Colombia, los lineamientos curriculares (MEN, 1998) y los estandares
basicos de competencias (MEN, 2006) han promovido la incorporacién del pensamiento
variacional como base para la algebrizacion en el curriculo de Educacion Basica Primaria. Estas
directrices destacan la relevancia de transformar las practicas de enseflanza e implementar
nuevas orientaciones desde los primeros grados. Es importante resaltar que este marco implica
una responsabilidad significativa debido a la complejidad de introducir el pensamiento
algebraico desde edades tempranas, un proceso que Kaput et al. (2017) denominan la

“algebrizacion del curriculo”.

A pesar de la creciente atencion al desarrollo del pensamiento algebraico, persisten
vacios importantes en la investigacion en el contexto colombiano (Rojas y Vergel, 2018). Si bien
diversos estudios han abordado aspectos del conocimiento especializado del profesorado
(Carrillo-Yafiez et al., 2018; Climent et al., 2014), ain existe una escasa profundizacion sobre el
conocimiento que tienen los profesores de Educacion Basica Primaria en lo concerniente a la
ensenanza del pensamiento algebraico temprano (Pincheira, 2023). Por tanto, es imperativo
caracterizar el conocimiento especializado frente al pensamiento algebraico de los profesores de

Educacion Basica Primaria desde la perspectiva del modelo MTSK.

Este modelo permite estudiar de manera analitica el conocimiento del profesor que
ensefa matemadticas, lo que facilita una aproximacion a la complejidad inherente del
conocimiento (Maturana, 2023). Ademas, ofrece una estructura que permite plantear preguntas
sobre como el profesor articula su conocimiento matematico con su practica de aula. Esta mirada
posibilita detectar fortalezas y vacios en la practica profesoral a partir del conocimiento
especializado evidenciado en las decisiones didacticas y en las formas de abordar el contenido.

Asimismo, ayuda a comprender el sentido otorgado a su ensefianza y las formas de fortalecerla
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para responder de manera pertinente a las necesidades de los estudiantes (Carrillo-Yafez et al.,
2018). En consecuencia, se destaca la importancia de continuar cualificando el conocimiento

profesoral (Kieran et al., 2016; Aké y Godino, 2018; Pincheira y Alsina, 2021).
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Capitulo 2. Estado del Arte

La ensefanza de las matematicas en Educacion Basica Primaria requiere que los
profesores cuenten con un conocimiento articulado en dominios como el contenido, la didactica
del contenido y el curriculo. Dado que esta investigacién apunta a caracterizar el conocimiento
especializado de los profesores de primaria en la ensefianza de la generalizacion de patrones y el
desarrollo del pensamiento algebraico temprano, resulta necesario detallar la revision de la
literatura que identifique los enfoques, tendencias y retos actuales en Educacion Matematica
relacionados con esta problematica. Esta revision permiti6 precisar el problema de investigacion

y sirvio de base para la elaboracion del marco tedrico presentado mas adelante.

La revision documental® emplea técnicas de analisis de contenido que se corresponden
con procedimientos orientados a centrar la atencion en conceptos relevantes relacionados con las
categorias conocimiento especializado y pensamiento algebraico temprano. La metodologia
implementada posibilita examinar el vocabulario utilizado en articulos, identificar las
interrelaciones establecidas entre los términos y representar la estructura configura da por estas
en cada uno de los documentos elegidos. Segiin Montoya (2005) la estrategia metodoldgica de la

revision documental considera tres etapas:

Contextualizacion: se contemplan elementos como la formulacion de la problematica, su
delimitacion, el material documental que serd utilizado en la investigacion y determinados

criterios para la ubicacion contextual.

Clasificacion: se definen los pardmetros a considerar para la sistematizacion de los datos,

el tipo de documentos a examinar, asi como aspectos cronologicos y propdsitos de las

> La base de datos completa se encuentra contenida en el apéndice A.
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investigaciones. La informacion es susceptible de categorizarse de diversas formas de acuerdo

con el tipo de datos objeto de andlisis.

Categorizacion: se considera la jerarquizacion y generacion de clases para el tratamiento
de los datos, fase que garantiza la recuperacion relevante de la informacion y facilita el estudio

esencial del fenomeno investigado.

La recoleccion del material empirico se centrd en articulos, tesis de maestria y doctorales,
publicadas entre los afos 2010 - 2024. La busqueda documental se realiz6 en diferentes fuentes
especializadas del campo de la Educacion matematica. En primer lugar, se consultaron bases de
datos e indices bibliograficos como ERIC, Scopus, Web of Science y ProQuest. De igual manera,
se revisaron redes de revistas cientificas, particularmente la Red de Revistas Cientificas de
América Latina y el Caribe, Espafia y Portugal (Redalyc). Finalmente, para la consulta de tesis
doctorales y trabajos de maestria, se exploraron repositorios institucionales de universidades

como la Universidad del Cauca, la Universidad de los Andes y la Universidad de Antioquia.

Los términos clave empleados fueron: “Early Algebraic Thinking”, “Algebraic
Reasoning in Early Childhood”, “Early Algebra”, “Elementary Algebraic Concepts”, “Pattern
Generalization in Primary Education”, “Foundational Algebra Skills”, “Early Mathematical
Thinking”, “Introduction to Algebra in Elementary School”, “Algebraic Patterns in Young
Learners”, “Algebra Readiness in Primary Grades”, “Development of Algebraic Thinking in
Children”, “Early Math Education and Algebra”, “Teaching Algebra in Elementary School”,
“Digital Tools for Early Algebra”, “Technology Integration in Early Algebra Education”,
“Conceptual Understanding of Algebra in Young Students”, “Early Algebraic Problem

Solving” y “Mathematical Representations in Early Algebra”, asi como sus respectivas
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traducciones al espafol y portugués. Posteriormente, se explord el tesauro de la UNESCO

mediante el uso de operadores booleanos AND, OR y NOT.

En total se encontraron 120 documentos, distribuidos de la siguiente manera: 76 articulos
de investigacion; 26 capitulos de libros; 07 tesis doctorales, actas de congresos 09 y documentos

institucionales 02 tal como se observa en la Tabla 1.

Tabla 1

Masa Documental

Tipo de publicacion Cantidad
Articulos de investigacion 76
Capitulos de libros 27
Tesis doctorales 07
Actas de congresos 09
Documentos institucionales 02
Total 121

Fuente: elaboracion propia.

Para construir una imagen clara del estado de la investigacion en Educacion Matematica,
se empled una plataforma digital en el analisis de articulos, tesis y capitulos de libros. Mediante
el software Atlas Ti. 9, se realiz6 un analisis textual automatizado de los resumenes, lo que

revelo los tipos de variacion presentes en el corpus de estudios.
2.1 Categorias de Analisis Emergentes en el Analisis Documental

Tras la recoleccion de la informacion, el proceso continud con su clasificacion, utilizando
un sistema de clasificacion y analisis por medio de un proceso de codificacion abierta y de

comparacion constante de las unidades de informacion correspondientes a los distintos apartados
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de los materiales que pertenecen a cada una de las dimensiones emergentes de la Tabla 2, que

surgen después de recoger la informacion y clasificarla.

Tabla 2.

Categorias emergentes en el proceso de codificacion abierta

Categorias Emergentes

Conocimiento didéctico

Conocimiento pedagogico

Dominio matematico

Conocimiento del contexto escolar

Desarrollo profesional del profesor de primaria
Pensamiento algebraico temprano

Generalizacion de patrones

Disefio de tareas para promover el pensamiento algebraico
Uso pedagdgico en las tecnologias digitales

Importancia de fundamentar pensamiento algebraico

Reflexiones sobre la practica

Fuente: elaboracion propia.

Finalmente, las categorias emergentes se organizaron en cuatro grandes subcategorias. A
continuacion, se presenta un ejemplo de la primera red semdantica en el campo del conocimiento

profesional de los profesores de Educacion Bésica Primaria que ensefian matematicas.

A continuacion, en la Figura 1, la red semantica permitira analizar y visualizar las
relaciones entre los conceptos clave discutidos en los documentos, facilitando una mejor
comprension de cémo se estructuran y se relacionan los conocimientos: el conocimiento
matematico de los profesores, el conocimiento de los profesores para la ensefianza de las

matematicas y el conocimiento del curriculo.
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De esta forma, se van configurando las redes semanticas que caracterizan cada
subcategoria conceptual en los campos de conocimiento matemdatico de los profesores de
primaria, conocimiento de los profesores de primaria de la ensefianza de las matematicas y

conocimiento del curriculo.

La primera red semantica, centrada en el conocimiento matematico de los profesores de
primaria, describe un docente que no es un mero "transmisor", es un especialista profesional. Por
tanto, es esencial que los profesores posean conocimiento de los contenidos matematicos y este
conocimiento debe estar cimentado en un dominio disciplinar, que abarque una comprension
académica de los conceptos matematicos y estrategias adecuadas para su ensefianza. La
importancia de este aspecto se acentua ante el hecho de que muchos profesores de primaria
provienen de especializaciones en areas diferentes a las matematicas (Adame-Esparza y de Lira-

Lozano, 2019).

De la segunda red semantica, titulada el conocimiento de los profesores de primaria en la
ensefianza de las matematicas, se desprenden tres ramas; la primera, el desarrollo profesional del
profesor representa un movimiento "desde dentro hacia fuera", donde el profesor es el sujeto
protagonista que decide sobre sus proyectos y metas (Llinares et al., 2022; Ponte, 2012). La
segunda, el conocimiento curricular, segin Meléndez-Cruz et al. (2023) quienes resaltan el
cumplimiento de los objetivos definidos en las orientaciones curriculares en relacion con el
objeto de estudio. Por su parte, Vasco (2015) afirma que este subdominio abarca la comprension
de los planes de estudio, los recursos educativos relacionados y las pautas para su aplicacion
contextual que, a su vez, se estructura en dos dimensiones interrelacionadas: el conocimiento
curricular longitudinal y el transversal. Mientras el primero implica entender la progresion de

temas a lo largo de los afios escolares, el segundo se refiere a la capacidad del profesor para



23

establecer conexiones entre el contenido de su curso y los temas abordados simultdneamente en
otras materias. Adicionalmente, este subdominio engloba los contenidos matematicos a ensefar,
el nivel esperado de desarrollo conceptual y procedimental, asi como la secuenciacion de los
diversos temas. Todos estos elementos se integran para constituir un componente crucial en la
estructuracion del curriculo matematico, facilitando una ensefianza coherente y progresiva de las

matematicas (Vasco, 2015).

La tercera rama corresponde al conocimiento didactico, que se orienta hacia la dimension
mas especifica de la ensefianza del contenido matematico. De este nodo, se desprenden dos
componentes: el disefio de tareas para promover el pensamiento algebraico y el uso pedagdgico
de tecnologias digitales. El disefio de tareas constituye un elemento central dentro de la didactica
del pensamiento algebraico temprano, dado que las actividades propuestas en el aula son el
principal medio a través del cual los estudiantes pueden identificar regularidades, comparar
estructuras y formular generalizaciones (Aké y Godino, 2018). Este tipo de tareas requiere que el
profesorado seleccione situaciones que favorezcan la exploracion de patrones, el establecimiento
de relaciones entre términos y la expresion de reglas generales (Aké y Godino, 2018). Por otra
parte, el uso pedagogico de tecnologias digitales indica que las herramientas tecnoldgicas pueden
desempefiar un papel relevante en la ensefanza, al facilitar la visualizacion de patrones, la
manipulacion de representaciones y la exploracion dindmica de relaciones matematicas

(Gafanhoto y Canavarro, 2012).

Finalmente, tras la revision documental, surgen categorias que se definirdn y ajustaran

conforme avance el desarrollo del estudio (Figura 2).



Figura 2

Categorias emergentes en los tres campos de conocimiento
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Las categorias emergentes se organizan en tres campos del conocimiento profesional del
profesor, el conocimiento matematico de los profesores, conocimiento de los profesores de la
ensefanza de las matematicas y conocimiento del curriculo de las matematicas, en relacion con

la ensefanza del pensamiento algebraico temprano.
2.2 Perspectivas tedricas sobre el conocimiento del profesor de matematicas

Durante las tltimas décadas, el conocimiento profesional del profesor ha sido abordado
desde diversas perspectivas tedricas. Uno de los referentes fundamentales corresponde a los
trabajos de Shulman (1986, 1987), quien identifico distintas categorias de conocimiento base
para la ensefianza, entre ellas el conocimiento del contenido, el conocimiento pedagodgico
general, el conocimiento curricular y el conocimiento didactico del contenido, estableciendo una
base conceptual para posteriores investigaciones sobre el conocimiento profesoral. A partir de
estos aportes surgieron modelos especificos para la ensefianza de las matematicas, entre ellos el
Mathematical Knowledge for Teaching (MKT) (Ball et al., 2008), el Knowledge Quartet que se
organiza en cuatro categorias, también denominadas "unidades" o dimensiones amplias y
superordinadas. Estas unidades son: base, transformacion, conexion y contingencia (Rowland et
al., 2003) y el Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK) (Carrillo et al., 2018;
Escudero-Avila y Carrillo Yafez, 2020), orientado a estudiar el conocimiento especializado del
profesorado de matematicas desde distintas perspectivas analiticas, incluye las categorias de
conocimiento matematico (MK), conocimiento del contenido pedagogico (PCK), asi como las

concepciones y creencias.

En el contexto de esta investigacion, se realiza un analisis comparativo de diversos

estudios relacionados con el conocimiento del profesor, con el proposito de identificar elementos
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comunes y variaciones conceptuales vinculadas al desarrollo del pensamiento algebraico

temprano. La Tabla 3 presenta algunos de los documentos revisados.
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Modelo

Autor(es)

Caracteristicas Principales

Similitudes

Distancias

Conocimiento
Base para la

Enseilanza

Conocimiento

Base Ampliado

Lee S. Shulman

Pamela L. Grossman
(con colaboracion de

Shulman)

Propone siete categorias de
conocimiento base para la ensefianza:
conocimiento del contenido,
conocimientos pedagogicos generales,
conocimiento curricular, conocimiento
didactico del contenido, conocimiento
de los alumnos y sus caracteristicas,
conocimiento de los contextos
educativos, y conocimiento de los
fines.

Redefine las categorias de Shulman en
cuatro grupos generales: conocimiento
didactico general, conocimiento del
contenido, conocimiento didactico del
contenido, y conocimiento del
contexto. Busca capturar la
complejidad del conocimiento

profesional profesor.

Es el punto de partida
para todos los
modelos posteriores;
comparte con ellos el
interés en identificar
las categorias
necesarias para la

ensenanza.

Conserva el enfoque
transversal de
Shulman y redefine
las categorias,
incluyendo el
conocimiento del
contexto como una

dimension general.

No esta enfocado
especificamente en
matematicas, se
orienta hacia un
enfoque transversal
y generalizado para

todas las disciplinas.

Reduce las
categorias de siete a
cuatro, simplificando
y agrupando
conceptos que
Shulman habia
considerado por
separado, como el

conocimiento de los
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Modelo Autor(es) Caracteristicas Principales Similitudes Distancias
alumnos y los fines
educativos.
Mathematical = Deborah Loewenberg Se enfoca en el conocimiento Retoma la categoria ~ Profundiza
Knowledge for Ball, Mark Hoover especializado que los profesores de conocimiento exclusivamente en el
Teaching Thames and Geoffrey necesitan para enseflar matematicas, didactico del contexto de las
(MKT) Phelps dividido en dos componentes contenido (de matematicas,
principales: conocimiento del Shulman y dejando de lado
contenido (Common Content Grossman) y la aplica otros conocimientos
Knowledge y Specialized Content especificamente al del contexto
Knowledge) y conocimiento contexto de la educativo, como la
pedagogico del contenido. Promueve  ensefianza de gestion o los fines
la comprension profunda y flexible del matematicas. educativos.
contenido matematico.
Knowledge Tim Rowland, Peter Organiza el conocimiento del profesor  Similar al MKT en su Introduce la
Quartet Huckstep y Anne en cuatro dimensiones: Fundacion enfoque matematico, dimension de
Thwaites (conocimientos previos y creencias), comparte con Contingencia, que no

Transformacion (como se presenta el
contenido), Conexion (relacion entre

ideas matematicas), y Contingencia

Shulman la
importancia del

conocimiento previo

se considera
explicitamente en los

modelos previos.
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Modelo Autor(es) Caracteristicas Principales Similitudes Distancias
(respuestas en tiempo real a eventos y la reflexion sobre la
imprevistos en la ensefianza). practica educativa.
Conocimientos José Carrillo-Yaiez, Propone categorias para analizar el Similar al MKT, se A diferencia de otros
especializados  Nuria Climent, Miguel  conocimiento especializado del centra en las modelos, incluye

del profesor de
matematicas

(MTSK)

Montes, Luis C.
Contreras, Eric Flores-
Medrano, Dinazar
Escudero-Avila, Diana
Vasco, Nielka Rojas,
Pablo Flores, Alvaro
Aguilar-Gonzalez,
Miguel Ribeiro y M.

Cinta Munoz-Catalan

profesor de matematicas:
Conocimiento Matemadtico (MK),
Conocimiento del Contenido
Pedagogico (PCK), y concepciones y
creencias. Este modelo tiene un
enfoque especial en los profesores de
primaria y su conocimiento

profesional en matematicas.

matematicas y retoma
el PCK como
categoria central;
comparte con
Shulman y Grossman
la importancia de las
creencias y
concepciones

profesores.

explicitamente las
concepciones y
creencias como
categoria de analisis.
También se
especializa mas en el
nivel educativo

primario.

Fuente: Elaboracion propia con fuente de los autores citados.
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En este apartado se revisan los estudios previos acerca del conocimiento del profesor,
relacionados con la ensefanza y el aprendizaje. Estos aspectos han sido estudiados por
investigadores durante décadas y actualmente siguen siendo objeto de estudio. Los modelos
analizados en esta investigacion parten de las ideas de Shulman (1986, 1987) sobre la
categorizacion del conocimiento profesoral, ya sea adaptandolas o profundizando en aspectos
especificos. Una similitud destacada es el énfasis compartido en el conocimiento del contenido y
el conocimiento pedagdgico, dimensiones consideradas fundamentales para la ensefianza, aunque

su aplicacion varia segun el modelo.

Ademés, los modelos coinciden en resaltar la importancia de la reflexion y el anélisis de
la préctica educativa como elementos esenciales del conocimiento profesional. Sin embargo,
existen distancias significativas entre los modelos. Mientras los de Shulman y Grossman adoptan
un enfoque general aplicable a todas las disciplinas, MKT, Knowledge Quartet y MTSK se
enfocan exclusivamente en las matemadticas. Asimismo, modelos como MTSK incluyen
dimensiones adicionales, como las creencias y concepciones, ausentes en los enfoques mas
generales. Finalmente, el Knowledge Quartet introduce una dimension unica, denominada
contingencia, que se refiere a la capacidad de los profesores para responder a eventos

imprevistos durante la ensefianza.
2.3 Estudios sobre el Conocimiento del Profesor de Matematicas

Este apartado permite situar tedrica y empiricamente la importancia de los conocimientos
de los profesores de matematicas en Educacion Basica Primaria en torno al desarrollo del
pensamiento algebraico desde los primeros afios de escolaridad. En este sentido, se examinan
investigaciones relacionadas con el estudio de los conocimientos matematicos que deben tener

los profesores para gestionar los procesos de enseflanza y aprendizaje (Escudero-Avila y
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Carrillo-Yanez, 2020; Zapata, 2019). Dado que, existen diversas perspectivas y marcos teoricos
que abordan el conocimiento especializado de los profesores de matematicas, las cuales dan
lugar a diferentes marcos teoricos acerca del conocimiento del profesor de matematicas, entre
ellos se encuentran "Mirar profesionalmente la ensefianza de las matematicas" (Llinares y
Fernandez, 2021), "La competencia profesional" (Font, 2011), "La formacion del profesor de
matematicas" (Llinares, 2018), "El enfoque Onto-semiotico" (Godino et al., 2017) y "EI analisis

de la practica profesional" (Vanegas et al., 2019).

Cabe destacar que las investigaciones sobre el conocimiento del profesor y la tarea de
ensefanza de las matematicas han alcanzado una madurez considerable, que ha permitido
identificar elementos clave que conforman el conocimiento especializado del profesor de
matematicas (Godino et al.,, 2017). Ademds, estas investigaciones han contribuido
significativamente a la identificaciéon de los conocimientos y competencias especificas que los
profesores de matematicas deben poseer. La complejidad inherente a este campo se refleja en la
diversidad de modelos propuestos, los cuales buscan comprender y caracterizar de manera

detallada el conocimiento del profesor, tales como:

El andlisis didactico, este enfoque pone el foco de estudio en la planificacion, en la
reflexion curricular y sus dimensiones; concretamente, en el andlisis del contenido, el andlisis

cognitivo, el analisis de la instruccion y el andlisis de la actuacion (Gémez y Rico, 2002).

La mirada profesional, el foco de estudio se situa en interpretar la comprension de los
futuros profesores, es decir, en interpretar la comprension de los estudiantes en el aula y el

desarrollo de entornos y trayectorias de aprendizaje (Llinares y Fernandez, 2021).

Las competencias y conocimiento didactico matematico (CCDM), el foco de

investigacion estd dado en el redisefio de la propia practica, el desarrollo de las competencias, el
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analisis e interpretacion didactica, y el analisis y valoracion de la idoneidad didactica de los

procesos de ensefianza y aprendizaje en matematicas (Godino et al., 2017).

El conocimiento especializado del profesor de matematicas (MTSK), este enfoque se
centra en qué tipo de conocimiento manifiestan los profesores de matematicas en la ensefianza y
aprendizaje de esta materia; asi como en la nocidén de especializacion del conocimiento requiere

y utiliza el profesor para su practica (Carrillo-Yaiiez et al., 2018; Montes y Carrillo, 2017).

La diversidad de enfoques tedricos y metodologicos en el estudio del conocimiento del
profesor de matematicas abre nuevas lineas de investigacion que enriquecen la praxis educativa 'y
el diseno de estrategias, dado que todos ellos se centran en el conocimiento del profesor para la

ensenanza y aprendizaje de las matematicas (Montes y Carrillo, 2017).

2.4 Estudios sobre Conocimiento de los Profesores para la Ensefianza de las

Matematicas

En la literatura de investigacion, han surgido diversas propuestas para caracterizar la
naturaleza del conocimiento profesional, abarcando aspectos como su definicion, origen, fuentes
y componentes (Mochon y Morales-Flores, 2010). Estas aproximaciones también consideran los
fundamentos relacionados con su naturaleza (es decir, en qué consiste, como se origina y cudles
son sus fundamentos), asi como sus formas de desarrollo (como se produce, cudles son sus bases

y a qué estrategias formativas estd asociado) (English y Kirshner, 2015).

Tal como lo evidencian los trabajos de Montes y Carrillo (2017) y Vésquez et al. (2022),
el andlisis del conocimiento especializado del profesorado ha sido un eje central en las
investigaciones sobre la ensefianza de las matematicas. En este sentido, el conocimiento que un

profesor manifiesta para la ensefianza de las matematicas implica establecer conexiones entre
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conceptos y desarrollar estrategias para facilitar el aprendizaje. Ademads, se resalta que dicho
conocimiento es uno de los factores mas influyentes de en desarrollo de una clase (Flores-

Medrano et al., 2014).

Ball et al. (2008) plantean que la ensefianza de las matematicas demanda formas de
conocimiento matematico especializadas para la practica del profesor, entre ellas el Specialized
Content Knowledge (SCK), la cual permite analizar procedimientos, interpretar errores, utilizar
representaciones y explicar conceptos matematicos de maneras comprensibles para los
estudiantes. La ensefanza idonea también implica crear un ambiente de aula donde los
estudiantes se sientan seguros para explorar, hacer preguntas y cometer errores como parte del

proceso de aprendizaje.

Siguiendo a Badillo (2019) la ensefianza de las matematicas por parte de los profesores
de Educacion Bésica Primaria requiere una comprension profunda de los modelos tedricos, tanto
durante su formacion inicial como en su ejercicio profesional. Estos modelos son fundamentales
para orientar tanto la preparacion inicial como el desarrollo profesional continuo, puesto que
garantizan que los profesores cuenten con las herramientas necesarias para una ensefianza

adecuada.

En consonancia con lo anteriormente expuesto, es primordial que el profesor de primaria
demuestre conocimientos en asuntos tales como i) Los contenidos matematicos y su aplicacion a
diferentes contextos (sobre todo extra-matematicos) correspondientes al curriculum de la
educacion secundaria, ii) La planificacion y disefio de secuencias didacticas, iii) La gestion de las
secuencias didacticas en el aula, iv) El andlisis, interpretacion y evaluacion de los conocimientos
matematicos de los alumnos a través de sus actuaciones y producciones matematicas (Font,

2011).
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El argumento central sostiene que el conocimiento de quienes ejercen como profesores de
matematicas en Educacion Bésica Primaria es tanto situado como contextualizado, ya que surge
de ambitos profesionales especificos. Este conocimiento se desarrolla dentro de un entorno social
en el cual el profesor interactaa, lo que le permite comprender mejor las situaciones que enfrenta
y adquirir herramientas para abordarlas. Ademas, Climent et al. (2014) sefiala que dicho
conocimiento es practico y personal, lo que significa que es propio de cada individuo y puede

variar entre profesores seglin sus concepciones, valores y actitudes.

En la misma linea, Carrillo-Yanez et al. (2018) a través del modelo el conocimiento
especializado del profesor de matematicas (MTSK), parten de la premisa que dicha
especializacion deriva directamente de su profesion. En otras palabras, el conocimiento que el
profesor posee se considera especializado para desarrollar su labor como profesor de
matematicas (Montes y Carrillo, 2017). Por otra parte, el profesor de matematicas de ensefianza
primaria también debe responder a los cambios conceptuales que la sociedad demanda a la
escuela como institucion; en otras palabras, se busca potenciar el conocimiento matematico no
simplemente para que el estudiante dé cuenta de componente tematico, es como lo relaciona en
su entorno, con la vida y/o con problematicas reales (Niss, 2003). Si bien cada aspecto del
conocimiento especializado del profesor de matematicas es fundamental para una ensefianza
apropiada, resulta importante alcanzar un equilibrio entre los diversos componentes y dedicar
esfuerzos a fomentar una comprension y una aplicacion practica de los conocimientos
matematicos. De este modo, los estudiantes pueden alcanzar un aprendizaje de las matematicas,
que les permita aplicar dichos conocimientos en contextos cotidianos con destreza y pertinencia

(Ponte, 2012).
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2.5 Estudios sobre el Conocimiento Curricular de los Profesores de Educacion Basica

Primaria

La investigacion sobre el conocimiento curricular de los profesores que ensefian
matematicas ha identificado su influencia directa en su practica, al centrarse tanto en el
contenido de la disciplina como en su desarrollo, tal como afirman Litke et al. (2023). Este
conocimiento esta vinculado con las finalidades y objetivos de la ensefianza de las matematicas
(Zapata, 2019). Para comprender el curriculo matematico escolar, el profesor necesita del
dominio del conocimiento matematico, el cual se divide en conocimiento curricular vertical y
conocimiento curricular lateral (Vasco, 2015). El primero, abarca el conocimiento de los
contenidos que han sido y seran impartidos en la escuela en la misma asignatura durante los afios
anteriores y los que se ensefardn en los afios siguientes (Jungbluth et al., 2022; Vasco, 2015),
mientras que el segundo, comprende el conocimiento del profesor de acuerdo con el grado

escolar en el que imparte sus clases (Flores-Medrano et al., 2014; Vasco, 2015).

Por otra parte, en el contexto colombiano, el Ministerio de Educacion Nacional (MEN)
en sus directrices curriculares, por ejemplo, los estdndares bésicos de competencias para el area
de matematicas, enfatiza la importancia de abordar diversos tipos de pensamiento matematico,
tales como el métrico, espacial, numérico, aleatorio y variacional. Ademads, destaca la necesidad
de impartir las matematicas de manera integral desde los primeros grados escolares, con el fin de
desarrollar en los estudiantes la capacidad y las habilidades necesarias para plantear, razonar,

analizar, comunicar y modelar problemas.

Segun Flores y Garcia (2022), el curriculum colombiano se caracteriza por su
flexibilidad, lo que brinda a los profesores y a las instituciones educativas ajustar el contenido

curricular en funcion de las particularidades de su entorno. Esto implica que, aunque el MEN
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establece directrices generales, los profesores tienen la responsabilidad de adecuar estos
contenidos a las necesidades especificas de su contexto, lo que les otorga una mayor autonomia
profesional. Dicha flexibilidad es crucial para el desarrollo del conocimiento de la generalizacion
de patrones y la introduccioén de nociones algebraicas basicas. En este contexto, el conocimiento
del profesor y la capacidad de adaptar el curriculo a las condiciones reales del aula son

fundamentales para promover el desarrollo del pensamiento algebraico desde edades tempranas.

En la misma linea, en el campo de la educacion matematica también se ha puesto un
creciente interés por el conocimiento del profesor en una disciplina especifica. En particular la
idea de “algebrizar el curriculo”, sugerida por Kaput et al. (2017), es decir, la introduccién del
algebra en los primeros afios de escolaridad (Molina, 2006), se considera una reconstruccion
curricular que debe incidir en el perfeccionamiento de los aprendizajes de los estudiantes en

Educacion Bésica Primaria (Vergel, 2010).

Los profesores de la Educacion Bésica Primaria pueden fomentar el pensamiento
algebraico temprano entre sus estudiantes por medio de la observacion de patrones, secuencias
figurales y numéricas lineales (Molina, 2006; Vergel, 2015). Al mismo tiempo, esto responde a
la necesidad si los profesores requieren apoyo adicional para crear entornos en sus estudiantes al

abordar tareas sobre generalizacion de patrones (Jungbluth et al., 2022).

Esta vision requiere que se preste especial atencion al profesorado de primaria que ensefia
matematicas, para que pueda abordar de manera adecuada los aspectos disciplinarios,
metodoldégicos y practicos (Zapata, 2019). Ahora, puesto que el pensamiento algebraico
temprano se encuentra estrechamente vinculado a otras formas de pensamiento matematico, este
proceso se manifiesta especialmente en la modelacion de procesos y situaciones naturales y

sociales mediante la utilizacion de modelos matematicos (Zapata, 2019). No obstante, este
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conjunto de conocimientos debe ser amplio y adaptable con el fin de fomentar la comprension de
los estudiantes, permitir al profesor comprender la esencia de la disciplina y facilitar la
generacion de nuevos saberes influenciados por la experiencia y el intercambio con sus pares. De

esta manera, estos aspectos pueden propiciar ajustes y mejoras en el curriculo (Zapata, 2019).
2.6 Estudios sobre Pensamiento Algebraico Temprano en Educacion Basica Primaria

La introduccion del algebra temprana en el curriculo de matematicas en la ensefianza primaria ha
emergido en los ultimos afios como un area de investigacion relevante dentro de la Educacion
Matematica. Numerosos estudios han explorado estrategias para promover el desarrollo del
pensamiento algebraico en los primeros afios escolares (Chimoni et al., 2021; Somasundram,
2021; Wettergren, 2022). En este orden de ideas, se observa un consenso sobre la importancia de
comenzar a desarrollar el pensamiento algebraico desde edades tempranas, superando la vision
tradicional que postergaba la introduccion formal del dlgebra a la educacion secundaria (Kaput et
al., 2017). Este fenomeno surge de la convergencia de dos fuerzas: a) en respuesta a la demanda
social de una mayor alfabetizacion matematica, ahora se espera que todos los estudiantes
aprendan algebra bajo la consigna de "algebra para todos", y b) esta expectativa se ha plasmado
en medidas de rendicion de cuentas de alto impacto que definen el éxito académico en términos
del desempefio en algebra. A este respecto, Kaput et al. (2017), plantean que mas alla de las
agendas politicas, existen razones validas para replantear y reformular la ensefianza del algebra
en los primeros grados de matematicas. Abordar el desafio del algebra en estos niveles busca

alcanzar cuatro objetivos principales:
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1. Ampliar un grado de coherencia, profundidad y poder que generalmente falta en las
matematicas de K-8°. 2. Fortalecer el elemento curricular de las matemadticas escolares
actuales. 3. Transformar el algebra de un motor inadvertido de desigualdad en un motor
deliberado de poder matematico. 4. Desarrollar capacidades tanto conceptuales como
institucionales, creando espacio en el curriculo para nuevas matematicas del siglo XXI (p.

6).

Ahora bien, de acuerdo con Radford (2011) la generalizacion de patrones es esencial para
el pensamiento algebraico, desde edades tempranas y proporcionan una base importante para el
aprendizaje del algebra en niveles posteriores. Mason (2018), por su parte, sostiene que las
actividades relacionadas con patrones repetitivos favorecen el reconocimiento de regularidades y
la construccién progresiva de estructuras matemadticas complejos. La clave estd en ofrecer los
desafios adecuados para que los niflos conozcan y generen patrones. En este sentido, para
Carraher y Schliemann (2019) el pensamiento algebraico a través de la generalizacion de
patrones estd vinculado a diversos contextos, como la musica, la danza, las huellas dactilares y
las matematicas. Sin embargo, aunque los patrones son esenciales en la ensefianza del algebra en
los primeros grados, no tienen una definicion precisa en matematicas. A veces, un patron
describe una caracteristica especifica, como una funcién que siempre aumenta, pero también
existen patrones que, junto con ciertas suposiciones, pueden caracterizar propiedades de

secuencias o funciones.

Aunque otros autores Alsina y Acosta (2018); Vergel (2015) y Zapata (2019) estan de
acuerdo en introducir el 4lgebra en la escuela primaria, las perspectivas sobre el tipo de

generalizacion que ocurre varian. Algunos autores, como Kaput et al. (2017) citando a Mason et

¢ la expresion K-8 utilizada por James Kaput se refiere al tramo educativo que abarca desde el Kindergarten (jardin
de infancia o preescolar) hasta el octavo grado (estudiantes de aproximadamente 13 a 14 afios).
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al. (1985), se enfocan principalmente en el papel inductivo de los patrones en el proceso de
generalizacion. Esta perspectiva pone énfasis en la observacion de regularidades y la
formulacion de posibles conjeturas, sin profundizar en la distincion entre generalizacion

algebraica y aritmética.

De otro lado, Kieran et al. (2016) se enfocan mas en la conexion entre los patrones y la
representacion algebraica formal. Aunque comparten la vision de que los patrones son esenciales
para el desarrollo del pensamiento algebraico, no establecen una distincion clara entre los tipos
de generalizacion, como lo hace (Radford, 2010). La generalizacion en este caso parece ser vista
como una transicion de lo concreto a lo abstracto, en la que los estudiantes comienzan a utilizar
representaciones algebraicas para describir patrones. Este enfoque, aunque valido, tiende a omitir
las sutilezas de como los estudiantes pueden operar en un nivel mas concreto antes de llegar a la

generalizacion algebraica completa.

Por otra parte, en el contexto de la educacion infantil y primaria, la practica educativa se
enfoca en reconocer e identificar elementos u objetos, con énfasis en la observacion de atributos
especificos para establecer relaciones significativas entre ellos. Esta practica incluye la creacion
de seriaciones basadas en patrones de repeticion, que abarcan su identificacion, construccion y
representacion, asi como la descripcion de cambios cualitativos y cuantitativos (Zapata, 2019). Y
es que en Educacion Bésica Primaria se resalta una comprension de diversos tipos de relaciones
y patrones, el uso de simbolos algebraicos y modelos matematicos para representar situaciones
matematicas, asi como la habilidad para entender el cambio y utilizar variables para determinar
una constante o incognita. Se concluye que es esencial que los programas de formacion del
profesor incorporen estos conocimientos para su adecuada articulacion en Educacién Bésica

Primaria (Pincheira y Alsina, 2021).
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Diversas investigaciones han propuesto un modelo basado en el reconocimiento de
distintos niveles de algebrizacion. En este sentido, Godino et al. (2014) plantean una
diferenciacion en cuatro niveles, que representan etapas en el proceso de aplicar el conocimiento
matematico para resolver problemas. Los niveles representan etapas en el proceso de aplicar el
conocimiento matematico para resolver problemas (Godino et al., 2014); asi, para fomentar el
avance del pensamiento algebraico, los profesores deben establecer entornos propicios para que
los alumnos adquieran competencias como el pensamiento algebraico, la realizacion de
generalizaciones algebraicas y el empleo de representaciones algebraicas, en lugar de
simplemente impartir multiples procedimientos (Molina, 2006, p. 165). En el Nivel cero se
trabaja con objetos particulares representados mediante lenguajes diversos (natural, numérico,
iconico, gestual). Pueden usarse simbolos para valores desconocidos, pero se obtienen mediante
operaciones sobre esos objetos. No se identifican propiedades estructurales y las reglas

funcionales son recursivas.

El Nivel uno introduce objetos generales reconocidos explicitamente y representados con
diversos lenguajes. Se identifican propiedades, equivalencias y relaciones, pero no se operan los
objetos generales. Las reglas funcionales se expresan de manera general. En el Nivel dos se
incluyen variables o cantidades indeterminadas, vinculadas al contexto, expresadas con lenguaje
simbolico o literal. Se resuelven ecuaciones simples y se formulan reglas generales relacionadas
con funciones. Y en el Nivel tres se utilizan objetos generales completamente simbdlicos, con los
que se opera y se realizan transformaciones simbolicas equivalentes, se resuelven ecuaciones

mas complejas y se formulan reglas canonicas descontextualizadas (Aké y Godino, 2018).

Entonces, los niveles de algebrizacion permiten comprender cémo se desarrolla el

pensamiento algebraico y como aplican el conocimiento matematico en diferentes contextos.
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Esta identificacion ayuda a los profesores a diagnosticar el nivel de comprension de sus alumnos,
disenar actividades educativas adecuadas y seleccionar estrategias que faciliten el transito entre
niveles, desde el manejo de objetos particulares hasta la abstraccion de conceptos generales en
algebra temprana (Ferreira et al., 2022). En este sentido, analizar los niveles de algebrizacion
enriquece el proceso de ensefianza, y fortalece el aprendizaje progresivo de los estudiantes,

preparandose para abordar conceptos matematicos mas complejos (Godino et al., 2014).

Finalmente, la generalizacion de patrones incluye la referencia a conceptos como lo
indeterminado y las formas de abordar la incognita o variable, que pueden manifestarse tanto a

través del lenguaje como de expresiones corporales (Vergel, 2014; Zapata, 2019).

Uno de los aspectos clave para la implementacion del dalgebra temprana es el
conocimiento y la experiencia del profesorado, precisamente su papel es determinante en la
articulacion de estos conceptos en las aulas (Ramirez, 2023, p. 32). Esta situacién pone de
manifiesto varios desafios significativos, como identificar las relaciones implicitas en las
expresiones algebraicas, reconocer indicadores en la actividad matematica que permitan
clasificarla como aritmética o algebraica, y la capacidad de analizar aspectos mas especificos que
faciliten la diferenciacion entre distintos niveles de algebrizacion (Godino et al., 2014;

Hohensee, 2017).
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Capitulo 3. Marco tedrico

Las consideraciones tedricas expuestas en este apartado emergen de la revision literaria
que se realizo en el estado del arte sobre estudios de los conocimientos de los profesores en
Educacion Basica Primaria que son objeto de analisis en este trabajo doctoral; estas, constituyen
un punto de partida para la investigacion y aportan ideas tedricas que podrian permitir la
interpretacion de como el profesor de matematicas de primaria desarrolla el pensamiento
algebraico y aportes teodricos al respecto, en el contexto del pensamiento algebraico temprano.
Por lo tanto, cabe mencionar que el interés investigativo por elaborar una postura o aproximacion

interpretativa, para referir a los conocimientos profesorales.

Adicionalmente, para el desarrollo de la presente investigacion, resulta necesario asumir
una postura tedrica con relacion al conocimiento del profesor de matematicas, dado que este
constructo ha sido ampliamente reconocido en el campo de la Educacion Matematica y se ha
consolidado como objeto de andlisis en diversos estudios (Ball et al. 2008; Carrillo-Yafiez et al.,
2018; Grossman et al., 2005; Rowland et al., 2003; Shulman, 1986), debido a que este constituye
un contexto pertinente para evidenciar aspectos relevantes relacionados con la pregunta de
investigacion. En esta linea, Flores-Medrano et al. (2014) consideran distintos niveles de
concrecion epistemologica que permiten analizar el conocimiento del profesor en diversos
subdominios y facilita la comprension de sus interacciones. De este modo, el modelo se aleja de
una vision rigida de la ensefianza de las matemadticas y se presenta como una herramienta
analitica que concibe el conocimiento profesoral como un fendmeno situado, dindmico y en

continua evolucion (Flores-Medrano et al., 2014).
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A continuacion, se presentan algunos componentes relacionados con los referentes
teoricos de la investigacion, en las lineas del conocimiento profesoral y el pensamiento

algebraico temprano.

3.1 Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (Modelo MTSK)

Este modelo de conocimiento surge como un avance de los estudios planteados por Ball
et al. (2008) y Shulman (1986) anteriormente descritos. En educacion matematica ha crecido el
interés por el estudio del conocimiento del profesor como una disciplina especifica. En ese
sentido, tal conocimiento puede entenderse como aquellas conexiones entre saberes y
experiencias relacionadas con un concepto determinado, lo que permite a este conocimiento ser
aplicado a una situacion especifica, es decir, el conocimiento se puede concebir como un
conjunto de aprendizajes y vivencias que interactian y se complementan (Mochon y Morales-
Flores, 2010). Asi pues, el conocimiento no se limita a lo consciente de manera inmediata, ya
que es un acto de conciencia sobre ciertos conocimientos. Esta conexion entre el ser y el mundo

que se habita es esencial (Cadrecha, 1990; Gémez, 2007; Vasco, 2015).

De acuerdo con Carrillo-Yafez et al. (2018) este modelo se centra en los conocimientos
especificos del profesor de matematicas relacionados con la ensefianza y el aprendizaje de esta
disciplina, excluyendo aquellos &mbitos de conocimiento profesional compartidos con profesores
de otras areas. Cada dominio de conocimiento se descompone en tres subdominios especificos,
que abarcan aspectos de las matematicas y de la ensefianza y aprendizaje: dentro del MK, se
incluyen el conocimiento de los temas (KoT), el conocimiento de la estructura matematica (KSM)
y el conocimiento de la préactica matematica (KPM). Por su parte, el PCK incorpora el
conocimiento sobre las caracteristicas del aprendizaje de las matematicas (KFLM), el

conocimiento sobre la ensefianza de las matematicas (KMT) y el conocimiento sobre los
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estandares de aprendizaje en matematicas (KMLS) (Carrillo-Yanez et al., 2018). En cuanto a las
concepciones y creencias del profesor, se tratan de manera indistinta en este modelo; las
creencias se refieren a las ideas o juicios personales que se aceptan como verdades inmutables,
basadas en la experiencia y en factores emocionales y culturales, y que rara vez se cuestionan. En
contraste, las concepciones actiian como estructuras organizadoras subyacentes que dan forma y
significado al conocimiento y constituyen el andamiaje cognitivo esencial para comprender y

expandir el conocimiento matematico (Flores-Medrano et al., 2014).

Este modelo se ha consolidado como una herramienta clave para la sistematizacion del
conocimiento especializado del profesor, ya que los seis subdominios que lo componen permiten
caracterizar de manera detallada dichos conocimientos, particularmente en el caso de los
profesores de primaria. Ademas, facilita el estudio de posibles relaciones e impactos entre los
distintos subdominios del conocimiento especializado (Escudero et al., 2021). La Figura 3

presenta la estructura de los dominios y subdominios del modelo M7SK.
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Figura 3

Dominios y Subdominios del modelo MTSK
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Fuente: Carrillo-Yafiez et al. (2018).

3.1.1 Conocimiento Matemadtico (MK)

Este dominio comprende conocimientos relacionados directamente con la disciplina
matematica que se ensefia, y se divide en tres subdominios especificos, segun Carrillo-Yafiez et
al. (2018) el conocimiento de los temas (KoT): hace referencia al saber del profesor de
matematicas sobre los temas que ensefia. Este conocimiento abarca una comprension profunda
del contenido matematico, incluyendo conceptos, procedimientos, reglas, hechos y teoremas,
junto con sus significados asociados. El conocimiento de la estructura matematica (KSM): hace
referencia a la capacidad del profesor para comprender las relaciones existentes entre distintos
elementos matematicos. Estas conexiones surgen de dos tipos de consideraciones: las

temporales, que se enfocan en la secuenciacion de conceptos (aunque no necesariamente desde
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un enfoque curricular, pero si relacionado con las matematicas), lo que permite establecer
vinculos asociados al incremento de la complejidad o la simplificacion; y las relacionadas con la
delimitacion de objetos matematicos, las cuales generan interconexiones entre conceptos. El
conocimiento de la practica matematica (KPM): implica el modo de proceder en matematicas.
Incluye el conocimiento de las formas de conocer y crear o producir en matematicas
(conocimiento sintactico sobre la ldgica en matematicas), el razonamiento y la prueba, saber
definir y usar definiciones, elegir representaciones, argumentar, generalizar o explorar, aspectos

de la comunicacion matematica.
3.1.2 Conocimiento Didactico del Contenido (PCK)

Este dominio describe el conocimiento especializado en la ensefianza y el aprendizaje de
las matematicas, subdividido también en tres subdominios especificos, como afirman Carrillo-
Yafiez et al. (2018) el conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de los estudiantes
(KFLM): este conocimiento implica que el profesor reconozca como los estudiantes piensan y
desarrollan su comprension al enfrentarse a actividades y tareas matematicas; incorpora
conocimientos sobre estilos de aprendizaje y diferentes formas de percibir fisonomias inherentes

a determinados contenidos.

Conocimiento de la ensefianza de las matematicas (KMT): se trata de reconocer el
potencial que poseen actividades, estrategias y técnicas para facilitar la ensefianza de conceptos
matematicos concretos, asi como identificar las posibles limitaciones y desafios que puedan

presentarse durante su implementacion.

Conocimiento de los estdndares de aprendizaje de las matemadticas (KMLS): este
subdominio abarca propuestas curriculares, estandares establecidos por grupos de investigacion o

asociaciones profesionales, y los objetivos de aprendizaje previstos para cada nivel educativo. A
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continuacion, se describen los dominios, subdominios y categorias que se estudiaran en esta

investigacion (Carrillo-Yanez et al., 2018).
3.1.3 Conocimiento de los Temas (KoT)

El Conocimiento de los Temas (KoT) se refiere a lo que el profesor de matematicas sabe
y como lo sabe sobre los temas que ensefa. Este subdominio implica un conocimiento del
contenido matematico, abarcando conceptos, procedimientos, hechos, reglas y teoremas, junto
con sus significados. Ademas, contempla las conexiones entre diferentes elementos del mismo
tema y las formas de representar dichos contenidos. Dentro de este subdominio se incluyen
aspectos como Definiciones, Fenomenologia y aplicaciones, Registros de representacion,
Propiedades y sus fundamentos y Procedimientos ;Como se hace? ;Cuando se puede hacer?

(Por qué se hace asi? y Caracteristicas del resultado? (Lifian et al., 2016).

Ahora, las definiciones en matematicas hacen referencia al conocimiento que un profesor
tiene sobre la naturaleza de un objeto matematico’, considerando tanto su caracterizacion
principal como posibles formulaciones alternativas y sus propiedades distintivas. La definicion
de generalizacion algebraica de patrones incluye dos tipos de generalizaciones: factuales y
contextuales. Generalizaciones factuales: estas se basan en la evidencia de acciones
generalizadas a través de un esquema operacional, que permanece conectado al uso concreto de
simbolos numéricos, términos deicticos, gestos y actividades perceptuales. En este nivel, lo
general o indeterminado no se nombra. Las generalizaciones contextuales representan un nivel

mas avanzado, aunque no alcanzan las generalizaciones simbdlicas algebraicas. En este caso, se

7 El objeto matematico representa una funcionalidad en un contexto, debe existir un signo que lo represente y
manifieste su existencia (Pecharroman Gémez, 2013).
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generalizan tanto las acciones numéricas como los objetos de esas acciones, abarcando objetos

genéricos que no son perceptibles a través de los sentidos (Vergel, 2014).

Este conocimiento es esencial para dotar de sentido y significado a los conceptos
matematicos. Asimismo, implica la capacidad de reconocer y emplear distintas formas de
expresar una definicion, ya sea a través del lenguaje oral, escrito en términos cotidianos o
mediante notacion matematica formal (Pecharroman, 2013). Por ejemplo, el conocimiento de un
profesor de primaria sobre un patréon de crecimiento como una secuencia construida con cuadros
(término 1: 3 cuadros, término 2: 5 cuadros, término 3: 7 cuadros), el profesor debe reconocer
que la diferencia entre términos consecutivos es constante (+2). Esto le permite derivar una
formula general, como f (n) = 2n + 1, que describe el nimero de cuadros en funcion de la

figura (Vergel, 2015).

Fenomenologia y Aplicaciones hace referencia al conocimiento que un profesor posee
sobre la manera en que un objeto matematico puede aplicarse en contextos diferentes de las
matematicas. Este conocimiento abarca los modelos asociados a un concepto matematico,
considerados como fendmenos que pueden contribuir a la construccion y comprension del
conocimiento matematico, incluyendo aquellos que emergen en el proceso de formulacion del

propio concepto (Climent et al., 2014).

Dentro de esta categoria, se incluyen el conocimiento del profesor sobre aspectos
fenomenologicos (Gomez y Rico, 2002) como su comprension sobre los usos y aplicaciones del
concepto en distintos ambitos. Ademads, considera la identificacion de modelos matematicos

asociados (Vasco, 2015).

Esta categoria abarca diversos aspectos importantes: en primer lugar, el conocimiento

fenomenologico, entendido como la compresion de cémo los conceptos matematicos se
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manifiestan en situaciones del mundo real y codmo estos pueden ser utilizados para resolver
problemas practicos (Gémez y Rico, 2002). Asimismo, contempla los usos y aplicaciones de los
contenidos matematicos en diferentes contextos, lo que contribuye a otorgar significado a los

conceptos construidos durante el proceso de aprendizaje (Gomez y Rico, 2002).

De igual manera, este conocimiento comprende la articulacion de modelos que relacionan
la matematica con fendmenos del entorno, lo que favorece la modelizacion como una
herramienta para la construccion de conocimiento (Escudero-Avila & Carrillo Yafiez, 2020). En
el andlisis de patrones lineales, por ejemplo, el proposito consiste en reconocer la regularidad que
subyace a la secuencia y extenderla a cualquier término mediante un proceso de abduccion
analitica (Radford, 2010). Dicho proceso resulta fundamental para el desarrollo del pensamiento
algebraico, pues favorece la designacion y el tratamiento de la indeterminacion mediante

diversos registros de representacion y a través de la contraccion semidtica del lenguaje (Radford,

2022).

Registros de Representacion se refiere al conocimiento sobre las diversas formas en que
un objeto matematico puede ser expresado y comunicado. Estas representaciones incluyen
registros numéricos, graficos, verbales, analiticos y materiales, asi como el uso de notaciones,
simbologias y vocabulario, tanto convencionales como alternativos, empleados para describir el
concepto matematico. Ademas, esta categoria abarca la comprension de las interrelaciones entre
las distintas representaciones y su impacto en la construccion del conocimiento matematico
(Radford, 2010). Estos registros facilitan la comprension y la generalizacion de patrones en

situaciones matematicas.

A continuacidn, se detallan algunos de los tipos de registros de representacion relevantes,

representaciones numéricas, incluyen el uso de nimeros y operaciones para mostrar relaciones y
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patrones. Pueden utilizar secuencias numéricas para identificar regularidades y generalizar reglas
(Vergel, 2014). Representaciones Graficas: implican el uso de graficos y diagramas para
visualizar patrones. Estas representaciones ayudan a los estudiantes a comprender relaciones
entre variables y a identificar tendencias (Pincheira, 2023). Representaciones Verbales: consisten
en descripciones orales o escritas que explican los patrones observados. Los estudiantes pueden
verbalizar sus razonamientos, lo que les permite clarificar su pensamiento y compartirlo con
otros (Radford, 2010). Representaciones Semioticas: se refieren al uso de simbolos y notaciones
matematicas que permiten expresar ideas complejas de manera concisa. Estas representaciones
son esenciales para el desarrollo del pensamiento algebraico, ya que facilitan la comunicacion de
conceptos (Radford, 2022). El conocimiento sobre estos registros es crucial para que los

profesores puedan ver las conexiones entre diferentes formas de representacion (Radford, 2022).

Propiedades y fundamentos hacen referencia al conocimiento que posee un profesor
sobre las caracteristicas esenciales de un objeto o procedimiento matematico, las cuales le
confieren significado y contexto. Este conocimiento comprende las propiedades que definen al
objeto y aquellas que surgen de sus interrelaciones con otros conceptos y su justificacion dentro

del marco matematico (Espinoza, 2020).

Las propiedades y fundamentos de la generalizacion de patrones en el pensamiento
algebraico temprano se centran en varios aspectos clave. Los profesores deben ser capaces de
reconocer caracteristicas comunes entre los elementos de una secuencia, lo que les permite
establecer patrones y relaciones. Esta identificacion es fundamental para avanzar hacia la
generalizacion (Radford, 2010, 2022). A partir de esta propiedad comun, se extiende el
razonamiento inductivo que conecta lo especifico con lo general, permitiendo extender la

comprension a un conjunto mas amplio de casos (Sosa-Moguel et al., 2020). Este proceso lleva a
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la construccion de expresiones algebraicas que permiten calcular el término dentro de la
secuencia, lo que es esencial; esto, requiere el uso del simbolismo algebraico y el conocimiento
para expresar matemdticamente las observaciones realizadas (Kieran et al.,, 2016). Para
desarrollar el pensamiento algebraico, no solo es necesario ver lo general en lo particular, pues se
requiere la capacidad de expresarlo mediante notacion algebraica. Sin embargo, existe una
dificultad comun entre los estudiantes para hacer esta transicion del lenguaje verbal al simbolico
(English y Kirshner, 2015). Estos fundamentos son cruciales para introducir el pensamiento
algebraico desde los primeros afios de educacion, promoviendo un aprendizaje continuo y sin

rupturas entre la aritmética y el algebra (Knuth et al., 2011).

En la categoria Procedimientos se consideran las siguientes preguntas a) referido al
conocimiento del profesor de primaria; b) ;cudndo se puede hacer?, las condiciones para
proceder; c¢) ;por qué se hace?, los fundamentos de la generalizacion de patrones; y d) las
caracteristicas que tendria el objeto resultante asociado al tema en cuestion. A este proposito
Radford (2015) sefala que la principal diferencia entre el pensamiento aritmético y el algebraico
radica en que este ultimo aborda cantidades indeterminadas de manera analitica. En otras
palabras, se consideran cantidades indeterminadas (como incédgnitas o variables) como si fueran
conocidas y se realizan cdlculos con ellas de la misma forma que se haria con numeros
conocidos. Por ejemplo, al trabajar con la secuencia 3, 6, 9, 12, ..., el profesor debe poseer un
conocimiento sobre: el procedimiento (;,como se hace?): saber como guiar la identificacion del
patréon de crecimiento. Las condiciones (;cuando se puede hacer?): reconocer en qué contextos
es valido aplicar la generalizacién, como en secuencias con una relacion de adicidon constante.
Los fundamentos (;por qué se hace?): comprender la relaciéon de la secuencia con la

multiplicacion, la estructura de las progresiones aritméticas y la nocién de funcion lineal en
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niveles mas avanzados. Las caracteristicas del objeto matematico resultante: ser capaz de
analizar la regularidad del patrén, prever su comportamiento a largo plazo y establecer

conexiones con otros conceptos.

Desde esta perspectiva, la generalizacion de patrones es el puente epistémico donde el
profesor deja de ver los temas como "nodos aislados" y comienza a gestionarlos como una red
sistémica interconectada (Carrillo-Yanez et al., 2018; Flores-Medrano, 2022). El didlogo con el
subdominio KSM puede facilitar una transicion hacia el Early Algebra se configure como una
practica de articulacion progresiva entre contenido, superando una aproximacion centrada

exclusivamente en la instruccion técnica (Gonzalez y Eudave, 2018).
3.1.4 Conocimiento de la Ensefianza de las Matemdticas (KMT)

Este subdominio integra el conocimiento matematico y su ensefanza, lo que permite al
profesor seleccionar representaciones especificas o materiales para facilitar el aprendizaje de un
concepto o procedimiento matematico, asi como elegir libros, una tarea o herramientas digitales
(Rojas et al., 2015). Aunque este conocimiento no se considera matematico en si mismo, es

fundamental para que los profesores puedan desarrollar el contenido (Escudero-Avila et al.,

2016).

Es importante destacar que este conocimiento trasciende el uso instrumental de los
recursos, dado que implica una valoracion critica de su potencial para favorecer la ensefianza de
contenidos matematicos especificos, asi como de las limitaciones que pueden presentar en

contextos de aplicacion matematica (Carrillo-Yafiez et al., 2018).

Las categorias consideradas en este subdominio son: teorias personales o

institucionalizadas de ensefianza, recursos materiales y virtuales, y ejemplos y actividades para la
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ensefanza. Teorias personales o institucionalizadas de ensefianza: se refiere al conocimiento
sobre teorias especificas de la Educacion Matematica, asi como estrategias o técnicas didacticas
asociadas a un tema matematico y sus implicaciones, por ejemplo, el conocimiento sobre la
estructura general propuesta en la Teoria de Situaciones Didacticas de Brousseau (Flores-
Medrano et al.,, 2014). Recursos materiales y virtuales: incluye el conocimiento sobre
herramientas como libros de texto, pizarras tradicionales y electronicas, software educativo como
Cabri o GeoGebra, que se utilizan para ensefiar matematicas (Escudero-Avila et al., 2016).
Ejemplos y actividades para la ensefianza: se refiere al conocimiento del profesor sobre ejemplos
y la potencialidad de ciertas actividades en funcidon del tema que se estd abordando (Escudero-

Avila et al., 2016).
3.1.5 Conocimiento de los Estindares de Aprendizaje de las Matematicas (KMLS)

Este subdominio integra el conocimiento de los contenidos prescritos por las normativas
curriculares, su organizacion a través de los diferentes niveles educativos y las condiciones que
orientan su desarrollo (Rojas et al., 2015). Ademas, comprende el conocimiento de las
expectativas de aprendizaje, de la progresion del desarrollo conceptual y procedimental de los
estudiantes y de la secuencia en que dichos contenidos se incorporan a lo largo de la escolaridad.
En consecuencia, este conocimiento especializado permite interpretar criticamente las demandas
curriculares y valorar la correspondencia entre los aprendizajes esperados y el nivel de desarrollo

que se prevé alcancen los estudiantes en cada etapa educativa (Sosa-Guerrero, 2024).

Por otra parte, para este subdominio es relevante la cuestion del estandar de aprendizaje
que se considera como un indicador del nivel de capacidad que se espera que los estudiantes
alcancen en un momento determinado del ciclo escolar, en relacion con el aprendizaje, la

construccion y el dominio de las matematicas (Flores-Medrano et al., 2014). Las categorias de
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este subdominio son: resultados de aprendizaje esperados, nivel esperado de desarrollo

conceptual o procedimental y secuenciacion de temas.

La primera, que actualmente se denomina resultados de aprendizaje esperados, consiste
en el conocimiento que manifiesta el profesor acerca de lo que esta determinado que aprenda un
estudiante a nivel de Educacién Bésica Primaria, al igual que el nivel conceptual con el que se
espera aprenda (Adame-Esparza y de Lira Lozano, 2019). En la segunda categoria se considera
el conocimiento del nivel de desarrollo conceptual y procedimental esperado y se refiere, de
manera general, al nivel de profundizacion (y extension) que se puede alcanzar en un tema
especifico en un momento determinado del nivel escolar. Por ejemplo, entender que no se espera
que un estudiante de segundo nivel de primaria logre un nivel de deduccion formal o rigor, segun

el modelo de Van Hiele, forma parte de esta categoria (Codes y Contreras, 2022).

La tercera categoria se entiende como la secuenciacion de temas que el profesor llevaré a
cabo dentro del mismo curso, considerando también los cursos anteriores (conocimiento que
debe tener el profesor sobre lo que un estudiante de un determinado nivel necesita para abordar
nuevas tareas) o los cursos posteriores (conocimiento de las potencialidades que el trabajo actual
tendra para desarrollar un tema especifico en el futuro). Por ejemplo, el reconocimiento del signo
igual como una equivalencia entre expresiones que incluyen sumas y restas suele introducirse en
el primer nivel de Educacion Basica Primaria. A lo largo de los niveles siguientes, estos
conceptos se refuerzan mediante actividades que implican operar con secuencias numéricas para
identificar nimeros u operaciones faltantes, asi como aplicar las propiedades de las operaciones
en contextos tanto escolares como extraescolares, especialmente en el segundo nivel (Codes y

Contreras, 2022).
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3.2 Pensamiento Algebraico Temprano

En el mundo de la Educacion Matematica ha surgido el interés por el conocimiento del
profesor de primaria en una disciplina especifica, particularmente en relacion con el pensamiento
algebraico temprano (Kaput et al., 2017). Este enfoque promueve el desarrollo del pensamiento
algebraico desde las primeras etapas de la educacion bésica primaria, como una propuesta de
cambio curricular que emerge a partir de diversos estudios (Radford, 2022; Schliemann et al.,

2006).

El pensamiento algebraico temprano busca fortalecer la exploracion y comprension de
patrones, relaciones y estructuras matematicas desde los primeros grados escolares (Pincheira,
2023). De acuerdo con Aké (2021) el objetivo es fomentar un desarrollo progresivo del
pensamiento algebraico, que se desarrolle desde la educacion inicial hasta la secundaria, sin que
ello implique la implementacioén de un “curso de algebra” en la Educacion Bésica Primaria. Para
comprender mejor lo anterior, esto ocurre porque los estudiantes de secundaria presentan una
comprension limitada de la sintaxis algebraica, lo que les dificulta interpretar correctamente los
simbolos algebraicos. Esta situacion motiva a estudiar si ciertas actividades algebraicas pueden
implementarse en la Educacion Bésica Primaria, enfocdndose en un abordaje temprano del
desarrollo del pensamiento algebraico para prevenir dificultades en la comprension de conceptos
mas complejos (Kaput et al., 2017). Cabe sefialar que, a diferencia de la ensefianza tradicional
del algebra, que se enfoca en la manipulacion de expresiones y ecuaciones, el pensamiento
algebraico temprano pone énfasis en la capacidad de identificar regularidades, secuencias o
patrones, sentando las bases para el aprendizaje del algebra formal en etapas posteriores
(Zapatera, 2018). Por tanto, diversos curriculos de Educacion Infantil y Primaria han comenzado

a integrar explicitamente contenidos destinados a fomentar el pensamiento algebraico desde las
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primeras edades como en Estados Unidos, Australia, Singapur y Chile (Pincheira y Alsina,

2021b).

A pesar de la creciente importancia del dlgebra temprana, sigue existiendo un desacuerdo
en la literatura acerca de como definir los conocimientos especificos que engloba el concepto de
"algebra temprana" (Radford, 2022). Ademas, Nobrega et al. (2021) sefialan que la mayoria de
los estudios internacionales se centran en el aprendizaje de los alumnos, mientras que pocos
abordan especificamente los conocimientos de los profesores, particularmente en la Educacion

Bésica Primaria, para trabajar con el pensamiento algebraico.

Este enfoque demanda una perspectiva mas amplia sobre la naturaleza del algebra
escolar, que tenga en cuenta la interaccion entre los diferentes tipos de pensamiento algebraico y
los procesos de generalizacion de patrones (Vergel, 2015). Para caracterizar el pensamiento
algebraico, Radford (2022) distinguen tres tipos: indeterminacion de las magnitudes, el
pensamiento algebraico se caracteriza por trabajar con magnitudes que no estan determinadas,
como incognitas, variables o parametros. Denotacion, es fundamental asignar nombres o
simbolos a las magnitudes o cantidades indeterminadas involucradas. Este proceso de
simbolizacion puede realizarse de diferentes maneras, utilizando signos alfanumeéricos o incluso
empleando lenguaje natural, gestos, signos no convencionales o una combinacion de ellos.
Analiticidad, el pensamiento algebraico permite calcular u operar con magnitudes o cantidades
indeterminadas como si fueran conocidas, y aborda relaciones matematicas que incluyen
magnitudes determinadas e indeterminadas como ecuaciones, formulas o expresiones de manera

deductiva.

En coherencia con las ideas hasta ahora expuestas, el pensamiento algebraico se

caracteriza por elementos analiticos como la indeterminacion, la analiticidad y la expresion
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simbolica, los cuales estan vinculados a las formas de pensamiento propuestas por Vergel et al.
(2022). En este marco, el pensamiento factual se centra en casos concretos o numeros
especificos, donde la indeterminacion es implicita y se manifiesta mediante medios semioticos
como gestos, palabras o acciones. Por ejemplo, el alumno sefiala con la mirada, con su indice,
realiza movimientos con un lapiz, dice “aqui”, sefiala con la mirada, con su indice, realiza
movimientos con un lapiz, dice “aqui”, sefiala y dice “mas 2” (Vergel, 2014, p. 227). El
pensamiento contextual, avanza hacia la generalidad explicita, utilizando frases clave para
describir patrones generales. Este nivel implica una contraccién semiotica que transforma
expresiones concretas en generalizaciones mas abstractas. Por ejemplo, el estudiante dice “arriba
quitd uno” o “dos por la figura mas uno”, o “# de la figura + 1 para la fila de arriba y # de la
figura + 2 para la de abajo (Vergel, 2014. p. 227). Finalmente, el pensamiento simbdlico,
introduce representaciones algebraicas abstractas mediante simbolos alfanuméricos y
expresiones generales como n + (n— 1), permitiendo explicitar relaciones funcionales y

formas mas avanzadas de generalizacion (Vergel, 2014, p. 227).

La transicion entre estas formas destaca el transito desde lo concreto hacia lo abstracto, lo
cual plantea retos didacticos relacionados con asignar significados abstractos a las
representaciones algebraicas. Este progreso permite explicitar la indeterminacion y desarrollar un

sistema algebraico plenamente simbdlico (Radford, 2010).
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Figura 4

Progresion del pensamiento algebraico temprano en la generalizacion de patrones

Secuencia de referencia

Término 1 Término 2 Término 3 Término 4

] DO 0000 DOOCOCM | Desdobe
D D I:I D D I:l l:l D D D [ Cuadro sombreado

(
1. PENSAMIENTO FACTUAL * 2. PENSAMIENTO CONTEXTUAL » 3. PENSAMIENTO SIMBOLICO
(Casos concretos) (Generalidad explicita) (Representacién algebraica)
El estudiante se centra en los casos particulares El estudiante usa lenguaje natural para describir El di P el patrén medi imbol
y reconoce el cambio observando y actuando. la relacién general del patrén. y expresiones algebraicas.
Término 1 Término 2 Término 3 Término 4 Término 1 Término 2 Término 3 Término 4 Término 1 Término 2 Término 3 Término 4 |
—
\ Um DEDI EEE pEEeN | OF OOOE OOOmOO00Om | | Ellj. DEE. DI:I|:DI OO
g 1S 8 71 ¥ 16 Y O 0o 000 Oood I 1 5 11 [ 1
|
‘ Minifestacionas Manifestaciones | Manifestaciones
z " + Dice: "arriba quité uno”. Contraccién semidtica: Usa letras para representar cualquier término del patrén.
| @ El estudiante mira y sefiala el patrén. + Dice: “dos por la figura mas uno®. transforma la accién Escribe expresiones generales como:
s Y *+ O expresa: “# de la figura + 1 para la fila y lo concreto en una &
‘ {b Seffala con ef indice “aqui”. Observa que en cada | de arriba y # de la figura + 2 para la fila descripcién general [ () | oh [ A oo ]
término hay 2 cuadros | de abajo”. del patrén. J y
g - y maés que en el anterior. ’ Tabla de generalizacién donde n es el nimero del término.
f Rechzs siovimisntog condl Holz: Reconoce el cambio [ Término Fila de arriba Filade abajo | Totalde
de manera implicita. (n) (# cuadros) (#cuadros) | cuadros Tabla algebraica general
e { J [ | 1 [ 0 1 | I
Q Dice: “més 2. = = - : = ! 2 { Término (n) L Fila de arriba ‘ Filadeabsjo | Total de cuadros
+ AL b = .
3 3 2 5
‘ 2 + . + 3 7 n n n-1 n+(n-‘l)=2n-|‘
| Expresion en lenguaje natural
3. Fila de arriba = n Fila de abajo = n - 1 Total =n + (n - 1) o
| Idea principal Idea principal
| Reconoce la regularidad local: aumenta de 2 en 2. Idea principal Generaliza de forma algebraica.
\ La indeterminacién es implicita. Explncna la relnclén general entre términos. La indeterminacion se explicita con el uso de variables.
Generaliza de forma perceptiva y recursiva. Surge la proto- idad: identifica variables y relaci Permite deducir y justificar cualquier término.
Adn no usa simbolos algebraicos.
TRANSICION ENTRE FORMAS DE PENSAMIENTO
Del p i factual ( e implicito) — al | (verbal y general) - al simbélico (algebraico y abstracto).
Este prog permite explicitar la ind inacién y desarrollar un sist Ig o pl simbélico (Radford, 2010).

Fuente: Adaptado de Radford (2010, 2013, 2018), Vergel (2015) y Vergel et al. (2022).
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3.3 Generalizacion de Patrones

Radford (2010) sostiene que la generalizacion de patrones constituye un proceso esencial
para el pensamiento algebraico desde edades tempranas. Ademads, esta habilidad temprana
establece una base para el aprendizaje de conceptos y expresiones algebraicas en niveles

educativos posteriores.

En este sentido, los patrones ofrecen una via de acceso a la abstraccion matematica,
permitiendo a los estudiantes observar regularidades y utilizar estas observaciones para formular
hipotesis. De acuerdo con Radford (2013), la generalizacion de patrones no solo implica
reconocer una regularidad; también requiere la capacidad de expresar dicha regularidad mediante
una formula algebraica que permita calcular cualquier término de una secuencia. Esta capacidad
de generalizacion es esencial en el proceso de transicion de lo concreto a lo abstracto en el

aprendizaje de las matematicas.

Por otro lado, Radford (2013) establece una diferencia crucial entre lo que ¢l denomina
generalizacion aritmética y algebraica. La generalizacion aritmética se refiere a un tipo de
generalizacion que se queda en el nivel de la observacion de patrones sin llegar a la deduccion
formal de una formula que permita calcular términos generales. En esta situacion, los estudiantes
pueden reconocer el patron que subyace en los términos de una secuencia, pero no siempre
logran deducir una férmula que les permita calcular cualquier término posterior. Este tipo de
generalizacion es considerado un proceso preliminar que puede evolucionar hacia la
generalizacion algebraica que se caracteriza por una mayor abstraccion y la formulacion de
expresiones que explican la secuencia en su totalidad. Por tanto, esto implica identificar una

caracteristica comun entre ciertos elementos de una secuencia mediante la observacion, extender



60

esta propiedad a todos los términos de la secuencia y utilizarla para deducir una féormula que

permita calcular cualquier término.

Para Radford (2013) este proceso requiere: i) la toma de conciencia de una propiedad
comun que se nota a partir de un trabajo en el terreno fenomenologico de observacion sobre
ciertos términos particulares (por ejemplo, pi, p2, p3..., pk), i) la generalizacion de dicha
propiedad a todos los términos subsecuentes de la secuencia (Px + 1, Pk +2, Pk +3...) y iii) la
capacidad de usar esa propiedad comun a fin de deducir una expresion directa que permite
calcular el valor de cualquier término de la secuencia (p. 6). Este tercer paso adquiere un caracter
fundamental, en la medida en que la propiedad comun, inicialmente planteada como una
abduccion o prediccion plausible (Radford, 2008, 2015), se convierte en una suposicion que hace
posible la elaboracion de una regla o esquema basado en cantidades indeterminadas (variables),
lo cual permite deducir expresiones correspondientes a términos que se sitian mas alla del
campo perceptivo (Vergel, 2014, 2015). En este sentido, la capacidad de formular una regla o
expresion directa constituye el rasgo distintivo de la generalizacion algebraica (Figura 5) frente a

las generalizaciones (Zapatera, 2022).

Figura 5

Estructura de la generalizacion algebraica de secuencias figurales

Caracteristica

| Términos dados | Determinaciones
| | - [
T o AL o8 ;I sensibles w”f“”
‘ S f C
|
|  Aplicacién a
: | )
Deduccion de la | términos no | Abduccion analitica
formula dados {C se convierte en H)

Pr+1s Pgszi «o- |

Fuente: Radford (2013, p. 7).
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Para comprender como opera este proceso de generalizacion, puede considerarse el
siguiente ejemplo asociado a un patron figural creciente. Supongase una secuencia de figuras
construidas con fichas cuadradas, donde el término 1 tiene 3 fichas, el término 2 tiene 5 y el
término 3 tiene 7. A partir de los términos dados (3, 5 y 7) el estudiante identifica una

caracteristica comun: “cada figura aumenta dos fichas”.

En un primer momento emerge un pensamiento factual, ya que la regularidad se expresa
mediante acciones concretas y referencias ostensivas. El estudiante sefala las figuras, cuenta
fichas y afirma “aqui hay dos mas” mientras utiliza gestos o movimientos para indicar el
crecimiento del patrén. La indeterminacion aun permanece implicita y depende del contexto

perceptivo inmediato (Radford, 2010).

Posteriormente, el estudiante avanza hacia un pensamiento contextual cuando verbaliza la
regularidad de manera mas general: “siempre se agregan dos cuadros” o “cada figura tiene dos
mas que la anterior”. Aqui aparece una contraccidon semiodtica que permite desprenderse
parcialmente del caso particular y formular relaciones generales mediante lenguaje natural

(Vergel, 2014).

Finalmente, el pensamiento simbdlico se manifiesta cuando el estudiante representa

algebraicamente la regularidad mediante una expresiéon como:
a,=2n+1

En este nivel, la indeterminacion se explicita mediante el uso de variables y notacion
algebraica, permitiendo deducir términos no observados directamente, por ejemplo, calcular el

término 5 sin necesidad de construir toda la secuencia.
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En relacion con la Figura 5, el proceso abductivo se evidencia cuando, a partir de algunos
casos particulares, el estudiante infiere una hipdtesis general sobre el comportamiento del patron
(“la regla es sumar dos”). Posteriormente, dicha hipotesis se valida al aplicarla a términos no
dados, lo que conduce a la deduccion de una formula general. De esta manera, el transito desde
lo factual hacia lo simbdlico no constituye unicamente un cambio de representacion, implica una
transformacion progresiva de las formas de generalizacion algebraica y de explicitacion de la

indeterminacion (Radford, 2010; Vergel, 2014).

En la estructura de la Figura 5, la generalizacion consiste en identificar una caracteristica
comin a partir de un conjunto limitado de términos, lo que implica elegir entre diversas
posibilidades sensibles. Posteriormente, esta caracteristica se extiende a otros términos de la
secuencia a través de un proceso de abduccion que, segun Radford (2013) constituye una
inferencia razonablemente plausible que permite formular una posible regla general a partir de
las regularidades observadas. Cuando este razonamiento Unicamente permite avanzar de un
término al siguiente, se produce una generalizacion aritmética, que da lugar a un procedimiento,
pero no a una formula explicita. De igual manera, cuando los estudiantes proponen una formula
basada en casos limitados, aun cuando esta resulte plausible, la generalizacién permanece en un
nivel inductivo inicial y no alcanza una deduccion algebraica propiamente dicha. Para que la
generalizacion sea verdaderamente algebraica, la abduccion debe emplearse de manera analitica,
transformdndose en un principio fundamentado que permita deducir con rigor una formula
general aplicable a cualquier término. La clave estd en la caracteristica comun, que pasa de ser
una idea plausible para convertirse en una hipotesis formal, subrayando su importancia

epistemologica (Radford, 2013).
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El pensamiento algebraico temprano y la estructura de generalizacidon de patrones aportan
elementos tedricos que posibilitan un reconocimiento del tipo de pensamiento algebraico
manifiesto por los profesores de primaria; adicionalmente, sustentan analiticamente datos
obtenidos en la investigacion, para la definicion de una postura descriptiva - interpretativa en
relacion con los posibles cambios del conocimiento especializado de los profesores, en el

contexto del pensamiento algebraico temprano.

Figura 6

Estructura analitica del proceso de generalizacion de patrones en el desarrollo del
pensamiento algebraico temprano

Ejemplo: Figuras formadas por cuadrados

[ La figura se construye agregando cuadrados. Analizamos el patrén para encontrar una regla general. ]
1. TERMINOS DADOS 2. DETERMINACIONES SENSIBLES 3. CARACTERISTICA COMUN
Pis Paysiiii P Organizamos los datos en una tabla c
P, para buscar regularidades. En todas las figuras, la cantidad de cuadrados
Py P, Py = > > sigue este patrén:
[ [ B n (nimero defigura) | 1 | 2 | 3 | 4 | n
H:, il ] ] b e Cada figura tiene el doble de su nimero
] 10 = ... Cuadrados (C) < (I BB G ) (80 més 1 cuadrado.

Contamos cuéntos cuadrados tiene cada figura.

(Es decir: siempre hay 1 cuadrado de mas

P,=3 P,=5 Ps=7 P,=9 .. Observamos que la cantidad de cuadrados que el doble del nimero de figura).

i aumenta de 2 en 2.
(Secuencia: 3,5,7,9, ...)

6. DEDUCCION DE LA FORMULA 5. APLICACION A TERMINOS NO DADOS 4. ABDUCCION ANALITICA
A partir de la caracteristica comun, Usamos la férmula para calcular cuantos (de lo concreto a lo general)
escribimos la férmula general. cuadrados tendra cualquier figura. A partir de los casos y la caracteristica comun,

conjeturamos la regla general que explica

{ a, = 2n+1 ] Ps5: as=2(5)+1=11 todos los casos.

donde n es el nimero de figura y Py app =2(10) +1=21
a, la cantidad de cuadrados. Pz a,=2n+1

{ Conjetura: a, = 2n+1 }

VERIFICACION DE LA FORMULA EN OTROS CASOS

n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 La regla general
a,=2(1)+1=3 a,=2(2)+1=5 a;=2(3)+1=7 a,=24)+1=9 as=2(5)+1=11 a,=2n+1
M O T permite predecir
B] v Coincide H] v Coincide @3] ¥ Coincide _:l—l v Coincide _:l_l ¥ Coincide y explicar cualquier
] | ] figura.
[ Pasamos de casos particulares (contar) a una regla general (férmula) que funciona para cualquier nimero de figura. J

Fuente: elaboracion propia
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3.4 Conocimiento de Profesores de Matematicas en Educacion de Primaria

Existen diversas perspectivas sobre el conocimiento de los profesores, las cuales han
dado origen a distintos marcos tedricos en torno al conocimiento del profesor de matematicas,
entre ellos se encuentran, la competencia profesional (Font, 2011), la formacién del profesor de
matematicas (Llinares, 2018), el enfoque Onto-semiotico (Godino et al., 2017), el anélisis de la
practica profesional (Vanegas y Pino-Fan, 2019). Todos ellos se preocupan acerca de qué es lo
que el profesor de matematicas deberia saber para enfrentar diferentes problemas profesionales,
ya que se cuestionan como lograr que el profesor de matematicas identifique y/ o clasifique

cuales son las mejores herramientas para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Asi mismo, el conocimiento del profesor no se reduce exclusivamente al trabajo
especifico en el aula, puesto que se estarian desestimando otros aspectos, algunos sustanciales y
otros intangibles como: el conocimiento del profesor, el desarrollo de competencias del profesor,
el desarrollo profesional o el dominio afectivo, entre otros, cuya existencia se hace evidente en
los modelos tedricos o en las competencias del profesor de matematicas en ejercicio y en

formacion (Badillo, 2019).

El conocimiento del profesor, y en especial del profesor de matematicas, trasciende mas
alla de una transmision disciplinar, tomado lo disciplinar en el sentido de llevar al aula un
contenido, un objeto matematico. Por ejemplo, una proposicion logica es un objeto matematico
que requiere de conceptos basicos de las matemadticas, de conocimientos conceptuales y
procedimentales, también de situaciones en contexto (Gorgori6 y Albarracin, 2019). La profesion
profesoral comparte elementos comunes, como la planificacion de clases, el disefio de tareas y la

creacion de evaluaciones.
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En ese sentido, un aspecto critico es la capacidad de los profesores para disefar tareas
que trasciendan los ejercicios rutinarios y favorezcan el desarrollo del pensamiento algebraico.
Esta condicién convoca a poner el foco de atencion en el conocimiento de los profesores, pues
siguiendo a Somasundram (2021) y Vergel (2015) el pensamiento algebraico emerge en el aula
como resultado de las tareas propuestas y la naturaleza de la actividad desarrollada. En el marco
de la propuesta curricular nacional y su implementacion en el aula, se presenta una tarea del
portal de Colombia Aprende, disefiada especificamente para el segundo grado, segtin el curriculo
colombiano. Esta tarea ejemplifica la propuesta curricular nacional y también sirve como modelo
del tratamiento escolar recomendado a los profesores de primaria para abordar la generalizacion
de patrones en dicho grado (Figura 7). La tarea espera que el estudiante disefie una secuencia
numérica, cree formas geométricas y desarrolle figuras de dos patrones, interpretando y
argumentando los cambios y variaciones en la secuencia. Desde esta perspectiva, el estudio del
pensamiento algebraico temprano direcciona el conocimiento del profesor (de Sousa et al., 2020;
Zapata, 2019).

Figura 7

Secuencias y patrones para estudiantes de segundo grado

Observa con atencidn cada secuencia y luego responde las preguntas:

(Cuantos elementos componen cada

figura de la secuencia?

B E{ m (Qué elemento se mantiene constante en

la secuencia?

papunnn
o
J

(Qué elemento varia en la secuencia?

(Como cambia el elemento en la

secuencia?
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Describe el patrén que encontraste.

Dibuja la secuencia completa.

Nota: Actividad de interpretacion de secuencias y patrones, para estudiantes de segundo grado.
Fuente: DBA 13%.

La tarea presentada en la Figura 7, esta concebida para determinar el o los elementos
desconocidos de una secuencia numérica y geométrica, ademas demandando que los estudiantes
identifiquen el patrén y reconozcan la unidad de repeticion; para ello, deben considerar los giros,
los elementos ausentes y subsecuentes en la secuencia, que se presentan de manera estatica. Se
espera que el estudiante construya entonces la secuencia completa considerando la
generalizacion a la posicidon n-ésima; sin embargo, no se le brinda oportunidad de cerciorarse si

su generalizacion es adecuada.

8 https://contenidosparaaprender.colombiaaprende.edu.co/G_2/M/SM/SM_M_G02_U05_1.03.pdf


https://contenidosparaaprender.colombiaaprende.edu.co/G_2/M/SM/SM_M_G02_U05_L03.pdf
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CAPITULO 4. Metodologia y Diseiio de la Investigacion

En consonancia, con el modelo MTSK centrado en el estudio del conocimiento
especializado que movilizan los profesores durante la ensefianza, particularmente en contextos
reales de aula, se recurre con frecuencia a la metodologia de estudio de caso (Carrillo-Yaiez et
al., 2018). Y en coherencia con el paradigma cualitativo adoptado en esta investigacion, se opta
la metodologia de estudio de caso tal como lo definen Stake (2015) y Stott y Ramil (2014). Esta
estrategia permite caracterizar el conocimiento especializado que ponen en evidencia los
profesores de Educacion Bésica Primaria al ensefiar la generalizaciéon de patrones como base

para promover el desarrollo del pensamiento algebraico temprano (Merriam, 2009; Stake, 2015).

Seglin Yin (2014), la cualidad naturalista y analitica del estudio de caso lo convierte en
una herramienta adecuada para estudiar el conocimiento especializado del profesorado,
considerado aqui como un constructo “relacional” porque se construye en interaccion con otros.
Para ello, Radford (2010, 2013) propone una vision sociocultural del pensamiento algebraico en
la que la generalizacion no es una actividad meramente cognitiva. En este marco, el pensamiento
algebraico temprano adquiere un caracter dindmico y evolutivo, dado que su desarrollo no
corresponde a una estructura estatica o acabada; se configura como una construccion progresiva
que se consolida desde la Educacion Basica Primaria mediante experiencias asociadas a la
busqueda de regularidades, la abstraccion gradual y la elaboracion de generalizaciones (Kaput et
al., 2017; Kieran et al., 2016); y "contextualmente mediado" porque estd influenciado por el
entorno especifico en el que se desarrolla, como la cultura escolar, los estudiantes y los recursos

disponibles (Yin, 2014).

Este disefio combina un caréacter descriptivo e interpretativo Bisquerra (2019), sustentado

en la premisa que los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas se desarrollan en
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entornos esencialmente interpretativos, en los cuales estudiantes y profesorado actian como
intérpretes de actividades matematicas, tanto propias como ajenas, enmarcadas en un contexto

social y cultural perspectiva ontologica (Romero y Batallanos, 2016).

En este marco, se prioriza el uso de instrumento de caracterizacion, cuestionarios y
entrevista semiestructurada’, los cuales permiten acceder a las interpretaciones y valoraciones de
los participantes y captar la complejidad del caso en su contexto natural, aportando informacion
contextual y evidencias complementarias (Simons, 2011). En consonancia con ello, Stake,
(2015) subraya que la riqueza del estudio de caso no radica en la aplicacion estandarizada de un
unico instrumento; se encuentra en la combinacion flexible y coherente de diversos instrumentos

que posibiliten una comprension holistica y profunda del caso estudiado.

Este disefio metodoldgico reside en la convergencia entre una perspectiva epistemologica
constructivista y la naturaleza del conocimiento especializado como una construccion personal y
social arraigada en la experiencia (Simons, 2011). Al alinear la caracterizacion, los cuestionarios
MTSK y la entrevista semiestructurada con este marco, la investigacion prioriza la
particularizacion, buscando comprender la dimension intrinseca y la complejidad del "sistema

delimitado" que representa cada profesor (Simons, 2011).

Este enfoque instrumental permite que los perfiles de Cristobal, Orlando y Sara
profesores participantes de educacion basica primaria seleccionados para el estudio, funcionen
como unidades analiticas que posibilitan profundizar en el conocimiento especializado del
profesorado como una practica situada y dindmica. A través de sus discursos, decisiones

didacticas y formas de interpretar la generalizacion de patrones, fue posible documentar

% Los documentos se encuentran disponibles en los apartados titulados apéndices y anexos al final del documento,
seguidamente de las referencias bibliograficas. Al hacer clic en el enlace correspondiente, podra acceder y consultar
cada uno de ellos.
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experiencias reales de ensefianza en contextos donde las fronteras entre el fendmeno estudiado y

las condiciones de su practica cotidiana no aparecen claramente delimitadas (Simons, 2011).
4.1 Diseiio de Investigacion: Estudio de Caso Instrumental

Esta investigacion se constituye en un estudio de caso instrumental, en la medida en que
posibilita el analisis de un fenomeno en su contexto natural, identificar patrones comunes y
contrastar diferencias entre los casos seleccionados. Ademas, cada caso constituye una unidad de
analisis que enriquece la comprension integral del fenomeno estudiado Bisquerra (2019) y

Yacuzzi (2005).

La perspectiva metodoldgica que se expone a continuacion sustenta las decisiones
adoptadas en relacion con las estrategias y procedimientos empleados para dar respuesta a la
pregunta de investigacion y alcanzar los objetivos propuestos. Por consiguiente, el instrumento
de caracterizacion'® permitié delimitar, contextualizar y dotar de sentido analitico a los casos
estudiados por Simons (2011). Su aplicacion posibilitdé comprender el fenomeno objeto de
estudio el conocimiento especializado de los profesores de Educacion Bdsica Primaria en
relacion con el pensamiento algebraico temprano, en condiciones reales y situadas, coherentes

con el enfoque cualitativo del estudio (Yin,2014).

Los cuestionarios ayudaron a caracterizar el conocimiento especializado de los profesores
de Educacién Bésica Primaria en relacion con el pensamiento algebraico temprano y la
generalizacion de patrones, desde los subdominios del modelo MTSK (Carrillo-Yafiez et al.,
2018). En particular, el cuestionario KoT permite caracterizar como los profesores comprenden,
aplican y ensefian el objeto matematico de los patrones, atendiendo a definiciones, registros de

representacion, fenomenologia y procedimientos, asi como a su capacidad para identificar

10 La caracterizacion completa se encuentra en el apéndice C.
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propiedades y formular generalizaciones algebraicas (Adame-Esparza y de Lira Lozano, 2019;
Climent et al., 2014). Por su parte, el cuestionario KMLS vincula la practica profesoral con el
marco curricular, al indagar las expectativas de aprendizaje y la progresion del pensamiento
algebraico temprano a lo largo de la Educacion Basica Primaria (Codes y Contreras, 2022). El
cuestionario KMT se orienta a la dimension didéctica, al explorar la seleccion de recursos y
estrategias, y las intervenciones didacticas que favorecen el transito desde la observacion de

regularidades hacia la formulacion de reglas generales (Climent et al., 2014).

Finalmente, la entrevista permitid acceder a la experiencia situada de los profesores en
sus contextos de actuacion, haciendo visibles matices, significados y detalles que dificilmente se
capturan mediante cuestionarios escritos (Creswell y Creswell, 2022; Yin, 2014). Asimismo,
constituyd un recurso importante para explicitar de forma indirecta las teorias personales y
concepciones que orientan la ensefianza del pensamiento algebraico temprano, en especial en
profesores sin formacion inicial especifica en matematicas, al indagar cémo interpretan los
procesos de aprendizaje vinculados a la generalizacion de patrones y como fundamentan sus

decisiones en la practica (Radford, 2022; Stake, 2015).

La Figura 8 presenta el disefio metodologico del estudio y el proceso seguido para la
recoleccion y el andlisis de la informacion. El procedimiento se inicid con la revision de la
literatura, la cual contribuy¢ al planteamiento inicial del problema de investigacion y orienta la
seleccion de los participantes. En una fase posterior, se realizd la caracterizacion de los

profesores, con el fin de contextualizar los casos estudiados.

Seguidamente, la recoleccion de datos se llevd a cabo mediante cuatro instrumentos: los

cuestionarios Ko7, KMT y KMLS, considerados de manera independiente, y la entrevista
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semiestructurada. Finalmente, la informacion obtenida convergio en el analisis final, en el que se

integran e interpretan los datos de forma coherente con el enfoque cualitativo del estudio.

Figura 8

Diserio metodologico de la investigacion

Revision Literatura —> Seleccion de Participantes
A X
v 4

| \

| Recoleccion de Datos ‘

Planteamiento Inicial )
del Problema de Investigacién Entrevist
8 evista Cuestionario KMLS Cuestionario KMT Cuestionario KoT

Semiestructurada
»|  Analisis Final

Fuente: Adaptado de McMillan y Schumacher (2005).

Otro elemento importante para la investigacion fue el uso de la estrategia top-down (“‘de
arriba hacia abajo”) y bottom-up (“de abajo hacia arriba”). Este enfoque metodologico se
incorporé al disefio de la investigacion en la medida en que posibilitdé un doble acercamiento a
los datos, para generar miradas complementarias y enriquecidas sobre el proceso de andlisis

(Grbich, 2011).

Acercamiento a Top—down - Bottom—Up que se corresponde al PAT con el MTSK

La fase deductiva (Top—Down) del andlisis tiene como proposito establecer un marco
conceptual previo a la lectura empirica, que permita diferenciar analiticamente los subdominios

KoT, KMT y KMLS del modelo MTSK (Carrillo-Yafiez et al., 2018) en el contexto del desarrollo



72

del pensamiento algebraico temprano (PAT), especificamente la generalizacion de patrones

(Vergel, 2015).

Desde una perspectiva metodologica cualitativa interpretativa, esta fase se oriento a la
construccion de las lentes analiticas que guiardn el analisis inductivo posterior (Fuentes-Leal,
2020b). En este marco, el modelo MTSK se constituye como lupa tedrica que permite avanzar en
la comprension de la realidad profesional del profesor (Sosa-Guerrero, 2024b). En consecuencia,
la diferenciacion establecida en esta etapa identificada como el método deductivo o Top-Down
transita de la teoria a los datos (Niss, 2003). Bajo esta premisa, la validez empirica de dichas
categorias serd examinada, tensionada o ajustada en las fases Botfom—Up e integrativa, asi
permitir que la estructura del modelo se refine y complete mediante una interaccidon constante

entre el andlisis y la reflexion tedrica (Carrillo-Yafiez et al., 2018; Strauss y Corbin, 1994).

En este sentido, la funcion principal del procedimiento Bottom—Up (de los datos a la
teoria) es reguladora y densificadora, permitiendo que la estructura y funcionalidad del modelo
original sean escrutadas desde la teoria del modelo MTSK (Carrillo-Yanez et al., 2018; Kim et
al., 2015). Este proceso posibilitd que los datos empiricos modulen la asignacion de niveles
ordinales y revelen matices intra e intercasos dentro de cada categoria analitica, refinando y
completando las definiciones de los subdominios en una interaccién constante entre analisis y

reflexion tedrica (Carrillo-Yafiez et al., 2018; Escudero-Avila y Carrillo Yafiez, 2020).

El punto de partida es la identificacién de fragmentos empiricos significativos en las
respuestas de los profesores, denominados unidades de informacion (Rojas et al., 2015). Estos
fragmentos constituyen la base empirica obligatoria para toda asignacion de cddigos y niveles,
entendiéndose como episodios que poseen una secuencia de acciones con un principio y un fin

reconocibles (Rojas et al., 2015). Bajo este rigor metodologico, la codificacion se realizdé con
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respaldo textual explicito derivado del analisis de contenido de la produccion del profesor

(Escudero-Avila y Carrillo-Yafiez, 2020).

El analisis de datos se llevd a cabo a través de una codificacion Top-Down-Bottom-Up
(de la teoria a los datos, de los datos a la teoria), la cual implica que se establecen de antemano
unas categorias o codigos que sirven para estudiar la informacion. Estas categorias
predeterminadas se dividen en subcategorias mas especificas, lo que permitid6 un analisis
estructurado y ordenado Ko7, KMT y KMLS. La informacion recolectada a través de los
cuestionarios y la entrevista semiestructurada fue analizada a la luz de estas categorias,

permitiendo contrastar los referentes teéricos con las evidencias empiricas obtenidas (Fuentes,

2020).

Se adoptd la codificacion Top-Down—Bottom-Up con el fin de integrar estrategias
metodoldgicas usadas previamente en investigaciones que usan el modelo MTSK. Luego, se
combino una aproximacion deductiva que aplica las categorias teoricas de los subdominios Ko7,
KMT y KMLS con una estrategia deductiva (fop-down) que permite emerger nuevos codigos a
partir de los datos, después de la dispersion de un andlisis exclusivamente andlisis inductiva
(bottom-up) (Reyes-Bravo et al., 2024). Esta estrategia de andlisis de los datos favorecid un
didlogo entre la teoria y la evidencia empirica, preservando la voz de Cristobal, Orlando y Sara 'y
garantiza la congruencia conceptual. Asimismo, se ajusta al paradigma cualitativo interpretativo
(Reyes-Bravo et al.,, 2024), al permitir caracterizar coémo se configura y se manifiesta el
conocimiento especializado en los contextos reales de ensefianza de la generalizacion de

patrones.
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4.2 Seleccion de los Participantes

En el marco del estudio de caso propuesto en esta investigacion, la seleccion intencionada
de los profesores participantes responde a los criterios propios del estudio de caso instrumental.
Al respecto, (Simons, 2011) sefiala que, en este tipo de estudios, los casos no se eligen por su
caracter representativo, se seleccionan por su potencial para aportar comprension al fendémeno
objeto de analisis. En coherencia con este enfoque, los tres profesores fueron seleccionados por
su disposicion y motivacion para colaborar en la investigacion, lo que permitido acceder a
informacion rica y situada, orientada a captar la complejidad y diversidad del fen6émeno
investigado. Como sefalan Stake (2015) y Yin (2014) los casos deben elegirse por su

accesibilidad y por el valor tedrico y empirico que aportan al anélisis.

Los casos seleccionados corresponden a tres profesores, identificados mediante los
pseudonimos Cristobal, Orlando y Sara, quienes se desempefian como profesores de matematicas
en Educacion Bésica Primaria en Instituciones Educativas Oficiales (IEO) ubicadas en las
ciudades de Popayan, Bogotd y Pasto. La eleccion de estos casos se fundamenta en las
caracteristicas singulares de sus trayectorias y practicas pedagogicas, las cuales posibilitan
explorar distintos modos de construccion y manifestacion del conocimiento especializado del

profesorado.

En coherencia con el disefio del estudio, cada profesor constituye una unidad de analisis,
entendida como un sistema delimitado que integra su formacion, experiencia, contexto
institucional y practicas de ensefianza. Esta delimitacion permitié analizar el fendmeno de
manera situada, preservando la especificidad de cada caso, al tiempo que posibilité la
identificacion de patrones comunes y contrastes significativos entre ellos, propios de los estudios

de caso instrumentales (Yin, 2014).
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Los criterios que orientaron la seleccion de los participantes fueron los siguientes: 1)
contar con al menos entre dos y tres afios de experiencia en la ensefianza de las matematicas en
Educacion Basica Primaria, con el propdsito de asegurar un conocimiento previo de las
dinamicas y desafios propios de este nivel educativo; ii) manifestar disposicion y compromiso
para participar activamente en todas las fases del proceso investigativo; y 1iii) presentar
diversidad en cuanto a contextos institucionales y trayectorias profesorales, lo que permite

enriquecer el analisis desde multiples escenarios de ensefianza.

De este modo, la seleccion de los participantes y la definicion de la unidad de andlisis se
articulan directamente con el enfoque cualitativo del estudio, el cual posibilité una
caracterizacion situada y teoricamente informada del conocimiento especializado que los

profesores movilizan al ensefar la generalizacion de patrones en Educacion Bésica Primaria.

El caso de Sara adquiere singularidad a partir de la convergencia de condiciones
profesorales y contextuales que configuran su practica profesoral (Simons, 2011). Su desempefio
en modalidad multigrado, atendiendo de manera simultanea los grados cuarto y quinto en un
contexto rural, da lugar a una situacion particular en la planificacion: la ensefanza y la
evaluacion de las matemadticas requieren ajustes permanentes para responder a niveles de
aprendizaje diversos dentro de un mismo espacio escolar (McMillan y Schumacher, 2005;

Simons, 2011).

Respecto a los procesos institucionales relacionados con la planeacion curricular en
matematicas, sefiala que estos se desarrollan colectivamente desde el area de matematicas,
involucrando profesores de diferentes grados. Las reuniones del area se realizan principalmente
durante las semanas de desarrollo institucional y tienen como propositos fundamentales la

planeacion, seguimiento y evaluacion del curriculo de matemadticas, asi como la formulacion de
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planes de mejoramiento orientados a atender las dificultades de aprendizaje identificadas en los

estudiantes.

En cuanto al uso de materiales y recursos didacticos en las clases de matematicas,
manifiesta que estos se utilizan principalmente para explorar saberes previos, motivar a los
estudiantes mediante estrategias mas dinamicas y responder a directrices institucionales
establecidas. Frente a las dificultades asociadas al uso de recursos, identifica como principal
limitacion el reconocimiento del propdsito especifico de los materiales y recursos dentro de los

procesos de ensefianza y aprendizaje.

El caso de Cristobal se distingue, en particular, por su participacidbn en procesos
colectivos de planeacion y seguimiento del curriculo de matematicas, mediante reuniones
periodicas orientadas tanto a la renovacion curricular como al intercambio sistematico de
experiencias pedagogica (Yin, 2014). Dicha implicacion permite caracterizar el conocimiento del
profesor como un atributo individual y un conocimiento que se construye y negocia en

interaccion con otros profesores (Stake, 2015).

Orlando se configura como un caso singular en el marco de esta investigacion al
desempefiarse como profesor de Educacion Basica Primaria que ensefia matematicas sin contar
con formacion titulada especifica en esta area, a pesar de poseer una trayectoria académica
avanzada en el campo de la educacion (Stake, 2015). Esta combinacion entre una formacion
posgraduada y la ausencia de estudios formales en matematicas sitia su practica profesoral en
una condicion particular, en la que el conocimiento matematico se construye y se moviliza
principalmente desde la experiencia profesional, la planeacion institucional compartida y las
exigencias propias del contexto escolar (McMillan y Schumacher, 2005). Desde esta perspectiva,

su participacion en el estudio aportd un referente pertinente para examinar el fendmeno
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investigado en un escenario educativo concreto, permitiendo aproximarse a la comprension del
conocimiento especializado del profesorado tal como se manifiesta en la practica cotidiana de la

Educacion Bésica Primaria (Yin, 2014).

Por tanto, Cristobal, Orlando y Sara no responden a criterios de representatividad
estadistica, pues su seleccion se fundamenta en la relevancia analitica de sus trayectorias
profesorales y contextos de actuacion, los cuales ofrecen condiciones propicias para explorar el
fendmeno de interés la generalizacion de patrones (Simons, 2011; Stake, 2015). Cada uno de los
profesores aportd una configuracion particular que enriquece la caracterizacion del conocimiento
especializado desde distintas perspectivas (McMillan y Schumacher, 2005). Cristobal contribuyd
con un alto grado de contextualizacion institucional, derivado de su participacion en procesos
colectivos de planeacion y renovacion curricular, a pesar de contar con una formacion inicial
distinta a las matemadticas. Orlando representa un perfil singular al combinar una formacion
posgraduada con la ausencia de titulacion especifica en matematicas. Por su parte, Sara ofrece un
escenario de especial complejidad al desempenarse en un contexto rural y multigrado, donde la
ensenanza de las matematicas exige adaptaciones permanentes sin el respaldo de una formacion
disciplinar especifica. Esta diversidad fortalece el caracter instrumental del estudio, al permitir
que los casos funcionen como medios analiticos para profundizar en la comprension del

pensamiento algebraico.

4.2.1 Sara
Sara es profesora de Educacion Basica Primaria y se desempefia en una Institucion
Educativa Oficial del municipio de Pasto, en un contexto rural, durante la jornada de la mafana.

Su labor profesoral se desarrolla en modalidad multigrado, atendiendo simultdneamente los
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grados cuarto y quinto, y se encuentra vinculada a la ensefianza del area de matematicas. En este

momento se encuentra como docente tutora del Programa Todos a Aprender (PTA)!!.

En cuanto a su formacioén académica, cuenta con una maestria en educacion lograda en
2018, una licenciatura en Educacion Basica con énfasis en Ciencias Naturales y Educacion
Ambiental finalizada en 2014, asi como formacion normalista concluida en 2010. Ademas, posee
titulo de bachiller académico. Respecto a la planeacion del area de matematicas, esta se realiza
de manera colectiva con la participacion de los profesores de los distintos grados. Dichos
procesos se desarrollan principalmente durante las semanas de desarrollo institucional y estan
orientados a la planeacion, el seguimiento y la evaluacion del curriculo, asi como a la
formulacion de planes de mejoramiento para atender las dificultades identificadas en el
aprendizaje de los estudiantes. En relacion con el uso de recursos y materiales didacticos, Sara
senala que estos se emplean con el proposito de explorar los conocimientos previos de los
estudiantes, favorecer la motivacion y dinamizar el desarrollo de las clases, en consonancia con
las orientaciones institucionales. En el registro analizado, no se reportan limitaciones
significativas asociadas a la disponibilidad, el acceso o el manejo de dichos recursos; se
evidencia un énfasis en la definicion de un propdsito pedagdgico claro para su utilizacion en la

ensefnanza de las matematicas.

4.2.2 Orlando

Orlando es profesor de Educacion Basica Primaria y se desempena en la jornada de la
mafiana en una Institucion Educativa Oficial (IEO) de Bogota, D. C. Su plaza corresponde al
escalaféon 3D. Actualmente cursa un doctorado en Educacion con proyeccion al ano 2025;

ademads, es magister en Educacién (2016), especialista en Docencia Universitaria (2013) y

' En la actualidad el programa todos a aprender es renombrado PTAFI 3.0.
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profesional en Psicologia (2006). No registra formacion normalista ni estudios especificos en el
area de matematicas. En su institucion, la planeacion del drea de matematicas se desarrolla de
manera integrada con las demas areas del curriculo, principalmente durante las semanas de
desarrollo institucional. En estos espacios, los profesores realizan procesos de planificacion,
seguimiento y evaluacion por grado, y se asigna a uno de ellos la coordinacion de las acciones en
matematicas, aunque dicha responsabilidad no siempre se corresponde con la formacion

disciplinar de quien la asume.

En relacion con el uso de recursos y materiales didacticos, Orlando sefiala que estos se
emplean principalmente como apoyo a la motivacion de los estudiantes y al desarrollo de los
contenidos matematicos. Sin embargo, identifica limitaciones vinculadas a la escasez de
materiales disponibles, al tiempo requerido para su elaboracidon y a su formacion en el area,
factores que, junto con la atencidon simultanea de multiples areas del curriculo, restringen la

implementacion sostenida de estrategias didacticas basadas en el uso de materiales.

4.2.3 Cristobal

Cristobal es un profesor que trabaja en el area de Matematicas en los grados 5° de la
Educacion Basica Primaria, en el municipio de Popayan. Actualmente, se encuentra en el grado
2BM del escalafon profesor. Su formacion académica incluye una licenciatura en Educacion con
especialidad en Biologia, obtenida en 1997, asi como una especializacién en Agroecologia,
completada en 2001. Recientemente, ha culminado una Maestria en Innovacion Educativa en

2024. Ademas, es normalista desde 1990.

En cuanto a la planeacion del drea de matematicas en su institucion educativa, forma
parte del grupo de trabajo que incluye a los profesores de todos los grados, participando

activamente en la planeacion y seguimiento del curriculo de matematicas. Las reuniones del area
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se realizan cada dos afios, con el propdsito de renovar el curriculo, intercambiar materiales y
experiencias, y mejorar el enfoque de ensefianza en matematicas. Respecto al uso de materiales y
recursos en el aula los emplea principalmente para explorar los conocimientos previos de los
estudiantes y apoyar los ejes conceptuales en matematicas. Sin embargo, ha experimentado
dificultades debido a la falta de conocimiento sobre cémo utilizar algunos de los materiales
disponibles. Posteriormente, se hizo la aplicacion de cuestionarios y la entrevista
semiestructurada. Como paso inicial, se considera fundamental estudiar el conocimiento de los

temas, la enseflanza de las matematicas y los estdndares de aprendizaje asociados a esta area.
4.3 Instrumentos de Recoleccion de Datos

Los elementos fundamentales de la investigacion son los datos; el primer paso es
recolectar y codificar utilizando matrices'?. Estas matrices se disefiaron a partir de las categorias
de cada subdominio Ko7, KMT y KMLS, con el propoésito de caracterizar el conocimiento de los
profesores en el desarrollo del pensamiento algebraico especialmente la ensefianza de la
generalizacion de patrones. En este caso, se utilizdo la herramienta Excel para analizar e
interpretar los resultados del estudio. En el caso de los datos, de acuerdo con McMillan y
Schumacher (2005), estos deben guardar relacién con aquello que se desea investigar, es decir,
con la pregunta y el objetivo de la investigacion, y ser recolectados intencionalmente en sus

contextos naturales cuando corresponda.

Para iniciar el proceso de recoleccion de datos se solicitd las autorizaciones
correspondientes'> a cada profesor, (véase anexo A). En estas autorizaciones se estipula el

acuerdo de confidencialidad sobre los datos, lo que compromete a utilizar las videograbaciones,

12 El apéndice G contiene las matrices completas.

13 El consentimiento se encuentra en el anexo A.
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audios y fotografias solo para fines de investigacién sin revelar los nombres reales de los
profesores ni del establecimiento en el cual se registran los datos. Por esta razon, se anexan sélo
las transcripciones de las sesiones y entrevistas, quedando archivados los videos, audios y

fotografias donde pudiesen ser reconocidas las personas involucradas.

La recoleccion de datos en este estudio se realiza mediante un enfoque multi método
escuchar y documentar (Simons, 2011) que combina la caracterizacion de los participantes,
cuestionarios y entrevista semiestructurada, bajo la estructura de un estudio de caso instrumental.
Desde esta perspectiva, los instrumentos seleccionados para esta investigacion fueron
cuestionarios y una entrevista semiestructurada que se emplearon para captar significados y
perspectivas en el campo del pensamiento algebraico temprano del profesor en el contexto

escolar (Stake, 2015).

En la misma linea, McMillan y Schumacher (2005) y Yin (2014) enfatizan en el uso de
multiples fuentes de evidencia y la sistematicidad del procedimiento; la recoleccion requirid un
protocolo como el disefio de los instrumentos y validacion de estos por expertos hasta llegar a la
aplicacion para asi obtener evidencia comparable entre casos, y su triangulacion para responder

preguntas de “como” y “por qué” (Carrillo-Yaiez et al.,2018).

Una vez obtenidas las autorizaciones pertinentes, se implement6 el primer instrumento 1)
Llamado caracterizacion a cada profesor para definir limites del caso (contexto escolar, niveles,
jornadas, formacion). Esta etapa fija las condiciones sociales y profesorales que orientan la
interpretacion de los datos subsiguientes (véase Apéndice A). ii) En el marco de un estudio de
caso instrumental, los cuestionarios (KoT, KMT, KMLS) buscan obtener informacion
sistematica para caracterizar como el profesor otorga sentido a la enseflanza y al aprendizaje de

temas especificos, como la generalizacion de patrones.
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Dichos cuestionarios presentan las categorias y subcategorias correspondientes a cada
subdominio, las cuales fueron detalladas en el marco tedrico y se muestran a continuacion, en la
Tabla 4. De manera complementaria, la entrevista semiestructurada se desarrolla desde el marco
analitico del modelo MTSK, lo que permite acceder a las perspectivas de los participantes y a los
significados que atribuyen a su practica profesoral. Este instrumento también posibilita
profundizar en los “como” y los “por qué” implicados en el desarrollo del pensamiento

algebraico temprano y en la ensefianza de la generalizacion de patrones (véase Apéndice G).

Tabla 4.

Dominios, subdominios y categorias del KoT, KMT y KMLS

Dominio Subdominio Categoria y subcategoria

Definiciones
Fenomenologia y aplicaciones
Registros de representacion
Propiedades y sus fundamentos
MK KoT
(Como se hace?
o (Cuando se puede hacer?
Procedimientos:
(Por qué se hace asi?
Caracteristicas del resultado
Teorias de la ensefianza de las matematicas
KMT Recursos materiales y virtuales
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos
PCK Resultados de aprendizaje esperados
KMLS Nivel esperado de desarrollo conceptual o procedimental

Secuenciacion de temas

Fuente: Carrillo-Yafiez et al. (2018).
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Con el propoésito de explicitar como los subdominios del modelo MTSK, estos fueron
operacionalizados en relacién con el pensamiento algebraico temprano y la generalizacion de
patrones, para construir la siguiente matriz analitica. Esta permitié establecer referentes
matematicos y didécticos para interpretar las evidencias producidas en los cuestionarios y la
entrevista semiestructurada aplicados a los profesores participantes. La operacionalizacion se
fundamento en los aportes tedricos de Radford (2010), Vergel (2014, 2015), Vergel et al. (2022),

Blanton y Kaput (2011), Zapatera (2018) y Carrillo-Yaiez et al. (2018).
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Operativizacion de los subdominios KoT, KMT y KMLS para el andlisis del pensamiento algebraico temprano y la

generalizacion de patrones

Subdominio Categoria Operativizacion en Referente Evidencia de Fundamentacion

MTSK el estudio sobre matematico conocimiento tedrica.
generalizacion de esperado. especializado.
patrones.

KoT Definiciones Comprension del Reconocimiento de EI profesor identifica Radford (2010);
patron como regularidad, estructuras de Vergel (2014,
regularidad covariacion y crecimiento, reconoce 2015); Vergel et
matematica relacion  funcional regularidades y al. (2022).
susceptible de entre términos. diferencia  patrones
generalizacion. recursivos y

funcionales.
KoT Fenomenologia y Relacion de los Uso de situaciones El profesor Vergel (2014);
aplicaciones patrones con de crecimiento, contextualiza patrones Blanton y Kaput
contextos cotidianos secuencias y en fenomenos (2011).
y fendmenos de variacion en naturales, escolares o
cambio. contextos reales. sociales.
KoT Registros de Uso y articulacion de Traduccion entre El profesor utiliza Radford (2010);
representacion representaciones registros y tablas, graficos, Duval (2006);
verbales, tabulares, explicitacion de secuencias figurales, Vergel et al.



KoT

KoT

KoT

KoT

Propiedades y

fundamentos

Procedimientos:

(Como se hace?

Procedimientos:
(Cuando se puede

hacer?

Procedimientos:

gréaficas, concretas y

algebraica.
Identificacion de
invariantes,
relaciones
estructurales y
propiedades de
crecimiento.
Construccion de

términos lejanos y
formulacion de

reglas generales.

Reconocimiento de

condiciones para
aplicar  expresiones
generales.
Justificacion

relaciones

matematicas.

Comprension de
diferencia constante,
regularidad y

estructura funcional.

Uso de
procedimientos
recursivos,
funcionales y
algebraicos.
Comprension de
cudndo una

regularidad permite
generalizacion
algebraica.

Explicacion de

lenguaje  verbal vy
expresiones
algebraicas para

representar patrones.

El profesor reconoce
qué cambia y qué
permanece constante

dentro del patrén.

El profesor utiliza

conteo, relaciones
funcionales 0
expresiones generales
para determinar
términos no visibles.
El profesor diferencia
situaciones que
admiten formulacion
algebraica de aquellas
que no.

El profesor justifica el

(2022).
Vergel (2015);
Radford (2010).

Zapatera (2018);
Blanton y Kaput
(2011).

Radford (2010);

Vergel et al
(2022).
Vergel (2014);
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KoT

KMT

KMT

KMT

(Por qué se hace

asi?

Caracteristicas del

resultado

Teorias de
ensenanza de las

matematicas

Recursos
materiales y

virtuales

Estrategias,
técnicas, tareas y

ejemplos.

matematica de
estrategias de
generalizacion.
Interpretacion
matematica de
expresiones y

resultados obtenidos.
Estrategias para

promover el transito

desde lo concreto
hacia la
generalizacion.

Uso de materiales
concretos,
representaciones
visuales y recursos
digitales.
Disefio de tareas
para promover
generalizacion y

pensamiento

relaciones
funcionales y
argumentacion
algebraica.
Comprension del
significado
estructural de la
regla general.

Uso progresivo de
razonamientos
factual, contextual y

simbdlico.

Mediacion semiotica

y multimodalidad.

Uso de términos
lejanos, prediccion y
formulacién de

reglas.

crecimiento del patron

y explica las
relaciones entre
términos.

El profesor interpreta
la formula en relacion
con la estructura del
patron.

El profesor propone

actividades de
observacion,
comparacion y

formulacion de reglas.

El profesor utiliza
bloques, tablas,
secuencias figurales,
aplicaciones 0

material manipulativo.
El profesor plantea
actividades que
favorecen

anticipacion,
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Mason (1996).

Radford (2010);
Vergel (2015).

Radford (2010);
Vergel et al
(2022).

Radford (2010);
Vergel (2014).

Zapatera (2018);
Blanton y Kaput
(2011).



KMLS

KMLS

KMLS

Resultados de
aprendizaje

esperados.

Nivel esperado de
desarrollo
conceptual 0

procedimental.

Secuenciacion de

temas.

funcional.

Desarrollo
progresivo de
capacidades de
identificacion,
descripcion y

generalizacion  de
patrones.
Transicion desde
estrategias recursivas
hacia generalizacion
funcional y
simbdlica.
Articulacion
curricular entre
pensamiento
numérico,

variacional y

algebraico.

Reconocimiento de
regularidades y
formulacion de

reglas generales.

Desarrollo
progresivo del
pensamiento

algebraico temprano.

Relacion aritmética—
algebra y progresion
entre grados

escolares.

simbolizacion y
argumentacion.

El profesor espera que
los estudiantes
completen secuencias,
predigan términos y

generalicen patrones.

El profesor reconoce
niveles de
complejidad y

progresion conceptual.

El profesor establece
conexiones entre
secuencias, variacion

y éalgebra temprana.
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MEN (2006);
Carrillo-Yafez et

al. (2018).

Vergel (2014);
Zapatera (2018).

Blanton y Kaput
(2011); Radford
(2010).

Fuente: Elaboracién propia.
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4.3.1 Cuestionarios KoT, KMT y KMLS

Los cuestionarios son una herramienta escrita que puede ser respondida de forma directa
o mediante una entrevista y cuyo objetivo principal es recolectar datos para analizar una realidad
particular (Vargas, 2011). Esta suele incluir preguntas cerradas y especificas que requieren
respuestas claras y concretas; sin embargo, en algunos casos, puede incorporar preguntas abiertas
de manera moderada (Franco-Segui y Alsina, 2023). En el ambito de esta investigacion, los
cuestionarios fueron fundamentales para analizar el conocimiento matematico de los profesores,

especificamente sobre el pensamiento algebraico temprano.

El cuestionario'® que se presenta a continuacion tiene como propdsito caracterizar el
conocimiento especializado de tres profesores de Educacion Bésica Primaria en relacion con la
generalizacion de patrones, a partir del subdominio Ko7, especificamente en lo referente a la
identificacion, descripcion y analisis de patrones de crecimiento mediante una secuencia
matematica. A través de preguntas especificas, se busca identificar las caracteristicas clave de los
patrones, como su habilidad para representarlos mediante diferentes registros de representacion,
identificar sus propiedades fundamentales y aplicar procedimientos matematicos adecuados.
Ademas, se pretende explorar la relacion entre teoria y practica, al analizar situaciones cotidianas
en las que estos patrones puedan ser aplicados, asi como las justificaciones matematicas que
respaldan las decisiones tomadas en el proceso de ensefianza y aprendizaje. Este cuestionario, es
adaptado del trabajo investigativo sobre las formas de pensamiento algebraico temprano en

alumnos de cuarto y quinto grados de Educacion Bésica Primaria de 9 a 10 anos (Vergel, 2014).

En el mismo sentido, cada pregunta (items) se encuentra estructurada de acuerdo con las

categorias de subdominio KoT: definiciones, fenomenologia, aplicaciones, registros de

14 Transcripcion del cuestionario KoT, véase en el apéndice D.
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representacion, propiedades y fundamentos, procedimientos, y preguntas que invitan a
reflexionar sobre la ensefianza matematica de patrones, proporcionando una vision integral del
conocimiento matematico necesario para guiar el aprendizaje de los estudiantes (Lifian et al.,

2016).

Observa detenidamente la siguiente secuencia:

Término 1 Término 2 Término 3 Término 4

Fuente: adaptado de Vergel (2014).

Parte 1: Preguntas segun las categorias del subdominio KoT

Categoria: definiciones. Las definiciones matematicas son esenciales para establecer una

base conceptual solida que permita comprender y construir otros conceptos.

1. Describe qué observas en el patron de crecimiento entre cada término.

En este caso, la pregunta busca determinar si los profesores son capaces de identificar y
describir de manera precisa las caracteristicas esenciales de un patron de crecimiento,
particularmente la existencia de una regularidad basada en un incremento constante entre
términos consecutivos. Este conocimiento implica el uso de un lenguaje matematico claro, con
términos como '"diferencia constante" o '"crecimiento lineal", “relacidn entre posicion y
cantidad”, “regla general” o “covariacion”. Ademas, permite identificar si los profesores
evidencian el conocimiento necesario para guiar a los estudiantes en la observacion y andlisis de
patrones, lo cual es crucial para el desarrollo del pensamiento algebraico temprano (Carrillo-

Yaiiez et al., 2018).
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Asimismo, se considerd relevante caracterizar si los profesores reconocian qué elementos
permanecen invariantes y cuales cambian dentro de la secuencia, ademas de su capacidad para
establecer conexiones entre representaciones verbales, tabulares, graficas y algebraicas (Girit-
Yildiz, 2023). Desde esta perspectiva, el conocimiento especializado no se limité Gnicamente a
describir que un patrén “aumenta”, también a justificar matematicamente cOmo se organiza su

estructura y como puede generalizarse hacia términos no visibles (Jungbluth et al., 2022).

Por ejemplo, evidencias de conocimiento especializado se observaron cuando los
profesores expresaban ideas como: “cada término aumenta dos unidades respecto al anterior”,
“la cantidad de cuadros depende del numero de la figura” o “la regla general puede

representarse mediante una expresion algebraica como 2n + 17 (Zaldivar et al., 2017).

Estas consideraciones permitieron interpretar el conocimiento de los profesores desde el
subdominio Ko7 del modelo MTSK, particularmente en relacion con la generalizacion de
patrones y el desarrollo del pensamiento algebraico temprano (Carrillo-Yafiez et al., 2018;

Vergel et al., 2022).

Categoria: fenomenologia y Aplicaciones. La fenomenologia se refiere al estudio de
como se manifiestan los fendmenos matematicos en diferentes contextos, permitiendo a los
profesores identificarlos y describirlos. Las aplicaciones, por su parte, se centran en el uso
practico de los conceptos matematicos en situaciones reales, ayudando a contextualizar el
conocimiento y a desarrollar habilidades para resolver problemas. Este enfoque explora la
capacidad del profesor para identificar patrones en situaciones reales y relacionarlos con
conceptos matematicos, favoreciendo una ensefianza que articula la comprension conceptual con
su aplicacion en contextos diversos. De este modo, se fortalecen formas de razonamiento

analitico esenciales para el aprendizaje matematico (Lifian et al., 2016).
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2. Piensa en una situacidon cotidiana en la que podrias observar un patron similar.

Describe como este patron puede ser util para resolver problemas del mundo real.

Categoria: registros de representacion. Los registros de representacion son herramientas
esenciales para ensefiar y aprender matematicas, ya que permiten expresar y visualizar conceptos
de diversas maneras. Estos registros incluyen representaciones graficas, simbolicas, numéricas y
verbales, cada una de las cuales ofrece una perspectiva unica sobre los conceptos matematicos.
Las representaciones graficas ayudan a visualizar patrones y relaciones, las simbdlicas utilizan
formulas y expresiones algebraicas para condensar informacion, las numéricas emplean nameros
y tablas para representar datos, y las verbales explican los conceptos de manera descriptiva

(Fuentes, 2020).

3. Representa el patron utilizando: Una tabla que relacione el nimero del término (7)
con el nimero de cuadrados. Una expresion algebraica que generalice el patrén para

cualquier término.

Categoria: propiedades y sus fundamentos. Las propiedades representan caracteristicas
inherentes de los conceptos matematicos, mientras que los fundamentos se refieren a los
principios tedricos que las sustentan. Esta pregunta permite caracterizar el conocimiento
especializado que evidencian los profesores al reconocer e identificar la propiedad esencial que
describe la naturaleza del patron, como el crecimiento lineal en una secuencia de términos con
una diferencia constante. Ademas, permite evidenciar como el profesor justifica esta propiedad
basandose en principios matematicos, como la estructura de las progresiones aritméticas, y

establecer conexiones con su representacion algebraica.

Los datos esperados incluyen una descripcion precisa de la propiedad del patron (por

ejemplo, "El patréon crece de manera lineal, con una diferencia constante de 2 entre términos
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consecutivos") y una justificaciéon clara que integre fundamentos matematicos (como la
representacion algebraica f (n) = 2n + 1, que muestra la relacion lineal). La capacidad del
profesor para articular estas ideas es crucial para ensefiar a los estudiantes no solo a identificar

patrones, también a comprender las razones detras de su comportamiento (Vergel, 2015).

4. Identifica la propiedad principal que rige el crecimiento del patron. Por ejemplo:

(El patron crece de forma lineal? Justifica tu respuesta.

Categoria: procedimientos. Los procedimientos no solo implican la ejecucion de
calculos, también la comprension profunda de los pasos y estrategias involucradas en el proceso
matematico. Al abordar la pregunta, se puede aplicar un procedimiento sistematico que permita
identificar patrones en la secuencia de cuadrados. En este caso, se observa que cada término se

compone de un numero creciente de cuadrados negros () y cuadrados blancos (| ).

Especificamente, para el término », hay n cuadrados negros y n + 1 cuadrados blancos, lo que
lleva a una formula general para calcular el total de cuadros: n + (n +1) = 2n + 1 (Vergel,

2015).

5. Calcula el numero de cuadrados para:
El término 5.
El término 9.

El término 100.

Subcategoria: ;Como se hace?

6. Describe paso a paso el procedimiento que seguiste para encontrar el nimero de
cuadros totales en los términos solicitados. Asegurate de explicar como aplicas la formula

algebraica
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Subcategoria: ;Cudndo se puede hacer?

7. (Siempre se pueden resolver patrones con una expresion algebraica? Proporcione
ejemplos de situaciones en las que consideren que si aplica y en las que no aplica. Justifiquen

por que.

Subcategoria: ;Por qué se hace asi?

8. Explique las razones matematicas detrds de las estrategias que utiliza para ensefiar la

generalizacion de patrones.

Caracteristicas del resultado

(Qué observas en los numeros que obtienes? Justifica.

A continuacion, en la Tabla 6 se presentan las bases del disefio del cuestionario KoT.

Tabla 6

Categorias de conocimiento para el disefio del Cuestionario KoT

Dominio Subdominio Categoria y subcategoria Item del

cuestionario

MK KoT Definiciones 1

Fenomenologia y aplicaciones
Registros de representacion
Propiedades y sus fundamentos

Procedimientos  ;Coémo se hace?

AN N WD

(Cuando se puede
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hacer?

(Por qué se hace 7
asi?

Caracteristicas del 8
resultado

Fuente: (Carrillo-Yafiez et al., 2018).

El cuestionario KoT fue sometido al método de juicio experto'®, lo que permitid su
validacion y refinamiento. Este aspecto consiste en solicitar la evaluacion de un experto, quien
garantiza la fiabilidad del instrumento al proporcionar su valoracidon sobre aspectos especificos,
lo cual es particularmente util para la investigacion. El experto fue elegido por su trayectoria
relevante y pertinente en el rol de juez, debido a su experiencia y/o formaciéon en educacion

basica (Escobar-Pérez y Cuervo-Martinez, 2008).

El experto retroalimenta el cuestionario bajo tres aspectos de cada item: 1)
correspondencia, evaluando si cada item se ajusta, genera incertidumbre o no se vincula con la
categoria; 2) redaccion, relacionada con la claridad y el uso del lenguaje en cada item,
clasificandolos como apropiados, susceptibles de mejora o inadecuados; y 3) relevancia, en
funcién de la categoria del conocimiento evaluado, clasificandolos como relevantes, inciertos o
irrelevantes. Ademads, se incorpord una seccidon para comentarios o sugerencias con el fin de
indicar razones o proponer mejoras en cada item. Los items fueron reformulados segun las

recomendaciones recibidas en la seccion "observaciones o sugerencias" (Véase Anexo B).

15 El anexo A presenta los perfiles académicos de los jueces expertos que participaron en la validacion de
contenido del instrumento.
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16 correspondiente al subdominio KMT, aborda el conocimiento

El segundo cuestionario
del profesor sobre teorias de ensefianza, recursos didacticos, estrategias, técnicas, tareas y
ejemplos que facilitan la comprension de contenidos matematicos. Su objetivo es caracterizar el
conocimiento especializado de los profesores de Educacion Basica Primaria en relacion con la
ensefanza de la generalizacion de patrones. Para tal fin se utilizo la tarea de la secuencia de
cuadrados, adaptada de los trabajos de Vergel (2014) y Zapatera (2018); y se fundamenta

teoricamente en la Teoria de los Campos Conceptuales (Vergnaud, 1990). Este subdominio se

estructura de la siguiente manera:

Categoria: teorias de ensefianza de las matemadticas. El proposito de las siguientes
preguntas es caracterizar, de manera indirecta, el conocimiento de los profesores de primaria
respecto a las teorias formales y personales que orientan la ensefianza de la generalizacion de
patrones. Dado que no cuentan con una formacion especifica en educacion matematica, se busca
reconocer cOmo se aproximan a estas teorias, como las interpretan y de qué manera inciden en

sus practicas y en el desarrollo del pensamiento algebraico temprano.

1. ;Cdémo cree que sus estudiantes aprenden a generalizar patrones?

2. Cuando sus estudiantes explican como continlia un patrdn, jen qué aspectos se fija
usted para comprender su forma de pensar y decidir como acompanarlos? Puede
mencionar ejemplos de lo que observa, escucha o interpreta en ese momento.

3. (Como le explicaria a un colega novel el significado de pensar algebraicamente en

primaria?

Categoria: Recursos didacticos (fisicos y digitales). Esta categoria se centra en el

conocimiento especifico que tiene el profesor sobre los recursos (fisicos y digitales) que pueden

16 Transcripcion del cuestionario KMT, véase en el apéndice E.
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utilizarse en el desarrollo del pensamiento algebraico, en particular con la generalizacion de
patrones. Implica, ademads, que el profesor comprenda las posibilidades y limitaciones que dichos

recursos presentan en relacion con los contenidos matematicos a desarrollar.

4. Cuando planea actividades sobre patrones, ;/qué criterios tiene en cuenta para elegir los
recursos (manipulativos, figuras, software, videos, etc.)? ;Por qué considera que esos
recursos favorecen el aprendizaje?

5. Si tuvieras que ensefiar un mismo patrén usando dos recursos diferentes (por ejemplo,
fichas y papel cuadriculado, o manipulativos y una app digital), ;qué cree que
cambiaria en la forma de pensar el patron por parte de los estudiantes? Explique por
qué.

6. (Qué caracteristicas te hacen considerar que un recurso no es adecuado para trabajar la

generalizacion de patrones, aun si es atractivo o facil de usar?

Categoria. estrategias, técnicas, tareas y ejemplos. Esta categoria se centra menos en los
recursos en si mismos (como objetos, materiales o herramientas digitales) y mas en la
intencionalidad que el profesor manifiesta al seleccionar, usar y secuenciar esos recursos dentro
del desarrollo del pensamiento algebraico. Lo esencial no es tener el recurso, depende del
conocimiento sobre como, cuando y por qué emplearlo para apoyar la ensefianza y el aprendizaje

de la generalizacion de patrones.

7. Cuando trabajas con tus estudiantes una secuencia como esta ;como decide orientar a los

BE00 SE000 EERU0UeeeR0000d

Términol Término 2 Término 3 Término 4

Fuente: Adaptado (Vergel, 2014)
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estudiantes en el comienzo de la actividad?

8. (Como decide usted qué tipo de tarea o ejemplo proponer para que sus estudiantes pasen
de observar regularidades en una secuencia a formular una regla general que exprese esa

regularidad?

9. (Qué tipo de preguntas o intervenciones realiza para que los estudiantes expliciten su

manera de pensar o justificar una regla general? Escribala

10. ;| De qué manera promueve que los estudiantes usen diferentes representaciones: como
6
gestos, lenguaje natural, tablas o expresiones simbdlicas o para expresar la regla general en

una tarea de patrones?

El cuestionario KMLS!” también fue sometido al método de juicio experto'®, lo que
permitid su validacion y refinamiento. Este aspecto consiste en solicitar la evaluacion de un
experto, quien garantiza la fiabilidad del instrumento al proporcionar su valoracién sobre
aspectos especificos, lo cual es particularmente util para la investigacion. El experto
retroalimenta el cuestionario bajo los tres aspectos enunciados para el anterior experto: 1)

correspondencia, 2) redaccion y 3) relevancia (Véase Anexo B).

El tercer cuestionario tiene como propdsito caracterizar el conocimiento especializado del
profesor de Educacion Bésica Primaria en relacion con el pensamiento algebraico temprano, a
partir de la manera en que concibe los aprendizajes esperados, los niveles de comprension

conceptual y procedimental, y la organizacion secuencial de los contenidos.

17 Transcripcion del cuestionario KMLS, véase en el apéndice F.
18 El anexo A presenta los perfiles académicos de los jueces expertos que participaron en la validacion de contenido
del instrumento.
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Categoria: resultados de aprendizaje esperados. Permiten establecer la direccion del
trabajo en aula, favoreciendo que el profesorado priorice tanto la identificacion de patrones como

la capacidad de generalizar y simbolizar.

1. (Qué tipo de razonamiento considera fundamental fomentar en los estudiantes para que

logren generalizar patrones? Explique coémo lo aplicaria en una actividad de aula.

2.

Observe la siguiente serie:

Patrén geométrico Patrén numérico Regla general

Fuente: (Zapatera, 2018).

6, 10, 14,...(verde) f(n)=2+4n
7,12, 17,...(total) f(n)=3+4n

(Qué resultados de aprendizaje espera que los estudiantes logren al trabajar con patrones en

Educacion Bésica Primaria?

Categoria: nivel esperado de desarrollo conceptual o procedimental. Ayuda a
evidenciar como los profesores reconocen la progresion de razonamientos (de lo concreto a lo
simbolico) y qué énfasis ponen en el razonamiento algebraico (recursivo, funcional,

covariacional).
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Enunciado:

Usted presenta a la clase la secuencia numérica: 2, 5, 8, 11, ... y pide a los

estudiantes que predigan el término 10 y justifiquen su respuesta.

3. (Qué procedimiento espera que utilice la mayoria de los estudiantes para encontrar el

término 10?

4. (Qué instruccion daria usted para mover a los estudiantes desde el procedimiento

recursivo hacia una generalizacion?

5. (Cudl seria la evidencia minima (producto observable) que le indicaria que el estudiante

ha generalizado correctamente?

6. Describa unas estrategias didécticas concretas que utiliza (o implementaria) para ensefiar
a los estudiantes de 4.°-5.° a predecir la evolucion de patrones, asegurando que cada
estrategia se vincule a un registro distinto (numérico, geométrico, grafico). Para cada
estrategia indique, de forma breve: (i) objetivo de aprendizaje, (ii) actividad propuesta (1-2
frases), (iii) evidencia observable en el aula que documentaria el logro y (iv) criterio para

retirar el andamiaje.

Categoria: secuenciacion de temas. Refleja la vision del profesor sobre como organizar
la ensefianza de los patrones en un marco curricular coherente, lo cual es clave segun los
estandares KMLS, pues vincula el desarrollo de la aritmética temprana con la iniciacion al

algebra.

7. Desde su experiencia en la ensefianza de matematicas en 1° a 3°, ;qué ajustes o

modificaciones propondria al estdndar “;Construyo secuencias numéricas y geométricas
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utilizando propiedades de los nimeros y de las figuras geométricas”, para que responda
mejor a las necesidades de aprendizaje de los estudiantes y a los objetivos generales de

estos grados?

8. (Como describe usted el vinculo entre la identificacion de patrones en la Educacion

Basica Primaria y la construccion posterior de ideas algebraicas mas avanzadas?

El cuestionario KMLS fue igualmente sometido al método de juicio experto'®, lo que
permitid su validacion y refinamiento. Este aspecto consiste en solicitar la evaluacion de un
experto, quien garantiza la fiabilidad del instrumento al proporcionar su valoracién sobre
aspectos especificos, lo cual es particularmente util para la investigacion. El experto
retroalimenta el cuestionario bajo los tres aspectos enunciados para los expertos anteriores

experto: 1) correspondencia, 2) redaccion y 3) relevancia (Véase Anexo B).
4.3.2 Entrevista semiestructurada

La entrevista se considera una de las fuentes mas relevantes para obtener informacion en
el contexto del estudio de caso (Simons, 2014); es una herramienta clave para explorar el
conocimiento que poseen los profesores de primaria sobre la generalizacion de patrones, en
relacion con los subdominios Ko7, KMT y KMLS del modelo MTSK. Este método permite la
obtencion directa de datos a través de una interaccion personal entre el investigador y el profesor
(Bisquerra, 2019) lo que posibilita un analisis detallado del conocimiento matematico

especializado en la ensefianza.

19 El anexo A presenta los perfiles académicos de los jueces expertos que participaron en la validacion de contenido
del instrumento.
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En este contexto, la entrevista facilita la recoleccion de informacion sobre como los
profesores comprenden y manejan conceptos especificos de los patrones, como definiciones,
propiedades y procedimientos asociados al KoT; asi como las estrategias y recursos que emplean
en su practica pedagogica, abarcando el subdominio KMT. Asimismo, este método permite

indagar los conocimientos que los profesores tienen sobre especificaciones curriculares

vinculadas al subdominio KMLS.

Para garantizar la relevancia y la confiabilidad de los datos, resulta fundamental que el
entrevistador establezca una relacion interpersonal adecuada durante el proceso (Simons, 2011).
Esta relacion favorece la construccion de un clima de confianza que promueve respuestas
abiertas y reflexivas, lo cual permite al investigador identificar como los profesores articulan su
conocimiento especializado con la ensefianza de la generalizacion de patrones (véase Apéndice
G). En coherencia con este proposito, la entrevista semiestructurada se disefia a partir de la

actividad denominada “Adivina mi regla” (Tabla 7).

Tabla 7

Fragmento de la entrevista semiestructurada “Adivina mi regla”

Fase Descripcion (acciones Pregunta(s) o Categorias KoT
observables) desafio observadas

1. Exploracion El investigador presenta el ~ ;Qué hiciste para ~ Tramites

inicial reto: “Pienso un numero, lo  encontrar el (procedimientos /
multiplico por 2 y le sumo numero? ;Por qué  estrategias)

3. Me da 9.” Los docentes elegiste esa
prueban valores, construyen  estrategia?
una tabla y formulan

conjeturas sobre la regla.

Acciones observables:
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aplicar procedimientos,
probar casos, anticipar
resultados, verbalizar

estrategias.

2. Construcciony  El docente crea su propia (Qué significa que  Definiciones,

definicion regla secreta, escribe tres algo “siga una propiedades y
pares (entrada — salida) y =~ regla”? ;Por qué tu fundamentos
la describe con sus palabras. regla funciona

Luego explica por qué esa siempre? ;Qué

relacion se mantiene. modelo que
Acciones observables: generaliza la
definir la idea de “regla”, situacion?

usar propiedades numéricas
(proporcionalidad,
constancia, diferencia),
justificar el funcionamiento,

refinar el enunciado verbal.

Fuente: elaboracion propia.

La entrevista fue sometida al método de juicio experto®’, lo que permitié su validacion y
refinamiento. Este aspecto consiste en solicitar la evaluacion de un experto, quien garantiza la
fiabilidad del instrumento al proporcionar su valoracion sobre aspectos especificos, lo cual es
particularmente Util para la investigacion. El experto retroalimenta el cuestionario bajo tres
aspectos de cada item: 1) correspondencia, evaluando si cada item se ajusta, genera
incertidumbre o no se vincula con la categoria; 2) redaccion, relacionada con la claridad y el uso
del lenguaje en cada item, clasificindolos como apropiados, susceptibles de mejora o

inadecuados; y 3) relevancia, en funcion de la categoria del conocimiento evaluado,

20 El anexo A presenta los perfiles académicos de los jueces expertos que participaron en la validacion de contenido
del instrumento.
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clasificandolos como relevantes, inciertos o irrelevantes. Ademas, se incorpord una seccion para
comentarios o sugerencias con el fin de indicar razones o proponer mejoras en cada item. Los
items fueron reformulados segliin las recomendaciones recibidas en la seccion "observaciones o

sugerencias" (anexo B).
4.4 Procedimiento de Analisis de la Informacion

En esta etapa, se utilizé el enfoque top down - bottom up*'. En un primer momento, fop-
down (de arriba hacia abajo), la investigacion se apoy6 en las definiciones y categorizaciones de
los subdominios Ko7, KMT y KMLS del modelo MTSK, desarrolladas a partir de la revision
tedrica presentada en el marco tedrico. Con base en ello se construyd un sistema de matrices:
matriz analitica, matriz de criterios de evidencia empirica y matriz de fronteras analiticas,
descritas como punto de partida. Este marco teorico orienta el analisis inicial del conocimiento
especializado del contenido matematico y permite su contraste sistematico con la evidencia
empirica. Dichas matrices funcionan como guia de decision para el analisis de los cuestionarios y
la entrevista semiestructurada, al evitar solapamientos conceptuales y ambigiiedades
categoriales. Asimismo, posibilitan una codificacion inicial (andlisis top—down), y garantizan la
coherencia analitica al delimitar con claridad: el conocimiento sobre qué contenido matematico
se ensefa, como se justifica, como puede representarse, como y por qué se desarrollan
determinados procedimientos, y cuales son las propiedades y caracteristicas que le otorgan
significado (KoT), el conocimiento sobre como ensefar ese contenido matemdtico, qué
estrategias, tareas, recursos y mediaciones favorecen su aprendizaje, y cudles son las

potencialidades y desafios asociados a su (KMT) y conocimiento sobre lo que se espera que los

2 Top-Down (de arriba hacia abajo): Se inicia con marcos tedricos y conceptos generales sobre la ensefianza de las
matematicas. Bottom-Up (de abajo hacia arriba): Este enfoque construye la interpretacion a partir de la informacion
tangible, permitiendo que las evidencias concretas modifiquen o enriquezcan los marcos tedricos iniciales (Sosa et

al., 2016).
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estudiantes aprendan, el nivel de desarrollo esperado y cuando dichos aprendizajes deben

promoverse (KMLS).

La matriz analitica (Tabla 8) operacionaliza el marco teodrico, estableciendo criterios
explicitos y compartidos que permitan decidir de manera consistente y justificada qué cuenta
como evidencia de cada subdominio analitico durante el analisis cualitativo (Escudero- Avila et
al. 2015). Este procedimiento metodoldgico busca mitigar ambigiiedades y prevenir solape
conceptuales entre las dimensiones analiticas del modelo (Climent et al., 2014; Escudero-Avila y

Carrillo Yanez, 2020).



Tabla 8

Matriz analitica

Subdominio Definicion analitica Objeto de conocimiento Relacion especifica con PAT
(generalizacion de patrones)

KoT Se define analiticamente como el  El tema matematico (patrén, Conocimiento de: qué es una generalizacion

(Knowledge  conocimiento del contenido regla general, variable, (proceso algebraico de abstraccion), como se

of Topics) matematico en si mismo: sus expresion algebraica) como  expresa (verbal, simbolica, numérica), por
estructuras internas, relaciones objeto disciplinar con qué funciona (fundamento de la regularidad),
constitutivas, representaciones propiedades, qué relaciones intra conceptuales existen
legitimas y fundamentos procedimientos, (entre término, posicion, regla general,
epistemologicos, representaciones y variable), qué fenomenos modela
independientemente de su fenomenologia propios. (crecimiento, iteracion, covariacion).
ensefianza o secuenciacion
curricular.

KMT Se define como la amalgama entre Las formas de ensefar Conocimiento de: qué tareas promueven la

(Knowledge el contenido matematico y el generalizacion de patrones:  generalizacion, qué ejemplos (patrones

of conocimiento didactico, centrada
en como determinados temas se
organizan, representan y adaptan a
los medios, recursos, estrategias y

Mathematics
Teaching)

decisiones didacticas especificas
para hacer comprensible,
accesible y significativo un
contenido matematico particular
durante el acto de ensefianza.

tareas disefiadas, ejemplos
escogidos, representaciones
didacticas, secuencias de
actividades, uso de
materiales, analogias,
preguntas orientadoras,
teorias personales o
institucionalizadas sobre
como ensenar PAT.

lineales vs. cuadraticos) son mas
transparentes, qué representaciones (tabla,
figura, expresion) facilitan la transicion
aritmética-algebraica, qué recursos (fichas,
software) potencian/limitan el razonamiento
algebraico, qué estrategias (manipulacion,
verbalizacion, simbolizacion) favorecen la
construccion de reglas generales.
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KMLS Conocimiento de las expectativas  Los estandares de Conocimiento de: cuando se introduce la

(Knowledge  institucionales, curriculares y aprendizaje (oficiales y generalizacion de patrones en el curriculo,

of evolutivas sobre qué contenidos experienciales): qué nivel de simbolizacion se espera en 3° vs.

Mathematics  del pensamiento algebraico prescripciones curriculares,  6° basico, qué contenidos previos (conteo,

Learning temprano para ensefiarse, en qué  objetivos de aprendizaje, operaciones, secuencias) son requisito, qué

Standards) nivel educativo, con qué nivel de  secuenciacion vertical (qué  contenidos posteriores (funcion lineal,
desarrollo conceptual esperado, y  va antes/después), nivel de  ecuaciones) se construyen sobre PAT, qué
cémo se secuencian temporal y complejidad apropiado por  complejidad de patrones (numéricos,
conceptualmente edad/grado, ambito de geométricos, recursivos, funcionales)

generalizacion esperado corresponde a cada etapa.

Fuente: Baldan da Silva et al. (2023), Cayo Maturana y Contreras Gonzalez (2020), Chimoni et al. (2021), de Souza Barboza et al. (2020),
Escudero-Avila et al. (2016); Pincheira y Alsina (2021), Radford (2022), Ribeiro et al. (2018) y, Schliemann et al. (2006).
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La combinacion de los enfoques top-down con el bottom-up otorga la flexibilidad para
aproximarse a los subdominios y generar nuevas categorias de conocimiento, lo cual facilita
someter a escrutinio el modelo, su estructura y su funcionalidad (Cayo-Maturana y Contreras-
Gonzalez, 2020). El método Bottom-Up permite que las categorias emerjan de forma inductiva a
partir de los datos recolectados en el campo (Zapata, 2019). Durante la codificacion abierta, se
estudian las transcripciones de los cuestionarios, la entrevista semiestructurada y documentos sin
imponer inicialmente las categorias teodricas (Zapata, 2019). De esta forma, se identifican
patrones y nuevos significados que pueden complementar, ajustar o incluso expandir las
categorias preestablecidas del modelo MTSK. Esta etapa es crucial para que el andlisis refleje la
complejidad y la realidad del contexto educativo, permitiendo que elementos emergentes como
indicadores especificos del pensamiento algebraico temprano y la forma en que se generalizan

patrones en el aula se integren en el proceso de analisis (Vergel, 2019).

Los aspectos fundamentales en el proceso de reduccion y andlisis de los datos integran
los cuales comprenden los textos y transcripciones que constituyen la fuente de informacion
(Escudero-Avila y Carrillo-Yafiez, 2020). Asimismo, se identifican las citas, definidas como
fragmentos significativos que contribuyen a la deteccion de temas cruciales para los objetivos de
la investigacion. Los codigos funcionan como etiquetas para capturar el significado subyacente
de los datos, ya sea mediante una aproximacion predeterminada (top-down) o una de caracter
emergente (bottom-up). Por su parte, las familias constituyen agrupaciones de elementos bajo
criterios definidos que favorecen las comparaciones analiticas entre distintos conjuntos de datos
(Figura 9). Finalmente, las anotaciones (memos) operan como comentarios que enriquecen el
analisis mediante el registro de interpretaciones, definiciones de categorias y vinculos entre datos

(Penalva et al., 2015).
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Figura 9

Acercamiento metodologico top — down y bottom —up

TOP - DOWN (Deductivo)

!

Modelo MTSK
(Kot - KMT -KMLS) Fundamentacién teérica
Uso de Atlas. Ti
Disefio, validacién y aplicacion de
instrumentos

Sistema Inicial de Categarias Tedricas

_________ i .

Nucleo de Analisis

Pensamiento algebraico temprano
Generalizacién de patrones

,,,,,,,,, i o

Codificacién Abierta
(Identificacién de codigos emergentes)

i Atlas. Ti

(Gestion de documentos primarios,

Codificacion Axial cédigos, memos analiticos, grupos y redes)

(Agrupacién y relacién entre categorias)

i Espacio de analisis, interpretacién,
decisién analitica emergente.

Codificacion Selectiva
(Integracion tedrica y refinamiento categorial)

f

BOTTOM - UP (Inductivo)

Fuente: elaboracion propia

Organizacion de datos. Segin Montes y Carrillo (2017) el modelo MTSK requiere una
base tedrica para realizar un analisis inicial del conocimiento especializado del profesor de
matematicas, en el cual se destaca la importancia del pensamiento algebraico temprano para la
generalizacion de patrones. Este fundamento tedrico constituye el punto de partida para
estructurar el andlisis de la informacion. Con Atlas Ti 9 se procesa la organizacion de datos

mediante un enfoque Top-Down.
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En esta fase, se crea un conjunto de cddigos y familias basados en el marco tedrico y en
los subdominios del modelo MTSK (KoT, KMT y KMLS). Este esquema predefinido funciona
como el esqueleto del andlisis. Por ejemplo, se establecen codigos para Conocimiento de los
Temas, que se subdividen en categorias especificas como "Definiciones", "Fenomenologia y
Aplicaciones" y "Registros de Representacion". Posteriormente, se identifican relaciones axiales

entre dichas categorias, facilitando una comprension integral de los hallazgos.

Complementariamente, se incorpora el enfoque Bottom-Up, el cual permite que, a partir
de la codificacion abierta de los datos, las categorias emergentes se integren al esquema teorico
preestablecido. Como parte del andlisis, se construyen matrices que contrastan los guiones de
datos con cddigos predefinidos y emergentes, facilitando la triangulacion entre diversas fuentes
de informacion (cuestionarios, entrevistas y documentos). Esta metodologia fortalece la validez
del andlisis al proporcionar una vision rigurosa y contextualizada del conocimiento profesoral en

torno al pensamiento algebraico temprano.

Analisis tematico. Este enfoque facilita la extraccion de significados y la interpretacion
de las dimensiones esenciales de los fendmenos estudiados, conectando de manera adecuada los
datos con las preguntas de investigacion. Segin Simons (2014), el analisis tematico se erige
como herramienta clave para la interpretacion integral de las evidencias empiricas, la
identificaciéon de elementos centrales; la caracterizacion del conocimiento especializado en

diversos contextos, especialmente, en el &mbito de la educacion matematica.

La matriz de criterios de evidencia empirica (Tabla 9) se disefid con la finalidad de
establecer descriptores explicitos para la identificacion, inclusion y exclusion de fragmentos
discursivos entendidos como unidades de informacion que constituyeran evidencia valida de los

subdominios Ko7, KM Ty KMLS del modelo MTSK. En el contexto del pensamiento algebraico
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temprano y la ensefanza de la generalizacion de patrones. Este instrumento permitié controlar
solapamientos conceptuales, garantizar coherencia analitica y asegurar la auditabilidad del

proceso de analisis cualitativo.



Tabla 9

Matriz de criterios de evidencia empirica
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Subdominio

Qué cuenta como evidencia

Qué no cuenta como evidencia

Riesgos de confusion analitica

KoT

Explicaciones sobre qué es
una generalizacion de
patrones.

Distincion conceptual entre
patrén recursivo y funcional.
Identificacion de propiedades

de las expresiones generales

(equivalencia algebraica).

Conocimiento de multiples
representaciones del mismo
patron (tabla-grafica-
algebraica-verbal).

Fundamentos de por qué una

regla funciona
matematicamente
Procedimientos para

encontrar el término n

(directo vs. recursivo)

Como ensefiar a encontrar patrones
(es KMT).
En qué grado ensenar
generalizacion (es KMLS).

Qué material usar para patrones (es

KMT).

Dificultades de los estudiantes con
la  variable (es KFLM, no

solicitado).

Secuencia didéctica para introducir
patrones (es KMT).
Referencias al curriculo nacional

(es KMLS).

Confusion con KMT: Decir "el patrén crece de 3 en
3" es KoT (propiedad); decir "les pido que busquen

cuanto crece" es KMT (estrategia de ensefianza).

Confusion con KMLS: "La regla general se escribe
3n + 2" es KoT (conocimiento del objeto); "en 5°
basico se espera que escriban la regla con palabras,

no con letras" es KMLS (expectativa curricular).



KMT

Conocimiento de diferentes
tipos de patrones (lineales,
cuadraticos, geométricos)
Relaciones intra
conceptuales: variable como
generalizador, no  como
incégnita.

Tareas  especificas que
propone para ensenar

generalizacion de patrones.

Ejemplos  escogidos  (ej.
patron de cuadrados vs.
triangulos) y su justificacion
didactica

Secuencias de actividades:
manipulacion a verbalizacion
hasta llegar a la
simbolizacion.
Conocimiento del potencial
didactico de representaciones

(tabla facilita patron

Estrategias que usan los nifios (es

KFLM) .

Definiciéon matematica de

generalizacion (es KoT).

Propiedades de las expresiones

algebraicas (es KoT).

En qué grado se ensefia (es KMLS).

Queé dice el curriculo (es KMLS).
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Confusion con KoT: "Uso la tabla para que vean la
relacion" es KMT (recurso didactico); "la tabla
muestra la covariacion entre posicion y valor" es

KoT (propiedad matematica).

Confusion con KMLS: "Les doy primero patrones
con figuras" es KMT (decision didactica); "el
curriculo dice que en 4° usen patrones pictoricos

antes que numéricos" es KMLS (prescripcion).


https://ppl-ai-file-upload.s3.amazonaws.com/web/direct-files/attachments/142811341/07c346e6-d124-4297-830c-ba1544bc1797/1.-MTSK.pdf
https://ppl-ai-file-upload.s3.amazonaws.com/web/direct-files/attachments/142811341/07c346e6-d124-4297-830c-ba1544bc1797/1.-MTSK.pdf
https://ppl-ai-file-upload.s3.amazonaws.com/web/direct-files/attachments/142811341/07c346e6-d124-4297-830c-ba1544bc1797/1.-MTSK.pdf
https://ppl-ai-file-upload.s3.amazonaws.com/web/direct-files/attachments/142811341/07c346e6-d124-4297-830c-ba1544bc1797/1.-MTSK.pdf
https://ppl-ai-file-upload.s3.amazonaws.com/web/direct-files/attachments/142811341/07c346e6-d124-4297-830c-ba1544bc1797/1.-MTSK.pdf
https://ppl-ai-file-upload.s3.amazonaws.com/web/direct-files/attachments/142811341/07c346e6-d124-4297-830c-ba1544bc1797/1.-MTSK.pdf

KMLS

funcional).

Limitaciones de recursos

(bloques Vs. software
dinamico).
Preguntas orientadoras:

"icomo puedo saber el
término 100 sin dibujarlo?"
Uso de analogias ("la n es
como una caja que guarda
cualquier nimero").

sobre

Teorias  personales

como facilitar  transicion
aritmética-algebraica.

Referencias  explicitas a
curriculo oficial o estdndares

(NTCM, curriculo nacional).

Conocimiento de qué se
ensefa en cada grado sobre

PAT.

Errores conceptuales de estudiantes

(es KFLM).

Justificacion matematica de por qué

funciona (es KoT).

Como ensefiar esos contenidos (es

KMT).

Qué es matematicamente

generalizacion (es KoT).

una
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Confusion con KMT: "En 5° basico ensefio
patrones con bloques" es KMT (recurso); "en 5° el
curriculo prescribe patrones con material concreto”

es KMLS (estandar).


https://ppl-ai-file-upload.s3.amazonaws.com/web/direct-files/attachments/142811341/07c346e6-d124-4297-830c-ba1544bc1797/1.-MTSK.pdf
https://ppl-ai-file-upload.s3.amazonaws.com/web/direct-files/attachments/142811341/07c346e6-d124-4297-830c-ba1544bc1797/1.-MTSK.pdf
https://ppl-ai-file-upload.s3.amazonaws.com/web/direct-files/attachments/142811341/07c346e6-d124-4297-830c-ba1544bc1797/1.-MTSK.pdf
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Secuenciacion vertical: "antes Qué tarea usar para enseiar (es Confusion con KoT: "Los patrones cuadraticos son

deben saber...", "luego KMT). mas complejos" es Kol (propiedad matematica);

veran..." "los patrones cuadraticos se ensefian en 7° porque
requieren mayor abstraccion" es KMLS (ubicacion
curricular justificada).

Nivel de complejidad Propiedades de los patrones (es

esperado:  "en 3° solo KoT).

verbalizan, en 6° simbolizan"

Ambito numérico apropiado Teorias de ensefianza (es KMT).

(patrones con numeros hasta

100 en 2° basica primaria).

Conocimiento de contenidos Dificultades de aprendizaje (es

prerrequisito (suma iterada KFLM).

antes de patron aditivo).

Conocimiento de progresion:

de patrones numéricos, pasa a

geométricos hasta llegar a las

funcionales.

Expectativas sobre grado de

abstraccion segun edad.

Fuente: Baldan da Silva et al. (2023), Chimoni et al. (2021), de Souza Barboza et al. (2020), Jungbluth et al. (2022), Otten et al. (2019), Radford
(2015) y Schliemann et al. (2006).
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Delimitacion empirica. Cada subdominio del MTSK, en el contexto del desarrollo del
pensamiento algebraico en la ensefianza de la generalizacion de patrones, el discurso del profesor
integra contenido, enseflanza y expectativas de aprendizaje (Sousa et al., 2020). Por ello, la
matriz cumple la funcion de segmentar analiticamente estas dimensiones; Kol identificar
evidencia sobre el conocimiento matematico del patron (estructura, regularidad, generalizacion),
KMT identificar evidencia sobre la ensefanza del patron (tareas, intervenciones, mediaciones) y

KMLS identificar evidencia sobre lo que se espera que el estudiante aprenda y cuando.

Establecimiento de criterios de inclusion y exclusion empirica, para mitigar el sesgo
interpretativo durante el andlisis de los instrumentos. Criterio de inclusion, la columna “qué
cuenta como evidencia” permite la codificacion de un fragmento, legitimando su relevancia para
el subdominio y orientando la clasificacion mediante una légica descendente (7op-Down)
(Santagata y Lee, 2021). Criterios de exclusion, la columna “qué no cuenta como evidencia”
actia como salvaguarda de la frontera conceptual, evitando la inclusion de datos que, aunque
relacionados con el dlgebra temprana, corresponden a dominios no solicitados o ajenos al foco de

analisis (Hohensee, 2017).

Controlar los riesgos de confusion analitica propios del pensamiento algebraico temprano
(PAT) constituye una necesidad metodologica central, dado que la ensefianza de Ia
generalizacion de patrones es un ambito especialmente propenso a solapamientos conceptuales.
En este contexto, referirse al patron puede aludir tanto a un contenido matematico como a un
recurso o enfoque de ensefianza; del mismo modo, hablar del aprendizaje puede confundirse con
decisiones didéacticas, y la nocion de progresion puede mezclarse con conocimiento matematico
(Carraher y Schliemann, 2019). La finalidad es hacer explicitas las decisiones epistemologicas

del estudio y guiar la resolucion de ambigiiedades durante la fase de analisis de datos (Hohensee,
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2017). Asi mismo, responder a la coherencia intra-caso e inter-caso, en los estudios de los
cuestionarios y entrevista; para ello, la matriz asegura que todos los instrumentos se analicen
bajo los mismos criterios, permite comparar perfiles Ko7, KMT y KMLS sin modificar las reglas
de decision, y sostiene la validez del analisis transversal (Simons, 2011). Por ultimo, fundamenta
la fase Top—Down del enfoque deductivo—inductivo a como se reconoce empiricamente sin
forzar los datos ni diluir la teoria (Hohensee, 2017; Yin, 2014). Por tanto, el criterio de finalidad
del conocimiento permite diferenciar evidencias adscritas a Ko7, cuando el foco se situa en qué
es y por qué es la generalizacion algebraica, de aquellas correspondientes a KMT, cuando el

énfasis se orienta a como hacerla comprensible para los estudiantes (Tabla 10).

Tabla 10

Fronteras analiticas

Frontera Criterio Pertenece a A No pertenece  Justificacion
discriminador aB
KoT vs. KSM Tipo de relacion  A: KoT B: KSM El KoT incluye las
conceptual. (Conocimiento (Estructurade  conexiones intra
de los Temas). la conceptuales
Matematica). (propiedades internas
de un tema),

mientras que el KSM
solo considera
conexiones inter
conceptuales entre
diferentes temas o

niveles educativos.



KoT vs. KPM

KoT vs. KMT

KoT vs. KFLM

Naturaleza del
saber (Qué vs.

Coémo se crea).

Finalidad del
registro de

representacion.

Focoen el
objeto vs. Foco
en el

aprendizaje.

A: KoT
(Conocimiento

de los Temas).

A: KoT
(Conocimiento

de los Temas).

A: KoT
(Conocimiento

de los Temas).

B: KPM
(Practica

Matematica).

B: KMT
(Ensefianza de
la

Matematica).

B: KFLM
(Aprendizaje
de la

Matematica).
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El KoT abarca el
conocimiento de una
definicion especifica
de un objeto; el KPM
se refiere al
conocimiento de las
caracteristicas que
debe tener cualquier
definicion y las
formas de validar o
producir matematica.
En el KoT, los
registros se conocen
por su naturaleza
matematica (sintaxis,
semantica); en el
KMT, se consideran
por su potencialidad
didactica para
facilitar la
comprension.

El KoT se centra en
el conocimiento
profundo del
contenido; el KFLM
se enfoca en como
ese contenido es
aprehendido por el
alumno, incluyendo
sus errores y

dificultades tipicas.
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KSM vs. KMLS  Razon de la A: KSM B: KMLS La secuenciacion en
secuenciacion. (Estructurade  (Estdndares de  KSM responde a una
la Aprendizaje).  ldgica matematica de
Matematica). complejidad o

simplificacion; en
KMLS, la
secuenciacion es
didactica o
normativa, basada en

lo prescrito por el

curriculo.

KMT vs. KFLM  Accion profesor  A: KMT B: KFLM El KMT agrupa el
vs. Proceso (Ensenanza de  (Aprendizaje conocimiento sobre
cognitivo. la de la estrategias y recursos

Matematica). Matematica). para ensenar; el
KFLM se refiere a la
capacidad de

interpretar el
pensamiento y los
razonamientos de los

estudiantes.

Fuente: Jungbluth et al. (2022) y Vergel et al. (2022).

Andlisis comparativo. En un estudio de caso instrumental, se realizan comparaciones
entre los tres casos de estudio, examinando las similitudes y diferencias entre ellos para
caracterizar como el contexto influye en el conocimiento especializado (Bautista-Cardenas,
2022). A través de este procedimiento de analisis de datos, se busca garantizar su validez y
confiabilidad mediante diversas estrategias, como la triangulacion de datos, utilizando multiples

fuentes de informacion; la validacion por parte de los participantes, permitiendo que revisen y
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corroboren los resultados obtenidos y la valoracion externa, en la que un experto revisara el

proceso de investigacion para asegurar su rigor (Bisquerra, 2019).
4.5 Aspectos Eticos

Se consideran principios €ticos fundamentales obtener el consentimiento informado de
los participantes??, garantizar la confidencialidad de la informacion y respetar su privacidad.
Ademas, se asegura que los participantes comprendan claramente el proposito del estudio y la
forma en que se utilizaran los datos recopilados (Simons, 2014), (ver apéndice 2). Belmont

(1980) se refiere a beneficencia y no maleficencia, justicia, respeto.

La presente investigacion se rigi6 por los principios éticos que salvaguardan la integridad
y la dignidad de los participantes en estudios de caracter social y educativo. A continuacion, se
detalla la aplicacion de los tres principios fundamentales. En primera instancia, el principio de
respeto a las personas se materializo mediante el proceso de Consentimiento Informado. Antes
de iniciar la recoleccion de datos, se les explico a los tres docentes participantes (Sara, Orlando y
Cristobal) el objetivo de la investigacion, el cardcter voluntario de su participacion y su derecho
a retirarse del estudio en cualquier momento sin ninguna consecuencia negativa. Asimismo, se
garantiz6 la confidencialidad y el anonimato mediante el uso de seudonimos, asegurando que
ninguna informacion personal o institucional permitiera su identificacion en el cuerpo de la tesis

o en futuras publicaciones derivadas.

La investigacion se disefid bajo la premisa de minimizar cualquier riesgo y maximizar los
beneficios. Dado que el estudio implicé cuestionarios y una entrevista, se asegurd que las
actividades no interfirieran con el desarrollo habitual, ni generaran cargas laborales adicionales

para los profesores. El beneficio directo para los participantes radica en la reflexion sobre su

22 El apéndice B contiene los consentimientos de los participantes debidamente diligenciados.
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propia practica; el proceso de entrevista y el andlisis basado en el modelo MTSK permitieron a
los profesores identificar sus fortalezas y areas de mejora en la ensefianza del algebra temprana,

contribuyendo asi a su desarrollo profesional continuo.

Finalmente, el principio de justicia se aplico en la seleccion equitativa de los participantes
y en el tratamiento imparcial de la informacion recolectada. Los profesores fueron seleccionados
bajo criterios de idoneidad profesional y disposicion para colaborar, sin ningun tipo de
discriminacién o coaccidon. Asimismo, se garantiz6 una devolucion de resultados ética, donde los
hallazgos se presentan de manera objetiva, evitando juicios de valor sobre la competencia de los
profesores y enfocindose, en cambio, en la caracterizacion cientifica de su conocimiento

especializado para fortalecer el campo de la educacion matematica.

En correspondencia con estos principios éticos y con el enfoque metodoldgico adoptado,
la presentacion de los resultados se organizara a partir de los subdominios Ko7, KMT y KMLS
del modelo MTSK, articulando el andlisis intra-caso e inter-caso de los profesores Cristobal,
Orlando y Sara. La fase Top—Down orient6 inicialmente la identificacion y clasificacion de las
evidencias empiricas desde las categorias tedricas previamente definidas, mientras que la
aproximacion Bottom—Up permitid reconocer matices emergentes, tensiones y particularidades
derivadas de los datos producidos en los cuestionarios y la entrevista semiestructurada. De esta
manera, el analisis de resultados buscard mantener una interaccion constante entre teoria y
evidencia empirica, permitiendo interpretar como se configura y manifiesta el conocimiento
especializado del profesorado en relacion con el desarrollo del pensamiento algebraico temprano

y la ensefnanza de la generalizacion de patrones.
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Capitulo 5. Analisis de resultados

En este capitulo se presenta el analisis de los instrumentos desarrolladas a lo largo del
proceso de investigacion, el cual se llevd a cabo mediante la articulacion de las metodologias
Estudio de caso instrumental y Top—Down y Bottom—Up descritas en el capitulo precedente.
Posteriormente, se expone el procedimiento de analisis correspondiente a cada uno de los casos,
lo cual se realizO mediante matrices de definiciones analiticas, criterios de evidencia empirica
por subdominio (Ko7, KMT y KMLS) y fronteras analiticas del modelo M7SK, junto con el
analisis Top—Down (deductivo), la identificacion de categorias emergentes derivadas del analisis
Bottom—Up de los cuestionarios y entrevista aplicados a los profesores, la integracion Top—Down
/ Bottom—Up (abduccion), matrices de integracion analitica y de relaciones internas por
subdominio, asi como el andlisis transversal de cuestionarios y entrevistas, las triangulaciones y

el alcance de los objetivos del estudio.

Si bien el estudio de los instrumentos de Cristobal, Orlando y Sara se efectu6 de manera
individual, documento por documento, la presentacion de los resultados se organiza por
subdominios, con el propdsito de visibilizar de forma mas clara las contribuciones tedricas
derivadas del andlisis empirico, que emergieron gradualmente a través de la articulacion

sistematica del método Top—Down / Bottom—Up.

Desde esta perspectiva, los hallazgos del capitulo no se organizan como una suma de
evidencias aisladas, se configuran como estructuradas de conocimiento del profesor que permiten
comprender como se habilita, se restringe o se transforma el desarrollo del Pensamiento

Algebraico Temprano en la ensefianza de la generalizacion de patrones.
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5.1 Resultados del Subdominio Conocimiento de los Temas (KoT)

El presente apartado expone los resultados del analisis integrado del conocimiento del
tema (KoT) evidenciado por los profesores Sara, Cristobal y Orlando en relacion con la
generalizacion de patrones, entendida como componente central del pensamiento algebraico
temprano. La evidencia empirica presentada no describe unicamente diferencias entre profesores,
mas bien revela configuraciones ontoldgicas diferenciadas del objeto matematico en juego
(Godino, 2024). En este sentido, la generalizacion de patrones no se configura simplemente
como un procedimiento para extender secuencias; se comprende como una estructura relacional

basada en la covariacion entre magnitudes indeterminadas (Carraher y Schliemann, 2019).

Desde la perspectiva del pensamiento algebraico temprano, el andlisis muestra que la
generalizacion depende de una articulacion interna entre procedimientos (cémo, cudndo y por
qué se hace de esa manera), definiciones, propiedades y fundamentos y no unicamente de la
presencia de expresiones algebraicas (Fuentes-Leal, 2020). Estd la articulacién, observable
empiricamente y rastreable metodologicamente, configura el nucleo epistemologico del KoT
(Rojas et al., 2015) y constituye uno de los aportes centrales de este estudio al andlisis del

conocimiento matematico del profesorado de Educacion Bésica Primaria.

5.1.1 Procedimientos del Desarrollo del Pensamiento Algebraico Asociados a la

Ensenianza de la Generalizacion de Patrones

Los procedimientos matematicos asociados a la generalizacidon, definidos por la
integracion del procedimiento (cémo hacer), su pertinencia cronologica (cudndo hacer) y su
fundamentacion (por qué se hace de esa manera), se manifiestan de forma explicita en el discurso
del profesor como acciones orientadas a operar sobre la generalizacion de patrones. Entre ellas se

encuentran a continuacidon secuencias, el calculo de términos y la aplicacion sistematica de
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procedimientos operativos que permiten reconocer, extender y justificar regularidades (Radford,
2010, 2022). Sin embargo, el analisis permite identificar diferencias en el control conceptual de
estos procesos. En algunos discursos, los procedimientos permanecen vinculados a una ejecucion
local y factual; en otros se articulan progresivamente hacia una estructura general que trasciende
el campo perceptivo. Este transito constituye un indicio de analiticidad, rasgo distintivo entre la
generalizacion aritmética y la generalizacion algebraica. En consecuencia, permite comprender
como el tratamiento de casos particulares en aritmética puede sentar las bases para el desarrollo
de procesos de abstraccion funcional en niveles posteriores de escolaridad (Radford, 2015;

Vergel, 2019).

En el caso de Sara describe el procedimiento de generalizacidén como una extension
basada en ejemplos iniciales. Sara afirma explicitamente que “el procedimiento se basa en los
ejemplos” mostrando un pensamiento donde la indeterminacién se maneja de forma intuida,
utilizando el ejemplo particular como un vehiculo o metéfora para alcanzar la generalizacion de

una comunalidad (Radford, 2013).

Calcula el numero de cuadros para:
El término 5= 11

El término 9= 19

El término 100= 300

(Como se hace?

Describe paso a paso el procedimiento que seguiste para encontrar el nimero de cuadros
totales en los términos solicitados. Asegurate de explicar como aplicaste la formula

algebraica. R/ El procedimiento que utilicé se basa en los ejemplos iniciales.

(Cuando se hace? ;Siempre se pueden resolver patrones con una expresion algebraica?

Proporcione ejemplos de situaciones en las que consideren que si aplica y en las que no
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aplica. Justifiquen por qué. R/ No lo realicé con expresiones algebraicas lo deduzco de

los ejemplos planteados.

En la préctica, su actuacion se sustenta en el uso de términos cercanos de la secuencia, el
conteo directo y la aplicacion de procedimientos locales para establecer relaciones entre los
elementos observados, configurando una aproximacion inductiva empirica a la generalizacion de
patrones. Este conocimiento resulta operativo en casos proximos; sin embargo, al extenderse a
términos lejanos, como el término 100, evidencia una forma de generalizacion sustentada
principalmente en relaciones locales entre los términos de la secuencia (Nobrega et al., 2021).
Desde esta perspectiva, emerge la subcategoria procedimiento empirico por extrapolacion
cercana, donde la profesora sigue pasos locales (invertir sumas, “hacerlo al revés”) sin validar su
generalidad. El resultado se considera correcto solo por coincidencia, no como consecuencia de
una estructura funcional, limitando la generalizacion (Nobrega et al., 2021). Se evidencia
ausencia de conexiones estructurales entre el comportamiento aritmético local de la secuencia y
una formulacion algebraica general que permita interpretar funcionalmente la regularidad

identificada (Flores-Medrano, 2022).
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Figura 10

Fragmento de codificacion del cuestionario KoT en Atlas. Ti

Administrador de documentos =| D 3: Transcripcién _Cuestionario_KoT _Sara

- N v a1 L [

R/ No identifico los nombres las propiedades de crecimiento de patrones. @ [l KoT_Limitacién terminolgica

5. Calcula el numero de cuadros para: ' KoT_Error critico

El término 5= 11 RNA- debilidad
El término 9= 19
El término 100= 300

"B BIN2|ED BeiE

13 0LE

= Debilidad significativa
MF

6. (Como se hace?
Describe paso a paso el procedimiento que seguiste para encontrar el nimero de
cuadros totales en los términos solicitados. Asegiirate de explicar como aplicaste

la férmula algebraica

R/ El procedimiento que utilicé se basa en los ejemplos iniciales. @ [LKoT Generalizacion_inductiva...

Fuente: elaboracion propia.

En Cristdbal, los procedimientos muestran mayor estabilidad operativa, por ejemplo, del
tipo “P: ;Qué numero encontraste? R: Pues yo digo que es el 3, si se multiplica por 2, da 6. y le
suma 3, me da 9, lo que indica un control operativo. Sin embargo, dicho procedimiento
permanece subordinado a la verificacion casuistica y a la correccion del resultado numérico, sin
fundamentar por qué la regla resulta valida para cualquier término de la secuencia (Girit-Yildiz,
2023); en otras palabras, se evidencia un avance hacia la explicitacion verbal de la regularidad,

aunque esta no llega a consolidarse como una formulacion general estable (Radford, 2015).

Este procedimiento se apoya en procesos de ensayo, repeticion y verificacion aritmética
que, si bien permiten identificar invariantes, no transforman el procedimiento en un objeto
autonomo (Vergel et al., 2022). Cristobal reconoce la regularidad aditiva entre términos
consecutivos, al sefialar que “aumenta de dos en dos”, pero no explicita una regla general ni una

estructura funcional completa que trascienda la relacion recursiva inmediata (Vergel, 2010).
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Aunque el profesor logra reconocer regularidades aditivas, las conexiones entre dicha
regularidad y estructuras algebraicas mas generales permanecen implicitas, lo que restringe la
articulacion entre pensamiento aritmético y pensamiento funcional (Sosa et al., 2016). En este
sentido, se configura un procedimiento operativo con invariantes implicitos (Figura 11),
caracterizado por una de estabilidad procedimental sin un control teérico deliberado sobre el

proceso de generalizacion (Levin y Walkoe, 2022).

Figura 11

Procedimiento operativo con invariantes implicitas

ministrador de documentos 15| D 1: Transcripcién _Cuestionario KoT_ Cristobal

5. Calcula el namero de cuadros para: E

Término Numero de cuadrados rellenos Numero de cuadrados

Propiedad- limitada * l# KoT_Table_Mode

Vacios

Término 5 5 6

Término 9 9 10

TN oulwIl g1l

Término 100 100 101

Subcategoria: ;Cémo se hace?
Describe paso a paso el procedimiento que seguiste para encontrar el niamero de cuadros totales
en los términos solicitados. Asegirate de explicar como aplicaste la formula algebraica
Respuesta:

No utilicé una expresién a formula algebraica. Los nimeros de cuadrados vacios serian asi:

RV/RSA-mension superficial z | KoT_Ausencia de

“piL

X igual al nimero de término, igual al nimero de cuadrados rellenos. 2 Definicién- Mencién superficial IFS-mesién supe,
X mas uno es igual al nimero de cuadrados vacics. Fundamento- limitada : Propiedad- Hmita[
RAl-desarrollo lir
Subcategoria: ; Cuindo se puede hacer? RSA- mension su
¢Siempre se pueden resolver patrones con una expresion algebraica? Proporcione ejemplos de
situaciones en las que consideren que si aplica y en las que no aplica. Justifiquen por queé.

Respuesta:

Fuente: elaboracion propia.

En Orlando, se observa una explicitacion de procedimientos sistematicos y generalizables
a partir de la identificacion precisa de la variable y la constante (Zapatera, 2018). En su
actividad, construye la expresion algebraica “2n + 17 y la utiliza para calcular correctamente
términos lejanos de la secuencia, lo que evidencia la superacion de la etapa de recuento local y la
construccion de conexiones estructurales entre representaciones aritméticas y expresiones
algebraicas generales (Sosa et al., 2016). La formulacion de esta regla explicita supone reconocer

la regularidad como una relacion funcional entre la posicion y el valor correspondiente, lo que
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posibilita operar con cantidades indeterminadas y anticipar términos no visibles sin recurrir a
procedimientos iterativo. Esta articulacion permite vincular la secuencia numérica con formas
iniciales de pensamiento funcional, en las que la atencion deja de centrarse en el calculo de casos
especificos para orientarse hacia la comprension de la generalidad y de las relaciones invariantes
que sostienen el patron (Zapatera, 2018). A su vez, la validacién de la expresion mediante la
técnica de sustitucidon evidencia un control consciente del procedimiento y de los fundamentos
que justifican su validez, dado que el profesor reconoce como aplicar la regla y comprende por
qué la estructura algebraica propuesta representa adecuadamente el comportamiento de la

secuencia (Aké y Godino, 2018).

El discurso del profesor profundiza este control al analizar la validez de sus
procedimientos en relacion con la expresion formal, emplear operaciones inversas de manera
consciente y discutir los limites de aplicacion de la regla (Castro et al., 2011). De este modo, el
resultado matematico deja de entenderse como una coincidencia aritmética y se reconoce como
una consecuencia necesaria de la estructura matematica subyacente. El procedimiento funcional
validado se configura, asi, como un procedimiento que trasciende el célculo algoritmico para
convertirse en un objeto y en fundamento de la generalizacion algebraica (Vergel et al., 2022).

Figura 12

Procedimiento funcional validado
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‘ Administrador de documentos =| D 2: Transcripcién_Cuestionario KoT_Orlando

pero conserva un patrén creciente en el mimero de baldosas de
uno en uno.

3. Representa el patrén utilizando:

. Una tabla que relacione el nimero del término (n) con el

numero de cuadros.

Numero del término (n) Cuadritos negros (n) ¥ < RNA- desarrollo limitado
&

] Una expresion algebraica que generalice el patron para % KoT_RSA_Funcional

cualquier término.

X=2n+1 FFA
IGR

4. Identifica la propiedad principal que rige el crecimiento RSA- andlisis profundo

~ugisaidxa eun 95:¢

ot

Fuente: elaboracion propia.
5.1.2 Definiciones, Propiedades y Fundamentos

En el caso de la profesora Sara, sus respuestas evidencian un énfasis en procedimientos
asociados al reconocimiento de regularidades y al crecimiento recursivo de la secuencia. La
profesora identifica incrementos entre términos consecutivos y describe el patron a partir de
ejemplos concretos y relaciones perceptibles dentro de la secuencia. Sin embargo, las
explicaciones proporcionadas se centran en aspectos operativos y descriptivos, sin explicitar
propiedades matematicas asociadas a la estructura del patron o relaciones funcionales que

fundamenten la generalizacion algebraica.

Desde el subdominio Ko7, esto permite identificar una mayor presencia de conocimiento
procedimental que de referencias explicitas a definiciones, propiedades y fundamentos
matematicos del patron (Escudero y Carrillo, 2020). En este sentido, la regla se infiere
exclusivamente a partir de regularidades observadas en la secuencia, en particular la

identificacion de numeros impares, sin que se formule explicitamente ni se reconozcan
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propiedades estructurales como la linealidad o la diferencia constante lo que dificulta establecer
conexiones entre la regularidad aritmética observada y formas més generales al pensamiento

algebraico temprano (Lifian et al., 2016).

Observa detenidamente la siguiente secuencia:

Término 1 Término 2 Término 3 Término 4

Fuente: Adaptado (Vergel, 2014)

Describe qué observas en el patron de crecimiento entre cada término. R/ Primero
observo que las imagenes se organizan de acuerdo con numeros impares, luego se inicia a

marcar un cuadro en cada imagen y aumenta uno en uno en las siguientes.

La regla es concebida como un algoritmo secuencial orientado a “llegar a una meta”. En
esta perspectiva, la regla se interpreta como un procedimiento ejecutable y no como una relacion

funcional entre la posicion y el valor correspondiente.

P: {Qué significa regla para ti?
R: Pensar en unas condiciones.

P: ;Y por qué funciona la regla? ;O crees que siempre funciona una regla, o no funciona

una regla?

R: La regla permite seguir un paso a paso, respetar unas condiciones y establecer como

el proceso para llegar a una meta o para lograr algo.

Lo que evidencia una atencion centrada en la descripcion local del crecimiento y no en la

formulacion de una relacion funcional general (Climent y Carrillo, 2003). Desde esta
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perspectiva, la regla se concibe como un algoritmo paso a paso orientado a la consecucion de un
resultado, mas que como una relacion funcional entre la posicion y el valor del término (Carrillo

y Yanez et al., 2018).

Esta concepcion de caracter instrumental se refuerza en la entrevista cuando, al ser
consultada por el significado de la regla, Sara responde: “pensar en unas condiciones”.
Asimismo, ante la pregunta por la validez del objeto, afirma que la regla “permite seguir un paso
a paso, respetar unas condiciones y establecer el proceso para llegar a una meta o para lograr
algo”. En consecuencia, el conocimiento evidenciado situa la regla principalmente en su
ejecutabilidad operativa y no en su estructura relacional, lo que limita el reconocimiento de su
estatuto ontoldgico como objeto matemdtico general y restringe su comprension a un plano

predominantemente procedimental (Escudero y Avila et al., 2015; Rojas et al., 2015).

Desde la perspectiva de Cristobal, se identifica una distincién entre la modelacion
pragmatica y el uso de formalismos simbodlicos. Aunque reconoce la generacion de patrones
como una practica habitual, moviliza un conocimiento que privilegia la ejecucion mental de
operaciones y la resolucion apoyada en estrategias internas, sin recurrir sistematicamente a
registros escritos de procedimientos y expresiones algebraicas convencionales (Lifian et al.,
2016; Schliemann et al., 2006). En consecuencia, la generalizacion se configura a partir de una
analiticidad sustentada en formas no convencionales de objetivacion, en las que el tratamiento de

la indeterminacion se apoya principalmente en recursos semidticos implicitos (Radford, 2015).

Asimismo, el conocimiento manifestado por Cristobal respecto de la modelacion de
patrones muestra una mayor valoracién de estrategias implicitas de resolucion, particularmente
ante situaciones que demandan generalizaciones distantes (de Souza-Barboza et al., 2020; Vasco,

2015). En este sentido, dicho conocimiento privilegia la organizacién operativa de la
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generalizacion, mientras que las conexiones entre la estructura numérica del patron y las formas
generales de representacion algebraica emergen con menor grado de explicitacion (Flores-

Medrano, 2022).

(Siempre se pueden resolver patrones con una expresion algebraica? Proporcione
ejemplos de situaciones en las que consideren que si aplica y en las que no aplica.
Justifiquen por qué. R/ La modelacion de patrones es comun, pero no utilizo formulas
algebraicas para obtener resultados, al menos no las escribo, pero si hago operaciones
matematicas mentalmente hasta obtener el resultado. Hay patrones que uno no puede
modelar y simplemente no lo resuelvo o busco otras estrategias que implique no

registrar (escribir) los procedimientos.

Esta respuesta evidencia un conocimiento que reconoce la modelacion de patrones como
una practica habitual, aunque sustentada principalmente en estrategias mentales y formas
implicitas de resolucion. Asimismo, sugiere que la explicitacion escrita de procedimientos y
expresiones algebraicas convencionales ocupa un lugar menos relevante dentro del repertorio de
recursos movilizados por el profesor. A la luz de los hallazgos, la generalizacién se configura
desde una aproximacion predominantemente operativa, apoyada en recursos semidticos no

convencionales de objetivacion (Radford, 2015).

P: (Qué significa para ti que siga una regla?

R: Para mi, seguir una regla es ensefiarle a pensar, es empezar a ensenarle que en
las matemadticas hay que seguir unos procedimientos, para obtener unos resultados.
Entonces, que hay que establecer como unos esquemas, que hay que respetar, porque
lo que dicen que las matemadticas son exactas. Entonces, si él no sigue la regla, no va

a obtener el resultado esperado.
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En el discurso de Orlando, la regla se define de manera formal como una expresion
algebraica que modela la regularidad subyacente del patron. Un rasgo distintivo de su
razonamiento es la capacidad para discriminar con precision entre la variable, entendida como la
magnitud que cambia, y la constante, concebida como el componente invariante de la estructura
(Kaput et al., 2017). Esta distincion no es meramente nominal; refleja un dominio de la
indeterminacion de las magnitudes, lo que le permite operar con elementos desconocidos como si
fueran conocidos. Tal capacidad constituye un rasgo central de la analiticidad algebraica
(Radford, 2010, 2022). Orlando trasciende la ejecucion procedimental y analiza la regla como un
objeto matemadtico en si mismo (Lifidn et al., 2016). En sus explicaciones, aborda aspectos
técnicos relevantes vinculados con la formulacion de la regla, entre ellos el orden de las
operaciones, la definicién de un término inicial o punto de partida, y la precision semantica en la
formulacion de la regla (Radford, 2008). En este sentido, la regla se concibe como una relacion
Sfuncional explicita, reconocida como un objeto conceptual autdbnomo con condiciones de validez
claramente definidas, lo que posibilita el transito desde una comprension situacional hacia una

estructura funcional estable (Espinoza et al., 2018; Radford, 2010).

P. ;Siempre se pueden resolver patrones con una expresion algebraica? Proporcione
ejemplos de situaciones en las que consideren que si aplica y en las que no aplica.

Justifiquen por qué.

R/ Pues considero que los patrones se pueden resolver con una expresion algebraica
toda vez que la relacion entre los términos pueda ser expresada em operaciones
aritméticas entre ellos y que dichos términos sean cuantificables. La variacion que se
presenta en el ejercicio es sencilla, como se pueden encontrar ejemplos de variacion
simples como la cantidad de galletas que se consiguen si se pide a estudiantes del

colegio que lleven paquetes de galletas festival para una celebracion (las galletas

festival solo vienen en paquetes x4 y x6 galletas). Sin embargo, otros asuntos tienen
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muchas mds situaciones variables, o asuntos que son dificilmente cuantificables (o no
directamente cuantificables, como justificacion de respuestas), lo que complica
bastante la expresion de las relaciones en términos aritméticos o el establecimiento de

los términos con que funcionaria una expresion algebraica.

5.1.3 Registros de Representacion

Permite comprender como el profesorado configura el contenido matematico asociado a
la generalizacion de patrones a partir de los sistemas representacionales que moviliza, reconoce y
articula. Desde el marco del MTSK, los registros se conciben como componentes constitutivos
del conocimiento matematico del contenido y no meros soportes expresivos, cuyo uso revela
supuestos epistemologicos y ontologicos sobre la naturaleza del objeto matemadtico en cuestion

(Flores et al., 2014).

Para Cristobal, la nocion de "seguir una regla” trasciende la mera repeticion mecénica y
se vincula con un proceso formativo orientado a "emseniar a pensar", basado en el respeto de
esquemas y procedimientos establecidos (Acosta-Inchaustegui, 2023). Sin embargo, esta
concepcion de la matematica se encuentra ligada a una disciplina "exacta", que exige el
cumplimiento de normas para obtener resultados predecibles, y se articula con una justificacion
predominantemente procedimental, en la que las propiedades estructurales de los objetos
matematicos permanecen implicitas y no son objeto de una tematizacién reflexiva (Acosta,

2023).

Bajo este enfoque, la regla se asume principalmente como un fin normativo que garantiza
el éxito en el céalculo, mas que como una herramienta para analizar la covariacién entre

magnitudes. Desde esta perspectiva se configura la categoria Regla como esquema
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procedimental, definida por una comprension de la regularidad como un esquema organizador de
la acciébn matematica que permite anticipar y reproducir el comportamiento del patron mediante
procedimientos consistentes. El profesor moviliza una conciencia emergente sobre la estructura
del patron, orientando el control conceptual hacia la estabilidad del procedimiento, la
previsibilidad de los resultados y la sistematicidad en la resolucion de la tarea. En este sentido, la
regla se constituye como un recurso para gestionar la generalizacion desde formas de
pensamiento centradas en la coordinacion de acciones recurrentes y la identificacion de

regularidades operativas (Hohensee, 2017).

Cristobal declara explicitamente: “No utilicé una expresion o formula algebraica” y
fundamenta su resolucidn en “operaciones matemdticas mentalmente”. Sus registros
predominantes son concretos y aritméticos, apoyados en representaciones como “dbacos o rectas

numeéricas” y en la observacion directa de “crecen de uno en uno” o “aumento progresivo”.

Asimismo, el profesor recurre a nociones vinculadas a las relaciones entre cantidades
para interpretar el comportamiento de los patrones, utilizando expresiones como que las

’

cantidades “son directamente proporcionales” o que el patrébn “crece de forma lineal porque
involucra la adicion”. Estas formulaciones evidencian la movilizacion de categorias
matematicas para explicar la regularidad observada y otorgar significado al crecimiento del

patron, desde una comprension centrada en las relaciones de cambio y en la identificacion de

caracteristicas reconocibles de la secuencia.

En el plano representacional Sara recurre al uso de expresiones simbdlicas para establecer
relaciones entre las cantidades involucradas en el patron, como se evidencia cuando afirma “X
igual al numero de término, X + 1 igual al numero de cuadrados vacios”. Esta formulacion

muestra una aproximacion a la variable como recurso para coordinar y expresar relaciones entre
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los elementos de la secuencia, otorgdndole una funcidn representacional vinculada a la
descripcion del comportamiento del patron. Asimismo, los registros de representacion que
moviliza son predominantemente pictoricos y numéricos, lo que pone de manifiesto un
conocimiento que privilegia medios semidticos visuales y aritméticos para favorecer el
reconocimiento y la expresion de regularidades (Cayo Maturana y Contreras Gonzalez, 2020), al
sehalar que “las imagenes se organizan de acuerdo con numeros impares”, “‘aumenta uno en
uno” y valida el crecimiento “en cada una de las grdficas”. Segun las fuentes, el sistema
figurativo (configuraciones puntuales) debe ser un recurso para visualizar el desarrollo
aritmético, pero si no hay un transito fluido hacia el registro algebraico, la comprension del

concepto es menor (Cayo, 2023).

Introduce una expresion simbdlica minima: “R/ n+ 1", como medio para representar
algebraicamente el patron trabajado. Esta respuesta evidencia el uso inicial del registro simbolico
para expresar una regularidad identificada. En este sentido, la expresion propuesta representa
aproximacion temprana a la generalizacion simbolica del patron, coherente con los procesos de
transicion descritos en la literatura sobre el paso desde el uso inicial de simbolos hacia formas
mas elaboradas de representacion de relaciones generales en el pensamiento algebraico temprano

(Schliemann et al., 2006; Zapatera, 2018).

Asimismo, al calcular el término “el término 100 = 300" evidencia un intento de
extender la regularidad observada hacia términos lejanos de la secuencia, utilizando relaciones
construidas a partir de los ejemplos iniciales del patron. Esta respuesta muestra una
aproximacioéon centrada en la identificacion y prolongacion de regularidades visibles,
especialmente mediante estrategias de cardcter recursivo y perceptivo. En términos del

pensamiento algebraico temprano, la generalizacion se apoya principalmente en relaciones
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observadas entre términos consecutivos, aspecto que la literatura asocia con formas iniciales de
construccion de reglas antes de la explicitacion de relaciones funcionales generales (Girit, 2023).
Este fenomeno es descrito induccion ingenua, un procedimiento basado en un razonamiento

probable cuyas conclusiones exceden lo contenido en las premisas inicial (Vergel et al., 2022).

En el mismo sentido, las respuestas de Sara evidencian un reconocimiento perceptivo y
recursivo del crecimiento del patrén, particularmente al identificar regularidades a partir de
ejemplos concretos y relaciones visibles entre los términos de la secuencia. “No identifico los
nombres las propiedades de crecimiento de patrones” y “No lo realicé con expresiones
algebraicas”; muestran que su aproximacion se orienta principalmente hacia la observacion y
descripcion operativa del patrén, mas que hacia la explicitacion formal de propiedades
algebraicas o relaciones funcionales. Desde la perspectiva de Radford (2013) la domestication de
[’ceil, entendida como el proceso mediante el cual la mirada se educa para ver matematicamente,
de modo que deja de percibir las configuraciones como meros agregados perceptivos y comienza
a reconocer en ellas estructuras y relaciones invariantes que organizan los términos como

unidades matematicas con sentido.

Orlando evidencia la movilizacién de una pluralidad de registros de representacion y un
transito fluido entre ellos. El proceso analitico se inicia en la observacion de instancias
empiricas, como se aprecia en la afirmacién “me baso en los ejemplos iniciales”, y progresa
hacia formas de representacion mas analiticas mediante la incorporacién intencionada de una
tabla, al sefiala “Representé el patron en una tabla para ver la relacion”. A través de este
recurso, articula el nimero del término, las cantidades parciales y el total, utilizando la
representacion tabular como una herramienta para organizar la informacion, explicitar relaciones

entre cantidades y hacer visible la estructura de crecimiento del patroén. De este modo, la tabla
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adquiere una funcion mediadora en el reconocimiento y la expresion de regularidades,

favoreciendo procesos de generalizacion propios del pensamiento algebraico temprano.

Formaliza la relacion mediante “Total de cuadritos (2n + 1)”, reconoce la variable
(“Numero del término (n)”), valida por sustitucion (“X = 2 (100) + 1 = 2017), y justifica
estructuralmente: “siempre habia la misma cantidad de cuadritos blancos que negros mds un

cuadrito”.

Por otra, reconoce limites “Expresadas por una operacion aritmética” y ‘“‘Dificultad
para elaborar la construccion de una expresion algebraica”, estas afirmaciones revelan
tensiones en la transicidon del pensamiento aritmético al algebraico, un aspecto critico dentro del
conocimiento de las caracteristicas del desarrollo del PAT. En Orlando, los registros de
representacion cumplen una funcién mediadora, especificamente, la tabla actia como puente
fenomenologico entre el patron visual y la expresion simbodlica. Desde el punto de vista
conceptual, el patron se construye como objeto funcional, donde la variable representa
indeterminacion general y la expresion algebraica sintetiza la estructura (Baldan da Silva et al.,
2023). Epistemologicamente, la validez de la generalizacion se establece por coherencia
relacional y verificacion funcional, junto con la recurrencia empirica, lo que implica una
transicion desde una concepcion operacional del signo igual hacia una interpretacion relacional
que garantiza la equivalencia del modelo (Wettergren, 2022). En este contexto, la construccion
de reglas generales emerge a partir de la exploracion sistematica de casos particulares y de la
coordinacion explicita de diversos registros de representacion, configurando formas de
razonamiento que otorgan un papel relevante a la evidencia empirica en el proceso de
generalizacion (Carraher y Schliemann, 2019). En tltima instancia, la movilizacion de diversos

sistemas semioticos, como tablas de funciones y modelos iconicos, actia como un puente
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fenomenologico que permite al estudiante objetivar la regularidad y consolidar el razonamiento

funciona (Cayo, 2023; Espinoza et al., 2018).

Cristobal y Sara, comparten una preferencia por registros no simboélicos y una validacion
empirica del patron. En este contexto, Sara incorpora una expresion simbolica (n + 1), como
recurso para sintetizar la regularidad identificada, mientras que Cristobal otorga mayor
relevancia a formas de representacion basadas en la descripcion verbal y la recurrencia
observada. Conceptualmente, ambos convergen en el reconocimiento y descripcion de
regularidades; no obstante, difieren en la funcidén que atribuyen al simbolo dentro del proceso de
generalizacion. Para Sara, la simbolizacion emerge como un medio para expresar relaciones
generales, mientras Cristobal la regularidad adquiere sentido principalmente a través de la
explicitacion empirica del patron. En ambos casos, se evidencian capacidades para "continuar un
patron" o describir una "recurrencia", reconocidas en la literatura como manifestaciones
relevantes del pensamiento algebraico temprano y como recursos para la construccion progresiva

de generalizaciones mas explicita (Fuentes-Leal, 2020b).

Entre Cristobal y Orlando se observa una divergencia claramente marcada, configurando
un continuo de complejidad cognitiva en la generalizacion de patrones (Aké, 2021). Orlando
articula de manera coherente distintos registros de representacion, transitando de la tabla al
simbolo algebraico, mientras que Cristobal se mantiene en registros concretos y aritméticos.
Asimismo, Cristobal valida sus procedimientos a partir de casos particulares, en contraste con
Orlando, quien fundamenta la validez mediante la estructura de la relacion y el uso de la
sustitucion (Jungbluth et al., 2022). En consecuencia, Orlando construye el patron como una
relacion funcional, mientras que Cristobal lo concibe como una acumulaciéon progresiva de

valores (Carraher y Schliemann, 2019).
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Sara y Orlando reconocen regularidades numéricas y crecimiento constante. La diferencia
central radica en la integracion de registros en Sara, los registros permanecen yuxtapuestos
(visual, numérico, simbdlico minimo); en Orlando, se articulan jerarquicamente. El nivel de
formalizacion simbolica y la comprension funcional son significativamente mas altos en Orlando

(Mason, 2018).

De manera integrada, el analisis muestra que el KoT en la categoria Registros de
representacion, se configura como un continuo de complejidad que evidencia distintas formas de
reconocer, expresar y organizar la regularidad de los patrones. En una de esta configuraciones,
Cristobal, moviliza una comprension de caracter fenomenologico y empirico, en la que los
registros se orientan principalmente hacia la observacion, el conteo y la verificacion de la
regularidad identificad (Vergel et al., 2022). Sara, por su parte, evidencia reconocimiento de
regularidades mediante el uso de registros visuales y numéricos, particularmente a través de
estrategias apoyadas en la observacion de relaciones entre términos consecutivos y en la
identificacion perceptiva del crecimiento del patrén. Sus respuestas muestran aproximaciones
iniciales al uso del registro simbolico y a la formulacion de generalizaciones construidas a partir
de ejemplos concretos, lo que permite situar sus producciones dentro de formas de generalidad
factual y contextual descritas por Radford (2010). Y Orlando articula registros (pictorico, tabular
y simbdlico) para desplazar la atencion desde el conteo hacia la variacion conjunta (covariacion)

y construir el patrén como objeto funcional generalizable (Vergel et al., 2022).

De manera transversal se identifica, en los tres casos se identifican formas diferenciadas
de interaccidn entre registros aritméticos y algebraicos, coherentes con las tendencias descritas
en la literatura sobre pensamiento algebraico temprano. La generalizacién emerge inicialmente

desde lo perceptual y lo numérico y alcanza consolidacion cuando el registro simbodlico adquiere
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el estatus de mediador epistemoldgico, mas alld de su uso como recurso de calculo (Radford,
2011; Vergel et al., 2022). Este analisis permite comprender que los registros de representacion,
en el KoT del profesorado, funcionan tanto como formatos expresivos como indicadores del tipo
de objeto matematico que se construye al generalizar patrones y de las formas de algebraizacion

que se ponen en juego durante dicho proceso (Carrillo-Yanez et al., 2018; Climent et al., 2014).

5.1.4 Fenomenologia y aplicaciones en la generalizacion de patrones

Cumple un rol epistemologico central, en tanto los fendmenos no se conciben como
simples contextos motivacionales, se entienden como fuentes de significado matematico que
posibilitan el transito desde la experiencia concreta hacia la generalizacion estructural (Vergel,
2015). En el marco del KoT, esta categoria permite analizar cdmo el profesorado comprende,
selecciona y utiliza fendmenos para organizar el contenido matematico vinculado a la

generalizacion de patrones (Lifidn et al., 2016).

En el caso de Cristobal, la fenomenologia se expresa a través de la observacion de
caracteristicas perceptibles del comportamiento del patron. Ante la identificacion del patrén,
Cristobal describe el fenomeno en términos estrictamente perceptuales y sensibles “Se observa
como las unidades van creciendo en cantidad... también hay un crecimiento de uno en uno”.
Desde esta perspectiva, el fendomeno opera como un referente para describir y comunicar el

crecimiento del patron, constituyéndose en una via para organizar el contenido matematico

asociado a la generalizacion de patrones (Otten et al., 2019).

El fendmeno es interpretado principalmente a partir de incrementos visibles y relaciones
perceptibles entre los términos de la secuencia, evidenciando una aproximacion apoyada en la
observacion de regularidades concretas y en la identificacion recursiva del crecimiento del

patron. Desde la perspectiva de Radford (2015) estas formas de reconocimiento se vinculan con
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procesos de generalidad factual y contextual, en los cuales la atencion matemadtica se organiza
inicialmente alrededor de relaciones observables dentro de casos particulares. Esta aproximacion
se articula con lo planteado por Vergel y Rojas (2018) respecto a la generalizacién empirica o
factual, en la que la regularidad adquiere significado a partir de la repeticion observada y de la
identificaciéon de recurrencias entre los términos de la secuencia, configurando una forma

particular de expresar y comunicar la generalidad del patron.

Cristobal recurre a un ejemplo del d&mbito agricola “Cuando se siembra una plantacion
de café... los espacios vacios que deben quedar entre ellos...” Esta referencia evidencia una
comprension de los fendémenos cotidianos como fuentes de significado para reconocer y
comunicar regularidades asociadas a los patrones, vinculando el contenido mateméatico con
experiencias proximas al contexto de los estudiantes. Asimismo, durante la entrevista explicita
una concepcion del pensamiento algebraico como altamente abstracto al afirmar “El/
pensamiento algebraico siempre es el mds abstracto... el que menos he tenido en cuenta”. En
conjunto, estas evidencias muestran una configuracion del conocimiento fenomenolégico
caracterizada por la relevancia que adquieren los contextos cercanos para expresar y dotar de
significado a las regularidades, a su vez, el pensamiento algebraico es concebido como un ambito

de elevada abstraccion dentro de la practica profesoral.

La funcion principal que Cristobal atribuye a este enfoque se centra en el potencial de los
materiales concretos para favorecer la comprension del crecimiento progresivo del patron. Bajo
la premisa de que “En primaria se ensefia el aumento progresivo... utilizando dbacos o rectas
numeéricas, para que deje de ser abstracto” (Acosta Inchaustegui, 2023), el profesor reconoce en
estos recursos una mediacion que aproxima el contenido matematico a formas de representacion

accesibles para los estudiantes. Desde esta perspectiva, el patron adquiere significado a través de
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secuencias de acciones, manipulaciones y cambios observables, configurando una aproximacion

coherente con las formas de pensamiento algebraico factual descritas por Vergel (2014).

En el caso de Sara, la fenomenologia ocupa un lugar central y se caracteriza por una
amplia diversidad de contextos; por ejemplo, identifica regularidades visibles “Las imadgenes se
organizan de acuerdo con numeros impares... aumenta uno en uno’. Estos fendmenos son
interpretados principalmente a partir de relaciones perceptibles y regularidades observadas entre
los términos de la secuencia, evidenciando formas de pensamiento algebraico; estas formas de
reconocimiento se asocian con procesos iniciales de generalizacion factual y contextual, en los
cuales la organizacion matemadtica del patron se construye progresivamente a partir de relaciones
identificadas en casos particulares (Radford, 2013; Vergel et al., 2022). Si bien la regularidad se
reconoce adecuadamente, la actividad semiotica permanece en un plano puramente descriptivo
(Hohensee, 2017). Esta aproximacion resulta consistente con formas iniciales de pensamiento
algebraico descritas por Vergel (2015), en las cuales el reconocimiento del patréon se apoya
principalmente en regularidades perceptibles y relaciones construidas a partir de ejemplos
concretos. En este sentido, las respuestas evidencian procesos de generalizacion factual y
contextual, asociados a formas iniciales de simbolizacion y organizacion semidtica del patron

(Vergel, 2019).

En relacion con las aplicaciones, Sara recurre de manera sistemdtica a contextos
cotidianos y naturales, tales como la “Construccion de bloques con material concreto...” “El
crecimiento de la planta... cuantos centimetros aumenta” (Radford, 2015). Estos fendémenos
funcionan como referentes cercanos para comunicar y otorgar significado a las regularidades
presentes en los patrones, vinculando el contenido matemadtico con experiencias reconocibles

para los estudiantes. Asimismo, cuando la profesora sefala que “Se puede evidenciar el
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crecimiento de la planta” pone de manifiesto una comprension del cambio asociada a la
observacion de transformaciones perceptibles en el fenomeno. Desde esta perspectiva, el
crecimiento y la variaciéon adquieren relevancia como elementos organizadores del significado

matematico atribuido al patron (Levin y Walkoe, 2022; Schliemann et al., 2006).

Desde el KoT, el fenomeno se configura principalmente como un recurso de validacion
apoyado en la observacion de regularidades y en la verificacion de relaciones visibles dentro de
la secuencia, priorizando una aproximacion centrada en la confirmacion de patrones
identificados a partir de casos particulares (Santagata y Lee, 2021) “No identifico los nombres de
las propiedades de crecimiento” “El procedimiento se basa en los ejemplos iniciales” la
profesora pone de manifiesto una aproximacion centrada en la observacion y descripcion de la
regularidad a partir de sus manifestaciones perceptibles. Desde una perspectiva epistemoldgica,
la fenomenologia adquiere significado como experiencia de reconocimiento y validacion de
patrones, sustentada en la recurrencia observada y en la interpretacion de situaciones concretas.
En este sentido, el patrén se configura como un objeto matematico cuya comprension se
construye a partir de relaciones identificadas en casos particulares y de la experiencia directa con

la regularidad observada (Radford, 2015; Vergel et al., 2022).

En contraste, Orlando presenta una configuracion sustancialmente distinta del Ko7 en
esta categoria. En su caso, la fenomenologia activa el proceso de generalizacion y funciona como
puente entre lo empirico y lo estructural (Otten et al., 2019). Orlando identifica explicitamente
los componentes del fendmeno “Siempre habia un aumento de uno en cada color... y se
conservaba que habia la misma cantidad de cuadritos blancos que negros mds un cuadrito”;

aqui, el fenémeno trasciende de la percepcion sensorial superficial a descomponerlo en
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invariantes y variables, lo que constituye un nucleo central del desarrollo del pensamiento

algebraico temprano (Vergel et al., 2022).

Las aplicaciones propuestas, como baldosas, precios o mediciones con hojas se analizan
en términos de cuantificabilidad y control de variables (Hohensee, 2017) “Los patrones se
pueden resolver con una expresion algebraica toda vez que la relacion... sea cuantificable”;
Orlando explicita el rol epistemologico del fendémeno “Primero hay que identificar qué se

’

conserva y qué cambia... luego buscar como expresar esa relacion”; este posicionamiento se
alinea con la concepcion del KoT en su génesis (Souza-Barboza et al., 2020; Escudero et al.,
2016; Jungbluth et al., 2022) y con la generalizacion entendida como una construccion relacional
(Fuentes Leal, 2020b). En consecuencia, para Orlando el patrén se configura como un objeto

funcional que emerge del fendémeno y no como una estructura superpuesta o abstracta sin

conexion con la realidad (Rojas y Vergel, 2018).

Cristobal y Sara comparten una aproximacion descriptiva, centrada en la observacion y
en el contexto cotidiano (Radford, 2010). En este marco, Cristobal emplea el fenomeno como
recursos hacer visible el crecimiento del patréon y favorecer su comprension a partir de
experiencias observables (Ferreira et al., 2022). Por su parte, Sara lo utiliza para otorgar
significado a las regularidades mediante situaciones cercanas y reconocibles para los estudiantes.
En ambos casos, los fendémenos adquieren una funcion mediadora en la construccion del
significado matemadtico, permitiendo reconocer, describir y comunicar regularidades a partir de

experiencias concretas (Schliemann et al., 2006).

En la comparacion entre Cristobal y Orlando, la divergencia adquiere un caracter
epistemologico en funcidon del papel que cada profesor atribuye al fenomeno dentro de la

comprension de los patrones. Mientras Cristobal moviliza los fendmenos como referentes para
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reconocer y comunicar regularidades observables, Orlando los utiliza como puntos de partida
para establecer relaciones entre cantidades y coordinar distintas formas de representacion
matematica (Radford, 2010; Rojas y Vergel, 2018). Estas diferencias configuran maneras
particulares de organizar el significado matematico asociado a la generalizacion de patrones

dentro del KoT.

De manera similar, Sara y Orlando coinciden en reconocer la relevancia de los contextos
y fendmenos como fuentes de significado para el trabajo con patrones. No obstante, difieren en
la funcidn que estos desempefian en sus explicaciones. En Sara, los fendémenos adquieren sentido
principalmente a través de la descripcion del crecimiento y del cambio en situaciones cercanas a
la experiencia cotidiana, mientras que Orlando los articula con relaciones entre cantidades,
variables y formas de simbolizacion para expresar la regularidad identificada. Estas
configuraciones evidencian distintas formas de movilizar el conocimiento fenomenologico en la

ensenanza de la generalizacion de patrones.

De manera integrada, los resultados permiten identificar tres perfiles fenomenolédgicos
del KoT. En Cristobal, la fenomenologia se configura a partir de experiencias concretas y
observables que favorecen el reconocimiento y la comunicacion de regularidades presentes en
los patrones (Chimoni et al., 2021). En Sara, los fendmenos adquieren un caricter contextual y
experiencial, proporcionando referentes cercanos para interpretar el crecimiento y el cambio en
situaciones cotidianas (Kaput et al., 2017). Por su parte, en Orlando la fenomenologia se articula
con la identificacion de relaciones entre cantidades y con la coordinacion de diferentes
representaciones, otorgando al fendmeno una funcion organizadora del significado matematico
asociado a los patrones. Estas configuraciones evidencian distintas maneras de movilizar la

fenomenologia dentro del conocimiento de los temas, asi como diversas formas de construir
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significado alrededor de la generalizacion de patrones. Desde la perspectiva del pensamiento
algebraico temprano, el perfil evidenciado por Orlando se caracteriza por una articulacion
explicita entre los fenomenos observados y las relaciones generales que describen el
comportamiento del patrén, aspecto asociado a procesos de generalizacion funcional vinculados

alarelacionn — f (n) (Chimoni et al., 2021).

Por su parte, los perfiles evidenciados en Cristobal y Sara se caracterizan por una
comprension de los patrones apoyada en experiencias perceptivas, ejemplos concretos y
regularidades observables. En estas configuraciones, la experiencia, el lenguaje y las formas de
abstraccion movilizadas por los profesores participan de manera diferenciada en la construccion
y organizacion del conocimiento especializado asociado a la fenomenologia de los patrones

(Levin y Walkoe, 2022).

El analisis empirico previamente expuesto permite observar que el desarrollo del
pensamiento algebraico temprano se consolida cuando se produce una transformacion ontologica

del objeto matematico:

= Secuencia observable — relacion funcional (Carraher y Schliemann, 2019;

Chimoni et al., 2021).

. Letra nominal — ntimero general (Souza Barboza et al., 2020; Kaput et al., 2017).
. Verificacion empirica — validez universal (Vergel, 2019).

. Simbolo instrumental — condensacion estructural (Baldan da Silva et al., 2023).

= Procedimiento ejecutable — modelizacion fundamentada (Radford, 2013).

Esta integracion analitica no sustituye los hallazgos previos; por el contrario, los articula
en una estructura explicativa que permite comprender que el nucleo del KoT asociado al

pensamiento algebraico temprano se organiza alrededor del reconocimiento y explicitacion de
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relaciones de covariacion, asi como de la comprension progresiva de la variable como medio

para representar y generalizar regularidades presentes en los patrones (Radford, 2010).

En este sentido, la variable como eje ontologico del PAT, el andlisis evidencia que la
generalizacion funcional se consolida tUnicamente cuando la variable deja de operar como
etiqueta o marcador posicional y se tematiza como un niimero general, magnitud indeterminada o

elemento en covariacion con otra magnitud (Vergel et al., 2022).

En efecto, mientras la variable permanezca implicita o nominal, el patron se mantiene en
un plano empirico o recursivo. Cuando la variable adquiere estatuto de nimero general, el patron
se constituye como relacion funcional n — f (n), independiente de casos particulares (Souza

Barboza et al., 2020).

El resultado matematico como criterio estructural, emerge como indicador decisivo del

nivel de algebraizacion. A lo largo del analisis se observan distintas configuraciones:

. Resultado como valor numérico local (Vergel, 2010).

. Resultado como regularidad verbal (Kieran et al., 2016).

. Resultado como expresion general fragmentada (Radford, 2013).

. Resultado como relacion funcional explicita (Carraher y Schliemann, 2019).

La diferencia estructural radica en el dominio de validez cuando el resultado es valido
para cualquier n'y se fundamenta estructuralmente, la generalizacion trasciende la extrapolacion

empirica y adquiere caracter funcional (Otten et al., 2019).

Aunque el signo igual y el pensamiento relacional no siempre aparecen explicitados en

los discursos de los profesores, el analisis permite identificar configuraciones diferenciadas del
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signo igual como operador aritmético, como asignacion, como equivalencia relacional (Souza-
Barboza et al., 2020). Estas configuraciones evidencian distintas formas de comprender y
movilizar las relaciones matematicas asociadas a los patrones. En este contexto, el uso relacional
del signo igual constituye un indicador relevante del desarrollo del pensamiento algebraico

temprano, al expresar relaciones de dependencia entre magnitudes (Jungbluth et al., 2022).

El andlisis de los registros de representaciéon revela que estos son la estructura
constitutiva misma de los objetos matematicos que el estudiante logra construir (Radford, 2010).
La forma en que se coordinan los signos (gestos, palabras, tablas, simbolos) define el nivel de
generalidad y el tipo de pensamiento aritmético o algebraico, que se estd movilizando (Radford,
2010). Cuando los registros permanecen yuxtapuestos, la generalizacion no alcanza sintesis
estructural (Radford, 2010). En cambio, cuando el registro simbolico unifica la estructura
espacial del dibujo con la estructura numérica de la tabla, el patron deja de ser una secuencia
observable para convertirse en una estructura relacional y predictiva (Figura 13), en otras

palabras, se consolida la generalizacion funcional (Radford, 2015).



Figura 13

Sistema de relaciones en la generalizacion funcional de patrones

Generalizacién Funcional (n - f(n))

Variable
(numero general)

Covariacion

Dominio de validez

Universalidad

Resultado
matematico

Relacién funcional

Sistema de registros

Fundamentacién estructural

Procedimiento generalizable
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Nota. La generalizacion surge cuando la variable es nimero general, la covariacion es clara, el

resultado es relacional, su validez es universal, los registros sintetizan la estructura y el procedimiento

esta fundamentado.

Fuente: elaboracion propia.

Interpretar los casos como configuraciones epistemoldgicas:

1. Empirico — Descriptiva: el patrén adquiere significado a través de la observacion

de regularidades perceptibles y de la descripcion de cambios entre términos consecutivos. La

variable se asocia al seguimiento de la secuencia, el resultado matematico se construye a partir



150

de casos particulares y el signo igual se moviliza principalmente para expresar operaciones y
resultados (Molina, 2006; Vergel, 2015).

2. Recursivo —Transicional: el patron se comprende mediante la identificacion de
regularidades recurrentes y relaciones estables entre términos. La generalizacion emerge a partir
de la coordinacion de ejemplos, el uso inicial de expresiones simbolicas y la busqueda de reglas
que permitan describir el comportamiento observado de la secuencia (Vergel, 2015).

3. Funcional — Estructural: el patron se interpreta como una relacion entre
magnitudes que covarian. La variable adquiere el significado de nimero general, la regla expresa
una relacion funcional aplicable a cualquier término y el signo igual se moviliza como expresion

de equivalencia relacional entre cantidades (Aké y Godino, 2018).



Figura 14

Conocimiento del objeto matematico del patron

Empirico — Descriptiva

Patrén como secuencia;
variable como etigueta posicional;
resultado local; igualdad como operador
(Molina, 2006; Vergel, 2015).

Recursivo - Transicional

Reconoce invariantes, generalizacion
parcial, simbolo incompleto (Vergel, 2015}

Funcional — Estructural

Patrén como relacién entre magnitudes;
variable como niimero general; resultado
como funcién; igualdad como equivalencia
relacional (Aké & Godino, 2018)

l

l

l

» Sentido secuencial

« Analiticidad recursiva

« Analiticidad relacional

» Incégnita

« Indeterminacion fenoménica

« Indeterminacién flexible

« Resultado localizado

« Resultado parcial

« Resultado como funcién

« Igualdad operativa

« [gualdad insuficiente

« Signo igual semiético

h 4

h 4

Y

Conocimiento del profesorado sobre el objeto matematico de la generalizacién funcional

Fuente: Elaboracion propia
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A partir del anélisis transversal de los casos y de la matriz estructural del KoT-PAT,
emergen las siguientes categorias que refinan la lectura del subdominio Ko7 (Cayo-Maturana y
Contreras-Gonzalez, 2020). Estas categorias no sustituyen las oficiales del modelo MTSK, pero
permiten una lectura mas densa y coherente con la epistemologia del pensamiento algebraico
temprano, al incorporar dimensiones criticas como la analiticidad, el sentido de 1la
indeterminancia y la expresion semiotica (Radford, 2010). En ultima instancia, se trata de
estructuras de conocimiento (Tabla 11) que dan cuenta de como el profesorado constituye
internamente el objeto matematico de la generalizacion funcional, facilitando la transicion desde
el tratamiento de objetos extensivos hacia la deduccion de reglas generales que gobiernan las

relaciones de covariacion y la estructura de los sistemas matematicos (Godino et al., 2014).

La siguiente tabla sistematiza los aportes emergentes del andlisis del subdominio Ko7,
articulando los nucleos conceptuales del modelo MTSK con categorias epistemologicas refinadas
y conocimientos de los profesores especificos observables en el desarrollo del pensamiento

algebraico temprano.

Tabla 11

Categorias analiticas del KoT en el desarrollo del pensamiento algebraico temprano:

articulacion entre niicleo teorico, configuracion emergente y conocimiento del profesor

Categoria KoT Categoria emergente Descripcion
Definiciones y fundamentos Comprension Utiliza la letra como
estructural de la representacion de una cantidad

variable como nimero  indeterminada que varia y permite
general. establecer relaciones funcionales

generales.



Fundamentos +

Caracteristicas del resultado

Caracteristicas del resultado

Procedimientos matematicos

(por qué)

Registros de representacion

Reconocimiento
tipologico de formas de

generalizacion.

Conciencia del dominio
de validez de la

expresion general.

Uso relacional del signo
igual como equivalencia

funcional.

Articulacion estructural
entre registros de

representacion.

Distingue entre repetir un patron,
describir como crece y construir
una regla general que funcione

mas alla de los casos vistos

Reconoce que una regla debe
funcionar para cualquier término
de la secuencia, no solo para

ejemplos observados o cercanos.

Interpreta el signo igual como
relacion estructural entre
expresiones equivalentes, y no
como simple indicador de

resultado.

Coordina representaciones
pictoricas, tabulares y simbolicas
para construir y explicar la

estructura general de un patron
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Procedimientos matematicos ~ Fundamentacion Justifica la validez de la regla

(cémo y por qué) estructural del construida, explicando por qué
procedimiento funciona para cualquier caso, mas
generalizador. alla de la ejecucion paso a paso.

Fenomenologia Abstraccion Identifica invariantes y relaciones

y aplicaciones estructurante desde el matematicas en situaciones
fendmeno al objeto concretas, transformando lo
funcional. perceptual en una estructura

funcional.

Nota. Su valor reside en reconstruir como el profesorado configura estructuralmente la generalizacion
funcional como objeto matemadtico. Esta arquitectura permite transformar el analisis de descriptivo a
relacional, elevando el uso del KoT a un nivel estructural coherente con los fundamentos del pensamiento

algebraico temprano.
Fuente: elaboracion propia.
5.2 Resultados del Subdominio Conocimiento de la Ensefianza de las Matematicas

(KMT)

El andlisis del subdominio KMT pone de manifiesto configuraciones diferenciadas del
conocimiento del profesorado en el desarrollo del PAT. A partir de los cuestionarios y las
entrevistas, se caracteriza el conocimiento asociado a la seleccion de recursos, el disefio de
estrategias y la estructuracion de las tareas en la ensefianza de la generalizacion de patrones
(Cayo y Contreras, 2020). En este subdominio, la matematica actlia como criterio rector de las
decisiones del profesorado, orientando la accion didactica desde el contenido hacia su ensefianza.
Este conocimiento se organiza en tres categorias principales: teorias de la ensefianza de las
matematicas; recursos didacticos (fisicos y digitales) y estrategias, técnicas, tareas y ejemplos,

esta ultima entendida al conocimiento sobre el como, cuando y por qué se emplean determinados
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procedimientos instruccionales para transformar el contenido matematico en algo comprensible

(Carrillo-Yafiez et al., 2018).

La siguiente figura nos aproxima al conocimiento para la ensefianza de la generalizacion

de patrones en Educacion Basica Primaria de los participantes.
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Figura 15
Configuraciones epistémicas KMT- PAT

CONFIGURACIONES EPISTEMICAS DEL KMT
(Conocimiento docente para la ensefianza de la generalizacién)

| I

[

CONFIGURACION
CONFIGURACION , CONFIGURACION
INVESTIGATIVA-INDUCTIVA CONFIGURACION <
MEDIACIONAL-SECUENCIAL VISUAL-TRANSICIONAL RELACIONAL-DIAGNOSTICA
Ensefianza como investigacion guiada e s . . . L C e .
donde la generalizacién emerge de la Progresién didéctica mEd.l ada por lenguaje Transito del conteo hacia la generalizacion. Variacién y predlcc1:on mediante
o y representaciones. iy representaciones.
exploracién.
Evidencia empirica: Evidencia empirica: Evidencia empirica: Evidencia empirica:
* ‘suelo modelar este aprendizaje como | “uso deliberado del lenguaje natural b ‘aprenden en la medida que van » ‘laregularidad seguida por el cambio”
una pequefia investigacion” como mediador” visualizando repeticiones” » uso de tablas para evidenciar el patréon
» ‘no hablo de reglas ni de calculos.. gqué |+ “observar, describir, conjeturar, P “términos que no pueden dibujar.. » prediccién de términos lejanos
ven?, ;qué cambia?” comprobar y abreviar” imaginan el término”
= uso de preguntas investigativas  tareas de términos lejanos

l \ | |

FUNCION DE LAS CONFIGURACIONES EN EL DESARROLLO DEL PAT
La generalizacién algebraica temprana se construye mediante una combinacién de
investigacién guiada, mediacién representacional, visualizacién de regularidades y
validacién relacional de los patrones.

Fuente: elaboracion propia.
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La Figura 15 sintetiza las configuraciones epistémicas del subdominio KMT identificadas
en relacion con la ensefianza de la generalizacion de patrones dentro del pensamiento algebraico
temprano. Estas configuraciones representan formas diferenciadas en las que el profesorado
organiza, media y orienta la construccion de regularidades y procesos de generalizacion
algebraica en el aula. La figura articula cuatro configuraciones: investigativa-inductiva,
mediacional-secuencial, visual-transicional y relacional-diagndstica, junto con evidencias
empiricas obtenidas en los cuestionarios y la entrevista semiestructurada. En conjunto, dichas
configuraciones permiten interpretar cémo las estrategias didacticas, los recursos de
representacion y las formas de interaccidon matematica contribuyen al desarrollo progresivo de
procesos de generalizacion, covariacidon y explicitacion de relaciones algebraicas en Educacion
Baésica Primaria. Posteriormente, cada configuracion serd analizada de manera detallada a partir

de las producciones y discursos de los profesores participantes.

5.2.1 Teorias de la Enserianza de las Matemadticas

En el discurso de Cristobal emergen referencias explicitas a una concepcion de la
ensefanza que organiza la actividad matematica como un proceso de investigacion guiada y
progresiva (Hernandez Barrera, 2017). El Profesor sefiala que “suelo modelar este aprendizaje
como una pequena investigacion”, formulacion que actia como principio organizador de su

practica (Aguilar-Gonzalez, 2015; Flores-Medrano, 2015; Vergel, 2015).

Esta concepcion se concreta en la afirmacion de que “mis estudiantes aprenden a
generalizar patrones cuando pasan por pasos sencillos y guiados” (Acosta y Alsina, 2018), y en
la decision de priorizar la interrogacion por sobre la presentacion directa de reglas: “no hablo de
reglas ni de calculos, sino que hago preguntas sencillas como: ;qué ven?, ;qué cambia?”

(Acosta y Alsina, 2018); lo cual denota un conocimiento de las estrategias, técnicas y tareas para
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la ensefanza (KMT) fundamentado en la seleccion y secuenciacion cuidadosa de ejemplos para
respaldar la construccion de conceptos (Aguilar-Gonzalez, 2015; Cayo, 2023). En este enfoque,
el profesor actlia como un dinamizador que provoca la curiosidad del alumno, conduciendo su
investigacion hacia la consecucion de aprendizajes significativos y la generalizacion de
regularidades, en lugar de limitarse a la transmisién verbal de contenidos acabados (Aguilar-

Gonzaélez, 2015; Fuentes-Leal, 2020a).

Las expresiones analizadas describen una logica de ensefianza coherente que se refuerza
mediante decisiones didacticas sistematicas. Dentro de esta estructura, destaca el uso deliberado
del lenguaje natural como mediador fundamental antes de la introduccion de formalismos
simbolicos (Callejo et al., 2016; Torres et al., 2022; Vergel, 2015; Zapatera, 2018). En este
sentido, la explicitacion de la simbolizacion constituye una herramienta para abreviar los
procesos y no representa el punto de partida del aprendizaje. En su conjunto, estas decisiones
evidencian formas de organizacion didéctica orientadas a promover procesos de observacion,
descripcion, formulacion de conjeturas y verificacion de regularidades, aspectos que se
relacionan con las fases de observar, describir, conjeturar, comprobar y abreviar propuestas por

Acosta y Alsina, (2018) y Mufioz-Catalan et al. (2022).

Desde esta perspectiva del PAT, la ensefianza de la generalizacion se concibe como un
proceso de indagacion progresiva; y la generalizacion se define como un proceso de construccion
donde se identifican comunalidades a partir de ejemplos particulares, establecen conjeturas y las
expresan de formas cada vez mas formales (Souza-Barboza et al., 2020; Radford, 2010). En
consecuencia, la regla se configura como una construccion emergente derivada de procesos de
observacion, reconocimiento de regularidades y establecimiento de relaciones aritméticas o

funcionales entre los términos del patron (Chimoni et al., 2021).
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Asimismo, la validez de estas reglas se pone a prueba mediante lo deductivo, ya que
establece la precision de la generalizacion de predecir términos lejanos (Chimoni et al., 2021).
Desde esta logica, la coherencia entre concepcion de ensefanza, uso del lenguaje, tratamiento del
error y disefio de tareas evidencia un conocimiento para la ensefianza articulado y explicito, en el
que las estrategias y los recursos se subordinan a una tendencia investigativa (Carrillo-Yafnez et

al., 2018; Munoz-Catalan et al., 2022; Vergel, 2015).

El discurso de Sara revela una concepcion de la ensefianza orientada a la visibilizacion de
la regularidad y el acomparniamiento en el transito progresivo hacia la generalizacion (Acosta y
Alsina, 2018). La profesora sostiene que los estudiantes “aprenden en la medida que van
visualizando en los ejercicios repeticiones” y que su propésito es “ayudar a los nifios a ver y
expresar regularidades y relaciones” (Alsina, 2019). Esta orientacion se traduce en la
incorporacion sistematica de tareas que fuerzan la anticipacion, como cuando propone “términos
que no puedan dibujar todos... y pido que imaginen el término”, lo cual fuerza el paso de la
representacion pictdrica a la abstraccion necesaria para abordar términos lejanos (Zapatera,

2018).

La ensefianza se organiza mediante una combinacion de estrategias que incluyen tareas
de término lejano, las cuales exigen que trascienda el recuento directo para identificar pautas
analiticas (Callejo et al., 2016). Este proceso se apoya en la verbalizacion progresiva de la regla
transitando desde el lenguaje natural hacia el uso de dibujos o simbolos sencillos (Acosta y
Alsina, 2018). Asimismo, se evidencia una regulacion consciente del ritmo de formalizacion,
expresada en afirmaciones como “cuando estan listos”. Estas decisiones configuran un
andamiaje didactico cuidadoso, que busca sostener la transicion desde el conteo hacia la

anticipacion y la explicacion (Zapatera, 2018).



160

La concepcion de ensefanza manifestada se orienta principalmente hacia decisiones
pedagogicas construidas desde la experiencia profesional y la observacion sistematica del
comportamiento y desempefio de los estudiantes. En este sentido, las acciones didacticas
evidencian una organizacion de la ensefianza apoyada en el seguimiento de los procesos de
aprendizaje y en la adaptacion progresiva de las actividades segun las respuestas de los
estudiantes, aspectos que Zapata (2019) relaciona con formas de conocimiento profesoral
construidas desde la practica pedagdgica. La generalizacién se constituye como un objeto
matematico que emerge en el momento en que la percepcion sensible resulta insuficiente para
resolver la tarea, lo que obliga al escolar a recurrir a procesos de anticipacion, explicacion y
comunicacion de regularidades (Zapatera, 2018). Esta configuracion muestra una elevada
coherencia interna entre tareas, estrategias y recursos, aunque sin una explicitacion teorica

formal que las articule discursivamente (Acosta y Alsina, 2018).

En el discurso de Orlando se observa una explicitacion directa de principios tedricos que
organizan la ensefianza de la generalizacion. El profesor define el aprendizaje del patron en
términos de “razonamiento de tipo inductivo, de casos particulares hacia una generalidad” y

conceptualiza el patron como:

Y eso es algo que a mi me ha servido mucho también cuando trato de explicarles a los
nifios cositas sobre variacion. Es eso. ;Se acuerdan que yo les dije a ustedes que la tabla de
multiplicar era contar de tantos en tantos? Si. ;Y cudl era esos tantos? Ah, pues depende.
;Como asi? Pues si, es que, si es la tabla del 3, pues debe ser de 3 en 3. Pero si es la del 5, pues
es de 5 en 5. Ah, o sea que no es lo mismo. No, nunca, no, o sea, eso cambia. Eso es una

variable.
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Este fragmento evidencia un conocimiento orientado a establecer relaciones entre
pensamiento numérico y pensamiento algebraico temprano, particularmente mediante la
interpretacion de las tablas de multiplicar como procesos de variacion y crecimiento iterativo. El
profesor utiliza expresiones como ‘“depende” y ‘“eso cambia” para introducir la idea de
variacion entre cantidades, articulando relaciones multiplicativas con nociones iniciales de
variable. Asimismo, el discurso muestra una aproximacion contextual y funcional a la
covariacion, en la medida en que la cantidad de crecimiento se modifica segiin la relacion
establecida en cada tabla de multiplicar. Desde la perspectiva del KoT y del KSM, estas
explicaciones evidencian conexiones entre estructuras aritméticas y formas iniciales de
pensamiento algebraico temprano asociadas a la comprension progresiva de la variable en

Educacion Bésica Primaria (Carrillo-Yanez et al., 2018; Radford, 2010; Vergel, 2015).

Frente a la afirmacion: “la regularidad seguida por el cambio”. Esta definicion se alinea
con el estudio del pensamiento funcional, el cual se centra en las ideas de causalidad,
crecimiento y variacion conjunta (Chimoni et al., 2021). Bajo esta mirada, el patron deja de ser
una mera secuencia de objetos para convertirse en una relacion de covariacion, donde se
identifica como una magnitud cambia en funcién de otra (Chimoni et al., 2021; Fuentes Leal,

2020a).

La ensefianza se concibe como un proceso inductivo estructurado y diagnosticable, en el
que el profesor solicita explicaciones para identificar el punto exacto de dificultad y utiliza
representaciones como la tabla para evidenciar el funcionamiento del patrén (Baldan da Silva et

al., 2023; Escudero-Avila y Carrillo Yafiez, 2020).
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Ha sido enseriarles que finalmente uno puede entender las tablas de multiplicar como
una serie numérica. Y una serie numerica en la cual, si nosotros tenemos, por ejemplo, la

tabla del 2, justed puede contar de 2 en 2?

Ejemplifica el proceso

Y entonces vamos 2, 6, luego 3 y 4, luego 6, luego 7, 8, 9 y 10, y van colocando los

terminos de la serie. Y entonces van escribiendo los numeros, 2, 4, 6, 8, 10.

Amplia con la tabla del 3: Bueno, ahi contamos de 3 en 3, entonces, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8,
9, anotas en la lista y vas anotando 3, 6, 9, 12, 15. ;Como seria la del 4? Ah, facil, de 4

en 4.

La predictibilidad se constituye como un criterio de validaciéon de la generalizacion,
otorgando a las tareas un cardcter estructural y relacional. En este marco, Orlando reconoce la
importancia de acompafiar a los estudiantes en la construccion y expresion de reglas generales
mediante diferentes sistemas de representacion, especialmente cuando estas regularidades se
comunican en lenguaje algebraico (Radford, 2011). Asimismo, evidencia una comprension de la
formalizacion como un proceso que requiere mediaciones progresivas para favorecer la
articulacion entre las relaciones identificadas en el patron y sus formas de representacion
simbolica. Desde esta perspectiva, la mediacion profesoral adquiere un papel central en la
consolidacion del pensamiento algebraico temprano y en la coordinacion de los distintos

registros utilizados para expresar la generalizacion (Pincheira y Alsina, 2021b).
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Y si le pedimos el término cien? Yo le digo al término cien. Y eso es lo que uno hace
regularmente para descolocarlos. ;No? Es... “Y si yo le pido el numero quinientos,

entonces usted tiene que hacer quinientos”. “;Uy, no!”.
Reflexiona sobre el punto de inflexion:

Entonces... entonces expliqueme como es que cambia. “Aja, claro”. Pero ahi la cosa
comienza a hacérseles dificil. Pero ahi es donde uno comienza a identificar eso. ;No?
O sea, hacer la tablita, en parte, sirve para decirles...Es que mire, esa forma en la que
usted lo esta deduciendo le sirve para la parte limitadita que tiene usted ahi en el

cuaderno.

Estas producciones evidencian una aproximacion a la generalizacion centrada en
procesos de comparacion, representacion y anticipacion de regularidades, aspectos que Levin y
Walkoe (2022) relacionan con la construccion progresiva del pensamiento algebraico temprano.
En este sentido, la generalizacion se configura como un objeto relacional y predictivo, cuya
comprension se expresa en la capacidad de identificar regularidades, anticipar comportamientos
y justificar relaciones entre los términos del patron (Levin y Walkoe, 2022; Schliemann et al.,

20006).
5.2.2 Recursos Didacticos (Fisicos y Digitales)

El andlisis de los recursos didacticos muestra que, en los tres casos, estos no se conciben
como apoyos logisticos o motivacionales, en cambio se asumen como mediadores con funciones
epistemologicas especificas, definidas por la concepcion de ensefianza que los orienta (Escudero-

Avila y Carrillo Yafiez, 2020).
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En el caso de Cristobal, los recursos se seleccionan en funcion de su potencial para
favorecer la exploracion de regularidades, la formulacién de conjeturas y la verificacion de

relaciones identificadas en los patrones (Chimoni et al., 2021). Al respecto, sefiala:

“Una estrategia es la de ensayo y error... Empiezan a probar, a poner numeritos y a
que cumpla con las condiciones”. Cristobal justifica esta eleccion explicitamente por

su valor experimental al afirma “Porque permite ir visualizando los resultados”.

Asimismo, considera que un recurso debe “permitir ver claramente lo que se repite y lo
que cambia” y que, si no contribuye a observar o explicar el patron, prefiere no utilizarlo. Estas
afirmaciones evidencian un conocimiento para la ensefianza que otorga valor a los recursos por
su capacidad para hacer visibles las regularidades del patréon y favorecer procesos de
observacion, comparacion y explicacion matematica, aspectos que Cristobal reconoce como
relevantes para el trabajo con la generalizacion de patrones en Educacion Basica Primaria. En
este marco, los recursos manipulativos, los dibujos y las tablas se integran a la secuencia
didactica como medios para construir términos, contrastar hipotesis y revisar reglas que no
funcionan (Escudero—AVila et al., 2016; Radford, 2008). Asimismo, expresiones como “empiezan
a probar, a poner numeritos y a que cumpla con las condiciones” y “permite ir visualizando los
resultados” evidencian un conocimiento orientado hacia la exploracion, la observacion de
regularidades y la validacion progresiva de relaciones matematicas. Desde el subdominio KMT,
estas decisiones muestran una comprension de los recursos y estrategias didacticas como
mediadores para favorecer procesos de comparacion, formulacién de hipdtesis y construccion
gradual de generalizaciones dentro del pensamiento algebraico temprano (Escudero-Avila et al.,

2016; Radford, 2008).
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Cristobal selecciona tapitas y unidades fisicas como recurso inicial, “Empezaria dandoles
tapas a los nifios... que ellos vayan viendo como con las mismas unidades se pueden organizar
diferentes grupos”. La seleccion de tapitas y unidades fisicas como recurso inicial evidencia un
conocimiento orientado a favorecer la construccion de relaciones matematicas a partir de la
manipulacion y organizacion de unidades concretas. Expresiones como “con las mismas
unidades se pueden organizar diferentes grupos” muestran una atencion hacia procesos de
agrupacion, composicion y reorganizacion de cantidades, aspectos vinculados al reconocimiento
de regularidades y estructuras dentro del pensamiento algebraico temprano. Desde el subdominio
KMT, estas decisiones reflejan una comprension de los materiales manipulativos como
mediadores para promover procesos de observacion, comparacion y construccion progresiva de

relaciones matematicas en los estudiantes (Escudero—AVila et al., 2016; Radford, 2008).

Sara, por su parte, concibe los recursos como mediadores de visibilidad y transicion
representacional; selecciona materiales y enuncia de forma directa el criterio central que guia su

eleccion de materiales, de manera explicita, sefiala que selecciona recursos que,

“Elijo recursos que hagan visible la regularidad y permitan a los estudiantes
manipular, representar y discutir la secuencia con claridad.” que ‘“hagan visible la

regularidad” y que permitan “ver facilmente como crece el patron.

Las expresiones evidencian un conocimiento orientado a utilizar los recursos didacticos
como mediadores para la identificacién de relaciones, regularidades y procesos de crecimiento
dentro de las secuencias. Asimismo, la articulacion entre manipular, representar y discutir

muestra una comprension de la ensefianza de patrones como una actividad que integra diferentes
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formas de representacion y comunicacion matematica. Desde el subdominio KMT, estas
decisiones reflejan conocimiento sobre el papel de los recursos en la construccion progresiva de
generalizaciones y en la visualizacion de relaciones matemadticas asociadas al pensamiento

algebraico temprano (Pincheira et al., 2023).

Esta afirmacion se sustenta en el marco de la Early Algebra y la Teoria de la
Objetivacion, donde los recursos no se consideran simples apoyos motivacionales, se entienden
como medios semidticos de objetivacion (Radford, 2008). Desde esta perspectiva, el profesor
evidencia conocimiento sobre la potencialidad didactica de los recursos al reconocer que
materiales como torres, hilos, dibujos, tablas o elementos manipulativos permiten hacer visibles
regularidades, relaciones de crecimiento y estructuras invariantes dentro de los patrones (Vergel,
2015). En este sentido, los recursos trascienden una funcién motivacional y se configuran como
medios semidticos que posibilitan la construccion progresiva de significados algebraicos (Cayo-

Maturana y Contreras-Gonzélez, 2020).

Un rasgo relevante del KMT de Sara es la diferenciacion explicita de los efectos

cognitivos de distintos soportes la profesora distingue:

“Si ensefio un mismo patron con dos recursos distintos, como fichas y papel
cuadriculado, cambia la forma en que los nifios lo representan y, a veces, la forma en

que explican su pensamiento”.

“Con fichas, los estudiantes suelen enfocarse en la construccion fisica: cuentan,

agrupan, mueven, y eso les ayuda a entender el crecimiento paso a paso”.

“En cambio, con papel cuadriculado, tienden a fijarse mas en la forma, la posicion y
la cantidad de cuadros (...) lo que facilita hacer esquemas y luego pasar a tablas

numeéricas”.
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Esta diferenciacion evidencia que Sara reconoce que los recursos se configuran el tipo de
pensamiento que los estudiantes ponen en juego (Escudero-Avila y Carrillo-Yanez, 2020).
Asimismo, emerge un criterio explicito de regulacion del foco atencional en la seleccion de

recursos (Sosa et al., 2016).

El caso de Sara evidencia un conocimiento para la ensefianza que reconoce el potencial
de los recursos didacticos como medios semidticos para objetivar las regularidades presentes en
los patrones. En consecuencia, los recursos orientan la atenciéon de los estudiantes hacia la
identificacion de relaciones, la coordinacion de representaciones y la construccion progresiva de
generalizaciones. Esta configuracion del conocimiento favorece que la variable adquiera
significado en relacion con las regularidades observadas y con las relaciones que estructuran el
patron, constituyendo una base relevante para el desarrollo del pensamiento algebraico temprano

(Radford, 2015).

En coherencia con esta perspectiva, sus decisiones didacticas respecto a la seleccion y
uso de recursos se sustentan en el conocimiento construido a partir de la experiencia de aula y de
la observacion de las respuestas de los estudiantes. Dichas decisiones se apoyan en criterios
practicos vinculados con la visibilizacion de regularidades, la exploracion de patrones y la
comprension de los procesos desplegados por los estudiantes durante la resolucion de tareas.
Desde esta perspectiva, el valor atribuido a los recursos radica en su potencial para favorecer la

observacion, la explicacion y la construccion progresiva de relaciones matematicas.

Asimismo, expresiones como “La verdad no lo habia revisado especificamente con esa
denominacion, generalizacion de patrones.” “No me he enfocado en esta parte de la regla para

la generalizacion” sugieren que el conocimiento movilizado para abordar este contenido se
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encuentra estrechamente vinculado a experiencias de aula y a las interacciones que emergen
durante los procesos de ensefianza. En consecuencia, dicho conocimiento se organiza alrededor
del trabajo con regularidades y patrones, orientando la seleccion de recursos y las decisiones
didacticas desplegadas durante la ensefianza (Adamuz-Povedano et al., 2021; Espinoza-Vasquez

et al., 2018).

En caso del profesor Orlando, los recursos (como la tabla de funciones o modelos
iconicos) actuan como medios semioticos de objetivacion (Radford, 2000, 2015). Su funcion
primordial es externalizar la estructura del patron, permitiendo que los estudiantes trasciendan la
percepcion sensorial inmediata para identificar invariantes y variables (Chimoni et al., 2021). Su
discurso se fundamenta en una base empirica donde estos actian como medios semidticos de
objetivacion, integrandose como componentes esenciales que orientan y materializan el
pensamiento matematico (Radford, 2015). En la categoria de teorias de la ensefianza, Orlando
evidencia una orientacion inductiva y funcional de la generalizacion, en la medida en que la
validez de una regla se relaciona con su capacidad para anticipar comportamientos dentro de la
secuencia (Escudero et al., 2021). Su conocimiento se manifiesta también en la articulacion de
diferentes formas de representacion y comunicacion matematica, integrando lenguaje verbal,
tablas, gestos y recursos visuales como medios para construir significado algebraico en el aula

(Escudero et al., 2021).

El conocimiento de Orlando es un conocimiento profesoral; refleja que para desarrollar el
pensamiento algebraico temprano consiste en saber transformar un contenido abstracto (la
funcién/patron) en un fendémeno sensible a través de medios semidticos (Escudero-Avila et al.,
2016; Radford, 2008, 2015). La integracion de los recursos como mediadores para orientar y

materializar el pensamiento matematico evidencia un conocimiento didactico en el que la
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matematica actiia como criterio central para la seleccion y organizacion de las herramientas

utilizadas en la ensefianza (Climent et al., 2014).

De manera consistente, Orlando articula el uso de los recursos con una logica inductiva
de la generalizacion, en la que la validez de una regla se evaltia por su capacidad predictiva
(Climent-Rodriguez, 2002; Zapatera, 2018). En este marco, la tabulacion ocupa un lugar central,
la tabla se utiliza como un instrumento de contraste epistemoldgico que permite distinguir entre
una produccion recursiva basada en el conteo y una generalizacion estructural (Fuentes-Leal,
2020a); esto se evidencia cuando Orlando afirma que “si yo tuviera el término veinte, pues
tendria que hacer la tabla hasta el numero veinte” o incluso hasta “el quinientos”, concluyendo

’

que en ese caso ‘no esta gemeralizando el patron”. Estas expresiones evidencian un
conocimiento orientado a diferenciar procedimientos apoyados en la extension recursiva de la
secuencia respecto a procesos de generalizacion funcional basados en relaciones estructurales
entre las variables del patron. Asimismo, su discurso muestra una comprension de la
generalizacion como un proceso asociado a la anticipacion, la explicitacion de relaciones y la

construccion de reglas generales que permitan trascender el conteo término a término dentro del

pensamiento algebraico temprano (Pincheira et al., 2023).

La necesidad de extender la tabla término a término se convierte asi en un indicador claro
de ausencia de generalizacion, mientras que la posibilidad de anticipar sin completarla valida la
regla construida (Cayo, 2023). En este sentido, la tabulacion cumple una funcién claramente
diagnostica, al poner a prueba la potencia anticipatoria de la relacion identificada, y deja de ser
una herramienta de andlisis para convertirse en una carga procedimental ineficiente (Cayo,

2023).
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Esta funcion diagnostica se refuerza cuando Orlando reconoce que la tabla puede incluso
encubrir una falsa comprension, si el estudiante la utiliza de manera automatica. A/ serialar que
“ellos van a decir que sumé dos, que sumé dos” y que, ante un término lejano, “toca hacer toda
la tabla, el profesor Orlando manifiesta un conocimiento orientado a diferenciar entre la
extension reiterativa de la secuencia y la construccion de relaciones generales que permitan
anticipar términos sin recurrir al conteo sucesivo (Zapatera-Llinares, 2022). En este sentido, su
discurso muestra una comprension de la generalizacion asociada a la explicitacion de relaciones
funcionales y a la necesidad de trascender procedimientos recursivos (Acosta-Inchaustegui,
2023) para favorecer formas de pensamiento algebraico temprano basadas en la identificacion de

estructuras y regularidades dentro del patron.

De forma complementaria, los dibujos y esquemas cumplen una funcion estructural al
permitir identificar visualmente qué cambia y qué se mantiene en el patrén (Radford, 2010).
Orlando recurre a representaciones pictoricas, cuadritos, hojas y dibujos en el tablero, para
desplazar la atencion del procedimiento mecanico hacia la variacion. Se evidencia cuando sefiala
que “hay nifios que entienden mucho con el dibujito en el tablero” y cuando insiste en que lo que

’

necesita es que los estudiantes “miren qué cambio... no que cuenten’.

El dibujo, en su préctica, no es ilustrativo ni decorativo, externaliza la estructura del
cambio, permitiendo que el patron sea percibido como una relacion entre cantidades y no como
una sucesion de acciones aisladas (Chimoni et al., 2021). Estas decisiones evidencian un
conocimiento didactico orientado a utilizar las representaciones visuales como mediadores para
promover procesos de observacion, comparacion y explicitacion progresiva de relaciones

matematicas asociadas al pensamiento algebraico temprano (Pincheira, 2023).
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“Mi idea sobre la comprension de los estudiantes acerca de la identificacion de
patrones esta relacionada con cuatro elementos: el primero es el hallazgo de los
elementos puntuales que cambian [...]; el segundo es el hallazgo de la regularidad
[...]; el tercero es la expresion de la regularidad de dicho cambio (una expresion
algebraica, un diagrama, un dibujo, una tabulacion, etc.); y el cuarto es la evaluacion

de la capacidad de predictibilidad que anade el patron”.

Orlando concibe las representaciones como formas de expresion que aparecen en un

proceso progresivo, orientado a la generalizacion (Otten et al., 2019).

“Considero que es importante el uso de un recurso como la tabla [...], pues este
ejercicio de tabulacion hace que se evidencie el funcionamiento del patron y, por
tanto, los elementos que son constantes y los que son variables, asi como la forma en

1

que se pueden expresar.’

Aqui, la tabulacién aparece claramente como una representacion intermedia, cuyo
proposito es hacer visible la estructura del patrén y preparar su expresion. Asimismo, explicita
que el transito hacia la expresion algebraica no ocurre de manera directa ni automatica (Radford,
2015). Al reconstruir paso a paso la llegada a una expresion como 2n + 1, describe un proceso
mediado por preguntas, reformulaciones verbales y contrastes entre casos particulares y términos
lejanos (Sosa Guerrero, 2024b). En este recorrido, reconoce explicitamente el punto de quiebre
del proceso cuando afirma: “;Donde viene la parte que me parece realmente mas dificil? ;Como
escribo yo eso?” y mas adelante precisa que “el problema aparece cuando paso de la expresion

verbal a la expresion simbolica”.

En coherencia con esta perspectiva, Orlando reconoce explicitamente las limitaciones
contextuales para el uso de recursos digitales, conectividad restringida y falta de dispositivos,

pero estas no deslegitiman el valor didactico de los recursos disponibles (Escudero-Avila et al.,
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2016). Por el contrario, refuerzan su conviccion de que el valor del recurso no es tecnologico,
corresponde a su potencial estructural. Como €l mismo sefiala, “no hay internet... pero el
tablero, los dibujos, la tabla, eso si funciona”. Incluso cuando menciona herramientas como
GeoGebra o Scratch, aclara que “nunca lo he utilizado... para trabajarlo con los nifios uno tiene
que conocerlo”, lo que evidencia que un recurso solo es pertinente si permite cumplir la funcion
de mediacion estructural y diagnostica que €l considera indispensable. Para Orlando, los recursos
didacticos cumplen de manera articulada una funcion estructural, al hacer visible la relacion
matematica subyacente al patron y sostener la transicion desde lo empirico hacia lo general, y
una funcion diagnostica, al permitir identificar con precision si el estudiante comprende la
variacion, si depende del conteo o si la dificultad se localiza en el registro de expresion. Asi, el
recurso se concibe como instrumento central para interpretar, orientar y validar el proceso de

generalizacion de patrones en el desarrollo del pensamiento algebraico temprano.
5.2.3 Estrategias, Tareas y Ejemplos en la Ensefianza del Patron

La categoria estrategias, tareas y ejemplos da cuenta del conocimiento profesional del
profesor de primaria para organizar, secuenciar y gestionar la ensefianza de la generalizacion de
patrones. Este conocimiento se manifiesta en las decisiones del profesor toma al disefiar tareas
con potencial algebraizante, seleccionar ejemplos que hagan visible la estructura matematica y
desplegar estrategias de intervenciéon que orienten el trabajo en el aula (Climent y Carrillo,

2003).

El anélisis del discurso de Cristobal permite caracterizar su conocimiento profesoral
como un conocimiento especializado, en el que la estructura matematica del patron orienta de
forma sistematica las decisiones didacticas (Flores-Medrano, 2015). Este rasgo se evidencia

cuando afirma que “la repeticion y el ir cambiando determinados elementos” permite que los
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estudiantes establezcan que “a pesar de que cambien los numeros, si se sigue la regla se va a
obtener un resultado ”, asi como cuando ejemplifica el trabajo con “parejas de entrada y salida™
del tipo (2—4), (4—8), (8—16), enfatizando que “duplico el numero y luego lo repito”. Estas
expresiones muestran que sus estrategias se organizan en torno a la invariancia de la
transformacion, y no como un conjunto de técnicas instruccionales desconectadas del contenido

matematico.

En coherencia con esta orientacion, Cristobal explicita una secuenciacion didactica
progresiva que estructura la experiencia de aprendizaje como una trayectoria intencional. Sefiala
que sus estudiantes “pasan por pasos sencillos y guiados: primero ven ejemplos concretos, luego
describen con palabras lo que se repite, después prueban su idea en nuevos ejemplos y,
finalmente, usan una forma abreviada para decir como siempre funciona”. Esta secuencia
evidencia un conocimiento de la ensefianza alineado con el desarrollo del pensamiento

algebraico temprano.

Esta organizacion revela, ademas, un dominio de la transnumeracion, entendido como el
transito entre registros figural, verbal y simbolico, donde el lenguaje cumple una funcién
mediadora central para el acceso a la abstraccion (Herndndez-Barrera, 2017). Cristdbal enfatiza
la necesidad de que el estudiante “haga una descripcion verbal de como esta variando la
secuencia, con sus palabras”, y reconoce que la introduccion del simbolo se reserva para
momentos posteriores, cuando “en quinto uno ya les empieza a manejar qué X es una cantidad
desconocida”. La verbalizacion opera, asi como un puente entre la percepcion de regularidades y

la formalizacion, garantizando que el simbolo adquiera sentido matematico.

Las tareas disefiadas por Cristobal se configuran como escenarios de exploracion guiada,

en los que el aprendizaje se concibe como una actividad de indagacion (Acosta y Alsina, 2018).
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Esta concepcidn se expresa de manera explicita cuando afirma: “yo veo este aprendizaje como
una serie de pequenas investigaciones.: observar es decir una idea y comprobar es explicar”, y
cuando describe que suele “modelar este aprendizaje como una pequenia investigacion,
proponiendo una situacion concreta, pidiendo observaciones y animando a los estudiantes a
predecir y a comprobar sus predicciones”. En este marco, la validacion matematica se desplaza
desde la autoridad del profesor hacia la coherencia interna de las ideas construidas por los
estudiantes, criterio que se refuerza mediante el uso de contragjemplos, como cuando sefiala que

en el libro de PTA (Acosta-Inchaustegui, 2023) “los ejercicios se van volviendo mads complejos’

y que muestra distintos casos para contrastar reglas.

Un rasgo distintivo de su KMT se observa en la postergacion deliberada de la
formalizacion. Afirma que en las fases iniciales “no hablo de reglas ni de cdlculos”, y que
privilegia preguntas como “;qué ven en estos dibujos?” o “;qué cambia de un término al
siguiente?”. Esta decision didactica busca asegurar que la identificacion de la regularidad y de la
unidad de repeticion preceda a cualquier simbolizacion, sosteniendo el foco en la estructura del

patron antes de introducir notaciones formales (Alsina y Acosta, 2018).

Asimismo, la evidencia empirica pone de relieve una capacidad refinada de diagnostico
didactico situado, mediante la cual Cristobal ajusta sus intervenciones segun la naturaleza de las
respuestas estudiantiles (Zapatera, 2018). Al distinguir entre estudiantes que “cuentan” y
aquellos que “describen”, y al sefialar que “si cuentan, necesitan apoyo para ver la relacion
general; si describen, puedo pedirles que expliquen con ejemplos”, Cristobal evidencia criterios
para reconocer distintos niveles de aproximacion a la generalizacion y para seleccionar acciones
de mediacién acordes con tales diferencias. De este modo, su practica refleja una atencion

constante a las producciones estudiantiles como fuente de informacion para orientar el
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aprendizaje y promover la construccion progresiva de relaciones asociadas a los patrones (Torres

et al., 2022).

En este entramado, el error ocupa un lugar formativo y regulador del proceso de
generalizacion. Cuando Cristébal indica que, si los estudiantes “aplican una regla que no
funciona para otro término, ensefia que necesitan revisar la idea”, el error se convierte en un
recurso para la revision y el refinamiento conceptual, reforzando la idea de que la validez de una

generalizacion depende de su funcionamiento en nuevos casos (Torres et al., 2022).

Sara despliega estrategias centradas en la visualizacion, la anticipacion y la abstraccion
progresiva (Vergel, 2010). Las tareas de término lejano, las preguntas concretas, el uso de gestos
y la verbalizacion paso a paso fuerzan el paso del conteo a la explicacion, regulando

cuidadosamente el ritmo de introduccion de los simbolos (Vergel y Rojas, 2018).

Orlando estructura las estrategias en torno a la comparacion sistematica, la explicacion
del procedimiento, la tabulacion y la evaluacion de la predictibilidad. Las tareas buscan que el
estudiante identifique la regularidad, exprese la relacion y anticipe nuevos casos, permitiendo al

profesor diagnosticar el punto de ruptura del PAT (Callejo et al., 2016).

5.2.4 Articulaciones Transversales del KMT

El analisis transversal muestra regularidades claras en la articulacion entre concepciones
de ensenanza, recursos y estrategias de Sara, Orlando y Cristobal, desde una articulacion Top—
Down - Bottom—Up, evidencia que las diferencias en el desarrollo del PAT se asocian a
configuraciones diferenciadas del KMT, y no a decisiones metodologicas aisladas (Flores

Medrano, 2015).



176

Desde la categoria teorias de la ensefanza de las matemadticas, se identifican
configuraciones diferenciadas respecto al lugar que ocupa la generalizacion dentro de la
actividad de ensenanza. En Sara, la generalizacion se vincula con la exploracion de ejemplos y la
observacion de regularidades, otorgando un papel relevante a la experiencia de los estudiantes en
la construccion de relaciones matematicas (Aguilar-Gonzalez, 2015). En Orlando, la
generalizacion constituye un proposito explicito de ensefianza, promovido mediante la
comparacion de casos, la busqueda de invariantes y la validacion de relaciones generales
(Aguilar-Gonzalez, 2015). Por su parte, en Cristobal, la generalizacion se articula con procesos
de exploracion, practica y reconocimiento progresivo de regularidades, adquiriendo significado a
partir del trabajo realizado sobre los patrones (Sosa et al., 2016). En conjunto, estas
configuraciones permiten interpretar diferentes formas de comprender y organizar la ensefianza
de la generalizacion de patrones, las cuales se expresan en enfoques que enfatizan, en distinta
medida, la exploracion, la mediacion diagnostica y la estructuracion progresiva de relaciones

matematicas asociadas al pensamiento algebraico temprano (Escudero-Avila et al., 2015).

En la categoria recursos didacticos, los resultados muestran que la diferencia no reside en
los materiales utilizados; se encuentra en las funciones que estos desempefian dentro de la
ensefianza de la generalizacion de patrones. En Sara, los recursos operan como apoyos visuales
que favorecen la observacion de regularidades y la identificacion de cambios en las secuencias,
otorgando un papel relevante a la exploracion de ejemplos y representaciones concreta (Acosta y
Alsina, 2018). En Orlando, las representaciones, particularmente las tablas, se utilizan como
herramientas para organizar informacion, coordinar distintos registros y explicitar relaciones
generales asociadas al patron (Torres et al., 2022). Y en Cristobal, los recursos cumplen una

funcion de organizacion y apoyo a la exploracion de los patrones, facilitando la observacion de
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regularidades y la comunicacion de los procedimientos desarrollados durante la resolucion de las

tareas (Vergel et al., 2022).

Respecto a estrategias, técnicas, tareas y ejemplos, Sara y Cristobal privilegian tareas de
extension secuencial del patron, acompafiadas de intervenciones diagnosticas centradas en el
conteo o la descripcion (Pincheira et al., 2022). Por su parte, Orlando propone tareas que
favorecen la construccion, explicacion y justificacion de reglas generales mediante la
comparacion de casos y el analisis de relaciones presentes en la secuencia (Vergel, 2014). Estas
configuraciones de ensefianza muestran distintas maneras de comprender y organizar la
ensefianza de la generalizacion de patrones. Mientras algunas enfatizan el reconocimiento y la
descripcion de regularidades observables, otras promueven la explicitacion progresiva de
relaciones generales y su comunicacién mediante diversos registros de representacion. En
conjunto, las estrategias movilizadas evidencian concepciones diferenciadas sobre como
acompafiar a los estudiantes en la construccion de significados asociados al pensamiento

algebraico temprano (Zapatera, 2022).

A partir del analisis cualitativo de las entrevistas y los cuestionarios aplicados a
profesores de Educacion Basica Primaria, se identifican categorias que permiten caracterizar el
conocimiento para la ensefianza de la generalizacion de patrones en el marco del subdominio
KMT. Estas categorias ponen de manifiesto conocimientos situados del profesorado que inciden
directamente en el desarrollo del pensamiento algebraico temprano. La tabla que se presenta a
continuacion organiza dichas categorias, las relaciona con los nilicleos del KMT a los que
contribuyen y describe los conocimientos especificos que los profesores movilizan en su practica

al abordar la generalizacion de patrones.
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Categorias analiticas del KMT en el desarrollo del pensamiento algebraico temprano,

articulacion entre nucleo tedrico, configuracion emergente y conocimiento del profesor.

Categoria KMT

Categoria emergente

Descripcion

Teorias de la ensefianza de

las matematicas

Teorias de la ensefianza de

las matematicas

Teorias de la ensefianza de

las matematicas

Recursos didacticos (fisicos

y digitales)

Recursos didacticos (fisicos

y digitales)

Recursos didacticos (fisicos

y digitales)

Recursos didacticos (fisicos

y digitales)

Generalizacion como
objetivo didactico
estructurante.

Secuenciacion de  fases

inductivas y deductivas.

Ensenanza como

investigacion guiada.

Uso intencional de la tabla
para evidenciar relaciones
funcionales.

Diferenciacion funcional de
los

recursos segun foco

cognitivo.

Articulacidon entre registros
representacionales (figural—
verbal-simbolico)

Reconocimiento de
limitaciones y adaptabilidad

contextual.

El profesor estructura
intencionalmente la ensefianza
para que los estudiantes
construyan reglas generales, mas
alla de continuar secuencias.

El profesor organiza tareas que
pasan de la observacion y
conjetura a la wvalidacion y
prediccion (por ejemplo, usando
el término lejano).

El profesor asume el rol de
mediador

que promueve

procesos de indagacion y
descubrimiento matematico.

La tabla se usa para organizar
datos, y wvisibilizar relaciones
funcionales.

Los profesores distinguen entre
recursos que promueven accion
fisica vs. los que facilitan
esquemas mentales y visuales.
Los recursos permiten transitar
del lenguaje natural al pictorico
y simbolico.

El profesor ajusta el uso de
recursos a las

del

posibilidades

reales aula (tecnologia,
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materiales disponibles).

Estrategias, técnicas, tareas Disefio de tareas que Disefio de tareas que priorizan la

y ejemplos movilizan explicacion antes construccion verbal y
que simbolizacion. argumentativa de la regla antes
de introducir notaciones

algebraicas.

Estrategias, técnicas, tareas Uso del término lejano Se propone anticipar el valor de
y ejemplos como estrategia diagndstica. un término distante como medio
para evaluar el nivel de
generalizacion alcanzado.
Estrategias, técnicas, tarecas Postergacion estratégica de Regula el momento de introducir
y ejemplos la formalizacion algebraica.  simbolos, asegurando que el
estudiante haya comprendido
primero la estructura del patron

a través del lenguaje natural.

Nota. Esta tabla sintetiza diferentes formas en que los profesores de Educacién Basica Primaria movilizan
su conocimiento para la ensefianza de la generalizacion de patrones. Cada categoria representa un aspecto
relevante de dicho conocimiento, evidenciado en las decisiones que orientan la organizacion de las tareas,
la seleccion de recursos, las estrategias de mediacion para favorecer el reconocimiento de regularidades,
la construccion de relaciones y la formulacion progresiva de generalizaciones en el contexto del

pensamiento algebraico temprano.

Fuente: elaboracion propia.

5.3 Resultados del Subdominio Conocimiento de los Estandares de Aprendizaje en

Matematicas (KMLS)

Se refiere al conocimiento del profesor sobre lo que se estipula que un estudiante debe
aprender en cada nivel educativo, incluyendo estandares oficiales, no oficiales (como los del

NTCM o la investigacion), los objetivos de aprendizaje, el nivel esperado de desarrollo
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conceptual o procedimental, y la secuenciacion de los temas (Carrillo-Yaiez et al., 2018; Codes

y Contreras, 2022).

Figura 16

Configuracion del KMLS como conocimiento regulativo en la trayectoria del Pensamiento

Algebraico Temprano (PAT)

Trayectoria del Pensamientc Algebraico Temprano (PAT)

Correspondencia

T

Recursivo

Funcional

Configuraciones del KMLS en la voz del profesorado

Secuenciacién
implicita
(Nivel 1-2)

>

Secuenciacién por
consolidacién
{Nivel 2)

Secuenciacién
explicita
(Nivel 2-3)

KMLS como conocimiento regulativo
Define umbrales de aprendizaje, organiza la progresion y legitima niveles de

generalizacién

Tension estructural del sistema
Curriculo prescrito {(generalizacién) vs. curriculo implementado (procedimiento)

Fuente: elaboracion propia.

Desde la perspectiva del KMLS, el conocimiento evidenciado por los profesores se

organiza en torno a la comprension de qué aprendizajes promover, cOmo reconocer su progresion

y de qué manera secuenciar experiencias de ensefianza que favorezcan el desarrollo del

pensamiento algebraico temprano:
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1. Reconocimiento del aprendizaje mediante  acciones
matematicas observables.

ii.  Definicion del nivel conceptual esperado, donde el
razonamiento recursivo se configura como un nivel de
referencia en las expectativas de los profesores.

iii.  Organizacion del aprendizaje mediante trayectorias progresivas

y secuencias conceptuales.

En conjunto, estos niveles muestran que el conocimiento del profesor sobre los
estandares de aprendizaje no se limita a reproducir lineamientos curriculares, se configura como
interpretacion profesoral situada del desarrollo del pensamiento algebraico temprano (Sosa-

Guerrero, 2024b).
5.3.1 Resultados de Aprendizaje Esperados

Remite al conocimiento que posee el profesorado sobre qué aprendizajes se espera que el
estudiante logre, qué producciones matematicas cuentan como evidencia de dicho logro y con
qué nivel de profundidad en relacion con un contenido especifico (Carrillo-Yaiez et al., 2018;
Codes y Contreras, 2022); este conocimiento se expresa a través de la interpretacion, traduccion
y reconstruccion profesoral de dichos estandares en funcion de contextos de ensefianza concretos
(NTCM, 2020). En el contexto del desarrollo del PAT, y particularmente de la generalizacion de
patrones, este conocimiento se expresa a través de expectativas anticipatorias que orientan la
practica del profesor y delimitan qué se considera un aprendizaje alcanzado (Kaput et al., 2017;

Radford, 2010; Vergel y Rojas, 2018).

El analisis empirico muestra que, en los tres casos estudiados, se configura como un

conocimiento practico y situado, construido desde la experiencia en el aula, que traduce los



182

estandares en criterios operativos de logro (Adame-Esparza y de Lira-Lozano, 2019; Sosa-
Guerrero, 2024b). Los resultados de aprendizaje se formulan, predominantemente, como
acciones matematicas observables del estudiante, crear, completar, predecir, describir,

representar y no como formulaciones normativas abstractas (Radford, 2015; Zapatera, 2022).

En el discurso de Sara, los resultados de aprendizaje esperados vinculados a la
generalizacion de patrones aparecen formulados de manera clara como producciones del
estudiante. Cuando afirma “crear sus propios patrones, secuencias” o “predecir secuencias”,
explicita expectativas directamente asociadas al PAT, que permiten ubicar estas evidencias en
una alineacidén explicita con estandares con el desarrollo del PAT, especialmente la
generalizacion de patrones, en tanto anticipan capacidades de produccion y anticipacion mas alla

del conteo inmediato (Radford, 2013; Vergel, 2014).

Asimismo, al sefialar “buscar la regla que conecta a un elemento con el anterior” Sara
introduce explicitamente la nocion de regla como resultado esperado, lo que refuerza la
orientacion con la generalizacion de patrones. Esta formulacion evidencia una concepcion de la
regla construida a partir de las relaciones entre términos consecutivos, donde la identificacion de
regularidades constituye el principio organizador del proceso de generalizacion y orienta la
produccion de explicaciones sobre el comportamiento de la secuencia (Alsina, 2019; Pincheira y

Alsina, 2021b).

Esta concepcion se complementa cuando afirma Sara “eso ya es como para cursos mads
grandes”. expresion que evidencia un conocimiento sobre la progresion de los aprendizajes en el
que la generalizacion de patrones se organiza segun referentes curriculares asociados al nivel
escolar. Desde esta perspectiva, la ensefianza de la generalizacion se comprende como un

aprendizaje que se desarrolla de manera progresiva a lo largo de la escolaridad, articulando las
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expectativas sobre qué ensefiar y cudndo promover determinados procesos de razonamiento

propios del pensamiento algebraico temprano (Radford, 2022; Vergel, 2015).

En este sentido, Sara evidencia un conocimiento sobre los resultados de aprendizaje que
anticipa la construccion de reglas y reconoce el valor de la generalizacion dentro del trabajo con
patrones. El conocimiento de estos aprendizajes se organiza a partir de una progresion curricular,
en la que la formalizacion adquiere significado como parte de un desarrollo gradual del

pensamiento algebraico temprano (Alsina, 2019; Pincheira y Alsina, 2021b).

En Cristobal, los resultados de aprendizaje esperados se expresan de manera consistente
como productos organizativos que permiten evidenciar la comprension del patron. Cuando sefiala
“construir tablas cuando ha determinado el patron”, define con claridad qué cuenta como
evidencia de logro la capacidad de organizar la informacion del patrén en una estructura tabular.
Esta expectativa se sitla en una alineacion explicita con estandares en la ensefianza de la
generalizacion de patrones, al implicar una reorganizacion del patréon y no solo su continuacion

mecanica (Radford, 2011; Manson, 2018).

Del mismo modo, al indicar “cuando empieza a utilizar iconos o simbolos”, Cristobal
establece el uso de simbolos como criterio observable de aprendizaje, asociado al inicio de la
abstraccion. La expectativa no se formula en términos normativos, mas bien en términos
funcionales, el simbolo aparece como sefial de que el estudiante ha avanzado en su comprension
(Carraher y Schliemann, 2019; Otten et al., 2019). Otro resultado esperado explicito emerge
cuando plantea que el estudiante debe “generar una descripcion verbal de como esta variando la
secuencia”’. Aqui, la verbalizacién del cambio funciona como evidencia de comprension del
patron, reforzando una concepcidon del aprendizaje ligada a la explicacion del proceso, no

limitandose al resultado numérico (Radford, 2013; Vergel et al., 2022).
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Asimismo, al igual que en Sara, las expectativas de aprendizaje de Cristobal se organizan
en funcion de una progresion curricular asociada a los distintos niveles de escolaridad. La
afirmacion “ya en quinto uno ya les empieza a manejar qué X es una cantidad desconocida”
evidencia un conocimiento sobre la secuenciacion de los aprendizajes, en el que la introduccion
de la variable se vincula con momentos especificos del desarrollo escolar (Kaput et al., 2017,
Rojas y Vergel, 2018). Asi, el conocimiento evidenciado se organiza alrededor de expectativas
de aprendizaje que privilegian la construccion de reglas, el reconocimiento de regularidades, el
uso inicial de la simbolizacion y la explicacion verbal como manifestaciones del pensamiento
algebraico temprano. Desde esta perspectiva, la generalizacion de patrones se comprende como
un aprendizaje cuya construccion se desarrolla progresivamente, articulando las expectativas del
profesor sobre la introduccion de la variable, la comunicacion de relaciones matemadticas y la

formulacion de reglas generales (Carrillo-Yafez et al., 2018; Godino et al., 2014).

El caso de Orlando, explicita qué significa, en términos de aprendizaje, avanzar en la
generalizacion de patrones. Cuando afirma “predecir valores no observables de forma directa”,
establece un criterio claro de logro que rompe con el razonamiento caso a caso y se alinea
directamente con el nucleo del PAT, desde una linea explicita con estandares con el desarrollo
del pensamiento algebraico temprano, especialmente la generalizacion de patrones (Kieran et al.,

2016; Radford, 2008).

Lo anterior se refuerza cuando sefala que “pedir a los estudiantes que encuentren esta
expresion (...) implica una labor de abstraccion”, afirmaciéon que anticipa como resultado

6

esperado la explicitacion de una expresion general. Del mismo modo, al declarar que “el
razonamiento funcional seria la meta a conseguir”, formula explicitamente un resultado final de

aprendizaje, jerarquizado dentro de una progresion (Kaput et al., 2017).
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De manera significativa, Orlando va mas alla de lo explicito y alcanza una adaptacion
curricular para el desarrollo del pensamiento algebraico temprano, cuando problematiza el
curriculo y propone ajustes en el alcance del estandar. Al afirmar “los estandares dicen que uno
deberia estar enseriando eso en primaria, pero en la practica no pasa”, evidencia una
conciencia critica de la brecha entre curriculo prescrito e implementado, y al describir que “de
primero a tercero... describir el patron, en cuarto o quinto, expresarlo de diferentes maneras”,
reinterpreta los resultados de aprendizaje como una trayectoria progresiva, ajustada a los niveles

escolares (Codes y Contreras, 2022; Sosa-Guerrero, 2024b).

En conjunto, el KMLS evidenciado se configura como un conocimiento mediante el cual
los profesores articulan las expectativas de aprendizaje, la progresion de los contenidos y las
experiencias de aula para orientar la ensefianza de la generalizacion de patrones. Desde esta
perspectiva, la generalizacion se reconoce como un aprendizaje que adquiere significado a través
de la organizacion progresiva de regularidades, reglas y relaciones matematicas, en coherencia
con las decisiones curriculares y pedagogicas que los profesores movilizan en su practica (Codes

y Contreras, 2022; Vergel, 2015; Zapatera, 2022).

5.3.2 Nivel Esperado de Desarrollo Conceptual o Procedimental

Esta categoria permite analizar como los profesores comprenden y organizan las
expectativas de aprendizaje asociadas al desarrollo del PAT en relacion con la generalizacion de
patrones, asi como la manera en que sitian dichos aprendizajes dentro de una progresion
curricular y conceptual (Climent-Rodriguez, 2002; Codes y Contreras, 2022). El foco del analisis
se orienta a caracterizar el conocimiento que el profesorado moviliza sobre los aprendizajes que

espera promover, las relaciones matematicas que considera relevantes y la progresion mediante
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la cual los estudiantes pueden construir procesos de generalizacion en el marco del PAT

(Radford, 2010; Vergel, 2015).

El analisis de los fragmentos asociados a esta categoria evidencia que los profesores
organizan sus expectativas de aprendizaje alrededor de acciones como reconocer regularidades,
construir reglas, explicar procedimientos y anticipar el comportamiento de los patrones. Estas
expectativas configuran referentes que orientan la interpretacion del progreso de los estudiantes y
la planificacion de experiencias de ensefianza vinculadas con la generalizacion de patrones. Esta
configuracion es coherente con la literatura que reconoce el razonamiento recursivo y la
prediccion sustentada en regularidades como formas de construccion del PAT y como referentes
para la organizacion progresiva de los aprendizajes asociados a la generalizacion (Carraher y

Schliemann, 2019; Kieran et al., 2016).

En el discurso de Sara, expresiones como “creeria que anadirian 3 cada valor” y “si
identifican qué valor se agrega... ya establecen los demds” evidencian expectativas de
aprendizaje centradas en el reconocimiento de regularidades y en la construccion de reglas a
partir de relaciones entre términos consecutivos. Estas expectativas situan el razonamiento
recursivo como un referente para la ensefianza de la generalizacion de patrones en el nivel
escolar considerado. De manera complementaria, la profesora incorpora horizontes de
aprendizaje asociados “buscar la formula que conecta la posicion (n) con el valor”, integrando
la construccion de expresiones generales dentro de una progresion de aprendizajes vinculada al
pensamiento algebraico temprano (Alsina, 2019; Pincheira y Alsina, 2022). Asimismo,
expresiones como “no, no, ellos no lo hacen”, evidencian una comprension de la progresion de

los aprendizajes en la que determinadas formas de generalizacion son situadas en momentos
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diferenciados de la trayectoria escolar, configurando expectativas sobre la evolucion progresiva

del razonamiento algebraico.

De manera similar, Cristobal organiza el nivel esperado de aprendizaje a partir de una
secuencia progresiva asociada al grado escolar, afirmando que “en estudiantes de 1-3, es muy
importante el pensamiento recursivo” 'y que “utilizaran un procedimiento recursivo” como eje
de enserianza. Su discurso evidencia una concepcion del pensamiento recursivo como
conocimiento fundacional, al sostener que “sobre este se establece las bases para construir los
demas razonamientos”, y razon por la cual propone “ejercitar intensamente el nivel recursivo
antes de pasar a los demas” (Godino et al., 2014). Ademas, aparece la expresion “no sé si llegue
hasta hacer patrones observables”; desde esta perspectiva, el desarrollo del pensamiento
algebraico temprano es entendido como una progresion gradual, en la que la consolidacion de
estrategias recursivas orienta la incorporaciéon posterior de formas mds complejas de

generalizacion de patrones.

Por su parte, Orlando explicita con mayor detalle una progresion interna del
razonamiento esperado. Reconoce el conteo reiterado como punto de partida “que cuenten de
tres en tres”, y articula esta estrategia inicial con metas de aprendizaje orientadas hacia formas
mas generales de razonamiento, expresadas en afirmaciones como ‘“evite tener que hallar la
equivalencia bicicleta por bicicleta”, y “la evidencia minima creo que seria el hallazgo de un
téermino avanzado” (Kaput et al., 2017). Estas evidencias muestran un conocimiento de la
secuenciaciéon del aprendizaje que transita desde procedimientos de recuento hacia la
anticipacion de términos lejanos como manifestacion de la generalizacion. Asimismo, formula
con claridad que “el razonamiento funcional seria la meta a conseguir”, posicionando la

generalizacion conceptual como horizonte del proceso, aunque sin convertirla en exigencia
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inmediata (Rojas y Vergel, 2018; Vergel, 2014). Finalmente, su expresion “un patron como ese
no me parece tan sencillo para nirios” evidencia que utiliza el nivel esperado de desarrollo
conceptual como criterio para ajustar las expectativas de aprendizaje y valorar la pertinencia de

introducir determinadas tareas de generalizacion.

El analisis evidencia que el conocimiento sobre los estindares de aprendizaje se
manifiesta como un dispositivo de anticipacion pedagodgica mediante el cual los profesores
organizan la progresion esperada del pensamiento algebraico temprano. En sus discursos, la
generalizacion de patrones adquiere el papel de horizonte de aprendizaje que estructura las
expectativas sobre el desempefio estudiantil y orienta la secuencia de logros esperados, desde
estrategias iniciales de reconocimiento y conteo hasta la formulacion de relaciones generales.
Asi, el estandar de aprendizaje se configura como un referente que permite graduar la
complejidad del contenido y proyectar una evolucidon conceptual consistente con una
comprension gradual y acumulativa del pensamiento algebraico temprano (Codes y Contreras,

2022).

Desde un andlisis intracaso, se observa que Sara organiza la secuenciacion de los
aprendizajes como una progresion articulada por etapas, en la que las experiencias previas
constituyen referentes para la construccion de nuevos significados asociados a la generalizacion
de patrones (Kaput et al., 2017; Kieran et al., 2016). Cuando afirma que “cada etapa del proceso
de aprendizaje requiere de ejemplificaciones para poder llegar al nivel del aprendizaje esperado
(avanzado)”, evidencia un conocimiento sobre la progresion del pensamiento algebraico
temprano en el que las ejemplificaciones cumplen una funcion de mediacion para favorecer el

transito entre distintos niveles de comprension. Desde esta perspectiva, la secuenciacion se
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configura como una organizacion gradual de los aprendizajes, orientada por la articulacion

progresiva de experiencias y expectativas de desarrollo (Alsina, 2019).

Esta concepcion se fortalece cuando la profesora afirma que “para poder llegar al
razonamiento de correspondencia, se debio pasar por razonamiento funcional y recursivo”,
manifiesta un conocimiento sobre la secuenciacion de los aprendizajes en el que los distintos
tipos de razonamiento se organizan como una progresion conceptual propia del pensamiento
algebraico temprano (Radford, 2011, 2013). De igual manera, al sefialar que “la identificacion
de patrones son la base o cimiento”, configura los patrones como un contenido estructurante que
articula aprendizajes sucesivos y orienta la construccion gradual de relaciones matematicas cada
vez maés generales, otorgando a la secuenciacion un sentido epistemoldgico ademés de curricular

(Mason, 2018; Zapatera, 2022).

En el caso de Cristobal, la secuenciacion aparece fuertemente asociada a la consolidacion
de un nivel previo antes de avanzar. Su discurso enfatiza una logica condicional del progreso
“sobre este se establece las bases para construir los demds razonamientos” y “ejercitar
intensamente el nivel recursivo antes de pasar a los demds”. Estas expresiones muestran que la
organizacion temporal del PAT se entiende como una secuencia acumulativa, en la que el
dominio del pensamiento recursivo adquiere un papel estructurante para la construccion de otros
modos de generalizacion (Carraher y Schliemann, 2019; Godino et al., 2017). Desde esta
perspectiva, la secuenciacion se configura como una organizacion gradual de los aprendizajes,
sustentada en la articulacion entre conocimientos previos y nuevos desarrollos, y orientada por la
experiencia profesoral en la ensefianza de la generalizacion de patrones (Carrillo-Yanez et al.,

2018).
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En el caso de Orlando, la secuenciacion se configura como un conocimiento
especializado que organiza el desarrollo del pensamiento algebraico temprano mediante una
progresion articulada de contenidos, formas de razonamiento y contextos de aprendizaje. Al
afirma que “el razonamiento de correspondencia seria el inicial” y que “con posterioridad, se
trabajaria el razonamiento recursivo”, establece un orden explicito entre contenidos y tipos de
razonamiento (Vergel, 2014; Vergel et al., 2022). Esta secuencia se amplia cuando sitia el inicio
en contextos cercanos ‘“‘construccion de patrones simples a partir de una actividad de
semirrealidad” y ordena el avance desde “numeros pequerios” hacia situaciones mas complejas
(Kaput et al., 2017; Otten et al., 2019). Ademas, al senalar que “la identificacion de patrones es
clave” y que el “pensamiento variacional enriquece... la simbolizacion y abstraccion”, proyecta
una continuidad del aprendizaje més alld del momento inmediato, concibiendo la secuenciacion

como una trayectoria de largo plazo (Vergel et al., 2022).

El andlisis intercaso permite identificar regularidades compartidas en la manera en que
los profesores comprenden la secuenciacion del PAT. En los tres discursos, la progresion del
aprendizaje se concibe como un transito gradual por etapas, en el que determinados contenidos,
razonamientos y formas de representacion cumplen una funcion articuladora para desarrollos

posteriores.

En este sentido, el curriculo es interpretado como un marco orientador para organizar la
ensenanza de la generalizacion de patrones y favorecer la construccion progresiva de relaciones
algebraicas en Educacion Bésica Primaria. La secuenciacion se expresa mediante referencias a
procesos de base, consolidacion y avance progresivo, especialmente asociados al reconocimiento
de regularidades, la construccion de secuencias, el razonamiento recursivo y la transicion hacia

formas mas generales de representacion. Estas producciones evidencian conocimiento
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relacionado con la progresion del aprendizaje y con la organizacion gradual de contenidos
vinculados al desarrollo del PAT y la ensefianza de la generalizacion de patrones (Codes y

Contreras, 2022).

5.3.3 Secuenciacion de Temas

Se configura como un conocimiento regulativo situado, que permite a los profesores
anticipar como deberia desplegarse el aprendizaje de la generalizacion de patrones a lo largo del
tiempo escolar. La relacion entre contenidos previos, actuales y posteriores se establece mediante
nociones como “base”, “inicio”, “posterioridad” o ‘“avance”, todas ellas formuladas en el
lenguaje propio de los profesores. La progresion del PAT se concibe, asi, como necesaria y
gradual, pero también flexible, dependiente del contexto, del grado y de la consolidacion de
aprendizajes previos (Radford, 2011; Vergel et al., 2022). Esta categoria permite comprender
como los profesores Sara, Cristobal y Orlando organizan, de manera explicita o implicita, el
orden y la progresion temporal de los contenidos asociados a la generalizacién de patrones

(Carrillo-Yafiez et al., 2018; Codes y Contreras, 2022).

Por tanto, la secuenciacion se configura como un conocimiento especializado de caracter
situado, mediante el cual los profesores organizan la progresion del pensamiento algebraico
temprano a partir de su experiencia de aula. En sus discursos, esta organizacién se expresa a
través de nociones de etapas, bases, avances posteriores y relaciones de continuidad entre
aprendizajes, configurando una comprension de la ensefianza como un proceso gradual de
construccion de la generalizacion de patrones (Llinares y Fernandez, 2021; Montes y Carrillo,

2017).

En el discurso de Sara, la secuenciacion aparece fundamentalmente como un transito

necesario por etapas previas, en el que los aprendizajes se conciben como procesos graduales que
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requieren consolidacion progresiva y no unicamente como eventos aislados (Vergel, 2019;
Zapatera, 2022). Cuando afirma que ‘“cada etapa del proceso de aprendizaje requiere de
ejemplificaciones para poder llegar al nivel del aprendizaje esperado (avanzado)”, situa la
progresion como un recorrido acumulativo, donde las experiencias iniciales sostienen
aprendizajes posteriores (Radford, 2013; Vergel, 2015). Esta logica se refuerza cuando sefiala
que “para poder llegar al razonamiento de correspondencia, se debio pasar por razonamiento
funcional y recursivo”, explicitando una relacion de precedencia entre distintos tipos de
pensamiento (Alsina, 2019; Vergel et al., 2022). Del mismo modo, al afirmar que “la
identificacion de patrones son la base o cimiento”, Sara establece con claridad un contenido
fundacional, que habilita desarrollos posteriores, aunque sin detallar tiempos, niveles de
escolaridad ni criterios precisos de avance (Carraher y Schliemann, 2019; Kaput et al., 2017). La
secuenciacioén, en su caso, se enuncia como intenciéon didactica, flexible y dependiente del

contexto y del grado, mas que como una trayectoria curricular cerrada (Llinares, 2018).

En Cristobal, la secuenciacion se configura con un carécter condicional y normativo,
anclado en la idea de consolidacion previa. Expresiones como “sobre este se establece las bases
para construir los demas razonamientos” 'y “ejercitar intensamente el nivel recursivo antes de
pasar a los demas” muestran que el avance en la generalizacion de patrones se entiende como
dependiente del dominio de un razonamiento inicial, particularmente el recursivo (Godino et al.,
2014). La progresion se concibe, asi, como una secuencia acumulativa, donde no se avanza por
calendario, mejor por suficiencia del aprendizaje previo (Codes y Contreras, 2022; MEN, 2006).
Esta logica se ve matizada por referencias a la significatividad de las experiencias “experiencias
que sean significativas para los estudiantes”, o “Ejercitar intensamente el nivel recursivo antes

de pasar a los demas” lo que introduce cierto margen de flexibilidad, aunque la estructura
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general de la secuencia permanece centrada en la idea de ejercitar primero y avanzar después

(Mason, 2018; Otten et al., 2019).

En el caso de Orlando, la secuenciacion de los temas se configura como un conocimiento
que organiza el desarrollo del PAT mediante puntos de inicio, transiciones y proyecciones de
aprendizaje (Alsina y Acosta, 2018; Zapatera, 2022). Cuando afirma que ‘“el razonamiento de
correspondencia seria el inicial” y que ‘“‘con posterioridad, se trabajaria el razonamiento
recursivo”, evidencia una comprension de la progresion en la que los distintos tipos de
razonamiento se articulan como parte de una trayectoria para la construccion de la generalizacion

de patrones (Radford, 2008; Vergel, 2014).

Esta secuencia se complementa con decisiones sobre el tipo de situaciones iniciales,
como ‘“‘construccion de patrones simples a partir de una actividad de semirrealidad” 'y
“empezar con numeros pequerios”, 1o que muestra una organizacion gradual de la complejidad
(Carraher y Schliemann, 2019; Schliemann et al., 2006). Ademas, Orlando proyecta la
secuenciacion mas alla del momento inmediato al senalar que “la identificacion de patrones es
clave” y que el “pensamiento variacional enriquece no solo la capacidad de razonamiento sino
también la capacidad de simbolizacion y abstraccion”, concibiendo el aprendizaje como una

trayectoria extendida en el tiempo escolar (Jungbluth et al., 2022; Kieran et al., 2016).

El andlisis transversal de las matrices muestra que, en los tres casos, la secuenciacion de
los temas se articula en torno a contenidos base y atin PAT prioritario, que deben ser abordados
antes de avanzar hacia formas mas complejas de generalizacion (Godino et al., 2017; Vergel et
al., 2022). En los discursos de los profesores Sara y Cristobal, la progresion curricular se
organiza mediante referencias a contenidos base, procesos previos de consolidacion y relaciones

entre diferentes niveles del PAT, particularmente asociados al reconocimiento de regularidades,
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la construccion de secuencias y la transiciéon hacia formas mas generales de representacion
(Godino et al., 2017). Asimismo, las producciones evidencian interpretaciones profesionales del
curriculo orientadas a ajustar la ensefianza segun los ritmos de aprendizaje de los estudiantes

(Codes y Contreras, 2022; MEN, 1998).

En el caso de Orlando, emergen referencias a ciclos y a la relacion entre curriculo
prescrito e implementado, lo que muestra una lectura reflexiva de la organizacion curricular y de
las condiciones de ensefianza en el aula (Codes y Contreras, 2022). En conjunto, estas
producciones evidencian conocimiento relacionado con la progresion del aprendizaje y con la
organizacion gradual de contenidos vinculados al desarrollo del PAT y la ensefianza de la

generalizacion de patrones (Zapatera, 2022).

Desde una mirada integrada, el KMLS en la categoria secuenciacion de los temas se
configura como un conocimiento que regula la progresion del aprendizaje mediante nociones de
base, consolidacion y avance gradual (Carrillo-Yafiez et al., 2018; Montes y Carrillo, 2017). En

’

los discursos analizados, expresiones como “base”, “inicio”, “posterioridad”, “antes de pasar”
o “meta”, que evidencian una comprension compartida del PAT como proceso acumulativo
(Radford, 2015; Vergel, 2015). De este modo, la secuenciacion se configura como una
organizacion dindmica del aprendizaje, sustentada en la articulacion progresiva de conocimientos

y en la experiencia profesoral como referente para orientar el desarrollo del pensamiento

algebraico temprano (Mason, 2018; Llinares y Fernandez, 2021).

En conclusion, el andlisis permite sostener que la secuenciacion de los temas en la
ensenanza de la generalizacion de patrones no opera como una planificacion curricular rigida, se
configura como construccion profesoral situada, profundamente vinculada a la experiencia del

aula y a la percepcion del profesor sobre aquello que los estudiantes pueden abordar en distintos
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momentos (Simons, 2011; Stake, 2015). Las voces de Sara, Cristobal y Orlando muestran que el
PAT se organiza mediante progresiones graduales y razonamientos priorizados, configurando un
KMLS de caracter regulativo que orienta la ensefianza desde criterios practicos de avance y desde
la interpretacion contextualizada de los estandares, mas que desde prescripciones normativas

externa (Carrillo-Yanez et al., 2018; Vergel et al., 2022).

Las categorias analiticas que se presentan a continuaciéon permiten interpretar
configuraciones particulares del conocimiento que los profesores movilizan para ensefiar la
generalizacion de patrones. Estas configuraciones integran criterios sobre los aprendizajes
esperados, la progresion de los contenidos y las decisiones curriculares que orientan la
ensefianza, lo que manifiesta una comprension del pensamiento algebraico temprano como un

proceso gradual de construccion de regularidades, relaciones y formas de generalizacion.

Tabla 13.

Categorias analiticas del KMLS en el desarrollo del pensamiento algebraico temprano,
articulacion entre niicleo teorico, configuracion emergente y conocimiento del profesor

Categoria KMLS Categoria Descripcion

Resultados de  aprendizaje Identificacion de acciones Reconoce que el aprendizaje
esperados observables como se evidencia cuando el
evidencia de comprensiéon estudiante es capaz de
del patron. describir,  representar o

anticipar regularidades.
Resultados de  aprendizaje Uso de  producciones Define  como  resultado
esperados estudiantiles para definir alcanzado la creacion de
logros en generalizacion. patrones, el hallazgo de reglas
o la prediccion de términos,

mas que formulas fijas.
Resultados de  aprendizaje Reconocimiento del nivel Regula sus  expectativas

esperados de formalizacion considerando limites de edad



Nivel esperado de desarrollo

conceptual o procedimental

Nivel esperado de desarrollo

conceptual o procedimental

Nivel esperado de desarrollo

conceptual o procedimental

Secuenciacion de los temas

Secuenciacion de los temas

Secuenciacion de los temas

alcanzable en primaria.

Ubicacion del pensamiento

recursivo como  logro.
minimo y base para
avanzar.

Distincion entre

generalizacion funcional y

recursiva en la trayectoria

del PAT.
Regulacion del umbral
cognitivo segun evidencia

funcional.

Articulacion progresiva de
contenidos y
razonamientos segin

funcion base.

Adaptacion flexible de la
progresion del PAT al

contexto del aula.

Anticipacion especializada

de trayectorias de
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y grado, identificando qué
tipo de generalizacion es
viable en cada nivel.

Sitha el uso de estrategias
como “sumar de tantos en
tantos” como un punto de
partida legitimo hacia formas
mas estructuradas.
Comprende la  diferencia
entre prever un término por
repeticibn 'y expresar una
regla general; ubica cada una
en su momento didactico.
Establece un estandar
practico basado en la
capacidad del estudiante para
prever y explicar, no solo
para ejecutar.

Concibe el aprendizaje como
una acumulacion gradual en
la que ciertos razonamientos
(como la identificacion de
patrones) son cimiento.
Organiza la ensefianza
considerando el grado, Ila
experiencia previa del grupo
y la complejidad de las tareas
en lugar de seguir secuencias
rigidas.

intencionadamente

Proyecta

el avance desde patrones
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desarrollo del pensamiento simples hacia expresiones
algebraico temprano. simbolicas, ajustando los

pasos segun el progreso del

grupo.

Nota. Esta tabla muestra como los profesores entienden y usan los estandares de aprendizaje en su trabajo
diario. Mas que seguirlos al pie de la letra, los adaptan segin la realidad de su aula y la forma en que sus
estudiantes aprenden. Asi, el conocimiento sobre los estandares se convierte en una herramienta que les

ayuda a tomar decisiones.

Fuente: elaboracion propia.

5.4 Discusion de Resultados

La discusiéon de los resultados se desarrolla a partir del marco analitico MTSK,
considerando particularmente los subdominios Ko7, KMT y KMLS. Este marco permite
interpretar el conocimiento especializado del profesorado de Educacion Bésica Primaria en
relacion con el desarrollo del pensamiento algebraico temprano, especialmente en la ensefianza
de generalizaciéon de patrones. Asimismo, proporciona elementos para caracterizar cOmo se
manifiesta el conocimiento de los profesores sobre regularidades y relaciones matematicas
presentes en los patrones, asi como la manera en que articulan decisiones didacticas, estrategias
de ensefianza, recursos y referentes curriculares que intervienen en la ensefianza de este objeto

matematico.

En este sentido, la discusion se organiza alrededor de varios ejes interpretativos que
emergen del analisis de los casos estudiados. En primer lugar, se interpreta como los profesores
articulan procedimientos aritméticos y conocimiento con el desarrollo del pensamiento
algebraico durante la ensefianza de la generalizacion de patrones, lo que permite interpretar

diferentes configuraciones del conocimiento que los profesores movilizan para abordar el
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pensamiento algebraico temprano. En segundo lugar, se analiza el papel que desempenan los
registros de representacion en la ensefianza de los patrones, particularmente la dificultad para
mediar la transicion desde registros pictdricos hacia formas de representacion mas abstractas que
favorezcan la generalizacion. Posteriormente, se analiza como el conocimiento que los
profesores movilizan sobre los resultados de aprendizaje, los niveles esperados de desarrollo y la
secuenciacion de los contenidos orienta las decisiones de interpretacion y concrecion curricular
asociadas a la ensefanza de la generalizacion de patrones en el marco del PAT. Finalmente, se
reflexiona sobre las implicaciones que estas configuraciones del conocimiento especializado
tienen para la formacion inicial y continua del profesorado de Educacion Basica Primaria y para

el fortalecimiento de la ensefanza de la generalizacion de patrones.
5.4.1 Conexion entre el Conocimiento Matemadtico y la Prdctica

La caracterizacion del conocimiento especializado de los profesores participantes
evidencia configuraciones particulares del conocimiento matemdtico movilizado para el
desarrollo del pensamiento algebraico temprano, especialmente en la ensefianza de la
generalizacion de patrones. El andlisis integrado de los cuestionarios y la entrevista muestra que
los significados atribuidos a los patrones, las reglas y las formas de generalizacion se organizan
principalmente alrededor de procedimientos aritméticos, regularidades observables y estrategias
de resolucion, configurando una comprension en la que el "cémo se hace" adquiere un papel
central. Esta organizacion del conocimiento es consistente con lo sefialado por Pincheira y Alsina
(2021b) sobre la presencia de aproximaciones fundamentadas en relaciones aritméticas durante
las primeras experiencias de ensefianza del algebra. Desde el modelo M7SK de Carrillo-Yafiez et

al. (2018) estas configuraciones permiten interpretar como los profesores articulan
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procedimientos, propiedades, representaciones y fundamentos para ensefiar la generalizacion de

patrones y favorecer el desarrollo del pensamiento algebraico temprano.

Los hallazgos de esta investigacion permiten interpretar que el conocimiento
especializado movilizado por los profesores de Educacion Basica Primaria para la ensefanza de
la generalizacion de patrones se organiza principalmente alrededor del pensamiento recursivo,
privilegiando la identificacion y extension de regularidades como via para promover el desarrollo
del pensamiento algebraico temprano (Acosta, 2023). Esta configuracion sitia los
procedimientos, las representaciones y las relaciones entre términos consecutivos como
referentes centrales para construir significados algebraicos en el aula, configurando una
aproximacion coherente con las primeras formas de generalizacion descritas en la literatura sobre
pensamiento algebraico temprano (Acosta-Inchaustegui, 2023). Desde esta perspectiva, el aporte
de la investigacion consiste en evidenciar que el conocimiento del profesor de Educacion de
Basica Primaria es una articulacion de procedimientos, propiedades, registros de representacion
y expectativas de aprendizaje que orientan la interpretacion de las regularidades y la

construccion progresiva de relaciones entre la aritmética y el algebra (Chimoni et al., 2021).

En consecuencia, los hallazgos permiten interpretar que el conocimiento especializado de
los profesores organiza la ensefianza de la generalizacion de patrones mediante formas
particulares de mediacion entre procedimientos aritméticos, reconocimiento de regularidades y
construccion progresiva de relaciones generales. Esta configuracion sitia al profesorado como un
agente que articula experiencias de conteo, identificacion de patrones y formulacion de reglas
para favorecer el desarrollo del pensamiento algebraico temprano, en consonancia con los
planteamientos Aké y Godino (2018) y Radford (2010, 2022). Desde esta perspectiva, la

mediacion profesoral adquiere un papel estructurante al establecer conexiones progresivas entre
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contenidos matematicos de distinta complejidad, promoviendo el transito desde regularidades
numéricas locales hacia formas cada vez mas generales de organizacion matematica (Acosta
Inchaustegui, 2023; Carraher y Schliemann, 2019). Desde la perspectiva de Carrillo et al. (2018)
y Climent et al. (2015) plantean que el conocimiento especializado del profesor trasciende el
dominio procedimental e integra la comprension de la fenomenologia del contenido como

condicion para organizar y dar sentido a la ensefianza de las matematicas (Cayo, 2023).

Las intervenciones analizadas revelan que el conocimiento movilizado por los profesores
para la ensefianza de la generalizacion de patrones otorga un papel central al calculo numérico y
a los procedimientos (Aguilar-Gonzélez, 2015). Por tanto, la tendencia a la aritmetizacion del
dlgebra observada en los casos de estudio converge con los hallazgos reportados por Pincheira
(2023), segun los cuales la generalizacion de patrones tiende a interpretarse como una
prolongacion de practicas aritméticas de célculo y verificacion, mas que como una oportunidad
para explicitar relaciones funcionales y construir expresiones generales, dimensiones
fundamentales en el desarrollo del pensamiento algebraico temprano (Mufioz-Catalan et al.,

2022).

En conjunto, los hallazgos permiten interpretar que el KoT movilizado por los profesores
de Educacion Bésica Primaria para la ensefianza de la generalizacion de patrones se caracteriza
por una organizacion en la que los procedimientos aritméticos, las regularidades observables, los
registros de representacion y la formulacion de reglas constituyen referentes centrales para el
desarrollo del pensamiento algebraico temprano. Esta configuracion dialoga con la literatura
internacional al reconocer la necesidad de articular la aritmética y el algebra desde los primeros
afios escolares. En Brasil, Jungbluth et al. (2022) muestran que la incorporacion del algebra en

los primeros grados plantea desafios asociados a la formacion docente; mientras que, en Espana
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y Alemania, Burgos y Godino (2022) identifican formas diferenciadas de interpretar la actividad
aritmética y algebraica en las producciones de los estudiantes. De manera similar, Carraher y
Schliemann (2019) sefalan que la construccion de trayectorias longitudinales de aprendizaje
requiere articular progresivamente la aritmética y el algebra desde los primeros afios escolares.
En este contexto, la presente investigacion aporta evidencia sobre cémo el conocimiento
especializado del profesor de Educacion Basica Primaria configura la ensefanza de la
generalizacion de patrones mediante la articulacion de procedimientos, regularidades,
representaciones y expectativas de aprendizaje, ampliando la comprension del desarrollo del

pensamiento algebraico temprano.
5.4.2 La Gestion de los Registros de Representacion

Un hallazgo significativo del andlisis empirico corresponde a la forma en que el
profesorado moviliza los registros de representacion durante la ensefianza de la generalizacion de
patrones. Los resultados evidencian un predominio del registro pictorico para interpretar y
organizar las regularidades, mientras que la articulacion entre multiples sistemas
representacionales aparece como una configuracion menos frecuente del conocimiento
especializado. Este resultado adquiere especial relevancia porque, en el marco del PAT, las
representaciones trascienden la funcion de recursos didéacticos y constituyen medios para

construir, comunicar y generalizar relaciones matematicas (Radford, 2010, 2022).

Desde la perspectiva semidtica de Duval (2006), la comprension matematica implica
coordinar distintos registros de representacion y establecer conversiones entre ellos para
construir significados sobre un mismo objeto matematico. En este sentido, el anélisis evidencia
que el conocimiento de los profesores sobre los registros de representacion en la generalizacion

de patrones se expresa mediante una utilizacion articulada de registros verbales, pictdricos y
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aritméticos para identificar regularidades, describir el crecimiento de las secuencias y
fundamentar sus respuestas. Esta forma de movilizacion del conocimiento refleja una
comprension del patrén sustentada en relaciones perceptibles y numéricas, desde las cuales los
profesores organizan sus explicaciones y argumentaciones matematicas. En consecuencia, el
conocimiento manifestado configura una aproximacién a la generalizaciéon en la que la
representacion cumple una funcidon de descripcidon, comunicacion y validacion de regularidades,
aportando evidencia sobre las maneras en que los profesores construyen significado matematico

en el desarrollo del pensamiento algebraico temprano (Radford, 2019).

Un hallazgo recurrente corresponde al uso del registro de representacion pictorico como
mediador para favorecer la identificacion de regularidades y relaciones de crecimiento en los
patrones. Las figuras, secuencias visuales y representaciones graficas se integran como recursos
que orientan la observacion, comparacion y explicitacion de cambios entre los términos de la
secuencia, aspectos reconocidos en el pensamiento algebraico temprano como formas iniciales
de construccion de generalizaciones (Rojas-Garzon, 2014). Desde el subdominio Ko7 y su
articulacion con el KMT, estas producciones evidencian conocimiento relacionado con el
potencial de los registros visuales para promover procesos de transicion hacia formas de
representacion mas abstractas en la ensefianza de la generalizacion de patrones (Rojas Garzon,

2014).

Desde la perspectiva de Duval (2006), el aprendizaje de las matematicas implica la
coordinacion de registros de representacion y, fundamentalmente, en la capacidad de realizar
“conversiones” entre registros. Esto sugiere que el KMT de los profesores se manifiesta
principalmente en el disefio de acciones orientadas a favorecer la comprension de las

regularidades mediante registros visuales, verbales y numéricos. Esta forma de abordar la
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generalizacion evidencia una enseflanza centrada en la construccidon intuitiva de la regla del
patron, donde los procesos de simbolizacion emergen subordinados al reconocimiento previo de

relaciones y regularidades (Vergel, 2015).

Asimismo, se observa que el conocimiento sobre registros de representacion de los
profesores participantes privilegia el lenguaje natural como principal via de validacion. Al
solicitar a los estudiantes que expliquen “qué sigue” en la secuencia, se fomenta una descripcion
narrativa que, aunque valiosa, no siempre evoluciona hacia una estructura funcional. Este
fendmeno puede interpretarse a la luz de los niveles de algebrizacion de Godino et al. (2014),
estas actuaciones se vinculan principalmente con procesos de generalizacion y reconocimiento
de regularidades caracteristicos del nivel intermedio de algebrizacion, en los que la regla emerge
a partir de la observacion de casos particulares y de su descripcion mediante lenguaje natural. En
este sentido, la evidencia empirica sugiere que los profesores promueven formas de PAT que
permiten identificar y comunicar relaciones generales, apoyandose especialmente en registros

verbales y pictoricos (Burgos-Navarro, 2020).

Este predominio en lo pictdrico contrasta con las propuestas de Wilkie (2016) y Rivera y
Becker (2011) quienes enfatizan que la visualizacion debe servir para identificar la estructura
invariante de un patron. En los casos de esta tesis, la visualizacion se utiliza de forma meramente
perceptiva (contar elementos) y no estructural (identificar la relacion entre la posicion y el
nimero de elementos). Este hallazgo es fundamental para la tesis, pues permite sostener que el
conocimiento especializado del profesor de primaria requiere una reconceptualizacion del papel
de las representaciones, no como ayudas visuales para “hacer mas facil” la clase y pasan a
concebirse como herramientas cognitivas para la construccion del objeto algebraico (Alsina,

2019; Pincheira et al., 2022).
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5.4.3 El papel de los Estandares Curriculares (KMLS) vs. Realidad

Los resultados en relacion con el subdominio KMLS evidencian un conocimiento sobre
los lineamientos curriculares y los derechos basicos de aprendizaje (DBA), particularmente en lo
relacionado con la organizacion gradual de contenidos y expectativas de aprendizaje vinculadas
al pensamiento algebraico temprano. Estas producciones muestran que los profesores interpretan
el curriculo como un referente orientador para organizar la enseflanza y acompanar el desarrollo

progresivo de relaciones algebraicas en Educacion Bésica Primaria (Jungbluth et al., 2022).

En este sentido, se observa una tendencia a interpretar el estandar como una meta
terminal o como un contenido aislado que debe cumplirse en un momento especifico del
curriculo (Jungbluth et al., 2022). Esta interpretacion contrasta con la nocién de continuidad
vertical, segin la cual las ideas matematicas deben articularse progresivamente a lo largo de
distintos niveles escolares, de manera que las experiencias iniciales con patrones, regularidades y
relaciones preparen el terreno para la comprension posterior de funciones y estructuras
algebraicas (Carraher y Schliemann, 2019). Cuando el conocimiento curricular se limita al
cumplimiento del tema, por ejemplo, extender o continuar una secuencia, se pierde de vista como
estas actividades se relacionan con conceptos mas generales que los estudiantes abordaran en

grados superiores (Carraher y Schliemann, 2019).

Desde la perspectiva del modelo M7SK, el KMLS trasciende la mera capacidad del
profesor para citar normas o lineamientos administrativos, implica comprender cémo un
contenido, en este caso la generalizacion, se articula verticalmente en el curriculo (Radford,
2015). En este sentido, cuando dicha progresion se interpreta principalmente desde la
organizacion tematica del curriculo, la ensefianza tiende a privilegiar el abordaje de contenidos

especificos, mientras que las oportunidades para consolidar procesos de generalizaciéon como un
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eje articulador del aprendizaje matematico pueden quedar subordinadas a la secuencia
programatica. Esta interpretacion coincide con lo planteado por Carraher y Schliemann (2019),
quienes sostienen que el desarrollo del PTA depende de la capacidad del profesor para reconocer
la continuidad del razonamiento algebraico mas alld del tratamiento aislado de un tema

curricular.

Al contrastar esta situacion con autores como Remillard et al. (2024) sobre la mediacion
curricular, se evidencia que los profesores participantes se posicionan como ejecutores de tareas
preestablecidas, mas que como agentes capaces de interpretar el curriculo. El argumento aqui es
que el conocimiento de los estandares, sin un soporte robusto en el conocimiento de los temas, se
convierte en una cascara vacia (Acosta-Inchaustegui, 2023), el profesor conoce “qué” debe
ensefiar segiin el MEN, pero su propia formacién previa le impide operacionalizar el “cémo” de

manera que se fomente la abstraccion algebraica.

Los hallazgos de este eje coinciden con lo reportado por investigaciones que analizan la
implementacion de reformas en educacion matematica en contextos latinoamericanos (Ribeiro et
al., 2018). La dificultad para integrar los estandares de algebra temprana en la practica diaria no
es exclusiva de los casos estudiados, y refleja una tension mas amplia entre las politicas
educativas de vanguardia y la formacion inicial del profesor (Pincheira y Alsina, 2021a). Al
comparar estos resultados con el Estado del Arte propuesto, se reafirma que la apropiacion del
KMLS requiere una mediacion institucional que vaya més alla de la entrega de guias pedagdgicas
(Acosta y Alsina, 2018). En esta linea, la discusién sugiere que el desarrollo pensamiento
algebraico temprano sea una realidad en el aula depende de la capacidad del profesor para

interpretar el estdndar como una orientacion para la construccion de trayectorias de aprendizaje,
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en lugar de asumirlo Gnicamente como un requerimiento administrativo (Acosta y Alsina, 2018;

Pincheira et al., 2022).

5.4.4 Implicaciones para la Formacion del Profesor

Los hallazgos de esta investigacion sugieren que el modelo MTSK posee un alcance que
supera su utilizacion como marco analitico en investigacion, al constituirse también en un
referente conceptual que favorece la reflexion sistematica sobre la practica del profesor (Montes
y Carrillo, 2017). En este sentido, su potencial radica en ofrecer al profesor un marco teorico-
analitico que le permita analizar, problematizar y reconstruir el conocimiento especializado que
moviliza en la ensefianza de las matematicas (Sosa-Guerrero, 2024a). Bajo esta perspectiva, este
modelo puede actuar como una forma de conciencia profesoral, en la medida en que la practica
diaria, el MTSK llega a actuar como una "conciencia" que dicta qué conocimientos (matematicos

y didacticos) deben ponerse en juego al abordar un contenido especifico (Sosa-Guerrero, 2024b).

Al observar como Sara, Orlando y Cristdbal interactuaron con los cuestionarios de
situaciones, se hace evidente que el enfrentarlos a escenarios donde su Ko7 entra en tension con
las respuestas de los estudiantes genera un espacio de aprendizaje profesoral (Climent et al.,
2014). La discusion plantea que la formacion continua debe centrarse en fomentar la capacidad
reflexiva del profesor sobre los subdominios de su propio conocimiento, en lugar de concentrar

exclusivamente en la transmision de contenidos técnicos aislados (Zapata, 2019).

Siguiendo a Jaworski (2008), quién plantea la indagacion en la ensefanza, se argumenta
que la formacion debe permitir al profesor de primaria 'mirar’ su propia clase de matematicas
bajo el lente de la especializacion, transformando su rol de ejecutor en uno de investigador de su

propia practica.
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Asimismo, los resultados subrayan la urgencia de disefiar programas de desarrollo
profesoral situados en las necesidades especificas relacionadas con el algebra temprana
(Jungbluth et al., 2022). La tendencia a la aritmetizacion identificada en los participantes refleja
una formacion inicial donde el algebra se presenta como una etapa posterior y ajena a la primaria

(Jungbluth et al., 2022).

En este sentido, la discusion se apoya en los planteamientos de Kaput et al. (2017)
quienes sostienen que los profesores necesitan desarrollar una “mirada algebraica” que les
permita identificar oportunidades de generalizacion en tareas cotidianas y promover relaciones
funcionales desde los primeros afios escolares. Esta perspectiva contrasta con posturas que han
defendido la necesidad de consolidar previamente el pensamiento aritmético antes de avanzar
hacia formas de pensamiento algebraico, al considerar que existe una ruptura cognitiva entre

ambos dominios (Schliemann et al., 2006).

En el marco del pensamiento algebraico temprano, la aritmética y el algebra no se
entienden como dominios completamente separados ni como etapas sucesivas de aprendizaje.
Por el contrario, se reconoce que actividades aritméticas relacionadas con patrones,
regularidades, variacion y relaciones entre cantidades pueden constituir escenarios iniciales para
el desarrollo de formas de razonamiento algebraico (Vergel, 2019; Cortés et al., 2014; Filloy et
al., 2003). El argumento doctoral planteado sostiene que el fortalecimiento del KMT requiere, en
primer lugar, una reconstruccion del conocimiento matematico del profesor, orientada a superar
la ruptura histérica entre la aritmética y el algebra que ha marcado su propia trayectoria escolar

(de Souza-Barboza et al., 2020).

Finalmente, se debe discutir el papel de los programas de acompafiamiento, como el

programa 'Todos a Aprender' (PTA) mencionado en la génesis de este estudio. Los datos
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sugieren que el acompanamiento en cascada es insuficiente si no se profundiza en el
conocimiento especializado del tutor y del profesor (Ferreira et al., 2022). La discusion apunta a
que las comunidades de aprendizaje deben transitar de la revision administrativa de guias hacia
el analisis de casos clinicos de aula, donde se discutan las producciones de los estudiantes, las

decisiones disciplinares y didacticas tomadas (Jungbluth et al., 2022).

Al contrastar estos hallazgos con el Estado del Arte, se evidencia la necesidad de
fortalecer procesos de formacién docente que reconozcan al profesorado de Educacion Basica
Primaria como un agente especializado en la ensenanza del pensamiento algebraico temprano,
particularmente en relacion con la gestion de procesos de variacidon, generalizacion y

razonamiento funcional (Radford, 2015).
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Capitulo 6. Conclusiones

La presente investigacion tuvo como proposito caracterizar el conocimiento especializado
evidenciado por profesores de Educacion Basica Primaria al ensefiar la generalizacion de
patrones como base para promover el desarrollo del pensamiento algebraico temprano. Para
abordar este objetivo se adoptdé como marco analitico el modelo MT7SK, centrandose

particularmente en los subdominios Ko7, KMT y KMLS.

Para lo anterior, las conclusiones se presentan en tres momentos. El primer apartado
corresponde a las conclusiones respecto de los objetivos inicialmente planteados; en el segundo
apartado se consideran las aportaciones de la investigacion; y en el tercer apartado se aborda la

exposicion de las limitaciones y perspectiva de la investigacion.

Respecto de los objetivos planteados, el primer objetivo especifico, estuvo orientado a
analizar las evidencias del conocimiento especializado de profesores de primaria en los
subdominios KoT, KMT y KMLS en la ensefianza de la generalizacion de patrones. Al respecto,
se concluye que existe conocimiento especializado del profesorado en relacion con la ensefianza
de la generalizacion de patrones, lo que permitid caracterizar como este conocimiento se

manifiesta en los tres subdominios Ko7, KMT y KMLS.

En relacion con el subdominio conocimiento del tema, el andlisis permitid concluir la
identificacion de distintas formas de conceptualizacion del patréon por parte del profesorado, las
cuales reflejan diferentes niveles de estructuracion del objeto matematico. Estas diferencias
evidencian distintos niveles de articulacion entre razonamientos aritméticos y formas iniciales de
pensamiento algebraico, permitiendo reconocer conexiones estructurales asociadas al desarrollo
progresivo de la generalizacion de patrones. En algunos casos, el patron se concibe

principalmente como una secuencia observable de regularidades, lo que conduce a formas de
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generalizacion basadas en la extension de secuencias y en la verificacion empirica de resultados.
En estas situaciones, la regla se interpreta como un procedimiento que permite calcular términos
sucesivos, sin que necesariamente se explicite una relacion general entre variables. En otros
casos, el patron es comprendido como una estructura recursiva, donde los profesores identifican
relaciones entre términos consecutivos y utilizan estas regularidades para anticipar nuevos
términos. Aunque esta perspectiva muestra un mayor control estructural del patron, la

generalizacion permanece asociada a procedimientos iterativos.

Finalmente, el analisis identifico situaciones en las que el patrén se conceptualiza como
una relacion funcional entre magnitudes, lo que permite formular reglas generales mediante
expresiones algebraicas y utilizar la variable como numero general. En estos casos, la
generalizacion se fundamenta en la comprension de la estructura matematica del patron y en la
articulacion entre distintos registros de representacion. De este modo, la comprension del patron
trasciende la identificacion empirica de regularidades y favorece el establecimiento de
conexiones inter conceptuales entre expresiones aritméticas particulares y formas generales de

representacion algebraica.

Sobre el conocimiento para la ensefianza el analisis también muestra que las mediaciones
didacticas empleadas por los profesores influyen significativamente en el tipo de generalizacion
que se promueve. En los casos de Sara y Cristobal, las estrategias de ensefianza se centran en la
visualizacion de patrones, extension de secuencias y verificacion mediante ejemplos. Estas
estrategias facilitan la identificacion de regularidades, pero no necesariamente conducen a la

formulacion de una regla general.

En contraste, cuando el profesor Orlando utiliza representaciones de manera intencional,

por ejemplo, coordinando tablas, representaciones visuales y expresiones simbolicas, las tareas
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didacticas tienden a orientar la actividad hacia la construccion de relaciones algebraicas. En este
sentido, el uso de representaciones no constituye por si mismo una garantia de desarrollo del
pensamiento algebraico temprano; su potencial depende de la funcidon epistemologica que el
profesor les atribuye dentro de la actividad matematica, tiene un significado muy especifico
desde el punto de vista del conocimiento para la ensefianza de las matematicas y del desarrollo

del pensamiento algebraico temprano.

Cuando se habla de funcion epistemolodgica, se estd haciendo referencia al papel que un
objeto matematico cumple en la construccion del conocimiento dentro de la actividad
matematica. En este caso, las representaciones, tablas, diagramas o configuraciones visuales,
expresiones simbolicas y esquemas o dibujos de patrones constituyen recursos para producir

conocimiento matematico desde la generalizacion de patrones.

Por ejemplo, una representacion no tiene valor algebraico por si misma, la tabla puede ser
usada de maneras muy distintas, como funcidon empirica y como funcion estructural o algebraica.
Mientras que en la funcion empirica la tabla se usa solo para calcular o completar valores, los
estudiantes contintan la secuencia: 9, 11 y 13. Aqui la tabla sirve para extender la secuencia,
pero no necesariamente para formular una regla general, el pensamiento sigue siendo aritmético-

recursivo.
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Figura 17
Funcion empirica: extension de la secuencia.

14

13
13 = e
19| Funcién empirica
1 Los estudiantes contindan
a1 T I i do 2
o 10 a secuencia sumando 2.
< 4
o o 9 | Se obtienen los siguientes
'g | valores:
3 8 T 7
8 7 | 2. 11y13
o 6 Se extiende la secuencia,
QE’ & - 5 perlo no se establece una
3 4 - regla general.
3
3 -
2 | . Valores dados en la tabla
3 | (observados)
o0 - Valores extendidos por
Término 1 Término2  Término3  Término4  Término5  Término 6 continuacién de la secuencia
Término (n)
Término (n) 1 2 3 4 5 6
Nuamero de cuadrados 9 11 13

{
| Interpretacién empirica Se reconoce que cada término aumenta de 2 en 2, por lo que se contintan los valores
‘ siguientes: 9, 11y 13. El p iento se basa en la ion aritmética de la secuencia |

sin identificar una relacién general entre variables.

Fuente: elaboracion propia.

Esta figura evidencia un crecimiento regular de dos unidades entre figuras consecutivas:
De la figura 1 ala 2: +2
De la figura2 ala 3: +2

Desde el enfoque del pensamiento algebraico temprano, la representacion corresponde a

una funcion empirica, debido a que:

La utilizacion de la tabla y la figura como herramientas para continuar la secuencia
evidencia un conocimiento especializado del profesor sobre recursos y representaciones que
permiten apoyar la identificacion de regularidades en patrones. Sin embargo, el uso que se hace
de estas herramientas orienta el razonamiento de los estudiantes predominantemente hacia

relaciones recursivas, centradas en identificar “qué sigue”, sin favorecer todavia la construccion
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de una generalizacion explicita, como 2n + 1. En este sentido, el conocimiento especializado
manifestado en la seleccion y utilizacién de estas representaciones favorece inicialmente un
acercamiento aritmético-recursivo al patron, aunque ain no promueve de manera explicita el

transito hacia una comprension estructural de la generalizacion.

Asimismo, en la funcion estructural o algebraica, la misma tabla puede usarse para
analizar relaciones entre variables. El profesor pregunta: ;Cuanto aumenta cada vez?, ;Como
depende el niimero de cuadrados de la figura?, ;podemos escribir una regla para cualquier
figura? Los estudiantes pueden llegar a: f (n) = 2n+ 1 aqui la representacion sirve para
construir una relacion general. En este sentido, las representaciones dejan de operar inicamente
como recursos de calculo y se convierten en medios para establecer conexiones estructurales
entre regularidades numéricas, relaciones funcionales y expresiones algebraicas generales. En

este caso la tabla cumple una funcion epistemologica de generalizacion.

Figura 18

Representacion grdfica de la funcion estructural del patron lineal f(n) = 2n+ 1

Patrén lineal: f(n) =2n+1

Interpretacion del patrén
10 4
Cada nueva figura agrega dos
cuadros.
- La relacién general es:
1 fin) = 2n+1
B Donde:
*  n=posicion inicial
del término
1 e 2n=crecimiento
lineal
1 . +1 = constante
0

Numero de la fgura (n)
n 1 2 3 4 5 6
f(n) =2n+1 3 5 7 9 1" 13

1

Cantidad total de cuadrados f(n)

N W s 00N @ Y

1
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Nota. La figura permite visualizar el crecimiento constante de la secuencia y la relacion entre el

numero del término (7) y la cantidad total de cuadrados f'(n).

Fuente: elaboracion propia.

Desde el subdominio KMT, esto implica que el profesor moviliza conocimientos sobre
como utilizar representaciones para orientar la actividad matematica hacia relaciones y
estructuras algebraicas. En este sentido, la ensefanza requiere una orquestacion didactica de las
representaciones y de las conexiones que pueden establecerse entre ellas. Por tanto, esto implica
decisiones relacionadas con las preguntas que se formulan, las conexiones entre
representaciones, el momento oportuno para transitar de lo visual a lo simbolico y la manera de
orientar la discusion hacia una relacion general /jqué preguntas hacer?, ;jqué conexiones
establecer entre representaciones?, ;jcudando pasar de lo visual a lo simbolico?, ;como orientar
la discusion hacia una relacion general? A su vez, este proceso se articula con Ko7, dado que el
reconocimiento de relaciones algebraicas requiere comprender la estructura matematica del

patron.

Finalmente, el andlisis evidencid practicas orientadas a la construccion y validacion de
reglas generales, en las cuales el profesor utiliza representaciones tabulares, pictoricas y
simbolicas para apoyar la identificacion de relaciones funcionales y promover la formulacion de
expresiones algebraicas. Estos resultados muestran que el conocimiento para la ensefianza
desempefia un papel fundamental en la manera en que se orientan los procesos de generalizacion

en el aula.

En cuanto al subdominio KMLS, se concluye que el conocimiento del profesorado sobre

los estandares de aprendizaje se configura principalmente como un conocimiento situado y
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experiencial, mediante el cual los profesores interpretan y traducen los objetivos curriculares en

expectativas concretas de aprendizaje para los estudiantes.

En los casos de Sara, Cristobal y Orlando, el curriculo se interpreta como una secuencia
de contenidos organizados por grado escolar, lo que situa la generalizacion de patrones dentro de
una progresion curricular especifica. Esta configuracion orienta la ensefianza hacia una
construccion gradual de la generalizacion, de acuerdo con las expectativas que los profesores.
Asimismo, el estudio identificod interpretaciones del curriculo como una trayectoria conceptual
que favorece la incorporacion progresiva del PAT mediante el trabajo con patrones y
regularidades. Estos resultados evidencian que el conocimiento curricular del profesorado regula
las expectativas sobre lo que los estudiantes pueden aprender y, por tanto, influye en el nivel de

formalizacion matematica que se promueve en la ensefianza.

En conjunto, el andlisis permitid caracterizar el conocimiento especializado del
profesorado como un sistema articulado de conocimiento que configura de manera diferenciada
el desarrollo del pensamiento algebraico temprano en la ensefianza de la generalizacion de

patrones.

El segundo objetivo especifico, permitio identificar criterios conceptuales y empiricos
que diferenciar los subdominios Ko7, KMT y KMLS del modelo MTSK en la ensefianza de la
generalizacion de patrones. Esta diferenciacion se sustentd en la articulacion entre los referentes
del pensamiento algebraico temprano y del modelo MTSK con las evidencias empiricas del
estudio, lo que posibilitd construir un marco interpretativo para reconocer las distintas

manifestaciones del conocimiento especializado del profesorado.

A partir de esta articulacion fue posible establecer criterios conceptuales que delimitan

las fronteras analiticas entre los subdominios Ko7, KMT y KMLS. Dichas fronteras no fueron
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concebidas como compartimentos estancos del conocimiento especializado; se entendieron como
distinciones metodologicas construidas con fines analiticos, dado que en la préctica profesoral
las dimensiones matematica, didactica y curricular suelen manifestarse de manera
interrelacionada dentro de una misma accion o discurso profesoral. En este sentido, la
diferenciacion entre subdominios no respondi6 Unicamente al contenido tematico de las
respuestas; también considerd la funcidon epistemologica que cada evidencia cumplia dentro de la

actividad matematica y didactica asociada a la generalizacion de patrones.

En este sentido, el subdominio KoT se identifico en aquellas evidencias relacionadas con
la comprension del contenido matematico del patrén, incluyendo definiciones, propiedades,
procedimientos, registros de representacion y caracteristicas del resultado matematico. El
subdominio KMT se evidencid en las decisiones didacticas orientadas a la ensefianza del
contenido, tales como el disefio de tareas, el uso de recursos y las estrategias de intervencion
profesoral. Finalmente, el subdominio KMLS se manifesto en las referencias a los estdndares de
aprendizaje, las expectativas sobre los logros de los estudiantes y la secuenciacion de los

contenidos dentro del curriculo escolar.

De manera complementaria, el estudio permitidé identificar indicadores empiricos
especificos que posibilitaron clasificar las evidencias del conocimiento especializado del
profesorado dentro de cada subdominio. Estos criterios fueron operacionalizados mediante
matrices analiticas de fronteras, criterios de evidencia, familias de cddigos y meta-matrices
transversales, las cuales orientaron el proceso de codificacion y permitieron distinguir con mayor
precision las manifestaciones del conocimiento matematico, didactico y curricular del
profesorado en la ensefianza de la generalizacion de patrones. El cumplimiento de este objetivo

permiti6 refinar la operacionalizacion empirica del modelo M7SK en el contexto especifico de la
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ensefanza de la generalizacion de patrones, proporcionando un marco analitico que facilitd la
identificaciéon y caracterizacion del conocimiento especializado del profesorado en los
subdominios Ko7, KMT y KMLS. Con el proposito de explicitar estos criterios analiticos y
transparentar las decisiones metodologicas que orientaron el proceso de codificacion, a
continuacion, se presenta la matriz de fronteras analiticas, la cual sintetiza los criterios
discriminadores utilizados para diferenciar los subdominios Ko7, KMT y KMLS, junto con

ejemplos ilustrativos y la justificacion metodologica correspondiente.



218

Tabla 14

Fronteras desde la evidencia empirica

Matriz de Criterio discriminador Ejemplo que PERTENECE al Ejemplo que NO pertenece Justificacion metodoldgica

Fronteras principal primer subdominio (va al segundo)
Analiticas
KoT vs. KMT Finalidad del "Una generalizacion algebraica "Para ensefiar KoT responde ";qué/por qué
conocimiento: expresa la relacion funcional generalizacion, primero les  es? (qué es, como funciona y
entre la posicion del términoy  doy casos particulares por qué es valido)"

KoT'= conocer el su valor mediante una variable" (términos 1, 2, 3), luego les  (epistemologia del contenido).

contenido matematico [KoT: definicion del objeto] pregunto por el término 50  Procedimientos,

, para forzar el salto a laregla representaciones y
KMT = conocer cOmo
general" [KMT: estrategia fenomenologia.

ensenarlo
didéctica]

KMT responde ";coémo lo
hago comprensible?"
(mediacion didactica). Ambos
pueden coexistir en un mismo
enunciado docente, pero se
codifican por separado segiin

su funcion analitica.

KoT vs. KMT Objeto vs. Medio: "El patron 2, 5, 8, 11... puede "Uso primero la La representacion como objeto



Si la representacion es el
objeto de estudio = KoT
Si la representacion es el
medio de ensefianza =

KMT

KoT vs. KMLS  Naturaleza del saber:

KoT = saber disciplinar
KMLS = saber

curricular/evolutivo

KMT vs. KMLS  Decision vs. Prescripcion:

representarse como tabla
(posicidn-valor), como
secuencia de Figuras, o
algebraicamente como 3n-1.
Todas son equivalentes porque
expresan la misma relacion
funcional" [KoT: conocimiento
de registros del objeto y sus
relaciones]

"Los patrones cuadraticos
tienen segunda diferencia
constante; su regla general
incluye un término de grado 2
(an®* + bn + ¢)" [KoT:

propiedad matematica]

"Yo introduzco patrones

representacion Figural
porque es mas concreta,
luego la tabla para
sistematizar, y finalmente
introduzco la expresion
algebraica" [KMT: secuencia

didéctica intencional ]

"Los patrones cuadraticos se
introducen en 7° u 8° basico
porque requieren
comprension previa de
patrones lineales y
operaciones con potencias"
[KMLS: ubicacién curricular

y secuenciacion]

"El curriculo nacional
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matematico (registros,
equivalencias, conversiones)
es KoT. La representacion
como recurso pedagogico
(cuél uso primero, por qué,

con qué fin) es KMT.

KoT describe qué es el
contenido matematicamente.
KMLS describe cuando/donde
se ubica curricularmente y por
qué (complejidad evolutiva,
prerrequisitos). Un contenido
puede ser matematicamente
complejo (KoT) y ubicarse
tarde en el curriculo (KMLS),
pero son conocimientos
distintos.

KMT refleja el cobmo enseno
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KMT = decision didactica  primero con material concreto  prescribe que en 3° basico yo/como se puede ensenar
del profesor (fichas de colores) porque los estudiantes identifiquen y (teorias, recursos, tareas).
KMLS = expectativa permite manipular y visualizar ~ describan patrones con KMLS refleja el qué se
institucional/curricular el crecimiento" [KMT: decision material concreto" (KMLS:  prescribe que se ensefie, a qué
pedagogica personal ] estandar oficial) edad, en qué secuencia

(normativa, expectativa).
Ambos pueden coincidir, pero

la fuente del conocimiento

difiere.
KMT vs. KMLS Intencionalidad: "Uso patrones lineales antes que "En 4° basico se espera que  La secuenciacion didactica
(caso ambiguo)  Si refiere a lo que el cuadraticos porque los estudiantes completeny  (qué ensefio primero y por qué
profesor HACE = KMT  didacticamente es mas claro creen patrones numeéricos pedagbdgicamente) es KMT. La
Si refiere a lo que se iniciar con relaciones de simples; en 6° que secuenciacion curricular (qué
espera que el estudiante proporcionalidad directa" encuentren reglas generales  corresponde a cada nivel
logre = KMLS [KMT: justificacion didactica de verbales; en 8° que usen segun estandares) es KMLS.
secuencia] notacion algebraica" [KMLS: La frontera esta en la fuente de

progresion de expectativas  legitimidad: decision docente

curriculares] vs. prescripcion institucional.

Nota: La matriz permite la identificacion de la funcién predominante del conocimiento movilizado en cada evidencia empirica, distinguiendo entre su dimension
disciplinar (KoT), didactica (KMT) o curricular (KMLS). Este procedimiento responde a la necesidad de asegurar consistencia analitica en el proceso de codificacion y de

hacer explicitos los criterios utilizados para la interpretacion de las evidencias dentro del marco del modelo MTSK.

Fuente: elaboracion propia.
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Figura 19

Modelo analitico del conocimiento especializado del profesor en la enserianza de la
generalizacion de patrones.

DESARROLLO DEL PAT
(generalizacion de patrones como relacion funcional)

|

Conocimiento
especializado del
profesor
I'___KTT___lr _______ IF _______ |
0

Conocimiento del |I KMT I KMLS I

| . | Conocimiento para | Conocimiento
contenido - | . |

‘s |lensefiar el contenido’ curricular

matematico | N

Fronteras analiticas entre subdominios

» KoT -+ KMT - objeto matematico vs mediacion didactica

« KoT - KMLS - conocimiento disciplinar vs conocimiento
curricular

» KMT -+ KMLS = decisién docente vs expectativa curricular

Fuente: elaboracion propia.

La Figura 19 sintetiza el marco analitico construido en el estudio para analizar el
conocimiento especializado del profesorado en la ensefianza de la generalizacion de patrones. En
el nucleo se sitia el objeto matemdtico central del estudio, la generalizaciéon de patrones
entendida como relacion funcional entre magnitudes, que constituye una base para el desarrollo
del pensamiento algebraico temprano. Alrededor de este nucleo se articulan los tres subdominios

KoT, KMT'y KMLS del modelo MTSK.
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Las fronteras analiticas entre estos subdominios se establecen a partir de criterios
conceptuales que permiten distinguir la naturaleza del conocimiento que se moviliza en el
discurso del profesorado. Estas fronteras no representan separaciones ontologicas del
conocimiento del profesor, constituyen distinciones analiticas orientadas a identificar las
funciones epistemologicas, didacticas y curriculares que configuran el conocimiento

especializado del profesor en la ensefianza de la generalizacion de patrones.

El tercer objetivo especifico, orientado a analizar las interrelaciones entre los
subdominios Ko7, KMT y KMLS evidenciadas por los profesores de Educacion Bésica Primaria
en la enseflanza de la generalizacion de patrones. Estas interrelaciones explican las diferencias
observadas en la forma en que los profesores promueven procesos de generalizacion en el aula y
permiten comprender por qué, en algunos casos, la ensefianza se orienta hacia formas empiricas
o recursivas de generalizacion, mientras que en otros casos se promueve la construccion de

relaciones funcionales propias del pensamiento algebraico temprano.

De este modo, el cumplimiento de este objetivo permitio evidenciar que el desarrollo del
pensamiento algebraico temprano depende de la articulacion dindmica entre los subdominios
KoT, KMT y KMLS, lo que aporta una comprension mads integrada del conocimiento

especializado del profesorado en la ensenanza de la generalizacion de patrones.

Interrelacion entre KoT y KMT, el andlisis evidencié que las decisiones didacticas de los
profesores se encuentran estrechamente vinculadas con la forma en que conceptualizan el objeto
matematico asociado a la generalizacion de patrones. Cuando el patréon es comprendido como
una secuencia observable basada en regularidades aritméticas, las estrategias de ensefianza se
orientan hacia el conteo, la extension de secuencias y la identificacion de cambios entre términos

consecutivos. En contraste, cuando el patron es conceptualizado como una relacién funcional
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entre magnitudes, las estrategias didacticas tienden a promover la construccion de reglas
generales, el analisis de covariacion y el uso de expresiones algebraicas para describir la relacion

entre variables.

Estos resultados permiten concluir que la estructura del conocimiento del contenido
condiciona la naturaleza del conocimiento para la ensefanza, evidenciando que la forma en que
el profesor comprende el objeto matematico influye directamente en la manera en que lo

transforma en contenido ensefiable.

Interrelacion entre KMT y KMLS, el andlisis también permiti6 identificar que las
decisiones didacticas del profesorado se encuentran mediadas por su interpretacion de los
estandares de aprendizaje y por las expectativas curriculares asociadas a los distintos niveles
escolares. Los profesores participantes consideran que la generalizacion funcional constituye un
contenido propio de niveles educativos posteriores, lo que conduce a disefiar tareas centradas en
la identificacion de regularidades recursivas o en la extension de secuencias numéricas. En este
sentido, el conocimiento de los estandares de aprendizaje regula el alcance del conocimiento para
la ensefanza, condicionando el tipo de actividades que se consideran apropiadas para promover

el pensamiento algebraico en la Educacion Basica Primaria.

Interrelacion entre KoT y KMLS, mostraron que las concepciones del contenido
matematico influyen en la manera en que los profesores interpretan el curriculo escolar. Cuando
el patron se concibe como una relacion funcional, los profesores tienden a interpretar los
estandares de aprendizaje de manera mds amplia, anticipando aprendizajes vinculados al

desarrollo del pensamiento algebraico temprano.

Por el contrario, cuando el patrdon se interpreta principalmente como una secuencia

numérica, el curriculo se entiende en términos de tareas asociadas a la continuacion de
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secuencias o a la identificacion de regularidades simples. Esto evidencia que el conocimiento del
contenido matematico también incide en la forma en que los profesores interpretan y aplican los

estandares curriculares.
6.1 Aportes de la Investigacion

La presente investigacion aporta al campo de la Educacion Matematica en tres niveles
complementarios: confirmacion de resultados reportados en la literatura, ampliacion teorica del
conocimiento sobre el profesorado de Educacion Basica Primaria en el contexto del pensamiento
algebraico temprano y problematizacion de ciertos supuestos presentes en el campo de Early
Algebra. Estas contribuciones se articulan a partir del analisis del conocimiento especializado del

profesorado mediante el modelo MTSK.

Como resultados que confirma la literatura: en primer lugar, se confirman diversas
tendencias ampliamente documentadas en la investigacion sobre pensamiento algebraico
temprano y conocimiento del profesor. Uno de los hallazgos mas consistentes del estudio es que
la generalizacion algebraica no depende Unicamente del uso de expresiones simbolicas; requiere
la articulacién entre distintos componentes del conocimiento matematico. En los casos
analizados, la construccion de la generalizaciébn emerge cuando se coordinan procedimientos
matematicos, definiciones y fundamentos del contenido, registros de representacion y fendmenos

que otorgan significado al patron.

Este resultado coincide con investigaciones que sostienen que el desarrollo del
pensamiento algebraico temprano surge de la articulacion entre diferentes formas de
representacion y razonamiento matematico, y no exclusivamente del uso de simbolos
algebraicos. Aunado a lo anterior, los hallazgos del estudio se alinean con los planteamientos

desarrollados por Radford (2010, 2015, 2022), Vergel (2014, 2019), Kaput et al. (2017) y
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Carraher y Schliemann (2019), quienes sostienen que la generalizacion algebraica implica una

coordinacidn progresiva entre procedimientos, representaciones y significados matematicos.

En segundo lugar, los resultados del estudio confirman que los procesos de
generalizacion escolar suelen permanecer en niveles empiricos o recursivos, incluso cuando se
trabaja con tareas disefiadas para promover la generalizacion algebraica. En los casos de Sara y
Cristobal, la generalizacion se manifiesta principalmente a través de la extension de secuencias,
el reconocimiento de regularidades y la aplicacion de procedimientos recursivos, sin llegar a
formular una relacion funcional general entre variables. Este resultado coincide con
investigaciones sobre pensamiento algebraico temprano que muestran que tanto estudiantes
como profesores tienden a permanecer en formas de generalizacion empirica o inductiva, y que
la transicion hacia la generalizacion funcional constituye un proceso cognitivamente complejo.
En este sentido, los hallazgos del estudio confirman lo sefialado por Radford (2010, 2015),
Vergel (2015) y Levin y Walkoe (2022) respecto a las dificultades asociadas a la construccion de

generalizaciones estructurales.

Un tercer resultado que confirma la literatura se relaciona con el papel de los registros de
representacion en la construccion de la generalizacion algebraica. El andlisis realizado muestra
que los registros pictdricos, tabulares y simbolicos no funcionan nicamente como soportes
expresivos; también actian como indicadores del tipo de objeto matematico que el profesor
construye al abordar los patrones. En particular, el estudio evidencia que la generalizacion
funcional emerge cuando el registro simbdlico permite sintetizar la estructura previamente
identificada en registros pictdricos y tabulares. Este resultado coincide con investigaciones sobre

registros semiodticos y pensamiento algebraico temprano, particularmente con los trabajos de
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Duval sobre registros de representacion, Radford sobre procesos de objetivacion, y estudios

desarrollados por Flores-Medrano et al. (2014) y Carrillo-Yafiez et al. (2018).

El objetivo general de la investigacion se alcanza al demostrar que la ensefanza de la
generalizacion de patrones se encuentra profundamente condicionada por la manera en que el
profesor conceptualiza el patron, organiza las mediaciones diddcticas y posiciona
curricularmente la generalizacion dentro del proceso de aprendizaje matematico. Esta
caracterizacion permite comprender como el conocimiento especializado del profesorado
configura las condiciones epistemoldgicas y didacticas que favorecen o limitan el desarrollo del

pensamiento algebraico temprano en la Educacion Bésica Primaria.

Como resultados que amplian la literatura, ademas de confirmar tendencias presentes en
la investigacion previa, el estudio aporta elementos que amplian la comprension del
conocimiento del profesorado en el desarrollo del pensamiento algebraico temprano,

particularmente desde la articulacion entre el modelo MTSK y el campo de Early Algebra.

Uno de los aportes mas relevantes del estudio consiste en la reconstruccion
epistemologica del subdominio Ko7 en el contexto de la generalizacion de patrones. Los
resultados muestran que el conocimiento del contenido matematico del profesor trasciende la
resolucion de tareas de patrones e implica una forma particular de configurar
epistemologicamente el objeto matematico “patron”. El andlisis permitié identificar
transformaciones conceptuales que reflejan distintos niveles de construccion del objeto
matematico, entre las que destacan el transito desde la secuencia observable hacia la relacion
funcional, desde la letra entendida como simbolo nominal hacia la variable como numero
general, desde la verificacion empirica hacia la validez universal, y desde el simbolo como

instrumento de calculo hacia su funcién como condensacion estructural del patron.
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Otro aporte teorico del estudio consiste en la identificacion de configuraciones
epistemologicas del conocimiento del profesor frente a la generalizacion de patrones. No son
estilos de ensefanza genéricos, implica estructuras de conocimiento del profesor que integran:
(,qué conocimiento posee el profesor (conceptos, procedimientos, representaciones) ?, ;/cOmo
construye dicho conocimiento (intuiciones, estrategias, recursos) ?, ;como lo aplica en el aula

(tareas, preguntas, intervenciones)?

El analisis permitid6 reconocer tres configuraciones principales del conocimiento
matematico del profesorado: (i) una configuracion empirico-descriptiva, centrada en la
observacion de regularidades y la extension de secuencias; (ii) una configuracion recursivo-
transicional, basada en procedimientos iterativos que permiten anticipar términos sucesivos; y,
(ii1) una configuracion funcional-estructural, en la que el patrén se conceptualiza como una
relacion general entre variables. En este contexto, el término configuraciones alude a maneras
especificas, organizadas y consistentes mediante las cuales el profesor comprende, estructura y
desarrolla la ensefianza de contenidos relacionados con la generalizacion de patrones. Estas
configuraciones trascienden los estilos generales de ensefianza y se vinculan con estructuras

propias del conocimiento del profesor.

La configuracion empirico-descriptiva, se proyecta desde la forma en que el profesor
enfoca la ensefianza en que los estudiantes observen, describan y continien secuencias, sin
buscar reglas generales ni explicaciones. La generalizacion es visual y concreta, pero no
estructural. Por su parte, la configuracion recursivo-transicional, se reconoce cierta regularidad
entre los términos del patron y se utilizan procedimientos repetitivos (como “sumar de tantos en
tantos”) para predecir valores. Aqui comienza la transicion hacia una comprension mas

estructurada, pero aun sin formular relaciones funcionales generales. En la configuracion
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funcional-estructural, el patrén se comprende como una funciéon general que relaciona dos
variables (por ejemplo, numero del término y cantidad de objetos). El profesor promueve el uso
de expresiones algebraicas, la validacion de reglas para cualquier caso y el uso articulado de
representaciones (dibujos, tablas, simbolos). Esta tipologia constituye un aporte relevante porque
permite comprender como el profesorado configura el objeto matematico “patrén” en su practica
de ensefianza. Aunque la literatura sobre pensamiento algebraico temprano ha identificado
niveles de generalizacidon en estudiantes, existen pocos estudios que vinculen estas formas de
generalizacion con el conocimiento del profesor de Educacion Bdasica Primaria analizado desde

el modelo MTSK.

Un tercer aporte se relaciona con el plano metodoldgico. El estudio muestra cémo el
analisis del conocimiento del profesor puede desarrollarse mediante la integraciéon de enfoques
deductivos y emergentes, articulando el marco tedrico del modelo MTSK con categorias que
emergen del andlisis empirico de los datos. Esta integracion metodoldgica entre enfoques Top-
Down y Bottom-Up permitio refinar la operacionalizacion del modelo M7TSK en el estudio del
pensamiento algebraico temprano, aportando criterios analiticos para identificar evidencias del

conocimiento especializado del profesorado en los subdominios Ko7, KMT y KMLS.
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Modelo conceptual del conocimiento especializado del profesorado para la enserianza de la generalizacion de patrones y el
desarrollo del pensamiento algebraico temprano.

MODELO MTSK-PAT
Conocimiento especializado del profesorado

SUBDOMINIOS DEL MTSK
KoT KMT KMLS
Conocimiento del contenido matematico del patrén Conocimiento para la ensefianza del patrén Conocimiento regulativo del aprendizaje
« Estructura del patron « Mediacién mediante representaciones « Resultados de aprendizaje esperados
« Variable como niimero general + Investigacion guiada « Razonamiento recursivo como estandar efectivo
« Relacién funcional + Visualizacién de regularidades « Trayectorias del pensamiento algebraico
« Igualdad como equivalencia + Validacién mediante prediccion « Secuenciacién del aprendizaje

v

h

v

v

Y

Empirico-Descriptiva

Patrén como secuencia;
wariable como etiqueta
posicional; resultado
local; igualdad como
operador (Vergel, 2015).

Recursivo-Transicional

Reconoce invariantes,
generalizacion parcial,
simbolo incompleto
(Vergel, 2015).

Funcional-Estructural

Patron como relacién
entre magnitudes;
variable como ntimero
general; resultado como
funcién; igualdad como
equivalencia relacional
(Aké & Godino, 2018).

¥

7

¥

Sentido secuencial
Incognita

Resultado localizado
Igualdad operativa

Analiticidad recursiva
Indeterminacion
fenoménica
Resultado parcial

» Igualdad insuficiente

r Analiticidad relacional
Indeterminacién
flexible

Resultado como funcién
 Signo igual semidtico

Configuracion
investigativa-inductiva
Matematica como proceso de
exploraciéon

- Investigacién guiada

« Construccion de regularidades

Configuraciéon
mediacional-secuencial
Matemética mediada por
representaciones

« Lenguaje natural

« Tablas

« Registros miltiples

Configuracién

visual-transicional

Visualizacion del patrén

= Reconoccimiento de
regularidades

+ Transicién hacia generalizacién

Configuracion
relacional-diagnéstica
Matematica como relacién entre
magnitudes

- Variacién

=+ Prediccion

« Validacién de reglas

Nota: las configuraciones del conocimiento del profesor se generan en diferentes niveles al desarrollar el pensamiento algebraico temprano, en

particular en la ensefianza de la generalizacion de patrones.

Fuente: elaboracion propia.

Correspondencia « Razonamiento recursivo « Relacién funcional

Patrén como secuencia - patrén como cambio regular - patrén como
relacién funcional

v

v

Funcién del KMLS en el
desarrollo del PAT

Define qué cuenta como aprendizaje
Organiza trayectorias del
pensamiento algebraico

Legitima formas de generalizacion

Tensién estructural del sistema

Curriculo prescrito (generalizacién
algebraica)

Vs
Curriculo implementado
(procedimientos recursivos)
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Como resultados que proyectan tensiones en la literatura, algunos hallazgos del estudio
permiten problematizar ciertos supuestos presentes en la literatura sobre Early Algebra. Una
primera tension se relaciona con la idea ampliamente difundida de que el trabajo con patrones
favorece de manera natural el desarrollo del pensamiento algebraico. Los resultados muestran
que la presencia de tareas basadas en patrones no garantiza la emergencia de generalizaciones
algebraicas, ya que estas pueden ser abordadas desde enfoques puramente recursivos o
procedimentales. En este sentido, el estudio evidencia que el potencial algebraizante de las
tareas con patrones depende en gran medida de la forma en que el profesor conceptualiza el
objeto matematico y de las estrategias didacticas que emplea para mediar su ensefanza. Esto
sugiere que el desarrollo del pensamiento algebraico temprano est4 estrechamente vinculado con
la configuracion del conocimiento especializado del profesor, méas que con las caracteristicas de

las tareas en si mismas.

Otra tension relevante se relaciona con el papel de la fenomenologia y de los contextos en
la ensefianza de los patrones. En algunos de los casos analizados, el uso de contextos o
fendmenos facilita la observacion de regularidades, pero no conduce necesariamente a la
construccion de relaciones estructurales. En estas situaciones, los fendmenos contribuyen a
reforzar formas de razonamiento empirico basadas en la observacion de cambios entre términos.
Este resultado cuestiona la idea presente en algunos enfoques de ensefianza segun la cual el uso
de contextos reales favorece automaticamente la comprension algebraica. Los resultados del
estudio sugieren que los fenomenos cumplen una funcidon epistemoldgica relevante tinicamente

cuando permiten identificar invariantes y relaciones funcionales dentro del patron.

En conjunto, los resultados del estudio confirman que el desarrollo del pensamiento

algebraico temprano depende de la articulacion entre procedimientos, registros de representacion
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y significados matematicos, tal como lo plantean investigaciones previas sobre Early Algebra. Al
mismo tiempo, amplian la literatura al mostrar que estas articulaciones pueden comprenderse
como estructuras epistemologicas del conocimiento del profesor, identificables mediante el
modelo MTSK. Finalmente, los resultados permiten problematizar ciertos supuestos del campo,
particularmente la idea de que el trabajo con patrones conduce de forma natural a la
generalizacion algebraica. El estudio evidencia que dicho proceso depende de manera critica de
la forma en que el profesorado conceptualiza el objeto matematico y de cémo media su

ensefanza en el aula.

Entre las limitaciones y perspectiva de la investigacion, se manifiesta que, al tratarse de
un estudio cualitativo basado en un numero reducido de casos, los resultados obtenidos deben
interpretarse en relacion con el contexto especifico en el que se desarrolld la investigacion.
Asimismo, el andlisis se centrd en cuestionarios y una entrevista con el profesorado de
Educacion Basica Primaria. Futuras investigaciones podrian incorporar observaciones de aula
que permitan examinar con mayor profundidad las interacciones entre profesores y estudiantes
en situaciones de generalizacion de patrones. Del mismo modo, aunque el estudio permitio
reconocer algunas conexiones estructurales vinculadas al transito entre pensamiento aritmético y
pensamiento algebraico, el disefio metodoldgico no contempld una exploracion especifica del
subdominio Conocimiento de la Estructura de las Matematicas (KSM). En este sentido, futuras
investigaciones podrian incorporar instrumentos y situaciones didacticas orientadas
explicitamente a analizar como el profesorado establece conexiones inter conceptuales entre

distintos contenidos matematicos durante la ensefianza de la generalizacion de patrones.

Por otra parte, los resultados abren nuevas preguntas de investigacion relacionadas con el

conocimiento especializado del profesorado en el desarrollo del pensamiento algebraico
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temprano. Entre ellas destacan interrogantes como: ;Como se transforma el conocimiento
especializado del profesorado cuando participa en procesos de formacion orientados al desarrollo
del pensamiento algebraico temprano? ;Qué papel desempefian las concepciones del profesorado
sobre la naturaleza del algebra en la forma en que ensefian la generalizacion de patrones? ;Como
se manifiestan los subdominios del modelo MTSK en contextos de interaccion directa entre

profesores y estudiantes durante la resolucion de tareas de generalizacion?

Explorar estas cuestiones podria contribuir a profundizar en la comprension del papel del
conocimiento especializado del profesorado en la ensefianza del algebra en los primeros niveles
escolares. Particularmente, profundizar en las conexiones estructurales entre aritmética y algebra
podria contribuir a ampliar la comprension del conocimiento especializado del profesorado desde
la perspectiva del subdominio KSM del modelo MTSK, especialmente en relacion con el

desarrollo progresivo del pensamiento algebraico temprano.



233

Referencias

Adame-Esparza, A., y de Lira-Lozano, E. del R. (2019). El conocimiento especializado del
profesor de matematicas (M7TSK). DOCERE, 29-32.

https://doi.org/https://doi.org/10.33064/2019docere202202

Adamuz-Povedano, N., Fernandez-Ahumada, E., Teresa Garcia-Pérez, M., y Montejo-Gamez, J.
(2021). Developing number sense: An approach to initiate algebraic thinking in primary

education. Mathematics, 9(5). https://doi.org/10.3390/math9050518

Aké, L. P. (2021). El caracter algebraico en el conocimiento matematico de maestros en
formacion. Tecné, Episteme y Didaxis: TED, 49, 15-34.

https://revistas.upn.edu.co/index.php/TED/article/view/9871

Aké, L. P., y Godino, J. (2018). Andlisis de tareas de un libro de texto de primaria desde la
perspectiva de los niveles de algebrizacion. Educacion matematica, 30(2).

https://doi.org/10.24844/em3002.07

Alsina, A. (2019). Del razonamiento 16gico-matematico al algebra temprana en Educacion

Infantil. Edma 0-6.: Educacion matematica en la Infancia. 8§(1), 1-19. http://www.edma0-

6.es/index.php/edma0-6

Alsina, A., y Acosta, Y. (2018). Iniciacion al algebra en Educacion Infantil a través del
pensamiento computacional: una experiencia sobre patrones con robots educativos
programables. UNION, Revista Iberoamericana de Educacién matemdtica, 52.

https://revistaunion.org/index.php/UNION/article/view/350

Badillo, E. (2019). Investigacion sobre el profesor de matemadticas: prdctica de aula,

conocimiento, competencia y desarrollo profesional. Universidad de Salamanca.


https://doi.org/https:/doi.org/10.33064/2019docere202202
https://doi.org/10.3390/math9050518
https://revistas.upn.edu.co/index.php/TED/article/view/9871
https://doi.org/10.24844/em3002.07
http://www.edma0-6.es/index.php/edma0-6
http://www.edma0-6.es/index.php/edma0-6
https://revistaunion.org/index.php/UNION/article/view/350

234

Ball, D., Thames, M. H., y Phelps, G. (2008). Content knowledge for teaching: What makes it
special? Journal of Teacher Education,59 (5), 389—407). SAGE Publications Inc.

https://doi.org/10.1177/0022487108324554

Bautista-Cardenas, N. P. (2022). Proceso de la investigacion cualitativa: epistemologia,
metodologia y aplicaciones. Revista Investigaciones en Educacion, 13(2); 195-201.

https://uniclanet.unicla.edu.mx/assets/contenidos/152520240111214129.pdf

Bisquerra, R. (2019). Metodologia de la investigacion educativa. Editorial La Muralla.

Bonilla-Mejia, L., Londofo-Ortega, E., Cardona-Sosa, L., y Trujillo-Escalante, L. D. (2018).
(Quiénes son los profesores en Colombia? Caracteristicas generales y brechas regionales.
Documentos de Trabajo Sobre Economia Regional y Urbana, 276.

https://opinioncaribe.com/wp-content/uploads/2018/12/DTSERU-276.pdf

Cadrecha, M. A. (1990). John Dewey: propuesta de un modelo educativo. I. Fundamentos. Aula
Abierta, 55, 61-85.

Carraher, D. W., y Schliemann, A. D. (2019). Early algebraic thinking and the US mathematics
standards for grades K to 5 / El pensamiento algebraico temprano y los estandares
matematicos en la Educacion Bésica Primaria (6—12 afios) en Estados Unidos. Infancia y

Aprendizaje, 42(3). https://doi.org/10.1080/02103702.2019.1638570

Carrillo-Yanez, J., Climent, N., Montes, M., Contreras, L. C., Flores-Medrano, E., Escudero-
Avila, D., Vasco, D., Rojas, N., Flores, P., Aguilar-Gonzalez, A., Ribeiro, M., y Muiioz-
Catalan, M. C. (2018). The mathematics teacher’s specialised knowledge (M7SK)
model*. Research in Mathematics Education, 20(3).

https://doi.org/10.1080/14794802.2018.1479981



https://doi.org/10.1177/0022487108324554
https://uniclanet.unicla.edu.mx/assets/contenidos/152520240111214129.pdf
https://opinioncaribe.com/wp-content/uploads/2018/12/DTSERU-276.pdf
https://doi.org/10.1080/02103702.2019.1638570
https://doi.org/10.1080/14794802.2018.1479981

235

Chimoni, M., Pitta-Pantazi, D., y Christou, C. (2021). The impact of two different types of
instructional tasks on students’ development of early algebraic thinking. Infancia y

Aprendizaje, 44(3), 589—624. https://doi.org/10.1080/02103702.2020.1778280

Climent, N., Escudero, D., Rojas, N., Carrillo, J., Mufoz, C., y Sosa, L. (2014). El conocimiento
del profesor para la ensefianza de la matematica. Un marco teorico para el conocimiento
especializado del profesor de matematicas 42, 43—70).

https://www.researchgate.net/publication/267392675

Codes, M., y Contreras, L. C. (2022). El conocimiento de los estandares de aprendizaje de las

matematicas. In Investigacion sobre conocimiento especializado del profesor de

matematicas (MTSK) 10 afios de camino. https://doi.org/10.2307/j.ctv2zp4vpl.12

Creswell, J. W., y Creswell, J. D. (2022). Research Design: Qualitative, Quantitative, and Mixed
Methods Approaches, 5th Edition. Journal of Electronic Resources in Medical Libraries,

19(1-2). https://doi.org/10.1080/15424065.2022.204623 1

De Miguel, R. (2005). La entrevista en profundidad a los emisores y los receptores de los
medios. Investigar En Comunicacion: Guia Prdctica de Métodos y Técnicas de
Investigacion Social En Comunicacion.

de Sousa, J. R., Silva Gusmao, T. C. R., Font, V., y Lando, J. C. (2020). Task (Re)design to
enhance the didactic-mathematical knowledge of teachers. Acta Scientiae, 22(4).
https://doi.org/10.17648/ACTA.SCIENTIAE.5711

English, L. D., y Kirshner, D. (2015). Handbook of International Research in Mathematics
Education, Third Edition. In Handbook of International Research in Mathematics

Education, Third Edition. https://doi.org/10.4324/9780203448946



https://doi.org/10.1080/02103702.2020.1778280
https://www.researchgate.net/publication/267392675
https://doi.org/10.2307/j.ctv2zp4vp1.12
https://doi.org/10.1080/15424065.2022.2046231
https://doi.org/10.4324/9780203448946

236

Escobar-Pérez, J., y Cuervo-Martinez, A. (2008). Validez de contenido y juicio de expertos: una
aproximacion a su utilizacion. Avances en medicion, 6(1), 27-36.
https://www.humanas.unal.edu.co/lab _psicometria/application/files/9416/0463/3548/Vol
_ 6. Articulo3 Juicio de expertos 27-36.pdf

Escudero, A. M., Mufoz-Catalan, M. de la C., y Yaiiez, J. C. (2021). Conocimiento
especializado de un profesor de educacion infantil al ensefiar cuerpos geométricos.

Zetetike, 29. https://doi.org/10.20396/zet.v29i100.8661819

Escudero- Avila, Carrillo, J., Flores-Medrano, E., Climent, N., Contreras, L. C., y Montes, M.
(2015). El conocimiento especializado del profesor de matematicas detectado en la

resolucion del problema de las cuerdas. PNA. Revista de Investigacion En Diddctica de

La Matematica, 10(1). https://doi.org/10.30827/pna.v10i1.6095

Escudero-Avila, Contreras, L. C., y Vasco, D. (2016). Conocimiento de la ensefianza de las
matematicas (KMT). In J. Carrillo, L.C. Contreras, y M. Montes (Eds.). Reflexionando
sobre el conocimiento del profesor. Actas de las Il Jornadas del Seminario de
Investigacion de Didactica de la Matemadtica (pp. 35-41.).

https://doi.org/10.13140/2.1.3107.4246

Escudero-Avila, D. I, y Carrillo Yafiez, J. (2020). El Conocimiento Didéctico del Contenido:
Bases tedricas y metodologicas para su caracterizacion como parte del conocimiento

especializado del profesor de matematicas. Educacion matemadtica, 32(2).

https://doi.org/10.24844/em3202.01

Espinoza, G. (2020). Caracterizacion del conocimiento especializado del profesor de
matematicas de educacion media sobre el concepto de funcion. Pontificia Universidad

Catolica de Valparaiso.


https://doi.org/10.20396/zet.v29i00.8661819
https://doi.org/10.30827/pna.v10i1.6095
https://doi.org/10.13140/2.1.3107.4246
https://doi.org/10.24844/em3202.01

237

Ferreira, M. C. N., Ponte, J. P., y Ribeiro, A. J. (2022). Towards an approach to teachers’
professional development: how to work with algebraic thinking in the early years. PNA,

16(2). https://doi.org/10.30827/pna.v16i2.22234

Flores, C. D., y Garcia, G. A. M. (2022). Conceptualizations of slope in Colombian intended
mathematics curriculum. Educacion Matematica, 34(2).

https://doi.org/10.24844/EM3402.08

Flores-Medrano, E., Escudero-Avila, D., Montes, M., Aguilar, A., y Carrillo, J. (2014). Un
Marco tedrico para el Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas.
10.13140/2.1.3107.4246, October.

Font, V. (2011). Competencias profesionales en la formacion inicial de profesores de
matematicas de secundaria. Union. Revista Iberoamericana de Educacion matematica,
26.

Franco Segui, J., y Alsina, A. (2023). Evaluando el conocimiento especializado para ensefiar
estadistica y probabilidad: Elaboracion y validacion del Cuestionario MTSK-estocéstico.

Uniciencia, 37(1). https://doi.org/10.15359/ru.37-1.5

Fuentes, C. (2020). Uso del Modelo MTSK para la Caracterizacion del Conocimiento
Especializado del Profesor de Matematicas en Secundaria: El caso de la
Proporcionalidad. A7io XVI-Numero, 59, 33-63.

http://www.fisem.org/www/index.phphttps://union.fespm.es/index.php/UNION

Garner, B., Munson, J., Krause, G., Bertolone-Smith, C., Saclarides, E. S., Vo, A., y Lee, H. S.
(2023). The landscape of US elementary mathematics teacher education: course

requirements for mathematics content and methods. Journal of Mathematics Teacher

Education. https://doi.org/10.1007/s10857-023-09593-4



https://doi.org/10.30827/pna.v16i2.22234
https://doi.org/10.24844/EM3402.08
https://doi.org/10.15359/ru.37-1.5
http://www.fisem.org/www/index.phphttps:/union.fespm.es/index.php/UNION
https://doi.org/10.1007/s10857-023-09593-4

238

Godino, J. D., Aké, L. P., Gonzato, M., y Wilhelmi, M. R. (2014). Algebrization levels of school
mathematics activity. Implication for primary school teacher education. Enserianza de las

Ciencias, 32(1), 199-219. https://doi.org/10.5565/rev/ensciencias.965

Godino, J. D. (2024). Enfoque ontosemiotico en educacion matematica.: Fundamentos,
herramientas y aplicaciones. Aula Magna Proyecto Clave McGraw Hill.

ttps://hdl.handle.net/10481/93596

Godino, J. D., Giacomone, B., Batanero, C., y Font, V. (2017). Enfoque ontosemiotico de los
conocimientos y competencias del profesor de matematicas. Bolema - Mathematics

Education Bulletin, 31(57), 90—113. https://doi.org/10.1590/1980-4415v31n57a05

Gomez, P. (2007). Desarrollo del conocimiento diddctico en un plan de formacion inical de
profesores de matemdaticas de secundaria [Tesis doctoral, Universidad de Granada].

http://hdl.handle.net/10481/1483

Goémez, P., y Rico, L. (2002). Andlisis didactico, conocimiento didactico y formacion inicial de
profesores de matemadticas de secundaria. http://funes.uniandes.edu.co/376/

Gorgorio, N., y Albarracin, L. (2019). El conocimiento matematico previo a la formacion inicial
de los maestros: necesidad y concrecion de una prueba para su evaluacion. Investigacion
Sobre El Profesor de Matematicas: Formacion, Practica de Aula, Conocimiento y
Competencia Profesional.

Grossman, P., Wilson, S., y Shulman, L. (2005). Profesores de sustancia: el conocimiento de la

materia para la ensefianza. Revista de Curriculum y Formacion Del Profesorado, 9(2).

https://www.redalyc.org/pdf/567/56790203.pdf

Hernéndez, R. (2014). Metodologia de la investigacion. Metodologia de la Investigacion.

McGraw Hill.


https://doi.org/10.5565/rev/ensciencias.965
https://hdl.handle.net/10481/93596
https://doi.org/10.1590/1980-4415v31n57a05
http://hdl.handle.net/10481/1483
https://www.redalyc.org/pdf/567/56790203.pdf

239

Hohensee, C. (2017). Preparing elementary prospective teachers to teach early algebra Journal.

of Mathematics Teacher Education, 20(3). https://doi.org/10.1007/s10857-015-9324-9

Jungbluth, A., Silveira, E., y Grando, R. C. (2022). Algebra no Curriculo de Matematica dos
Anos Iniciais do Ensino Fundamental. Educag¢do Matemdatica Pesquisa: Revista Do
Programa de Estudos Pos-Graduados Em Educa¢do Matematica, 24(1), 250-288.

https://doi.org/10.23925/1983-3156.2022v2411p250-288

Kaput, J. J., Carrahe, D. W., y Blanton, M. L. (2017). Algebra in the Early Grades. In Algebra in

the Early Grades. https://doi.org/10.4324/9781315097435

Kieran, C., Pang, J., Swee, D. S., y Ng, F. (2016). Early algebra: Research into its nature, its

learning, its teaching. Springer Nature. http://www.springer.com/series/14352

Knuth, E. J., Alibali, M. W., Mcneil, N. M., Weinberg, A., Stephens, A. C., Knuth, E. J., Alibali,
M. W., Mcneil, N. M., Weinberg, A., y Stephens, A. C. (2011). Middle School Students’
Understanding of Core Algebraic Concepts: Equivalence y Variable. ZDM-International

Reviews on Mathematical Education, 37(1), 68—76. https://doi.org/10.1007/BF0255899

Lagies, J. (2021). Orientation framework of primary school teachers teaching mathematics out-
of-field— insights into a qualitative-reconstructive documentary method study. European
Journal of Teacher Education, 44(5). https://doi.org/10.1080/02619768.2021.1915978

Linan, M. del M., Barrera, V. J., y Contreras-Gonzalez, L. C. (2016). Conocimiento de los temas
(KoT). In Reflexionando sobre el conocimiento del profesor. Actas de las Il Jornadas del

Seminario de Investigacion de Didactica de la Matemdtica de la Universidad de Huelva

(pp- 12-20). SGSE. https://www.researchgate.net/publication/305205018


https://doi.org/10.1007/s10857-015-9324-9
https://doi.org/10.23925/1983-3156.2022v24i1p250-288
https://doi.org/10.4324/9781315097435
http://www.springer.com/series/14352
https://doi.org/10.1007/BF0255899
https://www.researchgate.net/publication/305205018

240

Litke, E., Corven, J., y Sternberg, K. A. (2023). Algebra-focused features of instruction: an
integrated investigation of curricular guidance and instructional enactment. Journal of

Mathematics Teacher Education. https://doi.org/10.1007/s10857-023-09573-8

Llinares, S. y Fernandez, C. (2021). Mirar profesionalmente la ensefianza de las matematicas:
caracteristicas de una agenda de investigacion en Didactica de la Matematica. In La

Gaceta de la RSME, 24, 185-205. https://gaceta.rsme.es/abrir.php?id=1625

Llinares, S. (2018). La formacion del profesor de matemadticas. Realidades y desafios.

Llinares, S., Breda, A., Climent, N., Fernandez, C., Font, V., Lupiaiez, J. L., Moreno, M., Perez-
Tyteca, P., Ruiz-Hidalgo, J. F., y Sanchez, A. (2022). Formacion y desarrollo profesional
del profesorado de matematicas. Mathematics Teacher Education and Professional
Development.

Mason, J. (2018). How Early Is Too Early for Thinking Algebraically?

https://doi.org/10.1007/978-3-319-68351-5 14

Maturana, H. (2023). El conocimiento especializado de un profesor de matemdticas, cuando
ensenia sucesiones numeéricas: relaciones entre subdominios en la seleccion y uso de
ejemplos [Tesis doctoral, Universidad de Huelval].

https://ariasmontano.uhu.es/entities/publication/09a251db-e23¢-4515-a23d-98bfb5{1307

McMillan, J. H., y Schumacher, S. (2005). Investigacion educativa una introduccion conceptual.
Pearson Educacion.

Meléndez-Cruz, J. A., Flores-Medrano, E., y Hernandez-Rebollar, L. A. (2023). Conocimiento
especializado del profesor de matemadticas al analizar una secuencia de suma de

fracciones. Uniciencia, 37(1). https://doi.org/10.15359/ru.37-1.11



https://doi.org/10.1007/s10857-023-09573-8
https://gaceta.rsme.es/abrir.php?id=1625
https://doi.org/10.1007/978-3-319-68351-5_14
https://ariasmontano.uhu.es/entities/publication/09a251db-e23c-4515-a23d-98bfb5ff307
https://doi.org/10.15359/ru.37-1.11

241

MEN. (1998). Lineamientos curriculares [Documento en linea].

https://www.mineducacion.gov.co/1759/articles-339975 recurso 6.pdf

MEN. (2006). Estandares Basicos de Competencias [Documento en linea].

https://www.mineducacion.gov.co/1759/articles-340021 recurso 1.pdf

Merriam, S. B. (2009). Qualitative Research A Guide to Design and Implementation Revised and
Expanded from Qualitative Research and Case Study Applications in Education. Ed.
Tercera.

Mochon, S., y Morales Flores, Melchor. (2010). En qué consiste el" conocimiento matematico
para la ensefianza" de un profesor y como fomentar su desarrollo: un estudio en la escuela
primaria. Educacion matematica, 22(1), 87-113.

https://www.scielo.org.mx/pdf/ed/v22n1/v22nlas.pdf

Molina, M. (2006). Desarrollo de pensamiento relacional y comprension del signo igual por
alumnos de tercero de educacion primaria [Tesis doctoral, Universidad de Granada].

https://funes.uniandes.edu.co/funes-documentos/desarrollo-de-pensamiento-relacional-y-

comprension-del-signo-igual-por-alumnos-de-tercero-de-educacion-primaria-tesis-

doctoral/
Montes, M. A., y Carrillo, J. (2017). Introduccién al modelo MTSK: origen e investigaciones

realizadas. https://www.researchgate.net/publication/313824049

Montoya, P. N. (2005). Herramientas para investigar ;,Qué¢ es el estado del arte? Ciencia y
Tecnologia Para La Salud Visual y Ocular, 5.
Muiioz-Catalan, M. C., Ramirez-Garcia, M., Joglar-Prieto, N., y Carrillo-Yafez, J. (2022). Early

childhood teachers’ specialised knowledge to promote algebraic thinking as from a task


https://www.mineducacion.gov.co/1759/articles-339975_recurso_6.pdf
https://www.mineducacion.gov.co/1759/articles-340021_recurso_1.pdf
https://www.scielo.org.mx/pdf/ed/v22n1/v22n1a5.pdf
https://funes.uniandes.edu.co/funes-documentos/desarrollo-de-pensamiento-relacional-y-comprension-del-signo-igual-por-alumnos-de-tercero-de-educacion-primaria-tesis-doctoral/
https://funes.uniandes.edu.co/funes-documentos/desarrollo-de-pensamiento-relacional-y-comprension-del-signo-igual-por-alumnos-de-tercero-de-educacion-primaria-tesis-doctoral/
https://funes.uniandes.edu.co/funes-documentos/desarrollo-de-pensamiento-relacional-y-comprension-del-signo-igual-por-alumnos-de-tercero-de-educacion-primaria-tesis-doctoral/
https://www.researchgate.net/publication/313824049

242

of additive decomposition. Infancia y Aprendizaje, 45(1), 92—128.

https://doi.org/10.1080/02103702.2021.1946640

Neubrand, M. (2018). Conceptualizations of professional knowledge for teachers of
mathematics. ZDM - Mathematics Education, 50(4), 601-612.

https://doi.org/10.1007/s11858-017-0906-0

Niss, M. (2003). Mathematical competencies and the learning of mathematics: The Danish KOM
project. En Proceedings of the 3rd Mediterranean Conference on Mathematical

Education (pp. 115-124). https://scispace.com/pdf/mathematical-competencies-and-the-

learning-of-mathematics-38x59w2aha.pdf

Nobrega, M. C., Ribeiro, A. J., y Ponte, J. P. (2021). Prética profissional de professores dos anos

iniciais e o pensamento algébrico: contribuicdes a partir de uma formacgao continuada.

Educagdo Matematica Pesquisa, 23(1), 171-200. https://doi.org/10.23925/1983-

3156.2021v23i1p171-200

Otten, M., van den Heuvel-Panhuizen, M., Veldhuis, M., y Heinze, A. (2019). El desarrollo del
razonamiento algebraico en Educacion Bésica Primaria utilizando una balanza como
herramienta de apoyo. Infancia y Aprendizaje, 42(3), 543—-589.

https://doi.org/10.1080/02103702.2019.1612137

Pecharroméan-Gomez, C. (2013). Naturaleza de los objetos matematicos: representacion y
significado. Enserianza de Las Ciencias. Revista de Investigacion y Experiencias

Didacticas, 31(3), 121-134. https://doi.org/10.5565/rev/ec/v31n3.931

Penalva, V. C., Alaminos, C. A., Francés, G. F., y Santacreu, F. 0. (2015). La investigacion

cualitativa: Técnicas de investigacion y analisis con Atlas.ti. PYDLOS Ediciones.


https://doi.org/10.1080/02103702.2021.1946640
https://doi.org/10.1007/s11858-017-0906-0
https://scispace.com/pdf/mathematical-competencies-and-the-learning-of-mathematics-38x59w2aha.pdf
https://scispace.com/pdf/mathematical-competencies-and-the-learning-of-mathematics-38x59w2aha.pdf
https://doi.org/10.23925/1983-3156.2021v23i1p171-200
https://doi.org/10.23925/1983-3156.2021v23i1p171-200
https://doi.org/10.1080/02103702.2019.1612137
https://doi.org/10.5565/rev/ec/v31n3.931

243

Penfold, E., y Hoskins, K. (2024). Primary teachers’ perceptions of their mathematical
knowledge for teaching and the effects of policy on their mathematics teaching. Research
in Mathematics Education, 26(3), 443—459.

https://doi.org/10.1080/14794802.2023.2173639.

Pincheira, N. y Alsina, A. (2022). Evaluacion del conocimiento para ensefiar algebra temprana
durante la formacion inicial del profesorado de Educacion Infantil. Revista de

Investigacion en Educacion, 20(2), 257-276. https://doi.org/10.35869/reined.v20i2.4222

Pincheira, N., Alsina, A., y Acosta, Y. (2023). ;Qué conocimientos de algebra temprana
movilizan las tareas que disefa el profesorado en formacion de educacién infantil? En C.

Jiménez-Gestal (ed.). SEIEM (pp. 451-458). https://www.researchgate.net/profile/Nataly-

Pincheira-

Hauck/publication/374925821 Que conocimientos de algebra temprana movilizan las

tareas que disena el profesorado en formacion de educacion infantil/links/653797d

25d51a8012b6c4688/Que-conocimientos-de-algebra-temprana-movilizan-las-tareas-que-

disena-el-profesorado-en-formacion-de-educacion-infantil.pdf

Pincheira, N. (2023). Caracterizacion del conocimiento matemdtico para la ensefianza del
dlgebra en edades tempranas en los futuros profesores de educacion infantil y primaria.
[Tesis doctoral, Universidad de Girona].

https://www.tdx.cat/handle/10803/689503#page=1

Pincheira, N., y Alsina, A. (2021a). Teachers’ mathematics knowledge for teaching early
algebra: A systematic review from the mkt perspective. Mathematics, 9(20), 2590.

https://doi.org/10.3390/math9202590



https://doi.org/10.1080/14794802.2023.2173639
https://doi.org/10.35869/reined.v20i2.4222
https://www.researchgate.net/profile/Nataly-Pincheira-Hauck/publication/374925821_Que_conocimientos_de_algebra_temprana_movilizan_las_tareas_que_disena_el_profesorado_en_formacion_de_educacion_infantil/links/653797d25d51a8012b6c4688/Que-conocimientos-de-algebra-temprana-movilizan-las-tareas-que-disena-el-profesorado-en-formacion-de-educacion-infantil.pdf
https://www.researchgate.net/profile/Nataly-Pincheira-Hauck/publication/374925821_Que_conocimientos_de_algebra_temprana_movilizan_las_tareas_que_disena_el_profesorado_en_formacion_de_educacion_infantil/links/653797d25d51a8012b6c4688/Que-conocimientos-de-algebra-temprana-movilizan-las-tareas-que-disena-el-profesorado-en-formacion-de-educacion-infantil.pdf
https://www.researchgate.net/profile/Nataly-Pincheira-Hauck/publication/374925821_Que_conocimientos_de_algebra_temprana_movilizan_las_tareas_que_disena_el_profesorado_en_formacion_de_educacion_infantil/links/653797d25d51a8012b6c4688/Que-conocimientos-de-algebra-temprana-movilizan-las-tareas-que-disena-el-profesorado-en-formacion-de-educacion-infantil.pdf
https://www.researchgate.net/profile/Nataly-Pincheira-Hauck/publication/374925821_Que_conocimientos_de_algebra_temprana_movilizan_las_tareas_que_disena_el_profesorado_en_formacion_de_educacion_infantil/links/653797d25d51a8012b6c4688/Que-conocimientos-de-algebra-temprana-movilizan-las-tareas-que-disena-el-profesorado-en-formacion-de-educacion-infantil.pdf
https://www.researchgate.net/profile/Nataly-Pincheira-Hauck/publication/374925821_Que_conocimientos_de_algebra_temprana_movilizan_las_tareas_que_disena_el_profesorado_en_formacion_de_educacion_infantil/links/653797d25d51a8012b6c4688/Que-conocimientos-de-algebra-temprana-movilizan-las-tareas-que-disena-el-profesorado-en-formacion-de-educacion-infantil.pdf
https://www.researchgate.net/profile/Nataly-Pincheira-Hauck/publication/374925821_Que_conocimientos_de_algebra_temprana_movilizan_las_tareas_que_disena_el_profesorado_en_formacion_de_educacion_infantil/links/653797d25d51a8012b6c4688/Que-conocimientos-de-algebra-temprana-movilizan-las-tareas-que-disena-el-profesorado-en-formacion-de-educacion-infantil.pdf
https://www.tdx.cat/handle/10803/689503#page=1
https://doi.org/10.3390/math9202590

244

Pincheira, N., y Alsina, A. (2021b). Towards a characterization of early algebra from the analysis
of the contemporary curricula of early childhood education and primary education.

Educacion Matematica, 33(1), 137-168. https://doi.org/10.24844/EM3301.06

Pincheira, N., y Alsina, A. (2024). Mathematical Knowledge of Early Algebra Exhibited by Pre-
Service Early Childhood Education Teachers. International Journal of Science and

Mathematics Education, 23, 461-487. https://doi.org/10.1007/s10763-024-10478-y

Ponte, J. P. (2012). Estudiando el conocimiento y el desarrollo profesional del profesorado de
matematicas. En N. Planas (Ed.), Teoria, critica y practica de la educacion matemadtica
(pp- 83-98). Grao.

Radford, L. (2008). Iconicity and contraction: A semiotic investigation of forms of algebraic
generalizations of patterns in different contexts. ZDM - International Journal on

Mathematics Education, 40(1), 83-96. https://doi.org/10.1007/s11858-007-0061-0

Radford, L. (2010). Layers of generality and types of generalization in pattern activities. PNA.
Revista de Investigacion En Diddactica de La Matematica, 4(2), 37-62.

https://doi.org/10.30827/pna.v4i2.6169

Radford, L. (2011). Grade 2 students’ non-symbolic algebraic thinking. En J. Cai y E. Knuth

(Eds.), Early algebraization (pp. 303—322). https://doi.org/10.1007/978-3-642-17735-

4 1

Radford, L. (2013). En torno a tres problemas de generalizacion. En Investigacion en didactica
de la matematica: Homenaje a Encarnacion Castro. Comares.

https://www.luisradford.ca/pub/2013%20-

%20En%20torno%20a%?20tres%20problemas%20de%201a%?20generalizacion.pdf



https://doi.org/10.24844/EM3301.06
https://doi.org/10.1007/s10763-024-10478-y
https://doi.org/10.1007/s11858-007-0061-0
https://doi.org/10.30827/pna.v4i2.6169
https://doi.org/10.1007/978-3-642-17735-4_17
https://doi.org/10.1007/978-3-642-17735-4_17
https://www.luisradford.ca/pub/2013%20-%20En%20torno%20a%20tres%20problemas%20de%20la%20generalizacion.pdf
https://www.luisradford.ca/pub/2013%20-%20En%20torno%20a%20tres%20problemas%20de%20la%20generalizacion.pdf

245

Radford, L. (2015). Early Algebraic Thinking: Epistemological, Semiotic, and developmental
issues. En S. J. Cho (Ed.), The Proceedings of the 12th International Congress on

Mathematical Education (pp. 209-227). https://doi.org/10.1007/978-3-319-12688-3 15

Radford, L. (2022). Algebra temprana: La simplificacion de ecuaciones. Revista de Investigacdo

e Divulgagcao Em Educagdao Matematica, 6(1). https://doi.org/10.34019/2594-

4673.2022.v6.39730

Ramirez, H. E. (2023). Desarrollo de conocimientos tecnologicos para ensefianza de las
matemadticas: Una intervencion de diserio con profesores de primaria de la Mixteca Baja
de Oaxaca [Tesis doctoral, Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados del Instituto
Politécnico Nacional, Unidad Zacatenco].

Reyes-Bravo, M., Pascual, M. ?. L., Contreras, L. C., y Estrella, S. (2024). Double view of the
mathematics teacher educator: Opportunity to identify their knowledge. PNA4, 18(5),

467-493. https://doi.org/10.30827/pna.v18i5.29431

Ribeiro, A. J., Aguiar, M., Trevisan, A. L., y Elias, H. R. (2023). Exploring learning
opportunities for primary teachers: the case of knowledge for teaching early algebra.
Revista Latinoamericana de Investigacion En Matematica Educativa, 26(3), 327-356.

https://doi.org/10.12802/relime.23.2633

Rojas, N., Flores, P., y Carrillo, J. (2015). Conocimiento especializado de un profesor de
matematicas de educacion basica primaria al ensefiar los nimeros racionales. Bolema:

Boletim de Educa¢do Matematica, 29(51), 143—164. https://doi.org/10.1590/1980-

4415v29n51a08

Rojas, P., y Vergel, R. (2018). Iniciacion al dlgebra y pensamiento algebraico temprano:

actividades para orientar el trabajo en el aula. RECME - Revista Colombiana de


https://doi.org/10.1007/978-3-319-12688-3_15
https://doi.org/10.34019/2594-4673.2022.v6.39730
https://doi.org/10.34019/2594-4673.2022.v6.39730
https://doi.org/10.30827/pna.v18i5.29431
https://doi.org/10.12802/relime.23.2633
https://doi.org/10.1590/1980-4415v29n51a08
https://doi.org/10.1590/1980-4415v29n51a08

246

Matematica Educativa, 3(1), 187—192. https://funes.uniandes.edu.co/wp-

content/uploads/tainacan-items/32454/1149533/document 6.pdf

Romero, J. G., y Batallanos, V. A. Q. (2016). El consentimiento con el otro en la interpretacion

de la comprension en matematicas. Bolema - Boletim de Educag¢dao Matematica, 30(55),

662—-682. https://doi.org/10.1590/1980-4415v30n55a16

Rowland, T., Huckstep, P., y Thwaites, A. (2003). The knowledge quartet. Proceedings of the
British Society for Research into Learning Mathematics, 23(3), 97-102.

https://www.redalyc.org/pdf/5757/575763900002.pdf

Schliemann, A. D., Carraher, D. W., Brizuela, B. M., y Earnest, D. (2006). Bringing out the
algebraic character of arithmetic: From children’s ideas to classroom practice.
Lawrence Erlbaum Associates.

Shulman, L. S. (1986). Those who understand: Knowledge growth teaching. Educational

Researcher, 15(2), 4-16. https://www.wcu.edu/webfiles/pdfs/shulman.pdf

Shulman, L. S. (1987). Knowledge and teaching: Foundations of the new reform. Harvard

Educational Review, 57(1), 1-21. https://people.ucsc.edu/~ktellez/shulman.pdf.

Simons, H. (2009). Case study research in practice. SAGE Publications.

https://doi.org/10.4135/9781446268322

Simons, H. (2011). El estudio de caso: Teoria y practica. Morata.

https://proyectoacademico.com/wp-content/uploads/2024/08/Helen-Simons.pdf

Somasundram, P. (2021). The role of cognitive factors in year five pupils’ algebraic thinking: A
Structural Equation Modelling Analysis. Eurasia Journal of Mathematics, Science and

Technology Education, 17(1), 1-12. https://doi.org/10.29333/ejmste/9612



https://funes.uniandes.edu.co/wp-content/uploads/tainacan-items/32454/1149533/document_6.pdf
https://funes.uniandes.edu.co/wp-content/uploads/tainacan-items/32454/1149533/document_6.pdf
https://doi.org/10.1590/1980-4415v30n55a16
https://www.redalyc.org/pdf/5757/575763900002.pdf
https://www.wcu.edu/webfiles/pdfs/shulman.pdf
https://people.ucsc.edu/~ktellez/shulman.pdf
https://doi.org/10.4135/9781446268322
https://proyectoacademico.com/wp-content/uploads/2024/08/Helen-Simons.pdf
https://doi.org/10.29333/ejmste/9612

247

Sosa-Guerrero, L. (2024). The MTSK model as a support for professional growth of teacher

educator. PNA, 18(5), 523-549. https://doi.org/10.30827/pna.v18i5.29828

Sosa, L., Flores-Medrano, E., y Carrillo, J. (2016). Conocimiento de la ensefanza de las
matematicas del profesor cuando ejemplifica y ayuda en clase de algebra lineal.

Educacion Matematica, 28(2), 151-181. https://doi.org/10.24844/em2802.06

Sosa-Moguel, L. E., Aparicio Landa, E., y Cabafias-Sanchez, G. (2020). Fases del razonamiento
inductivo que presentan profesores de matematicas al resolver un problema de
generalizacion. PNA: Revista de Investigacion En Didactica de La Matematica, 14(2),

118-141. https://doi.org/10.30827/pna.v14i2.9118

Stake, R. E. (2015). Investigacion con estudio de casos (5. ed.). Morata.

https://revistas.udistrital.edu.co/index.php/GDLA/article/view/10093/11218

Stott, L., y Ramil, X. (2014). Metodologia para el desarrollo de estudios de caso. Escuela
Politécnica.

https://www.academia.edu/40410070/Metodolog%C3%ADa para el desarrollo de estu

dios_de_caso

Vanegas, Y., y Pino-Fan. (2019). Andlisis de la prdactica profesional de un profesor cuando
explica contenidos de medida. En E. Badillo, et al. (eds.). Investigacion sobre el profesor
de matemdticas: prdctica de aula, conocimiento, competencia y desarrollo profesional

(pp. 44-66). https://funes.uniandes.edu.co/funes-documentos/analisis-de-la-practica-

profesional-de-un-profesor-cuando-explica-contenidos-de-medida/

Vargas, X. (2011). ;Como hacer investigacion cualitativa? Una guia prdctica para saber qué es
la investigacion en general y como hacerla, con énfasis en las etapas de la investigacion

cualitativa. UNAM.


https://doi.org/10.30827/pna.v18i5.29828
https://doi.org/10.24844/em2802.06
https://doi.org/10.30827/pna.v14i2.9118
https://revistas.udistrital.edu.co/index.php/GDLA/article/view/10093/11218
https://www.academia.edu/40410070/Metodolog%C3%ADa_para_el_desarrollo_de_estudios_de_caso
https://www.academia.edu/40410070/Metodolog%C3%ADa_para_el_desarrollo_de_estudios_de_caso
https://funes.uniandes.edu.co/funes-documentos/analisis-de-la-practica-profesional-de-un-profesor-cuando-explica-contenidos-de-medida/
https://funes.uniandes.edu.co/funes-documentos/analisis-de-la-practica-profesional-de-un-profesor-cuando-explica-contenidos-de-medida/

248

Vasco Mora, D., Climent, N., Escudero-Avila, D., Montes, M. A., y Ribeiro, M. (2016).
Conocimiento especializado de un profesor de algebra lineal y espacios de trabajo
matematico. Bolema: Boletim de Educag¢do Matematica, 30(54), 222-239.

https://www.redalyc.org/pdf/2912/291245156012.pdf

Vasquez, C., Pifieiro, J. L., y Garcia-Alonso, . (2022). What Challenges Does the 21st Century
Impose on the Knowledge of Primary School Teachers Who Teach Mathematics? An
Analysis from a Latin American Perspective. Mathematics, 10(3), 391.

https://doi.org/10.3390/math10030391

Vergel, R. (2010). La perspectiva de cambio curricular early-algebra como posibilidad para

desarrollar el pensamiento algebraico en escolares de educacion bésica primaria: Una

mirada al proceso matematico de generalizacion. En 17° Encuentro Colombiano

Matematica Educativa.

https://die.udistrital.edu.co/publicaciones/contribuciones publicadas en analesmemorias

de eventos nacionales/la perspectiva de

Vergel, R. (2014). Formas de pensamiento algebraico temprano en alumnos de cuarto y quinto

grados de educacion basica primaria (9-10 afios). Revista cientifica, 2, 225-231.

https://doi.org/10.14483/23448350.6546

Vergel, R. (2015). Generalizacion de patrones y formas de pensamiento algebraico temprano.

PNA. Revista de Investigacion En Diddctica de La Matematica, 9(3), 193-215.

https://doi.org/10.30827/pna.v913.6220

Vergel, R. (2019). Una posible zona conceptual de formas de pensamiento aritmético

“sofisticado” y proto-formas de pensamiento algebraico. En Educacion Matematica en


https://www.redalyc.org/pdf/2912/291245156012.pdf
https://doi.org/10.3390/math10030391
https://die.udistrital.edu.co/publicaciones/contribuciones_publicadas_en_analesmemorias_de_eventos_nacionales/la_perspectiva_de
https://die.udistrital.edu.co/publicaciones/contribuciones_publicadas_en_analesmemorias_de_eventos_nacionales/la_perspectiva_de
https://doi.org/10.14483/23448350.6546
https://doi.org/10.30827/pna.v9i3.6220

249

las Américas 2019 (pp. 346-363). Comité Interamericano de Educacion Matematica
(CIAEM).

https://conferencia.ciaem-redumate.org/index.php/xvciaem/xv/paper/view/1072/0

Vergel, R., Radford, L., y Rojas, P. J. (2022). Zona conceptual de formas de pensamiento
aritmético “sofisticado” y proto-formas de pensamiento algebraico: una contribucién a la
nocién de zona de emergencia del pensamiento algebraico. Bolema: Boletim de Educagdo

Matematica, 36(74), 1155—1181. https://doi.org/10.1590/1980-4415v36n74al 1

Wettergren, S. (2022). Identifying and promoting young students’ early algebraic thinking.

LUMAT, 10(2), 190-214. https://doi.org/10.31129/LUMAT.10.2.1617

Yacuzzi, E. (2005). El estudio de caso como metodologia de investigacion: Teoria, mecanismos
causales, validacion (Case study as a research methodology: Theory, causal
mechanisms, validation) (Serie Documentos de Trabajo No. 296). Universidad del Centro
de Estudios Macroecondmicos de Argentina (UCEMA).

https://ucema.edu.ar/publicaciones/download/documentos/296.pdf

Yin, R. K. (2014). Case study research: Design and methods (5th ed.). SAGE.

https://iwansuharyanto.wordpress.com/wp-content/uploads/2013/04/robert k-

vin case study research design and mebookfi-org.pdf

Zakaryan, D., y Sosa, L. (2021). Knowledge of practices in mathematics of a secondary teacher
in geometry classes. Educacion Matematica, 33(1), 71-97.

https://doi.org/10.24844/EM3301.03

Zapata, S. M. (2020). Transformacion del conocimiento profesional del profesor de matematicas
de primaria en el contexto del pensamiento algebraico temprano [Tesis doctoral,

Universidad de Antioquia]. https://bibliotecadigital.udea.edu.co/handle/10495/14855



https://conferencia.ciaem-redumate.org/index.php/xvciaem/xv/paper/view/1072/0
https://doi.org/10.1590/1980-4415v36n74a11
https://doi.org/10.31129/LUMAT.10.2.1617
https://ucema.edu.ar/publicaciones/download/documentos/296.pdf
https://iwansuharyanto.wordpress.com/wp-content/uploads/2013/04/robert_k-_yin_case_study_research_design_and_mebookfi-org.pdf
https://iwansuharyanto.wordpress.com/wp-content/uploads/2013/04/robert_k-_yin_case_study_research_design_and_mebookfi-org.pdf
https://doi.org/10.24844/EM3301.03
https://bibliotecadigital.udea.edu.co/handle/10495/14855

250

Zapatera, A. (2018). Introduccion del pensamiento algebraico mediante la generalizacion de
patrones: Una secuencia de tareas para Educacion Infantil y Primaria. Numeros. Revista

de Diddactica de Las Matematicas, 97, 51-67. https://funes.uniandes.edu.co/wp-

content/uploads/tainacan-items/32454/1150040/Zapatera2018Introduccion.pdf



https://funes.uniandes.edu.co/wp-content/uploads/tainacan-items/32454/1150040/Zapatera2018Introduccion.pdf
https://funes.uniandes.edu.co/wp-content/uploads/tainacan-items/32454/1150040/Zapatera2018Introduccion.pdf

251

Apéndices

1. Apéndice A. Base de datos

Esta base de datos tiene como objetivo centralizar y organizar documentos relevantes para la
investigacion en educacion matematica, desde el modelo M7TSK y el pensamiento algebraico
temprano. Permite el acceso a informacion clave sobre la generalizacion de patrones y el

conocimiento de profesores en matematicas a nivel de Educacion Basica Primaria.

https://drive.google.com/drive/folders/1iuYaj5SO jmKGYiPfoKmieKxnsnQGcAeF?usp=drive li

nk
2. Apéndice B. Caracterizacion

Este instrumento facilitara la comprension de las condiciones personales, laborales y formativas
de los profesores, asi como sus practicas en la planeacion y uso de recursos didacticos en el area

de matematicas.

https://drive.google.com/drive/folders/1Ji3mIAxawzG40ORLW3xgNJ927EX7HZkVE?usp=drive

link
3. Apéndice C. Perfiles académicos de los jueces expertos

Este instrumento evidencia que la seleccion de los evaluadores se realizd a partir de criterios
metodolégicos ampliamente reconocidos en la literatura cientifica, orientados a asegurar la

idoneidad académica y profesional de los jueces participantes en el proceso de validacion.

https://drive.google.com/drive/folders/192ifwJMcgXK{-NNWI15yZoshJrZSctopl?usp=drive_link



https://drive.google.com/drive/folders/1iuYaj5O_jmKGYiPfoKmieKxnsnQGcAeF?usp=drive_link
https://drive.google.com/drive/folders/1iuYaj5O_jmKGYiPfoKmieKxnsnQGcAeF?usp=drive_link
https://drive.google.com/drive/folders/1Jj3mIAxawzG4ORLW3xqNJ927EX7HZkVE?usp=drive_link
https://drive.google.com/drive/folders/1Jj3mIAxawzG4ORLW3xqNJ927EX7HZkVE?usp=drive_link
https://drive.google.com/drive/folders/192ifwJMcgXKf-NNWl5yZoshJrZSctopI?usp=drive_link
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4. Apéndice D. Transcripciones Cuestionario KoT

El cuestionario tiene como objetivo analizar el conocimiento especializado de tres profesores de
primaria en relacion con la generalizacion de patrones, utilizando el subdominio KoT como
marco conceptual. Este subdominio abarca categorias esenciales para la ensefianza de
matematicas, tales como: definiciones, fenomenologia y aplicaciones, registros de

representacion, propiedades y fundamentos y procedimientos.

https://drive.google.com/drive/folders/1DiEL4087w51CsZZv2P4HeD0zV {4 W44KR ?usp=drive

link

5. Apéndice C. Transcripciones Cuestionario KMT

El siguiente cuestionario tiene como proposito caracterizar el conocimiento especializado de los
profesores de Educacién Bésica Primaria en relacion con la ensefianza de la generalizacion de
patrones, en el marco del subdominio KMT. Para ello, se emplea la tarea de la secuencia de
cuadros, adaptada de los trabajos de Vergel (2014) y Zapatera (2018); y se sustenta tedéricamente
en la Teoria de los Campos Conceptuales (Vergnaud, 1990). Este subdominio se estructura de la
siguiente manera: categoria teorias de ensefanza de las matemadticas, categoria recursos

didacticos (fisicos y digitales) y categoria estrategias, técnicas, tareas y ejemplos.

https://drive.google.com/drive/folders/1ICBRUsNYvHi66HimTaAWBqgc8AT3Gc6GS5n?usp=driv

e_link

6. Apéndice D. Transcripciones Cuestionario KMLS

Este cuestionario busca caracterizar en el conocimiento especializado de los profesores de
Educacion Bésica Primaria sobre el desarrollo del pensamiento algebraico temprano, con un foco

particular en la generalizacion de patrones. Las respuestas permitirdn comprender como los


https://drive.google.com/drive/folders/1DiEL4O87w51CsZZv2P4HeD0zVf4W44KR?usp=drive_link
https://drive.google.com/drive/folders/1DiEL4O87w51CsZZv2P4HeD0zVf4W44KR?usp=drive_link
https://drive.google.com/drive/folders/1CBRUsNYvHi66HjmTaAWBqc8AT3Gc6G5n?usp=drive_link
https://drive.google.com/drive/folders/1CBRUsNYvHi66HjmTaAWBqc8AT3Gc6G5n?usp=drive_link
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profesores conciben los aprendizajes esperados, los niveles de comprension conceptual y
procedimental, y la organizacion secuencial de los contenidos.
La informacion recopilada se usard con fines investigativos en el subdominio KMLS (Carrillo-
Yafiez et al., 2018). Las tres categorias abordadas en este cuestionario son esenciales para
caracterizar el conocimiento especializado del profesor (Carrillo-Yanez et al., 2018) en el
pensamiento algebraico temprano. Resultados de aprendizaje esperados, Nivel esperado de

desarrollo conceptual o procedimental y Secuenciacion de temas.

https://drive.google.com/drive/folders/1 HulftM4imFDiMI19vdnJrF4xvbk509g3Y co?usp=drive lin

k
7. Apéndice E. Transcripciones de entrevista semiestructurada

Este instrumento pretende recolectar informacion sobre los conocimientos de los profesores
participantes en relacion con el desarrollo del pensamiento algebraico en Educacion Basica
Primaria, particularmente en lo que se refiere a la generalizacion de patrones, dentro del marco

conceptual de los subdominios Ko7, KMT'y KMLS.

https://drive.google.com/drive/folders/1 HxpzozedNBJPL9i8pBiSSWdBuhS5L9fDs?usp=drive lin

k
8. Apéndice F. Matrices

A. Matriz transversal interna de cada subdominio Ko7, KMT y KMLS se organiza en varios libros
de Excel. El primero corresponde a la matriz de definicion analitica operativa; el segundo, a la
matriz de criterios de evidencia; el tercero matriz de fronteras analiticas; al cuarto, al analisis Top
— down; el quinto, a la matriz subcategorias emergentes; el sexto, a la matriz de integracion

analitica; y el séptimo, a la matriz relaciones internas del subdominio.


https://drive.google.com/drive/folders/1HulfM4imFDiMl9vdnJrF4xvbk5Oq3Yco?usp=drive_link
https://drive.google.com/drive/folders/1HulfM4imFDiMl9vdnJrF4xvbk5Oq3Yco?usp=drive_link
https://drive.google.com/drive/folders/1HxpzozedNBJPL9j8pBjSSWdBuh5L9fDs?usp=drive_link
https://drive.google.com/drive/folders/1HxpzozedNBJPL9j8pBjSSWdBuh5L9fDs?usp=drive_link
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https://drive.google.com/drive/folders/1RdQsqQYywiYiAP9¢4xDudTUongLemPf?usp=drive li

nk

B. Matriz transversal entres los subdominios KOT, KMT Y KMLS, construida a partir de
cuestionarios y entrevista, organizada en varios libros de Excel. Estos incluyen la matriz
analitica; la matriz de criterios de evidencia empirica; la matriz de fronteras analiticas; la matriz
analitica de familias de codigos, estructurada en tres conjuntos: familias KOT + PAT, b. familias
KMT + PAT, c. familias KMLS + PAT; meta-matriz transversal anclada en fragmentos textuales;
la matriz analitica de memos de familias de codigos; comparaciones transversales KOT;
comparaciones transversales KMT; comparaciones transversales KMLS; finalmente la matriz de

triangulacion por subdominio.

https://drive.google.com/drive/folders/1rr MUH-

vSIOytSWCNdAddfdY g5Cr9otOe?usp=drive link



https://drive.google.com/drive/folders/1RdQsqQYjywiYiAP9g4xDudTUonqLemPf?usp=drive_link
https://drive.google.com/drive/folders/1RdQsqQYjywiYiAP9g4xDudTUonqLemPf?usp=drive_link
https://drive.google.com/drive/folders/1rr_MUH-vSIOytSWCNdddfdYg5Cr9otOe?usp=drive_link
https://drive.google.com/drive/folders/1rr_MUH-vSIOytSWCNdddfdYg5Cr9otOe?usp=drive_link
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Anexos
1. Anexo A. Consentimiento de participantes

Este instrumento busca garantizar que la participacion en el estudio se realice de forma
informada, respetando los derechos y la privacidad de la persona, y facilitando el proceso de
recoleccion de datos necesarios para profundizar en el analisis del conocimiento profesional de
los profesores, especificamente en lo que respecta al subdominio del modelo MTSK (KoT, KMT

y KMLS) y el pensamiento algebraico temprano.

https://drive.google.com/drive/folders/ IMNTKIIDVAg8MW8XXeeRByMaoQXJ8pRqgJ?usp=dri

ve link

2. Anexo B. Observaciones de jurados

https://drive.google.com/drive/folders/1fOBJO1 ZKTY-4PUByc-TAKg-

ft2K3Stv?usp=drive link



https://drive.google.com/drive/folders/1MNfKllDVAq8MW8XXgeRByMaoQXJ8pRqJ?usp=drive_link
https://drive.google.com/drive/folders/1MNfKllDVAq8MW8XXgeRByMaoQXJ8pRqJ?usp=drive_link
https://drive.google.com/drive/folders/1fOBJO1_ZKTY-4PUByc-TAKg-ft2K3Stv?usp=drive_link
https://drive.google.com/drive/folders/1fOBJO1_ZKTY-4PUByc-TAKg-ft2K3Stv?usp=drive_link



